
ESTADISTICA ESPAÑOLA
Vol. 35, Núm. 133, 1993, págs. 425 a 437

EI estimador de regresión generalizado en el
modelo de superpoblación : p- insesgadez

asintótica y robustez *

JOSE MIGUEL CASAS SANCHEZ

Universidad de Alcalá de Henares

MARTA G U I JARRO GARV I

Universidad de Cantabria

RESUMEN

Consideramos el modelo de superpoblación lineal múltiple y tomamas como
estimador de la media poblacional el estimador de regresión generalizado. Estu-
diamos la p-insesgadez asintótica de este estimador bajo ciertas condiciones y
vemos que, con condiciones algo más restrictivas que las anteriores, se Ilega a
determinar métodos de selección de diseños de muestreo que, junto con el
estimador de regresión generalizado, constituyen estrategias robustas frente a
fallos de especificación de la matri^ de variables explicativas. Introducimos, así,
ciertas modificaciones al trabajo realizado por Robinson y Sárndal (1983).

Palabras clave: Modelo de Superpoblación, Estimador de Regresión Generaliza-
do, P-insesgadez Asintótica, Estrategias Robustas.

Clasificación AMS: 62 D05.

1. INTR^DDUCCION

Ei planteamiento general de un modelo de rnuestreo consiste en considerar
una población finita U={1,...,i,...,N^ de tamaño N, en donde i representa la unidad

* Los comentarios del evaluador anónimo han contribuido a mejorar la presentación del trabajo.
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i-ésima de la población, designando por s una muestra formada por un subcon-
junto de elementos de la población, por S el conjunto de todas las posibles
muestras, s, y por r el con ĵunto de elementos de la población que no pertenecen
a la muestra s.

Diremos que un diseño muestral es una función p(^) definida sobre S, tal que,
p(s} > 0, ^s E S y E SE s p{s) = 1; su tamaño muestral lo representaremos por
v(s) y supondremos que es fijo, es decir, v(s) = n, cuando p(s) > 0.

Designaremos por n; _^,;E S p(s) la probabilidad de que la unidad i-ésima de la
población pertenezca a la muestra s. Asociada a ella definimos la variable I; tal que:

1.= 1 siiE s^
(J sii^s

Evidentemente,

^t;=p(I;- 1)- 1 -p(1;=0)

Representaremos cada abservación muestral por:

d = {(i,y;): i E s}

dande s es una muestra fija e y; es un valor desconocido correspondiente a una
cierta característica que, junto con el vector x; _(x;^,...,x;q)` de dimensión q x 1
de otra característica conocida, está asociado a la unidad i-ésima. Utilizaremos
el vector y= (y;,...,yN)' para estimar la función paramétrica media poblacional:

1 Ny=___^y;
N;^^

2. EL MODELO DE SUPERPOBLACION LINEAL MULTIPLE

Supandremos, ahara, una población finita generada como muestra aleatoria
de una superpoblación infinita, es decir, consideraremos que el vector de valores
poblacionales y={y1,...,yN)' es una realización del vector de variables aleatorias
Y=(Y^,...,YN)' cuya distribución conjunta la denotaremos por ^.

Llamaremos madelo de superpoblación al conjunto específico de condiciones
que definen una clase de distribuciones a la cual pertenece la distribución ^. En
nuestro caso admitiremos que el modelo de superpoblación lineal múltipie, ^,
viene dado por,

Y=X^3+^

E^{Y) _ ^C^3
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E^[(Y - X^) (Y - X^)'^ = a^V

donde la matriz X=(x^,...,xN)' es de rango completo q, ^3 es un vector de
parámetros desconocidos de dimensión q x 1 y ^ es un vect©r aleatorio de
dimensión N x 1 tal que,

E^tc) = 4

E^(^^') = a2V

siendo E^(-) la esperanza respecto al modelo ^, a2 una constante desconocida y
V una matriz simétrica y definida positiva.

Consideraremos un estimador e= e(D) como una función sobre el espacio
muestra! {D: Y E RN, s E S} donde D={(i,Y;): i E s} es 1a variable dato y s es
una muestra extraída de la población según un diseño de muestreo, p, con
probabilidades de inclusión de primer orden n^; (i = 1,...,N). Dicho estimador nos
proporciona la información sobre la media poblacional

- 1Y=__^Y;
N ^-^

Designaremos por 1-I = diag(n^,...,nN), matriz de dimensión N x N.

3. EL ESTIMADOR DE REGRESION GENERALIZADO

Consideremos una sucesión de poblaciones finitas Ut de tamaño Nt, con 0<
< N^ < N2..., tal que Ut (t = 1,2,...) está formada par las Nt primeras unidades de
una sucesión dada {i}; así pues, U2 ^ U^ contiene las N2 primeras unidades de
la sucesión {i}, etc..

Supondremos que la correspondiente sucesión de medias poblacionales,
Nt

Yt = ^ ^ Y; , es convergente.
Nt;^_^

Sea st una sucesión de muestras obtenidas a partir de una secuencia de
diseños de tamaños efectivos fijos nt (nt < Nt,^t), tal que,

st -{ i: I;t = 1,1 ^ i ^ nt}

en donde I;t es una variable aleatoria que vale 1 si la unidad i-ésima está en la
muestra t-ésima y 0 en caso contrario 2

1 EI hecho de que nt tiende a infinito está implícito en la condición C.3 del teorema 1:
N,

n, -_ ^,; n, t> N t m i n rr ^,
i 1 1• i^ N,
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Denotaremos por n,t la probabilidad de que la i-ésima unidad esté en la t-ésima
muestra.

De manera análoga a la indicada anteriormente, diremos que, asociado a la
unidad i-ésima de la población Ut, tendremos un número desconocido, y;, reaii-
zación de una variable aleatoria Y;, y un vector conocido (xi1,...,x;q)', de dimensión
q x 1. Así pues, admitimos que, para cada t, Yt =(Y1,...,YN^)' está relacionado con
X# _(x1,...,xN^)' a través de un modelo de superpoblación lineal múftiple ^.

3.1. P-insesgadez asintótica

Diremos que una sucesión de estimadores, et, construidos a partir de una
sucesión de poblaci©nes U^, es asintáticamente insesgada según el dis_eño de
muestreo p, o asintóticamente p-insesgada, para la media poblacional Yt, si se
verifica que:

lim [Ep (et) - Y^ = 0

Utilizaremos como estimador de la media poblacional, Yt, el estimador de
regresión generalizado 3.

Nt

eRC = Nt ^ ^,
i=1

t Yi q^ li t____ . ___ - ^ ^3j t -- - 1 Xi i
nit i=1 ^it

n ^
siendo j3j t fa componente j-ésima del estimador del vector paramétrico j3S 4.t

A continuación, presentamos un teorema en el cual se dan condiciones sufi-
cientes para que el estimador de regresión generalizado, eR^, sea asintóticamen-
te p-insesgado para la media poblacional.

Teorema 1

EI estimador eRG es asintóticamente p-insesgado si se verifican simultánea-
mente las siguientes condiciones:

Nt

G.1 fim sup t-^^ Nt -^ ^ x2i <^ j= 1,..., q
i = 1

C.2 lim sup t-^^ Ep (^^ t}2 <^ j- 1,..., q

^ Per#enece a la clase de estimadores de regresión generalizados propuesta por Cassel, S^rndal
y Wretman.

4 En general, el estimadc^r de regresión generalizado no será p-insesgado pues en su expresión
intervienen los estimadores ^i;^ que dependen de la muestra.
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C.3 lim inf t^^ Nt minl ^; < N, ni t=°°

C.4 lim t^^, max; ^ k ^ikt_ __
^it nkt

_1

con n;kt = p(I;t = Ikt = 1), probabilidades de inclusión de segundo orden,

Demostración

Definimos la siguiente variable aleatoria,

^ -1 Nt ^i t Yi q ^i teRO = Nt ^ -_ -- ^ ^ij -____
i-^1 ^it j = 1 ^it

<
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Sin más que tomar esperanzas, se comprueba que EP (eR^) = Yt para todo Y,

es decir, EP (eR^) es p-insesgado de Yt. Por tanto, será suficiente demostrar que,

lim EP (eR^ - eR^) = 0
t --^ ^

Pero,

q

lim EP (eRO - eRO) _^ I im E
j=1 t-^^

Basta comprobar qu

lim EP
t --^ «^

,

Nn
^^

^^j- ^jt) Nt1 ^ _!t
i--1 nit

,lX

[
xi1

l

Í^

n N,
^^_ Rj t) Nt 1 ^, _ ^ _t-

i ==1 nit

=0 , ^-, q

-1 1
^

Aplicando la desigualdad de Schwartz,

EP
n Nc

( R^ - R^ t) Nt 1 ^ ^'- t-- 1
1 1

i_1 nit
xij

n Nc

<_ E((3^ -^3^ t)2 E Nt 1 ^ ^ i t_ 1 xi .
P 1 1 P 1

i -_ 1 ni t

Acotemos cada uno de los factores,

Ni 2

E Nt ^^ ^i t- 1 xi .
P 1

i=-1 ^it

1 N` 2 12^x;j -1 +
Nt i.' 1 7Zi t

1
Nl

+ _2 ^ ^xi1xkj
Nt i- 1i^k

^i k t _ 1

^i t nk t

,

X;;J
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EI primer sumando está acotado superiormente por,
Nt

1, ^xN^
i - ^ Nt min^ ^ < N^ ^it

que tiende a 0 cuando t-j ► ^, aplicando C.1 y C.3.

EI segundo sumando es menor o igual que,

max
i^k

^i k t _ ^

^i t ^k t

^ ^xi j^ <_ max ?Li_k t w 1

ni t ^k t

N ^
1 ^ X2

Nt i :^_ ^i^k

que también converge a 0 cuando t--^ ^, po

Por último, por la condición C.2:

C.1 y C.4.

lim Ep (^3^ - ^^t)2 < ^ j - 1,..., q (c.q.d.)
t ^--^ ^

Este teorema mejora el resultado obtenido por Robinson y S^rndal pues, para
que el estimador de regresión generalizado sea asintóticamente p-insesgado, no
es necesario que se cumpla la condición adicional.

N,

Iim su p 1- ^ Y^ ^^
t--^^, Nt ;=:1

como se ha probado con el teorema anterior 5.

3.2. Ro b u stez

Para determinar una elección óptima del diseño de muestreo asociado al
estimador de regresión generalizado, utilizaremos el criterio de minimizar el error
cuadrático medio esperado,

EpE^ ^eRC - Yt)2

Pero la utilización de este criterio exige ciertas especificaciones sobre la
relación existente entre 1a variable aleatoria Yi y el vector asociado x;. Asi pues,
supondremos que:

q m

E^tY i^=^^jXij^`^irjZij=µ it i=1,...,Nts
j_:1 j^^

^ Los resultados obtenidos son independientes de que e! modelo tenga o no errores de especi-
ficación.

6 Evidentemente, si no hubiera error de especificación no apareceria el segundo sumando
^ri
^ Y^ Z;^

1 ^
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donde Zt =(z;j) es la matriz de regresores adicionales de dimensión N x m y Y es
un vector de parámetros descon©cidos de dimensión m x 1.

Admitimos además que:

Var^ (Y;) = 6w; i= 1,..., Nt

Cov^(Y;,Yk)=6^Pwi^k)^^zi^k

donde v; > 0 conocido, c^^ constante conocida, y p valor verificando la condición:

- {Nt-1)^^ <_ p < 1

Como pretendemos probar que el estimador es robusto, necesitaremos dar un
método que nos permita obtener estrategias robustas frente a errores de espe-
cificación en la matriz de regresores, partiendo de un diseño de muestreo ópti-
mo '. Para ello presentamos PI siguiente teorerna:

Teorema 2

Si se verifican simultáneamente las condici©nes:

N^

C.1lirnsuPt^^Nt^^x^^^ j=1,...,q
i=1

C.5 Dado un diseño de muestre© p, existe una constante K tal que, para un
t suficientemente grande,

q
nt^E^{^3^_^^t^2<K<^

j= 1

1
Nt

C.filimsupt--^^_.. ^vi<^
i-1

N
C.7 lim inf t.^ ^-t minl ^;^ Nt n;^ > 0

nt

C.8 lim sup ^ N^ max^ n^t-^ n i^k I ik
t

tnktl ^°°8

' Llamaremos clase de diseños óptimos, y la denotaremos por Po, a la formada por diseños, p^,
de tamaño efectivo fijo n que cumplan la condición de que sus probabilidades de inclusión de primer

N,

orden responden a la expresión: na; = nv; ^ ^ v;1 .
^-,

8 Las condiciones C.7 y C.8 son más restrictivas que C.3 y C.4
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N1

^ ^,^?t<^,C.9 iim sup t.i ^:.,> 1
t^ ,

resulta que:

con,

nt Ep E^ (eRG - Y =At+Bt+Ct

= nt 2 N^ _ ^ ,_ Nt ^/^ ni k tAc 6 ^v; 1 +p^ ^(v;vk)N ^
^ ^. 1 it i-1 i^k TCit ^kt

Nt N^
-- nt ^_^_ -- 1 b^t +^ t ^^ ni k t

- 1 bi t bk t
Nt i=^=1 7Lit Nt i- 1 i^k 1Lit^kt

m

b;t=^,^^z;^ i=1,.., Nt
t= 1

lim Ct = o
t ---^ ^

siendo el estimador de regresión generalizado, eR^, robusto frente a errores en
la especifcación de la matriz de diseño 9.

Demostración

Trivialmente,

n t Ep E^ (eRG - Yt)2 = n t Ep E^ (eRG -- eRG)2 + n t Ep E^ (eRG - Yt)2+

+ 2n t Ep E^ (eRG - eRG) (eRG - Yt)

Acotemos cada uno de los sumandos:

n t Ep E^ (eRG - Yt)2 =

-ntEpE^'
^

Nt

^
q

Y^ ^ i t- 1 - ^' t-- 1 x. .^ ^ R^ t , ^
nit i-:^1 ^it

2

1 Nt ^it ^ Nt ^it l= n t Ep E^ _ ^ (Yi - ^i t) _ - 1 + ^, -- 1 b; t -
Nt i= 1 ^i t Nt i-= 1 ni t ^-

= n t Ep E^ a{^ + n t Ep E^ b^ + 2n t Ep E^ at bt

9 Este teorema generaliza el dado por Robinson y S^rndal para p-- 0.
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donde,

N i

at=_^ ^(Yi--l^it) -I-'t--1
Nt i= 1 7Li t

N^

bt = ^. ^-^! t- 1 bi t
Nt i= 1 ^it

Desarrollando cada sumando,

n
^ ^ EP E^ a^ - N^ Ep

i-=1

Nt
_nt

E E ^^ --I' t- - 1 I k t-- 1
N^ P ^ i=1i^k nit nkt

nt

^ ^Í t

Nt
_nt a2 ^

N^ i =

Además

+

(Yi - µi t) (Yk - µkt)

n Nc

- 1 Var^ (Y;) + - t ^ ^
N{^ i=1 i^k

' 1
^it

2
Nt

^^ I^ t- 1 tYi `" ^i t)2^
i= 1 ^it

ni k t 1

ni t ^k t

N^

Vi + nt- 62p ^ ^ _^i k t --1
N^ i--- 1 i^ k 7Li t^k t

Cov^ {Y; Yk) _

(Vi uk^1^2 ^ At

N
2 t

__ 1 _ 6_ ^ vi + ^t 62 IP^ max
mfn15i<Nt nit Nt i=1 Nt i^k

Nt
2

<_ -nt ----- --^-- ------ 6-- ^ v; +
Nt minl < i<_ Nt ni t Nt

2N+ __t max
rlt i^k

nikt-^itnkt

1 - nikt

^it ^kt

N^ t

__ _ _ . _ _-_nt-- _ ^ - 62 IPI ^ vi
Nt ( mi n 1< i< Nt ^i t^2 Nt i=' 1
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Puede camprobarse que la expresión anterior es menor que ^, aplicando ias
condiciones C.6-C.8.

Análogamente se demuestra que

2- nt Nt ^ 2 nt Nc

nt EP E^ bt - 2^ - 1 b; t+ 2^^
Nt i_. 1 Tti t Nt i^- 1 i^ k

^i k t

^i t nk t

1 bi t bk t= Bt

es convergente, aplicando las condiciones C.1, C.6-C.9.



^^^j•^ E`^1AC)l^ill(..A E^SPAPJOLA

Por último:

EP E^ at bt =

Además,

Nt (

bi t E5^ ^ ^' t -- 1
i - 1^^i t ^

N^

^^(Yi - µi t> I't - 1
Nt i = 1 ^i t

^ aj t
e - e* - 1 ^ .RG RG - N ^ ^ R)

t j= 1

COn,

N^

a^t-^ ^!t-11 '
i - 1 ^i t

Por tanto,

Xij

q q

nt (eRG -- eRGÍ2 ^ _nt ^, (Rj - ^j t)2 ^, a?t
2 ^_Nt )-i j= 1

Tomando esperanzas respecto ai modelo ^:

nE e -e* 2<1_^a?n ^E^ ^_ 2t ^^ RG RG Ĵ - 2 J t t ^, (^) ^J t^
Nt J=1 j=1

Teniendo en cuenta la condición C.S, dado un diseño p y a partir de un t
q

suficientemente grande, nt ^ E^ (Rj -^j t)^ está acotado, con lo cual, tomando
j=1

esperanzas respecto al diseño, y para dicho t, podremos escribir:

nt Ep E^ (E=RG - eRG)2 <

q Nt 1j _. ._._.^ ^ Xi
N^ j=1 i=1 ^it

Nt

+ ^ ^ Xi j Xk 1
i-1 i^k

ni k t

^ ^i t ^k t

expresión que tiende a 0 cuando t--^ ^, por C.1, C.3 y C.4 como se demostró
en e! teorema anterior.

Se prueba de modo inmediato que:

2nt Ep E^ ^^eRG - eRGj ^eRG - Yt Ĵ ^ Ĉ

< 2[nt EP E^ (eRO - eRC)2 nt EP E^ {eRG - Yt)2^1^^

converge a 0 cuando t-^ ^. (c.q.d.)
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En el supuesto de que no exista error en la especificación de la matriz de

diseño, el término Bt se anula y el A,t se minimiza mediante un diseño de muestreo
Nt -1

con probabilidades de inclusión no; = nv;'2 ^ v;'^^1 10
i =- 1

En cambio, si e! modelo considerado es falsa, Bt no se anula, y no podríamos
obtener una expresión simple para las probabilidades de inclusión asintóticamen-
te óptimas.

Sin embargo, la contribución del valor de Bt a la varianza asintónica esperada
puede reducirse mediante una adecuada elección del diseño de muestreo
po E Po. En efecto:

Expresando Bt como,

N-2 Nt

Bt = nt _ t _ ^ ^
2 i--1i^k

2
bi t bk t

^^i t Rk t-^i k t^
nit nkt

2

observamos que el término b' t- b!`-t será mayor cuanto rnás grande sea la
ni t nk

diferencia entre los elementos i-ésimo y k-ésimo, esto es, tenderá a ser mayor

cuanto más «difieran» x; y xk, Por tanto, para rninimizar Bt, elegiremos po E Po

tal que ^c;t^kt - n;kt sea negativa o nula para aquellos individuos tales que

Ix^ ^-- xk RI sea mayor.

Esta condición puede conseguirse, por ejempfo, estratificando la población en
estratos homogéneos respecto de x y eligiendo de cada estrato una muestra
independiente con probabilidades de inclusión verificando la condición

Nt

no; = nv;'^ ^ v;''2

Por tanto, una aleatorización apropiada mediante un proceso de estratifica-
ción nos Ileva a que el estimador eR^ es robusto frente a errores en la
especificación de la matriz de diseño.

'o Guijarro, M. (1991). «EI M^delo de Superpoblación: estimaciones y estrategias óptimas».
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THE OEIVERALIZED REGRESSION ESTIMATOR
IN THE SUQERPOPULATION MODEL: ASYMPTOTIC P-UNBIASEDNESS

AND RC ► BUSTNESS

SUMMARY

We consider the model of multiple linear superpopulation and take as the
estimator of the population average, the generalized regression estimator. We
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study this estimator's asymptotic p-unbiasedness under certain conditions and we
state that, in conditions that are slightly more restrictive than the previous ones,
it is possible to determine selection methods for sample designs which, together
with the generalized regression estimator, are robust strategies against specifica-
tion errors of the explicative variabies matrix.

We thus introduce certain modifications in the writings of Robinson and S^rndal
(1983).

Key words: Superpopulation model, Generalized Regression Estimator, Asympto-
tic P-unbiasedness, Robust Strategies.
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