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Resumen

En este trabajo se va a estudiar el papel de las paradojas en el aprendizaje de
calculo de probabilidades. Para ello se va a desarrollar un marco tedrico sobre
el que plantear una propuesta didactica, tratando aspectos como la resolucion
de problemas, el pensamiento critico y el lenguaje matemético. Esta propuesta
se ha realizado en un aula de bachillerato. Se ha analizado el desarrollo de
esta propuesta, asi como se ha evaluado el impacto de las paradojas en el
aprendizaje del alumnado. Finalmente, se han obtenido algunas conclusiones

al respecto.

Palabras clave: probabilidad, paradojas, didactica.

Abstract

In this paper we will study the role of paradoxes in the learning of probability
calculus. In order to do so, a theoretical framework will be developed on which a
didactic proposal will be based, dealing with aspects such as problem solving,
critical thinking and mathematical language. This proposal has been carried out
in a high school classroom. The development of this proposal has been
analysed, and the impact of paradoxes on student learning has been evaluated.

Finally, some conclusions have been drawn in this respect.

Key words: probability, paradoxes, didactic.
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1. Introduccioén

Una realidad latente en nuestro sistema educativo es la desafeccion del
alumnado hacia las distintas asignaturas. El mayor ejemplo de esto son,
probablemente, las matematicas. Frases como “a mi es que se me dan mal las
matematicas”, “mi profesor no explica nada”, “esto es para listos” y, la gran
temida de cualquier docente, “esto, ¢para qué sirve?” son recurrentes en
cualquier centro de secundaria. Esto contribuye a que se normalice el que las
matematicas, pese a tener un peso tan importante en el curriculum, sigan

siendo desconocidas, incomprendidas y hasta temidas.

Por otra parte, dentro del curriculum de matematicas de secundaria, el bloque
al que se le suele dar menos importancia es el de probabilidad y estadistica. Lo
cual es contraproducente porque precisamente esas herramientas son usadas,
habitualmente, de manera errénea y, desgraciadamente, con intencion de
engabfar, tergiversar y confundir. Un ejemplo que ha surgido hace relativamente
poco: sobre la efectividad de las vacunas contra la COVID. Algunos medios de
comunicacién publicaban, hasta hace no mucho tiempo, titulares del estilo de
“la mitad de los infectados por COVID que acaban en la UCI estan vacunados”.
Alguien que no se pare a pensar un momento, que se deje llevar por su
intuicién, puede caer facilmente en la trampa de pensar que esto implica que
entonces da igual estar vacunado o no. Vamos a cambiar ligeramente el

contexto para ejemplificar porqué esto es un razonamiento falaz.

Si, por ejemplo, fuera cierto que la mitad de los ndmeros premiados de la
loteria terminasen en 2, entonces se infiere que es mas probable que te toque
un premio si escoges un numero terminado en 2. ¢ Por qué? Porgue la cantidad
de numeros que terminan en 2 es significativamente inferior a la mitad, por lo
que si la mitad de estos son premiados eso significa que son numeros mas
probables. Con las vacunas pasa lo mismo, la cantidad de poblacién sin
vacunar es muy inferior a la mitad y entonces si aproximadamente la mitad de
las personas que pasan por la UCI no estan vacunadas eso significa que ese

grupo tiene una probabilidad mayor de que su enfermedad sea grave. Se



pueden poner mil y un ejemplos mas en esta direccion, pero este puede ser
bastante ilustrativo de porqué este tema es de importante actualidad.

Pero saber sobre calculo de probabilidades no sirve Unicamente para no ser
engafado. Este ejemplo puede parecer una banalidad, pero si se esta jugando
a un juego de azar (por ejemplo el poker o el mus), puedes saber a priori cual
es la probabilidad de ganar con una cierta jugada y asi maximizar tus

ganancias a largo plazo.

Con todo esto, considero que deberiamos buscar una manera de generar
interés en la probabilidad y la estadistica. No creo que sirva decirles
simplemente que les sera util cuando sean adultos. Aqui es donde creo que
pueden jugar un papel importante las paradojas. Se plantea una situacion
aparentemente inocente, se les deja que piensen por su cuenta y, una vez que
han caido en lo que podriamos denominar como trampa, se les ensefia que el
rigor matematico nos lleva por un camino distinto. Considero complicado que a
alguien le resulte indiferente el que le demuestren que su intuicion le engafa. Y
es este impacto el que puede usarse para hacer que al alumnado le interese

domar esa traicionera intuicion, a través de las matematicas.

Ademas, hacer dudar al alumnado de su propia intuicion puede tener un efecto
positivo en el desarrollo de su pensamiento critico, tan necesario en la
sociedad de la informacion, asi como de la competencia “aprender a aprender”,
ya que la humildad que viene de conocer las limitaciones de lo que uno puede

hacer es siempre un buen punto de partida.



2. Objetivos

El objetivo principal de este Trabajo de Fin de Master es analizar si el uso de

paradojas puede servir para aumentar el interés en el alumnado por el rigor

matematico, dentro del contexto del calculo de probabilidades. Ademas de este

objetivo, estan:

Con

Buscar que el estudiante se dé cuenta de que las matematicas surgen
de forma natural.

Fomentar el uso de un lenguaje claro y preciso en la resolucién de
problemas.

Fomentar la autonomia del alumnado en la resolucion de problemas.

Fortalecer las bases del calculo de probabilidades.

estas ideas en mente, se plantean las siguientes preguntas de

investigacion, a las que se volvera en el andlisis de los resultados obtenidos:

1. ¢El alumnado demuestra un mayor interés por el lenguaje claro y

preciso tras plantearle alguna paradoja probabilista?

¢El alumnado muestra una mayor reticencia a dejarse llevar por sus
propios sesgos e ideas preconcebidas tras plantearle alguna paradoja
probabilista?

¢Presentar una paradoja probabilista tiene algun efecto en el
pensamiento critico del alumnado? ¢Y en el interés o preocupacion de

este por desarrollarlo?



3. Marco Teorico

Para este capitulo, cuyo objetivo principal es consultar el trabajo previo
respecto a los objetivos fijados anteriormente, vamos a empezar por lo que
pudiera parecer un efecto secundario: el pensamiento critico del alumnado (y
su relacion con el curriculum de secundaria). Luego hablaremos de lo que se
entiende por lenguaje matematico, de en qué consiste la resolucion de
problemas como herramienta didactica, del estado de la ensefianza de
probabilidad, de las posibles aplicaciones de paradojas de probabilidades en la

ensefianza y de la utilidad did4ctica de la historia de las mateméticas.

3.1 Pensamiento critico

Lo primero es definir a qué nos referimos por pensamiento critico. Para ello

usaremos la definicion dada por el filésofo Dewey (1989):

Se refiere al pensamiento critico como pensamiento reflexivo, el
cual supone un estado de duda, de vacilacion, de perplejidad, de dificultad
mental, en el cual se origina el pensamiento, y un acto de busca, de caza,
de investigacion para encontrar algin material que esclarezca la duda,

que disipe la perplejidad. (p. 28)

Esta definicién se puede desarrollar y concretar en el contexto de la ensefianza
de las ciencias con la propuesta de Blanco-L6pez et al. (2017), desarrollado a
partir del modelo propuesto por Solbes y Torres (2012), donde se establecen 8

dimensiones del pensamiento critico con esa intencion. Estas dimensiones son:

1. Vision de la ciencia. Ser consciente de que la ciencia no es un conjunto
de disciplinas académicas aisladas, si no que tienen un amplio contexto
social, ambiental y tecnoldgico.

2. Conocimientos. Conocer distintas perspectivas de un mismo tema,
saliendo de las posturas mas comunes.

3. Andlisis critico de la informacion. Tener en cuenta el posible conflicto de
intereses que puedan tener ciertas fuentes de informacion sobre ciertos

temas, estimando la veracidad de dichas fuentes.



4. Tratamiento de los problemas. No simplificar los problemas, obviando
tanto su complejidad técnica como su contexto ético cultural, social, etc.

5. Argumentacion. Dudar de la certeza de los argumentos, encontrando las
posibles falacias empleadas y buscando crear un discurso salido.

6. Autonomia personal. Confeccionar una vision propia, pudiendo asi
reflexionar y participar de manera efectiva en la sociedad.

7. Toma de decisiones. Ante un problema que plantee diversas opciones,
no realizar un juicio infundado y escoger de forma racional.

8. Comunicacion. Transmitir las elecciones mediante un lenguaje adecuado

segun los objetivos y el contexto.

A partir de estas dimensiones, se puede argumentar una estrecha relacion
entre el pensamiento critico y las competencias clave descritas en la Orden
EDC 65/2015. A continuacion vamos a establecer estas relaciones, para cada

una de las competencias.

1. Comunicacion linguistica. Esta competencia establece como habilidades
fundamentales, entre otras, la capacidad de resolver los problemas que
surgen en la comunicacion, en sus distintos formatos. Claramente esto
estd relacionado con la octava dimension del pensamiento critico.

2. Competencia matematica y competencias béasicas en ciencia y
tecnologia. Esta competencia se subdivide en la competencia
matematica y las competencias basicas en ciencia y tecnologia. Por un
lado, un correcto desarrollo de la competencia matematica incluye
trabajar la quinta dimensién del pensamiento critico, por ser la l6gica una
herramienta basica en matematicas. Ademas, el uso de paradojas puede
servir precisamente para reforzar este punto, ya que pueden ser un
ejemplo manejable por el alumnado de casos en los que es facil caer en
razonamientos erréneos. Por otro lado, al trabajar la competencia
matematica también se profundiza en la octava dimension del
pensamiento critico, ya que una de las caracteristicas de las
matematicas es su lenguaje: claro, conciso e intercultural. Respecto a

las competencias basicas en ciencia y tecnologia, estas estan



relacionadas con las dimensiones 1, 4, 5, 7 y 8; en todos estos casos se
mencionan dichas destrezas de manera explicita en la citada ley.
Competencia digital. Se establece que una de las caracteristicas de esta
competencia es la de saber analizar e interpretar informacion, estimar la
validez del contenido de los medios de comunicacion y evaluar la
veracidad y correccion de las distintas fuentes de informacion, tanto
online como offline. Es claro que esto engloba a la tercera dimensioén del
pensamiento critico. Ademas esto es algo de absoluta actualidad, ya
que, en nuestro contexto, hay portales web que dan a conocer una
informacion sesgada y sensacionalista, apelando a los sentimientos y las
ideas preconcebidas, con objetivos comerciales, politicos o ideoldgicos
(Canadas, 2018).

Aprender a aprender. Uno de los rasgos de esta competencia es la
capacidad de auto supervisar el aprendizaje que uno mismo realiza.
Parece claro que esta tarea esta relacionada con la quinta dimensién del
pensamiento critico. Ademas, la sexta dimensién del pensamiento critico
forma parte intrinseca del espiritu de esta competencia.

Competencias sociales y civicas. Algo que forma parte de esta
competencia es la capacidad de escuchar y comprender las opiniones
de los demas, asi como de aceptar las diferencias culturales y éticas.
Esta habilidad es absolutamente necesaria para poder trabajar la
segunda dimension del pensamiento critico.

Sentido de iniciativa y espiritu emprendedor. En la descripcion de esta
competencia se cita explicitamente el pensamiento critico como uno de
los objetivos a perseguir. A parte de esto, también se menciona la toma
de decisiones como una habilidad basica, por lo que también esta
relacionada con la séptima dimension del pensamiento critico.
Conciencia y expresiones culturales. Mediante el desarrollo de esta
competencia se busca, entre otras cosas, de dar un contexto social y
ambiental al conocimiento del alumnado, por lo que esta competencia

esta relacionada con la primera dimension del pensamiento critico.



A la hora de fomentar el pensamiento critico en el alumnado es probable que
surjan ciertos obstaculos. Algunos de ellos, expuestos y desarrollados por
Blanco y Blanco (2010), pueden ser: la “desatencion ciega”, el “prejuicio a
posteriori” y el egocentrismo. Parece factible hacer frente a todos estos

problemas mediante el uso de paradojas, como exponemos a continuacion.

La desatencién ciega consiste en la inercia que nos lleva a percibir aquello que
ya estamos acostumbrados a percibir, encajandolo en los esquemas e ideas
que ya solemos usar. Aqui creemos que el uso de las paradojas puede suponer
un golpe de efecto, al hacer que el alumnado se dé cuenta de que esta
pasando por alto algin detalle relevante que hace que los argumentos

habituales “no sirvan”.

El prejuicio a posteriori es el sesgo que surge de conocer de antemano la
solucién a un problema. Esto produce que no se indaguen otras posibles
soluciones, encorsetando asi el desarrollo de una actividad. En el caso de las
paradojas el alumnado cree conocer la solucidén, pero esta es tipicamente
erronea. Creemos que esto puede ayudar a que no se dejen convencer por una
solucién hasta que no tengan definido un camino que lleve hasta dicha

solucién.

Para finalizar, uno de los rasgos del egocentrismo es la confianza extrema e
inapropiada. Parece claro que es posible rebajar esta confianza con el uso de
paradojas, por evidenciar al alumnado que no siempre aquello que piensa es

correcto.



3.2 Lenguaje natural y lenguaje matematico

En los objetivos hemos establecido como algo deseable el que el alumnado
alcance una cierta claridad a la hora de escribir sus razonamientos
matematicos. Y es que el lenguaje es una de las caracteristicas y herramientas
principales de las matematicas. Tanto es asi, que, segun Arce et al. (2019), el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) en sus Principios y
estandares para la educacion matematica establece que cualquier sistema
educativo debe buscar que los estudiantes puedan organizar y transmitir con
claridad su conocimiento matematico, usando el lenguaje matematico con

precision.

Primero de todo, debemos delimitar lo que se entiende por lenguaje
matematico, asi como diferenciarlo del lenguaje natural. Segun Serrano (2005),
el término “lenguaje” no es preciso ya que se usa tanto para hacer referencia a
la capacidad comunicativa entre personas como al conjunto de simbolos y
reglas que, en un contexto concreto, se usan para llevar a cabo esa
comunicacion. En nuestro caso usamos el término “lenguaje” para la segunda
de estas acepciones. De esta manera, el lenguaje natural seria aquel de uso
cotidiano, con el que el alumnado ya esté familiarizado. Este lenguaje tiene un
papel fundamental en las aulas de matematicas, ya que es el lenguaje que
permite dar un significado a las matematicas (Gémez-Granell, 1989). Dicho de
otra manera, el lenguaje natural dota de una semantica al lenguaje matematico.
El lenguaje matemético, por otra parte y segun Arce et al. (2019), tiene tres
componentes caracteristicos: un vocabulario especifico, un lenguaje grafico y

un lenguaje simbadlico.

Por vocabulario especifico se refieren a a la terminologia que se usa para
denotar objetos matematicos (nUmero complejo, derivada, ecuacién o variedad)
y palabras que se usan para jerarquizar el conocimiento matematico (axioma,

definicion, lema, proposicion o teorema).

El lenguaje grafico esta formado por dibujos basados en puntos, segmentos y

curvas que representan objetos matematicos. Estos objetos matematicos



pueden ser grafos de una funcién, diagramas de arbol o un poliedro, entre
otros.

Con lenguaje simbdlico se refieren al conjunto de signos que son
caracteristicos de las matematicas, por ejemplo, los nameros (0, 1, 2,...),
simbolos que representan operaciones matematicas (9, Y, V,...),

cuantificadores (v, 3, 3,...), etc.

De la misma manera que saber el vocabulario de un idioma no es una
condicion suficiente, si no necesaria, para poder hablar en ese idioma; para
poder usar el lenguaje matematico se requiere conocer esas tres partes, pero
no basta con eso. Es necesario saber aplicar correctamente sus reglas
sintacticas. Y es que esta parece ser la parte mas problematica en el

aprendizaje del lenguaje matematico.

Siguiendo lo expuesto por Gomez-Granell (1989), esta en la propia naturaleza
del lenguaje matematico el estar despojado de su significado y, por ello, regirse
de estrictas reglas sintacticas. Esto es algo que viene dado por la propia
evolucion historica de la disciplina, se puede ver por ejemplo el caso del

lenguaje algebraico.

A grandes rasgos, se pueden distinguir tres fases en la evolucion de este
lenguaje. Primeramente era casi indistinguible del lenguaje natural, ya que no
se usaban simbolos propios de las matematicas. Para expresar lo que hoy en
dia escribiriamos como a+ b =b + a, en su lugar escribirian “la suma es

independiente del orden de los términos”.

La siguiente fase se suele denominar algebra sincopada, donde se sigue
usando un lenguaje similar al natural, pero se comienzan a abreviar algunas

palabras. De esta manera, por ejemplo, para expresar “+” se usaba “p”, que es

la abreviatura latina de “mas”.

La tercera fase consiste del algebra simbdlica, que ya se parece mas al
lenguaje actual. En ese lenguaje ya no se usa a penas el lenguaje natural y en

su lugar se usan simbolos, en algunos casos se usan simbolos similares para



cosas distintas (como es el caso de asignar “X, y, z” a los valores desconocidos

y “a, b, ¢” a los valores dados).

Con este ejemplo se puede ver que lo que en un principio gozaba de una
cercana semantica, gracias al uso de lenguaje natural, pasé a ser algo
puramente sintactico, ganando asi una mayor capacidad de identificar aquellos

patrones que pueden surgir en situaciones aparentemente distintas.

Otro ejemplo de esto puede ser algo tan sencillo como el nimero 3. No existe
un objeto fisico que represente este objeto matemético, si queremos poner
ejemplos del nimero 3 lo que hacemos es poner ejemplos de conjuntos cuyo
rasgo comun es que su cardinal es 3. Por ejemplo: 3 manzanas, 3 personasy 3
lapices. Aqui el nimero 3 no esta presente de manera directa, Si no que surge
al buscar las similitudes entre estos conjuntos. Por tanto, el nimero 3 surge de
eliminar gran parte de los rasgos caracteristicos de un conjunto de 3 manzanas

(su peso, olor, color, etc.) hasta quedarnos solamente con su cantidad.

También Gdémez-Granell (1989) realiza un experimento en el que busca
indagar la forma en la que en un grupo de estudiantes de 8 y 12 afios se
transmiten entre si el resultado de un problema matematico (consistente en
calcular el valor de una cantidad de caramelos y cuantos caramelos se pueden
comprar con una cierta cantidad de dinero). Tras este experimento se

establecen tres niveles de uso del lenguaje matematico.

El nivel mas basico consiste en no usar nada de lenguaje matematico, si no
limitarse a describir el contexto en el que se da el problema propuesto (por
ejemplo, dibujando una tienda) y el resultado obtenido en ocasiones ni siquiera

aparece.

El segundo nivel se diferencia del primero en que ahora si se usan simbolos
para representar la transaccién (se usan cifras y representaciones graficas) que
se realiza en el problema pero no se expresa ninguna relaciéon entre estos
valores. Es decir, si por ejemplo un caramelo vale 5 céntimos y 6 caramelos

valen 30, no se llega a expresar la relacion entre esas cantidades.
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En el tercer nivel desaparece el contexto en el que se realiza la transaccion y
finalmente los estudiantes consiguen relacionar las cifras del problema

mediante las operaciones pertinentes: la multiplicacion y la division.

Este experimento pone de manifiesto que en la adquisicion del lenguaje
matematico es necesario repetir, hasta cierto punto, ese proceso de

abstraccion de donde viene el lenguaje matematico.

Otras de las dificultades en el aprendizaje del lenguaje matematico, segun
Radillo et al. (2005), se basan en errores de traduccion entre el lenguaje natural
y el lenguaje matematico. Identifican tres motivos para estos errores de
traduccion: falta de comprension del lenguaje natural que se usa en un texto de
matematicas, falta de comprension de los conocimientos matematicos que
aparecen en el texto y confusién provocada por la diversidad presente en el
lenguaje mateméatico, dado que tipicamente un mismo objeto se puede
describir usando el lenguaje propio de diversas ramas de las matematicas

(como la geometria, el algebra y la aritmética).

Ademas, segun Arce et al. (2019), puede ser que en estos errores surjan
oportunidades en las que el docente puede indagar y reforzar el aprendizaje del
alumnado. Un ejemplo que mencionan es el siguiente: en una clase sobre
continuidad de funciones se esta comparando una funcion cuya discontinuidad
es un salto infinito con una funcién definida a trozos en la que se modifica el
valor de un Unico punto. En esta clase una alumna dice que la segunda funcién
no es tan discontinua como la otra, porque una se puede “arreglar’ mientras
que la otra es discontinua “fuerte”. Es claro que esta terminologia no es
correcta, pero igualmente permite ver que esta alumna esta intuyendo la
diferencia entre ambos tipos de discontinuidad. Y es aqui donde un docente
tiene la ocasion de usar esta intuicion para fomentar una comprensidon mas

profunda de este tema.
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3.3 Resolucion de problemas

En la seccion dedicada a los objetivos de este trabajo se menciona la
“autonomia del alumnado en la resoluciéon de problemas”. Es por esto que
consideramos apropiado dedicar un momento a hablar sobre qué supone
resolver un problema y por qué supone una herramienta Gtil para un correcto
aprendizaje de las matematicas. Para justificar esta segunda cuestion, resulta
conveniente hablar someramente sobre teorias del aprendizaje, tanto
generales como especificas de mateméaticas, ya que, aunque no son un
objetivo de estudio de este trabajo, nos dan un marco general sobre el que

sustentarnos. Para esta seccidon seguimos lo expuesto por Arce et al. (2019).

A la hora de intentar comprender cuales son los mecanismos que protagonizan
los procesos de aprendizaje, hay dos corrientes principales: el constructivismo
y el empirismo. Estos modelos generales mantienen posturas bastante
diferenciadas respecto a diversos aspectos. Por ejemplo, el empirismo
mantiene que el protagonista durante el aprendizaje es el docente, mientras
gue el constructivismo defiende que el papel protagonista lo tiene el alumnado,
concretamente los procesos de aprendizaje especificos de cada estudiante.
Otra diferencia notable es que para el constructivismo el que un alumno cometa
un error durante su aprendizaje supone una oportunidad para que este se
supere y se adapte, mientras que el empirismo considera que un error implica o
que el docente ha hecho mal su labor o que el alumnado no ha recibido
correctamente el conocimiento del docente. Mientras que para el empirismo el
conocimiento hace un viaje unidireccional desde el profesor hasta el alumnado,
el constructivismo pone el acento en las interacciones entre el profesor y el

alumno y en las interacciones entre alumnos.

Hay muchas mas diferencias entre ambas corrientes pero, sin entrar en mucha
profundidad, vamos a terminar diciendo que el empirismo sostiene que el
alumno aprende en base a las explicaciones del profesor mientras que el
constructivismo mantiene que el alumno aprende mediante las acciones que

realiza frente a las distintas situaciones que le plantea el profesor.
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Es el trabajo de diversos autores (J. Piaget, L. Vygotsky y J. Bruner, entre
otros) en el consigue establecer la dominancia del constructivismo durante la
segunda mitad del siglo XX y hasta la actualidad. Vamos a comentar algunas
ideas de estos autores para entender un poco como funciona el constructivismo
que, aunque deja de lado las particularidades de las matematicas por ser
generalista, nos puede permitir intuir como la resolucion de problemas es una

herramienta Gtil para aprender matematicas.

Una de las ideas de L. Vygotsky es la de “zona de desarrollo proximo”. Esta
zona consiste en la diferencia entre los conocimientos actuales de un alumno
(zona de desarrollo actual) y los conocimientos que puede desarrollar un
alumno con ayuda del profesor y de otros alumnos (zona de desarrollo
potencial). De esta forma, esta idea nos viene a decir que la forma de estimular
el aprendizaje de un estudiante es poniéndole situaciones que estén dentro de
esta zona de desarrollo proximo, ya que si se le proponen situaciones dentro
de su zona de desarrollo actual entonces el alumno ya sabe resolverlo y si se
usan situaciones fuera de la zona de desarrollo potencial entonces se esta

apuntando demasiado lejos (Alvarez y Del Rio, 1990).

Esta idea se puede juntar con la teoria de aprendizaje por descubrimiento de J.
Bruner. Esta teoria nos dice que los docentes deben presentar al alumnado
distintos problemas que permitan a este implicarse en la resolucién de los
mismos. De esta manera, cada alumno afronta esta situacion de una forma
distinta, tanteando las herramientas de la disciplina que esta estudiando, y con

ello generando distintas estrategias metacognitivas.

A partir de estas ideas parece intuirse qué tipo de problemas deben usarse en
el aula y de qué forma hay que proponer al alumnado que los resuelva. Sin
embargo, estas ideas vienen de modelos que buscan comprenden el
aprendizaje en todos los ambitos, por lo que dejan de lado las particularidades
de las matematicas. Para resolver esto esta la didactica de las mateméticas,
donde se desarrollan modelos para analizar el aprendizaje de las matematicas.
Uno de estos modelos es el de la fenomenologia didactica, cuyo precursor
principal fue H. Freudenthal.
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En la seccién previa se ha expuesto que una de las dificultades en el
aprendizaje de las matematicas esta en su lenguaje, y que esta dificultad viene
en parte dada por la aparente desligadura entre la sintaxis del lenguaje
matematico y su semantica. En parte, la fenomenologia didactica viene a dar
una solucién a esta dificultad, ya que este modelo nace desde una critica al
enfoque que se le suele dar a las matematicas, como una disciplina finalizada y
desprovista de contexto. En este enfoque se suele comenzar enunciando
definiciones, teoremas y propiedades, se realizan las demostraciones
pertinentes y después se proponen ejercicios que requieran de dichos
resultados para ser resueltos.

Freudenthal propone seguir un orden contrario: empezar con las situaciones
que requieran de las matematicas que se pretenden ensefiar para poder
resolverlas y, a partir de estas situaciones, ir construyendo las herramientas
necesarias para resolverlas. Es decir, se propone que, a menor escala, se
simule el proceso por el cual la comunidad matemética llegé a desarrollar
ciertas ideas a lo largo de la historia. Esto también nos dice qué papel pueden 'y
deben jugar los problemas propuestos al alumnado, ya que no deben limitarse
a ser problemas que sirvan de “sumidero” de todos los contenidos matematicos
que se han impartido en clase, si no que también deben tener el papel de guiar

el “redescubrimiento” del conocimiento matematico por parte del alumnado.

Ahora ya si, habiendo comentado algunas ideas que nos ayudan a comprender
como se aprenden matematicas, pasamos a hablar de resolucion de
problemas. Es un hecho notorio que uno de los objetivos de las matematicas es
la resolucion de problemas. De hecho, hay casos en los que se desarrollan
ramas de las mateméticas con el Unico objetivo de resolver un problema
concreto, como es el caso del ultimo teorema de Fermat y la teoria algebraica
de numeros. Es por esto que resulta natural que cuando un docente propone
un problema al alumnado, este se convierte en un generador de oportunidades
de aprendizaje. Pero es importante diferenciar entre los tipos de problemas que
se pueden plantear al alumnado. Aqui Smith y Stein (1998) establecen 4

niveles de demanda cognitiva que puede requerir una tarea matematica.
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El nivel 1 viene dado por tareas de memorizacién. Aqui se pide simplemente
reproducir el conocimiento matematico, sin establecer relaciones ni entre los

conceptos ni entre los conceptos y su significado.

El nivel 2 consiste de tareas en las cuales se usan algoritmos mecanicos para
obtener un resultado concreto. Este procedimiento no requiere establecer

conexiones entre los conceptos matematicos.

Es en el nivel 3 donde aparecen las conexiones entre conceptos matematicos,
buscando desarrollar una mayor comprension de los contenidos y de los
procedimientos empleados.

Por altimo, el nivel 4 consiste de tareas que consisten en “hacer matematicas”.
Para “hacer matematicas” se requiere un razonamiento complejo donde se
debe buscar un camino propio, no sugerido en el enunciado. Por tanto, este
nivel requiere unas conexiones profundas entre los conceptos involucrados, asi
como una capacidad de disefiar una estrategia “nueva”. Este tipo de tareas
corren el riesgo de producir ansiedad, por ser tan demandantes y por ser

“desconocidas”, pero también fomentan la autorregulacién del aprendizaje.

El nivel en el que encaja una paradoja en este modelo esta indefinido, ya que
depende de cdmo se presente al alumnado. Si se usa un enunciado simplista,
en el que el alumnado no detecte que hay algo que no cuadra, entonces
estamos ante una tarea de nivel 2. Sin embargo, si se usa un enunciado
adecuado, que permita al alumnado detectar la dificultad del ejercicio y
modificar su estrategia para solucionarle, entonces estamos ante una actividad

de nivel 3.

Todo lo discutido en esta seccidn apunta hacia la conveniencia y necesidad de
usar los problemas matematicos para plantear situaciones al alumnado que no
puedan resolver s6lamente con sus conocimientos previos, pero que, bien en

grupo o individualmente, puedan atajar, generando asi un conocimiento propio.
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3.4 Estado de la ensefianza de probabilidad

El calculo de probabilidades se presenta en el curriculum desde la educacion
primaria hasta bachillerato desde hace varias décadas. En el caso del
curriculum LOMCE de la educacion secundaria en Cantabria, establecido en el
Decreto 38/2015, esta presente en las matematicas de 2° de ESO, en taller de
matematicas (2° y 3° de ESO), en las matematicas orientadas a las
ensefianzas aplicadas(3° y 4° de ESO), en las matematicas orientadas a las
ensefianzas académicas (s6lo en 4° de ESO), en matematicas Il (2° de
bachillerato) y en matematicas aplicadas a las CCSS | y Il (1° y 2° de

bachillerato, respectivamente).

A nivel internacional, segun Vasquez y Alsina (2013), el NCTM en 1989 fue la
primera institucién en incluir “Datos y Azar” en el curriculum de matematicas en

Curriculum and Evaluation Standard for School Mathematics.

Los recursos con los que se cuentan para ensefiar este calculo de
probabilidades son, principalmente, los libros de texto, las calculadoras y los
ordenadores (por su capacidad de realizar simulaciones). Segun el informe
Cockcroft, (Ministerio de Educacion y Ciencia, 1985), los libros de texto son
indispensables ya que ofrecen a los docentes un esqueleto sobre el que
desarrollar los contenidos y actividades de la asignatura, asi como otros puntos
de vista que ayuden al docente a dar planteamientos distintos a la asignatura.

Sin embargo, ambas herramientas no terminan de encajar. Segun Ortiz y
Serrano (2008), donde se realiza un estudio de 9 libros de texto, se encuentra
gue sOlamente aparecen propuestas de simulaciones en 5 de ellos, siendo

ademas propuestas escasas.

Esto se debe a que en los libros de texto (y, por ende, en las aulas) se le suele
hacer hincapié en el estudio repetitivo de sucesos aleatorios asociados a
juegos y a técnicas de conteo, sobre el estudio y aplicacion de la probabilidad
en otros contextos y con otras técnicas. Es por ello que el CEMAT (2021)

argumenta que deberia evitarse la simplificacién del calculo de probabilidades
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a la mera resolucién algoritmica de distintas situaciones planteadas a partir de
juegos y al uso mecéanico de herramientas propias de la combinatoria.

Uno de los efectos de esta mecanizacion y simplificacion de la probabilidad y
de la estadistica se traduce en que muchos estudiantes finalizan sus estudios
sin haber afianzado conceptos estadisticos basicos y sin saber realizar

procedimientos estadisticos (Batanero et al., 2013).

Como respuesta a esta situacion, en la que los libros de texto marcan un
camino poco efectivo y existe una tendencia entre el profesorado a seguir ese
camino, Pajares y Tomeo (2009) exponen un modelo a seguir para la
ensefianza, que se resume en los siguientes cinco pasos: observar la realidad,
describir someramente la realidad, construir un modelo, trabajar con ese
modelo y, finalmente, interpretar los resultados obtenidos. Los pasos tercero y
cuarto son los méas sencillos de realizar para un docente de mateméticas, por
ser los mas desarrollados dentro de las matematicas. El resto de pasos tienen
sus propias complejidades, por ejemplo, en el segundo paso es fundamental
dar a entender al alumnado que es necesaria una simplificacion de la realidad
para poder desarrollar un modelo matematico que la represente. También
parece complejo el Ultimo paso, ya que es importante que el alumnado
compare el modelo con la realidad para comprender que no existe un modelo

matematico perfecto de la realidad.

En la misma direccion, en Conclusiones del Seminario Federal La Estadistica y
la Probabilidad en la Educacién Mateméatica (2014), se establecen algunas
estrategias que seguir en el aula a la hora de ensefiar calculo de

probabilidades y estadistica. A continuacion se describen algunas de estas:

-Tener en cuenta los conocimientos, sesgos, ideas y experiencias previas del
alumnado, apoyandonos en los contenidos dados en cursos anteriores. Ya que
parte de los contenidos de probabilidad no son triviales, llegando incluso a ser
aparentemente paradojicos, resulta necesario tener en cuenta la intuicion del
alumnado y preparar las explicaciones teniendo ya en cuenta algunos de los

errores que va a cometer el alumnado. Ademas, se produce una cierta
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repeticion de los contenidos iniciales de estadistica y probabilidad a lo largo de
todos los cursos, lo que perjudica el aprendizaje de conceptos mas avanzados

en Ccursos superiores.

-Usar sucesos realistas y que sean familiares para el alumnado. De esta
manera, se le pueden dar al alumnado una serie de herramientas para que
pueda interpretar su entorno y la informacion que recibe a través de medios de

comunicacion.

-Utilizar debidamente los medios tecnoldgicos para trabajar con ejemplos
dinamicos. De la misma manera que se usan programas de geometria
dindmica, en los que los estudiantes tienen la oportunidad de modificar los
pardmetros del problema para observar como evoluciona, se deberian usar
programas que permitieran lo mismo pero para ejercicios de analisis de un

conjunto de datos.

-Dar méas importancia a la interpretacién que al célculo. Usando programas que
permitan realizar actividades como las propuestas en el anterior apartado, se
puede quitar relevancia al calculo mecanico y poner el foco en la interpretacion

de los datos.

-Relacionar la estadistica y la probabilidad con otras disciplinas y con otras
ramas de las matematicas. Por un lado, la estadistica proporciona un lenguaje
y unos métodos que son usados por distintas ciencias para verificar sus
hipétesis. Por otro lado, se pueden establecer relaciones, por ejemplo, entre el

calculo de probabilidades y las fracciones.

Siguiendo lo desarrollado en el primer punto, Batanero (2001) habla, entre
otros temas, de que los errores del alumnado vienen, en parte, por su
conocimiento previo. Y es que en ocasiones un alumno se acostumbra a usar
un conocimiento en un cierto contexto y, por inercia, intenta usar ese mismo
conocimiento en otro contexto, produciendo asi respuestas incorrectas. Se
identifican tres tipos de obstaculos segun su origen, que se aplican al
aprendizaje de las matematicas en general y no solo de la estadistica y el
calculo de probabilidades (Brousseau, 1983).

18



-Origen ontogénico: vienen de que el concepto que se pretende ensefiar es
demasiado prematuro para el desarrollo del nifio. Por ejemplo, en el célculo de
probabilidades se requieren en ocasiones razonamientos de proporcionalidad,

gue a un nifio muy joven le pueden resultar incomprensibles.

-Origen didactico: surgen de un método incorrecto para ensefiar un concepto.
Por ejemplo, si para explicar que un suceso con probabilidad O puede ser un
suceso posible utilizamos integrales, corremos el riesgo de que la exoticidad de
la explicacion impida que se comprenda la idea subyacente.

-Origen epistemoldgico: estan relacionados con el objeto matemético a
comprender, con su propia definicion. Por ejemplo, si al definir la probabilidad
de un suceso decimos que “la probabilidad mide como de probable es un
suceso”, puede suceder que esa definicion auto referencial produzca

dificultades.

Con todo lo hablado en esta seccion, parece razonable pensar que las
paradojas puedan ser una herramienta Gtil para dar respuesta a algunas de las
dificultades que hay en el aprendizaje de estadistica y calculo de

probabilidades, aunque esta idea la desarrollaremos en la siguiente seccion.
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3.5 Valor didactico de las paradojas

Lo primero que debemos hacer es definir lo que vamos a entender por

paradoja. Segun Rodriguez (2020):

Se entiende por paradoja a todo aquel resultado que, a priori, es
contrario a la experiencia y que lleva implicito una contradiccion légica

imperceptible a primera vista. (p. 1299).

Esta, por tanto, en la propia naturaleza de las paradojas el parecer
“tramposas”, ya que casi estan hechas para “engafiar’. Es por esto que autores
como Falk y Konold (1992) consideran que resulta atractivo usar algunos
problemas cuyas dificultades no sean obvias para mostrarle al alumnado sus
sesgos y sus malas costumbres, con la intencion de que esto les ayude a
mejorar, pero abusar de esta practica entrafia el riesgo de que acabe
fomentando el que el alumnado se auto convenza de su incapacidad para

evitar esos errores, minando su capacidad para aprender de ahi en adelante.

Un punto de vista opuesto es el aportado por Gordon (1991), donde defiende
que los problemas anti intuitivos no se limitan a ser mas exaéticos y, por ello, a
llamar la atencién del alumnado, sino que ademdas contribuyen a que el

alumnado mejore la complejidad y solidez de sus razonamientos.

Es por esto que resulta razonable buscar un punto intermedio entre ambas
posturas, buscando los beneficios que puedan aportar las paradojas pero sin
minar la confianza del alumnado. Segun Lesser (1998), existe un punto medio
en el cual el uso correcto de los ejemplos anti intuitivos que surgen de manera
natural en el campo de la estadistica apoya la pedagogia constructivista,
reconociendo las creencias a priori del alumnado y usando estas creencias
para obtener una comprensién mas profunda de la materia. Ademas, también
dice que un ejemplo que no se pueda pasar por alto sin mas, si ho que deje
una impronta en el conocimiento del alumnado, es un método Optimo para
reforzar la construccion activa del conocimiento. Por tanto, segin este autor,
dentro de una metodologia constructivista resultaria muy atil el uso de

paradojas.
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Merece la pena comentar la vivencia personal, que, como tal, no tiene gran
validez argumentativa per se, pero sigue siendo util para ejemplificar estas
ideas de las que hablamos, Uclés (2004). Aqui describe una situacion que
probablemente sea comun. Durante su formacion en secundaria, escucho
comentarios de algunos profesores afirmando que “las matematicas no
necesitan experimentos” y que “solo se basan en razonamientos logicos”. A
estas edades suele asociarse la desconocida logica con el sentido comuan, por
lo que las mateméaticas pasan a convertirse en una disciplina exacta que
“formaliza” este sentido comun. Entonces, cuando se da una situacion en la
que nuestro sentido comudn, nuestra intuicion, nos dice una cosa pero las
matematicas dicen la contraria, podemos llegar a dudar tanto de nosotros
mismos como de las matematicas. Cuando se dio una situacion de ese estilo
en el aula, el profesor les explico que las matematicas nunca se equivocan, aun
si ello implica contradecirnos. En el mismo articulo el autor hace una serie de
propuestas de actividades basadas en paradojas, invitando al profesorado a

recrear esa situacion que vivio.

La importancia de las paradojas en la ensefianza de matematicas no viene tan
s6lo del constructivismo y de experiencias personales. Por ejemplo, Rapoport
(1967) argumenta que el desarrollo de las mateméticas, desde un punto de
vista histérico, viene de la resolucién de paradojas. De esta manera, se van
consiguiendo marcos teéricos cada vez mas amplios que permiten dar solucion

a las paradojas.

Por lo tanto, si buscamos que el alumnado desarrolle su conocimiento, parece
razonable pretender que sigan un camino similar al que se sigui6 a lo largo de

la historia.

Otro enfoque bajo el cual las paradojas ganan relevancia es desde el punto de
vista de la motivacion. Pese a las advertencias previamente citadas, Rodriguez
(2020) destaca el potencial motivador que tienen las paradojas, facilitando a los
estudiantes aproximar las matematicas con mayor precisibn mientras éstos

formulan y validan sus propias conjeturas.
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Pero la utilidad de las paradojas no se limita a ensefiar matematicas a los
estudiantes, si no también a futuros profesores. Es por esto que Batanero et al.
(2011) elaboran una propuesta de actividad didactica dirigida a profesores de
matematicas donde se busca usar una paradoja, conocida como la ‘Caja de
Bertrand’, para motivar la reflexion didactica de los profesores. Algo similar ya
hizo Flores (1999), donde incide que el objetivo es sacar al profesorado de
razonamientos automatizados, obligando a éste a profundizar en los conceptos

matematicos detras de la resolucion de las paradojas.

Para terminar esta seccion, merece la pena comentar que es considerable la
cantidad de autores que han realizado propuestas de actividades didacticas
basadas en paradojas para la ensefianza de calculo de probabilidades. A
continuacion se describen algunas de estas propuestas, sin intencién de hacer
una lista exhaustiva. Las paradojas a las que se hara referencia aparecen

explicadas en la seccion 4.5y en el Anexo D.

Batanero et al. (2009) proponen usar la paradoja de Monty-Hall como problema
a plantear en el aula, Contreras et al. (2013) optan por la paradoja del Sr.
Smith, Batanero et al. (2012) prefieren la paradoja de los prisioneros, Gea et al.
(2017) optan por la paradoja de la caja de Bertrand y la de Monty-Hall y
Contreras el al. (2011) proponen usar todas las mencionadas hasta ahora. El
caso quizd mas distinto es el de Rodriguez (2020), donde propone usar una
simulacion por ordenador de la paradoja de Monty-Hall.
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3.6 Valor didactico de la historia de las matematicas

A lo largo de este capitulo se han hecho ya menciones a la historia de las
matematicas y a su relevancia e influencia en la didactica de las matematicas,
pero ya que uno de los objetivos de este trabajo es “buscar que el estudiante
se dé cuenta de que las mateméticas surgen de forma natural” vamos a dedicar

un momento a hablar s6lamente de historia.

Parece razonable pensar que una de las maneras de conseguir este objetivo
sea introducir algunas de las ideas siguiendo su desarrollo histérico. De hecho,
segun Contreras et al. (2012), en la historia del calculo de probabilidades se
encuentran sucesos curiosos que fomentan un ejercicio de reflexién a cerca del
papel del azar en la vida diaria, ademas de motivar al alumnado en su estudio

de la disciplina.

Siguiendo lo expuesto por Gonzalez (2004), en las matematicas histéricamente
se ha seguido un proceso de “simplificacion y generalizacion”, mediante el cual
los marcos tedricos previos se refunden para dar lugar a herramientas nuevas,
mas potentes, que permiten justificar los resultados previos como casos
particulares. En este proceso se “oculta” el desarrollo de las matematicas y se
presenta el conocimiento matematico al alumnado como algo ya terminado,

cerrado y casi dogmatico.

También Gonzalez (2004) argumenta que la manera Optima de conseguir una
comprensién profunda sobre un concepto es recreando la construccion original
de ese concepto, la que llevd por primera vez a alguien a concebir esa idea.
Este método se basa en la idea de que, para alcanzar un nivel de conocimiento
equivalente al de varias generaciones pasadas, es necesario pasar por las

experiencias de esas generaciones pasadas.

Para terminar, segun Gonzalez (2004), para un profesor de matematicas la
historia de las matematicas supone un medio para la reflexion sobre las
dificultades en el aprendizaje de las matematicas, asi como una herramienta

gue facilite el aprendizaje por redescubrimiento.
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4. Propuesta de actividad didactica

Esta actividad va a consistir de un taller enmarcado dentro de la asignatura de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il, desarrollada en el periodo de

practicas del master en un instituto de Cantabria.

Para esta actividad didactica se van a emplear tres sesiones de clase, en las
cuales se van a tratar la historia de la probabilidad, los conceptos basicos sobre

calculo de probabilidades y diversas paradojas probabilistas.

En este capitulo primero vamos a exponer el contexto (curricular y de aula) en
el que se desarrolla esta actividad. A continuacion veremos cOmo se enmarca
esta actividad dentro de las competencias establecidas en la Orden EDC
65/2015, junto con los objetivos de la misma. Después expondremos una
temporalizacién de las sesiones. Luego desarrollaremos los contenidos de todo
este taller, a los que hace referencia la temporalizacion. Para terminar esta

seccion, expondremos los resultados obtenidos en el aula con esta experiencia.

4.1 Contextualizacion

Este taller va a llevarse a la practica en un grupo de 2° de Bachillerato del
centro de practicas. Hay 21 estudiantes en este grupo, el cual es de nivel
moderadamente homogéneo, ya que la totalidad del alumnado pretende
acceder a estudios universitarios. Aunque es cierto que algunos estudiantes
tienen mas dificultades que otros, absolutamente todos acuden a clases
particulares, lo cual permite que todo el grupo avance a un ritmo razonable.
Ningun estudiante presenta una evaluacién psico-pedagdgica. En general, son
un grupo de estudiantes participativos y trabajadores, aunque buscan cualquier
excusa para distraerse. Ademas, estdn acostumbrados a trabajar en grupos
pequefios para resolver problemas, ya que en el centro se fomenta el

aprendizaje cooperativo.

En el momento de realizar este taller, se ha finalizado con las unidades
didacticas correspondientes al bloque de analisis y este taller va a suponer el

inicio del bloque de estadistica y probabilidad. Como en este centro no se llega
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a dar nunca en Mateméticas Aplicadas a las Ciencias Sociales | el bloque de
estadistica y probabilidad, sumado a que estos estudiantes cursaron parte de
4° de ESO durante el confinamiento por la declaracion de estado de alarma del
14 de marzo de 2020, hay que empezar desde O en el célculo de
probabilidades con este grupo. Esto supone que hay que dar contenidos que
son previos a esta asignatura, como el concepto de diagrama de arbol. Es por
esto que, pese a que los contenidos de este taller no formaran parte de la
evaluacion de la asignatura, el alumnado requerira de los mismos para el resto

del bloque de estadistica y probabilidad.

Respecto al contexto curricular, los contenidos de este taller se corresponden
con dos de los bloques del curriculum, establecido en Decreto 38/2015, de la
asignatura: el bloque 1 (Procesos, métodos y actitudes en matematicas) y el
blogue 4 (Estadistica y Probabilidad). Los contenidos trabajados

correspondientes al bloque 1 son:

¢ Planificacion del proceso de resolucion de problemas.
e Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes

adecuadas y afrontar las dificultades propias del trabajo cientifico.
Los contenidos trabajados correspondientes al bloque 4 son:

e Profundizacibn en la Teoria de la Probabilidad. Axiomética de
Kolmogorov. Asignacion de probabilidades a sucesos mediante la regla
de Laplace y a partir de su frecuencia relativa.

e Experimentos simples y compuestos. Probabilidad condicionada.

Dependencia e independencia de sucesos.
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4.2 Desarrollo competencial

Las competencias que se van a trabajar en este taller son las siguientes:
“comunicacion linguistica”, “competencia matematica y competencias basicas

en ciencia y tecnologia”, “aprender a aprender” y “sentido de iniciativa y espiritu

emprendedor”.

La primera de ellas, la comunicacion linglistica, se va a trabajar desde el
momento en el que se emplee en el aula el aprendizaje cooperativo,
concretamente cuando en la dltima sesion se les pida que se pongan en grupos
para resolver ejercicios. Como ademas en estos ejercicios se les pedird que
den sus impresiones a priori y que razonen en grupo, va a ser necesario que

compartan y contrasten sus ideas.

Quiza sea una obviedad decir que en un taller de matematicas, enmarcado en
una asignatura de matematicas, se va a trabajar la competencia matematica,
pero aun asi vamos a argumentarlo. Dado que en este taller se busca que el
alumnado desarrolle estrategias para usar las matematicas, concretamente el
calculo de probabilidades, en distintos contextos, entonces estamos cultivando

esta competencia.

Respecto a la competencia de aprender a aprender, el motivo de que aparezca
aqui deriva directamente de dos hechos: se pretende que el alumnado tenga
un papel activo durante las clases (incluso en las partes mas expositivas) y el
alumnado va a tener que enfrentarse por si mismo a problemas desconocidos
(en cuanto a la novedad del contexto pero no de las herramientas necesarias

para la resolucion).

Ademas, como se va a fomentar el pensamiento critico en el alumnado, eso
repercute en las competencias matematica, de aprender a aprender y de
sentido de iniciativa y espiritu emprendedor; como se argumento en la seccion

del marco teorico.
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4.3 Objetivos de aprendizaje y metodologia

Esta propuesta didactica busca que el alumnado alcance los siguientes
estandares de aprendizaje evaluables, regulados en el Decreto 38/2015,
recogidos en los bloques 1 (procesos, métodos y actitudes en matematicas) y 4
(estadistica y probabilidad):

e Expresa, de forma razonada, el proceso seguido en la resolucion de un
problema, con el rigor y la precisiéon adecuados.

e Utiliza estrategias heuristicas y procesos de razonamiento en la
resolucién de problemas, reflexionando sobre el proceso seguido.

e Usa el lenguaje, la notacion y los simbolos matematicos adecuados al
contexto y a la situacion.

e Utiliza argumentos, justificaciones, explicaciones y razonamientos
explicitos y coherentes.

e Busca conexiones entre contextos de la realidad y del mundo de las
matematicas (la historia de la humanidad y la historia de las
matematicas; arte y matematicas; ciencias sociales y matematicas, etc.)

e Calcula la probabilidad de sucesos en experimentos simples vy
compuestos mediante la regla de Laplace, las formulas derivadas de la

axiomatica de Kolmogorov y diferentes técnicas de recuento.

Las metodologias que se usaran para este fin seran aquellas con las que
trabajan habitualmente estos alumnos en esta asignatura: la exposicidon
magistral y el aprendizaje cooperativo. Con la primera el profesor transmite los
contenidos, el conocimiento y los procedimientos al alumnado, para que este
desarrolle sus propias estrategias mentales. Se buscara la participacion del
alumnado durante estas exposiciones, intentado que su papel en el aula no sea
la de un receptor pasivo si no activo. Con la segunda los estudiantes colaboran
entre si, reforzando de manera efectiva las explicaciones dadas por el profesor.
Ademas, el que puedan formularse preguntas entre si y responderlas
correctamente libera de una parte de trabajo al profesor, lo que le permite

resolver las dudas concretas que requieran de mas atencion.
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4.4 Temporalizacion

En esta seccidn se muestra como se va a realizar cada sesion, haciendo

alusioén a los contenidos que se desarrollaran en la siguiente seccion.

Sesion Contenidos Descripcion
Primera Interés historico. Juegos | La primera parte de la sesién seré
sesion de azar, repartos. | una exposicion de los contenidos,
(50 Definiciones de | usando diapositivas (Anexo A). Hacia
minutos) | probabilidad: clasica, | el final de la sesion, se le planteara al
frecuentista, subjetiva y | alumnado la paradoja escogida y se
axiomatica. Primera | le invitard a que exprese su intuicién
paradoja: numero de | a priori, para luego experimentar con
dos cifras la paradoja en el aula y contarle la
resolucion.
Segunda | Diagramas de arbol. | La primera parte de la sesién sera
sesion Probabilidad igual que la anterior. Luego se
(50 condicional.  Paradoja | trabajar4 la paradoja de la caja de
minutos) | de la caja de Bertrand. | Bertrand: primero con una resolucion
errébnea (basada en la intuicion del
alumnado), luego se experimentara
(con el material que aparece en el
Anexo B) y se terminard con una
resolucién correcta.
Tercera Paradoja del nifio y de | EI alumnado se agrupara (bajo su
sesion la nifia. paradoja de | propio criterio, como acostumbran
(50 Monty-Hall. Paradoja | hacer), en grupos de 2 a 3 personas.
minutos) | del prisionero. Cada grupo tendrd que resolver una

ficha con una paradoja (véase el
Anexo C). Al final de la clase, se les
pedira que comenten en voz alta sus

resultados.

28




4.5 Descripcion del contenido

En esta seccion se van a desarrollar los contenidos que se van a trabajar en el
taller. Estos contenidos se han sacado de Fernandez (2021), salvo que se

indique lo contrario.

El concepto de aleatoriedad ha sido conocido, por lo menos de manera
informal, desde hace milenios. Existen pruebas de que los sumerios, los asirios
y los egipcios ya usaban huesos (astragalos, concretamente) como dados
“primigenios”, aparentemente con la intencion de predecir resultados. Estos
dados al principio se tallaban para caer en 4 posiciones distintas y
posteriormente fueron suavizados para caer en 6 posiciones distintas, como los
actuales. Parece ser que en la antigua Grecia ya usaban dados de 6 caras para
juegos de azar que, como otras partes de su cultura, se extendieron a Roma.
Asi es como llegaron a nosotros este tipo de juegos, mientras que por ejemplo

en China tuvieron este desarrollo de manera independiente hace 3000 afos.

Lo que suele considerar el comienzo del estudio del célculo de probabilidades
fue la correspondencia entre Pascal y Fermat, en el que discutian cuél seria
una forma justa de hacer un reparto si se interrumpe un juego de azar (Leon,
2009).

Vamos a poner un caso sencillo para entender cual era la preocupacion.
Supongamos que tenemos dos jugadores, A y B, que han apostado 8€ cada
uno. Van a jugar a hacer lanzamientos de una moneda hasta que uno de los
dos acierte 3 veces el lado sobre la que cae la moneda. Parece obvio que si
cada jugador lleva 2 aciertos y se ven obligados a detener el juego, entonces
cada uno deberia llevarse 8€, lo que apostd, pero si al jugador A lleva 2
aciertos y el jugador B no ha acertado ni una vez, parece razonable que el
jugador A se lleve algo de la apuesta de B. El problema esta en determinar

cuanto exactamente le corresponde.

La solucion a la que se llega es que se debe calcular las opciones de que el
jugador A gane y esa debe ser la proporcion del bote que debera llevarse. Si
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hacemos las cuentas con cuidado, se puede ver que la cantidad de casos en
los que A gana en esta situacion representan 7/8 del total, por lo que A debera

llevarse 14€ y B tan sélo 2€.

Mediante el estudio de este tipo de problemas llegamos a la primera definicion
de probabilidad de la que hablaremos, la féormula de Laplace. Esta formula nos
dice que la probabilidad de que pase un suceso es el cociente entre la cantidad
de casos favorables entre la cantidad de casos posibles. Por ejemplo, la
probabilidad de sacar un namero par con un dado convencional se calcularia
de la siguiente manera: contamos la cantidad de casos en las que obtenemos
un numero par (que seria sacando un 2, un 4 o un 6, por lo que tenemos 3
casos) y dividimos esta cantidad entre la cantidad de casos totales (en este
caso serian 6, una por cada cara del dado). Por tanto la probabilidad de sacar
un numero par es igual a 3 entre 6, es decir, ¥%2. Esta forma de trabajar es muy
atil siempre que tengamos una cantidad finita de resultados posibles, como
sucede en los juegos de azar tradicionales, pero hoy en dia podemos darnos

cuenta de que esto ya no funciona si tenemos infinitos resultados posibles.

Por ejemplo, ¢cuél es la probabilidad de que un ser humano adulto mida
exactamente 1,50m? Con exactamente nos referimos a que sea asi con
infinitos decimales de precision, es decir, no valdria por ejemplo que midiera
1,5001m si no que tiene que medir 1,50m. Parece intuitivo que a medida que
exigimos mas y mas precision en la medida, la probabilidad de encontrar un
ejemplar que lo cumpla es cada vez menor, por lo que si exigimos una
precision infinita, entonces tenemos que esta probabilidad se vuelve,
necesariamente, igual a 0. Sin embargo, hay muchas personas que miden mas
de 1,50m y todas durante sus primeros afios de vida midieron menos de 1,50m.
Es por esto que resulta razonable pensar que todas las personas que miden
mas de 1,50m en algin momento de su vida, por momentaneo que fuera,
midieron exactamente 1,50m. Nos encontramos entonces gue un Suceso
aleatorio (escoger la altura de una persona al azar) tiene un suceso que es
posible (que la altura de esa persona sea 1,50m) pero cuya probabilidad debe

ser exactamente igual a 0. ¢, Como es esto posible?

30



Lo que estd sucediendo en este caso es que al escoger la altura de una
persona al azar, suponiendo que podemos medir esa altura con precision
infinita, estamos escogiendo un numero al azar entre 0 y 2,72m, siendo este el
récord historico segun los Guiness World Records (2022), con tal suerte de que
la cantidad de numeros entre 0 y 2,72m son infinitos. Entonces nos
encontramos que la formula de Laplace no sirve en este caso, ya que no

podemos dividir entre infinito.

Una manera de “solucionar” este problema viene con la nocién de limite. La
idea es la siguiente: repetir un suceso muchas veces y contar en cuantos casos
ocurre el suceso que queremos estudiar. El problema que tiene esta definicion
es que en muchos casos no es manipulable, no es algo con lo que se puedan
hacer cuentas como con la formula de Laplace. Ademas de que nos viene la
pregunta, ¢cuantas veces tenemos que repetir el suceso? ¢Diez veces?
¢Cien? ¢Un millon? No hay respuesta general, lo que sabemos es que
dependiendo del suceso es posible obtener resultados decentes a partir de

unos cientos de repeticiones, pero en otros necesitamos muchas mas.

No seria hasta 1933 cuando Andréi Kolmogoérov nos dio una solucion definitiva
a este problema con una definicion axiomatica, que permite definir con
precision el concepto de probabilidad en cualquier ambito. Como el nivel de
formalismo de esta definicion es considerablemente mas elevado de lo que se

pretende para esta actividad, no se va a trabajar.

A parte de estas distintas definiciones, merece la pena mencionar la que esta
mas extendida en nuestra sociedad: una nocion subjetiva. Por ejemplo, es
comun que un periodista deportivo diga “este partido es muy probable que lo
gane el equipo visitante”. Aqui, ¢qué definicion de probabilidad esta usando
este periodista? La respuesta es que ninguna de las previas, ya que lo que
quiere decir es “segun los conocimientos previos que tengo, me resulta mas
razonable pensar que este partido le va a ganar el equipo visitante”. Creo que
es relevante sefalar esta forma de entender la probabilidad porque si estamos

hablando de llevar el calculo de probabilidades a un aula entonces debemos
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ser conscientes de que una buena parte del alumnado va a tener esta idea en

la cabeza, de manera inconsciente.

Ahora, que ya hemos cubierto los contenidos referentes a la historia de la
probabilidad y a las definiciones de la misma, vamos a hablar del objeto
principal de este taller, las paradojas probabilistas. Vamos a empezar por la
mas sencilla de entender, la primera que se le explicard con detalle al
alumnado: la paradoja de la caja de Bertrand. Como esta actividad se va a
desarrollar con alumnado de matematicas aplicadas a las ciencias sociales |l
(2° de bachillerato), se hara un breve repaso de la nocion de diagrama de arbol
y de probabilidad condicionada, aqui vamos a hablar directamente de estos

conceptos para explicar la paradoja.

Se presenta la siguiente situacién: hay una caja con tres tarjeras dentro, una
con las dos caras azules, una con las dos caras rojas y otra que tiene una cara
azul y la otra roja. Se agita la caja, se saca una tarjeta al azar y se ensefia una
de las caras de la tarjeta. El espectador debe adivinar cual es el color de la
cara oculta. Hay tres respuestas posibles: decir que la cara oculta es del mismo
color que la visible, decir que es del color contrario o da igual el color que digas

porque ambos son igual de probables.

Vamos a hacer un razonamiento sin hacer ningan calculo. Pongamos que ha
salido que la cara visible es de color azul, entonces so6lo hay dos tarjetas
posibles: la que es azul por ambas caras y la que tiene los colores distintos.
Como ambas tarjetas tienen la misma probabilidad inicial de ser escogida,
entonces da igual el color que digas.

Este razonamiento es un claro ejemplo de un mal uso de lo que se denomina

probabilidad condicionada, un buen uso de este concepto permite obtener

informacion de un suceso a partir de cierto conocimiento previo (como veremos
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adelante). Si hacemos un diagrama de arbol vemos que la probabilidad de
sacar una tarjeta con los dos colores iguales es de 2/3 frente a la probabilidad

de 1/3 de sacar la tarjeta mixta.

Vamos a hacer los célculos pertinentes usando el concepto de probabilidad
condicionada. El suceso “A” va a ser “sale la tarjeta mixta”, el suceso “B” va a
ser “la cara que se ensefia es azul”. La probabilidad de que suceda A es 1/3,
por lo expuesto previamente. La probabilidad de que suceda B es 1/2, para
verlo tan sdélo hace falta mirar el diagrama en arbol previo. Aplicando la formula

de la probabilidad condicionada, tal como aparece en cualquier libro de texto:

P(ANB) 1/6 _
P(B)  1/2

P(A|B) = 1/3

Por lo tanto, si sale una cara azul entonces la probabilidad de que sea la tarjeta
mixta es 1/3. Ahora seguramente parezca obvio que la estrategia optima en
este ejercicio es predecir siempre el mismo color que el observado, pero a
priori no es asi. Ademas para llegar a este resultado han sido necesarias muy
pocas cuentas y tan sblo ha hecho falta ordenar un minimo nuestro
razonamiento, por lo que consideramos que es ideal para empezar a motivar al
alumnado a que piense un poco y que puede ser un comienzo para trabajar el

pensamiento critico del alumnado.

Sin embargo, consideramos que es mejor empezar con una paradoja que
pueda afectar mas al alumnado, antes siquiera de decirle que este trabajo va

de paradojas.

La paradoja que va a cumplir esta labor es una variante de la paradoja del
cumpleafios. La paradoja del cumpleafios viene de plantear la siguiente
situacion: ¢.cual es la probabilidad de que haya dos personas en un grupo que
cumplan afios en el mismo dia? Como hay 365 posibilidades (simplificando el
problema, pero con 366 casos los resultados son muy similares), la intuicion
nos dice que hara falta una gran cantidad de personas para poder garantizar
que esto sucede. Sin embargo, si hacemos las cuentas pertinentes, se puede

ver que con 23 personas ya hay un 0.5073 de probabilidad de que esto ocurra.
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Es decir, en aproximadamente la mitad de las aulas de secundaria se deberia
dar esta situacion. Si aumentamos a 75 personas (lo que podria ser un curso
entero en un centro con varias lineas), entonces la probabilidad de que haya al

menos dos que cumplan afios el mismo dia aumenta a un 0.9997.

Como en el aula en la que se va a hacer esta actividad hay 21 personas,
preferimos no arriesgarnos a que no se cumpla, ya que la probabilidad de que
suceda es menor a la de acertar un lanzamiento de moneda. Por esto vamos a
modificar ligeramente esta paradoja en nuestro favor: vamos a bajar la cantidad
de casos totales a 100. Lo que vamos a hacer es pedir al alumnado que
escriba en un papel un nimero entero del 1 al 100, el que quiera, y guarde el
papel. Luego iremos preguntando por los numeros del alumnado hasta
encontrar dos coincidencias. La probabilidad de tener éxito con esta
modificacion es del 0.8696. Si los dos profesores que estaremos en el aula
también escribimos un niamero cada uno, entonces la probabilidad aumenta a
un 0.9175.

Y esto es suponiendo que el alumnado est4 eligiendo los nimeros realmente al
azar, sin seguir ningun patrén. Segun Towse (2014) esto no es asi, ya que
cuando se nos pide a un grupo de personas cualesquiera que digamos un
namero al azar en realidad tenemos sesgos y preferencias, por ejemplo: al
decir nimeros del 1 al 10 es mas probable que digamos un nimero del 1 al 5
que del 6 al 10. Es por este efecto que la probabilidad de que esta paradoja
funcione en el aula es en realidad significativamente superior al 86.96% o al

91.75%, en cualquier caso.

Estas dos paradojas, la de la caja de Bertrand y la del cumpleafios, son
paradojas que expondra el docente. El resto de paradojas las trabajara el
alumnado de forma autdbnoma. Estas paradojas son: la del nifio o la nifia, la de
Monty-Hall y la del prisionero. Todas estas paradojas admiten una resolucion
similar a la de la caja de Bertrand, aunque no se puedan representar en el aula
facilmente como la de la caja de Bertrand. La resolucion de estas paradojas

puede encontrarse en el Anexo D.
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4.6 Resultados

Vamos a ir comentando los resultados obtenidos en cada sesion.

Primera sesidn. La primera reaccion de los alumnos cuando se les dice que
no van a recibir una clase “normal” ya es, desde el primer momento, positiva.
Aunque se les dice que una parte de los contenidos que se les va a dar en
estas sesiones la necesitaran para lo que queda de asignatura, se les ve

mucho mas relajados que de costumbre.

Su reaccion cambia cuando descubren que se les va a hablar de historia de
matematicas, esta en un principio es muy negativa. Comentan que para ellos
supone juntar dos de las asignaturas mas temidas, historia y mateméticas. Sin
embargo este prejuicio se diluy6é rapidamente cuando comienza la explicacion.
Participaron activamente durante la sesion, haciendo preguntas y comentarios

con los que demostraron intereés.

Al proponerles el problema de la apuesta interrumpida, rapidamente
propusieron algunas soluciones. Se les puso la siguiente situacion: dos
jugadores (A y B) apuestan 8€ (cada uno) al mejor de 5 lanzamientos de

moneda Yy el juego se interrumpe cuando A lleva 2 aciertos y B ninguno (este

ejemplo es el mismo que el que se ha usado en la 4.5 Descripcion del

contenido). Al pedirles una solucion, varios dijeron que toda la apuesta se la

deberia llevar A, ya que iba ganando. Otros dijeron que como el trato al que
habian llegado A y B era de jugar al mejor de 5 lanzamientos, si se interrumpia
el juego antes de completarlo entonces cada uno deberia recuperar su apuesta
inicial. Fueron unos pocos los que propusieron un término medio, aunque no
supieron concretar una propuesta concreta, ni mucho menos establecer un
criterio para establecer un reparto justo en cada situacion. Al explicarles que la
solucion correcta pasa por calcular la probabilidad de victoria de cada jugador,
no fueron pocos los alumnos que asintieron o pronunciaron un “ah”, mostrando

comprension.

La definicion de probabilidad “clasica” la pudieron entender sin grandes

dificultades, ya que es con la que estan mas familiarizados. Cuando se les
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explico la necesidad de una definicibn més general, ya que hay ocasiones en
las que ocurre un suceso de probabilidad O (usando la misma explicacién que
en la 4.5 Descripcion del contenido), hubo un gran consenso de que la
definicibn de probabilidad “frecuentista” no es idonea. Algunos hicieron
preguntas a cerca de cuantas veces habria que repetir un experimento para
saber la probabilidad de cada suceso, dando a entender que comprendieron
perfectamente los inconvenientes de esta definicion. Su reaccioén al decirles
que la solucién estd en la definicibn axiomética de Kolmogorov fue de
decepcion y de alivio, a partes iguales. Decepcion por parte de aquellos
alumnos que les estaba interesando y que no les gusté que la solucién al
problema estuviera lejos de su alcance y alivio por parte de aquellos a los que

s6lamente el nombre de esta definicién de probabilidad ya les da miedo.

Al presentarle al alumnado la paradoja de los numeros de dos cifras, su
intuicion es bastante diversa. Algunas de las propuestas, aportadas por el
alumnado, de la probabilidad de que se cumpla la paradoja (que haya dos
personas que escojan el mismo namero) son las siguientes: 0.01, 0.05, 0.1,
0.13, 0.21, 0.5y 0.75. En general existe el consenso de que la probabilidad de
que ocurra es muy baja, con alguna excepcién que opina que es alta. Me
parece especialmente llamativa la propuesta de 0.21, ya que sigue el
razonamiento erroneo “hay 100 opciones y se van a escoger 21, asi que la
probabilidad es 0.21”.

Para mi desgracia y sorpresa, la paradoja no se cumplié la primera vez que se
intentd, pero si la segunda y la tercera. De hecho, en estas dos ocasiones hubo
dos coincidencias en cada una. Los estudiantes se muestran sorprendidos y
confusos por la diferencia entre sus intuiciones y la experiencia en el aula. Al
explicarles cudal es la probabilidad de que se cumpla, y contarles sin mucho
detalle de donde viene, se oyen varios sonoros “ah” que son un signo de que
se han dado cuenta de su error. Esta claro que cuando se hace un experimento
en el aula en el que interviene el azar, nos arriesgamos a que salga mal, por

muy alta que sea la probabilidad de que funcione.
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Se termind la sesion diciéndoles que en las matematicas es muy importante
hacer los célculos con cautela y no dejarse llevar por la intuicién, con lo que el

alumnado se mostré muy de acuerdo tras la Gltima paradoja.

Segunda sesion. Al explicarles las nociones basicas del calculo de
probabilidades se hizo notar que cada alumno tiene un ritmo de aprendizaje
distinto. Se puede agrupar bajo este criterio a los estudiantes en distintos
grupos. Por un lado estan los que desde el principio lo entendieron todo, de
entre los cuales detecté que a algunos ya les habian explicado estas ideas en
sus clases particulares. Por otro lado a algunos les costé entender cémo
ordenar y escribir correctamente su razonamiento, pero tenian una cierta
intuicion de cudles eran las respuestas correctas. Por ejemplo, al plantearles la
pregunta “si tengo un dado de 6 caras, le tiro y os digo que ha salido un
namero par, ¢cudl es la probabilidad de que salga un 2?” fueron varios los que
no dudaban en que la respuesta era 1/3, pese que al pedirles que lo razonasen
no eran capaces de hacerlo. Por otra parte, otros ante la misma pregunta
dijeron que la probabilidad era 1/6, ya que no entendian cémo el saber

informacion extra de un suceso modifica la probabilidad del mismo.

Tras unos cuantos ejemplos, la mayoria del alumnado comprendié cémo se
usa la regla de Laplace (lo que en este trabajo hemos llamado definicion

“clasica”) y la probabilidad condicionada.

Habiendo establecido una base de calculo de probabilidades, pasamos a la
paradoja de esta sesion: la caja de Bertrand. Se les muestra tanto la caja como
su contenido (mirese el Anexo B). Se les plantea la siguiente eleccion: el
profesor saca una tarjeta al azar y les ensefia una de las caras de la tarjeta,
¢cual es el color de la otra cara? Aqui las respuestas del alumnado estan
divididas, algunos pocos dicen que el color de la cara oculta es el mismo que
es de la cara mostrada, otros pocos dicen el color contrario y la mayoria dicen
gue es indiferente el color que se escoja (porque intuyen que ambos colores

tienen la misma probabilidad).

37



Tras esto se experimenta varias veces con esta paradoja, un total de 9 veces.
De esas 9 veces, 3 veces el color de la cara oculta era el contrario del de la
cara mostrada (el que coincidiera el experimento con la prediccion tedrica de la
resolucién correcta de la paradoja fue pura casualidad, aqui el azar nos
beneficié, al contrario de en la anterior sesion). Al ver estos resultados hubo
una alumna que se dio cuenta de lo que sucedia. Dijo que como una de las
tarjetas tenia los colores cambiados y las otras dos tenian los mismos colores
en ambas caras, entonces la probabilidad de que la cara mostrada tenga el
color contrario al de la cara oculta es de 1/3. Tras esto se procedi6 a explicar
formalmente la resolucion de la paradoja.

Al igual que en la sesion anterior, el alumnado manifesté con generalizado “ah”.
De hecho, se oy6 algin comentario dando a entender que no era algo dificil,

sino que simplemente requeria prestar atencion y tener cuidado al escribir.

Tercera sesion. Para comentar los resultados de esta sesion, vamos a ir
paradoja por paradoja, se va a hacer una pequefia introduccion a cada
paradoja, cuya resolucion se puede consultar en el Anexo D. Resulta
conveniente indicar que en la realizacion de esta actividad se pudo observar
como incluso los alumnos que suelen prestar menos atenciébn en clase

estuvieron visiblemente motivados.

Paradoja de Monty-Hall. Se da a elegir una puerta de entre 3, sabiendo que
una esconde un coche y las otras dos cabras. Después de esta eleccion, se
abre una de las puertas no escogida, revelando una cabra, y se ofrece la
posibilidad de cambiar de eleccién. La eleccion consiste, por tanto, en decidir si

cambiar o no la eleccion inicial.

Los grupos a los que se les asignd esta paradoja coinciden en la intuicién
inicial: no cambiar de puerta. Coinciden también en la justificacion, dicen que
una vez que se abre una de las puertas entonces la probabilidad de acertar (si
nos quedamos con la puerta inicial) es de 1/2, ya que hay dos puertas y ambas
tienen la misma probabilidad. Uno de los grupos argumenta que no cambiaria

de puerta porque, cito textualmente, “tienen confianza en su eleccion inicial”.
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Uno de los grupos dedicé un rato a experimentar con la paradoja, con tal suerte
que, siguiendo la estrategia de “no cambiar de puerta”, acertaron 4 de las 7

veces.

Otro de los grupos consiguié encontrar una solucidén correcta a la paradoja,
haciendo uso de la pista que se les dio en el enunciado, de un diagrama en
arbol y usando un argumento del tipo de “como la probabilidad de error en la
eleccion inicial es de 2/3, entonces la probabilidad de acierto al rechazar la

eleccién inicial es de 2/3”.

Paradoja del prisionero. Esta paradoja plantea la siguiente situacion: hay 3
prisioneros (A, By C), de los cuales 1 va a ser ejecutado. Al prisionero A se le
dice que C no va a morir. Se le propone cambiar su suerte por la del prisionero

B. Hay que elegir si aceptar el cambio o no.

Aunque esta paradoja es practicamente la misma que la anterior, los
razonamientos dados por el alumnado muestran una mayor confusion. Todos
los grupos tienen la intuicion inicial de que la probabilidad de que mueran A o B
es de 1/2. Algunos grupos se lian intentando hacer un diagrama de arbol para
ver si es cierto esto o no. Dos de los grupos dieron una solucién correcta,

aunque solo uno de ellos supo argumentarlo correctamente.

Paradoja del Sr. Smith. Esta paradoja plantea dos situaciones distintas, que
parten de que el Sr. Smith tiene dos hijos. Estas situaciones son: el hijo mayor
es nifia y al menos uno de los dos es nifio. Se pide calcular la probabilidad de
gue en el primer caso ambos hijos sean nifias y de que en el segundo caso

ambos hijos sean nifios.

La intuicién inicial de todos los grupos respecto a ambas preguntas es la
misma: que las respuestas son 1/2. A la hora de razonar debidamente las
respuestas a ambas preguntas, con esta paradoja el alumnado es mucho mas
sistematico que con las otras dos. Aqui hacen los correspondientes diagramas
de arbol sin dificultades y dan respuestas correctas sin grandes dificultades,
con la salvedad de algun despiste al contar.
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5. Conclusiones

En este trabajo se ha pretendido realizar una propuesta didactica que permita
alcanzar los objetivos descritos en el 2. Objetivos, asi como dar respuesta a las
preguntas de investigacion enunciadas en el mismo capitulo. Para ello se ha
realizado un marco teorico sobre el que basar la propuesta didactica y a
continuacion vamos a relacionar la experiencia en el aula con este marco

tedrico, asi como valorar el grado de consecucion de los objetivos planteados.

Se ha podido comprobar en el aula que tanto la desatencion ciega, entendida
como al tendencia a interpretar nuestra percepcion como aquello a lo que ya
estamos acostumbrados, como el egocentrismo han sido factores influyentes
en los errores del alumnado al enfrentarse a las paradojas. Aunque el efecto de
estas actividades sobre el pensamiento critico del alumnado quiza no haya sido
muy intenso, si consideramos que se han trabajado las dimensiones 5, 6, 7y 8
del pensamiento critico. Como no se incorporé a la propuesta ningun
instrumento para medir, de alguna forma, el estado del pensamiento critico
antes y después del taller, resulta complicado valorar el efecto del taller en

este.

Respecto al lenguaje natural y matematico, se ha podido comprobar que una
de las dificultades que tiene el alumnado con el lenguaje matematico consiste
en que este construye sus argumentos desde el lenguaje natural y luego le
cuesta traducirlo a lenguaje matematico. Parece poco realista pensar que esta
dificultad se va a solventar en 3 sesiones de 50 minutos, pero lo que si parece
haberse conseguido es transmitir al alumnado la importancia de escribir bien

las cosas.

De acuerdo con lo desarrollado sobre resolucion de problemas, se ha visto en
el aula que los ejercicios planteados en el Anexo C entrarian dentro del nivel 3
de demanda cognitiva, asi como también estarian en la zona de desarrollo
préximo del alumnado. Ademas, viendo como el alumnado pudo realizar las

actividades propuestas, se corrobora que las paradojas tienen cabida dentro de
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una metodologia de caracter constructivista, que tenga como objetivo la

autonomia del alumnado en la resolucion de problemas.

Los resultados obtenidos corroboran que la historia de las matematicas tiene
un papel como elemento motivador, pese a que pueda causar un rechazo
inicial. También se ha podido valorar la capacidad que tiene la historia de las
matematicas a la hora de comprender que las matematicas no “surgen de la
nada”, si no que son una disciplina que ha surgido de forma natural a lo largo
de la historia de la humanidad. Su papel como elemento didactico no se ha
explorado tanto ya que so6lamente se us6 como introduccién en la primera

sesion, para poder valorar este aspecto habria que replantear la propuesta.

A lo largo de las actividades desarrolladas se ha podido comprobar que las
paradojas tienen una gran utilidad en el aprendizaje del célculo de
probabilidades, asi como amplia capacidad para captar y mantener la atencion

del alumnado.

Como valoracion final del trabajo realizado cabe sefalar que los objetivos
marcados al inicio se han alcanzado, en mayor o menor medida, y que, a partir
de la experiencia en el aula, parece intuirse que las respuestas a las preguntas
de investigacién planteadas son afirmativas. Sin embargo, para poder
responder fehacientemente, seria necesario desarrollar algunos instrumentos
para medir con precision los efectos de la propuesta didactica, en lugar de
guedarnos con las impresiones expresadas por el alumnado durante el

desarrollo de la misma.
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Anexo A

Diapositivas usadas durante el desarrollo de las actividades.

Taller de Probabilidades
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Diagrama de arbol
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Anexo B

Material utilizado para experimentar con la paradoja de la caja de Bertrand en

el aula (una caja y 3 tarjetas, 1 azul por ambos lados, 1 roja por ambos lados y

1 roja por un lado y azul por el otro).
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Anexo C

Aqui se presentan las actividades que se entregaron a los alumnos en la

tercera sesion, para que las hicieran en grupo.
Paradoja del Sr. Smith.

Para esta actividad se presupone que la probabilidad de que nazca un nifio o

una nifia es la misma, ¥~ en cada caso.

Ahora vais a leer dos preguntas, primero debéis discutid sobre cual creéis que

es la solucion correcta a cada pregunta. Escribid la conclusion a la que lleguéis.

Después de esto, haced un diagrama de arbol que describa la situacion que se
os plantea, repensad la respuesta a las preguntas y escribid la respuesta
(razonada) a la que llegais tras hacer el diagrama de arbol. No tachéis ni
corrijais las respuestas que pusisteis antes de hacer el diagrama, simplemente
indicad donde escribis las respuestas previas al diagrama y dénde van las

posteriores.

Primera pregunta. El sefior Smith tiene dos hijos, siendo el mayor una hija.
¢, Cudl es la probabilidad de que ambos hijos sean nifias?

Segunda pregunta. El sefior Smith tiene dos hijos, siendo al menos uno de los

dos un nifio. ¢ Cudl es probabilidad de que ambos sean nifios?
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Paradoja de Monty-Hall.

Imaginad que estdis en un concurso de television. Hay 3 puertas y el
presentador os dice que detras de una de ellas hay un coche y detras de las 2
restantes hay cabras. Os pide que elijais una puerta, con la promesa de que 0s
llevaréis lo que haya tras esa puerta. Después de que elijais, el presentador
abre una de las puertas que no habéis elegido, detras de la cual hay una cabra.
Ahora el presentador os pregunta si queréis cambiar vuestra eleccion y elegir la

otra puerta que queda cerrada.
Sin pensarlo demasiado, ¢ cambiariais vuestra eleccion? ¢ Por qué?

Os animo a que intentéis simular esta situacién, que alguien haga de
presentador, elija una de las puertas como correcta (izquierda, centro o
derecha) y que el resto hagan de concursantes. Si lo hacéis, anotad vuestros

resultados.

Seguramente hayais pensado en usar la probabilidad condicionada para
resolver este ejercicio. Sin embargo, pensad en lo siguiente: ¢cual es la
probabilidad de que nos equivoquemos al elegir una puerta por primera vez? Si
nos dicen que una de las puertas que no hemos escogido no es la correcta,
¢crealmente cambia la probabilidad de que nos hayamos equivocado en un

principio?

Después de esto, haced un diagrama de arbol que describa la situacién que se
os plantea, repensad la respuesta a las preguntas y escribid la respuesta
(razonada) a la que llegais tras hacer el diagrama de arbol. No tachéis ni
corrijais las respuestas que pusisteis antes de hacer el diagrama, simplemente
indicad donde escribis las respuestas previas al diagrama y dénde van las

posteriores.
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Paradoja del prisionero.

La situacion es la siguiente: hay 3 prisioneros (A,B y C) de os cuales 1 va a
morir. El juez que toma esta decision no comunica a los prisioneros quién va a
morir, tan solo le dice a A que C no va a morir. El juez le ofrece a A cambiar su
suerte por la de B, de manera que si B estaba condenado a morir entonces

muera Ay viceversa.

Sin darle muchas vueltas, ¢deberia A cambiar su suerte por la de B? ¢Por

qué? Discutidlo entre vosotros y escribid las conclusiones a las que lleguéis.

Después de esto, haced un diagrama de arbol que describa la situacion que se
os plantea, repensad la respuesta a las preguntas y escribid la respuesta
(razonada) a la que llegéis tras hacer el diagrama de arbol. No tachéis ni
corrijais las respuestas que pusisteis antes de hacer el diagrama, simplemente
indicad donde escribis las respuestas previas al diagrama y dénde van las

posteriores.

Pista: ¢,cudl es la probabilidad de que le toque morir a A? ¢Esa probabilidad

cambia después de saber que C no va a morir?
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Anexo D

En este anexo se van a resolver la paradoja de Monty-Hall, la paradoja del

prisionero y la paradoja del nifio o la nifia.

La paradoja de Monty-Hall plantea la siguiente situacion: en un concurso
debemos escoger una puerta de entre tres opciones (denotémoslas A, B y C).
Detrds de una puerta hay un coche y detras de las otras dos hay una cabra. El
presentador del concurso nos da a escoger una puerta para ganar lo que tenga
detrds como premio. Después de que escojamos una puerta, el presentador
abre una de las puertas que no hemos escogido y ensefia que detras de esa

puerta habia una cabra. Ahora nos ofrece cambiar nuestra eleccion inicial.

La respuesta intuitiva es decir que da igual cambiar de eleccién, ya que ambas
puertas tienen la misma probabilidad de tener el premio. Veamos que no es

asi.

Para resolver esto, vamos a hacer uso de un diagrama en arbol. Vamos a
suponer que escogemos la puerta A y que el presentador nos ensefia la puerta

B (el resto de casos son analogos).

Nos enseiia la puerta B
El coche esta en la puerta <
A
Nos ensefa la puerta C

El coche estg en la puerta Nos ensefia la puerta C
El coche estzéen la puerta Nos ensefia la puerta B

Ahora podemos aplicar la formula de la probabilidad condicionada.

Plel coche esta en A y nos ensefia B]

Plel coche esti en A|nos enseia B] = P[nos ensena B]
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Calculamos cada probabilidad:

1 1 1
Plel coche esta en Ay nos ensefia B] = 3*7°%¢
p[ fa B 1 1+1 1+1 1
= — % — _——= - —_= —
nos ensefia 3% 3137 ¢t373
Y ahora si calculamos lo que queriamos:
, . 1/6 1
Plel coche estd en A|nos enseila B] = 7 = 3
2

Por lo tanto, la probabilidad de que ganemos el coche si mantenemos nuestra
eleccion inicial es 1/3. Esto nos dice que la eleccion correcta es cambiar

nuestra eleccion inicial.

La resolucion de la paradoja del prisionero es analoga a la de Monty-Hall. Esta
paradoja plantea la siguiente situacion: hay tres prisioneros (A, B 'y C) de entre
los cuales uno va a ser condenado a muerte. Después de que se tome la
decision, se le comunica al prisionero A que el prisionero C (o B, es indiferente)
va a sobrevivir. Se le ofrece la posibilidad de cambiar su suerte con la del

prisionero B. ¢ Deberia aceptar?

La respuesta intuitiva es pensar que da igual si acepta o no ya que ambos

tienen la misma probabilidad de morir.

Vamos a empezar con un diagrama en arbol que represente esta situacion.

Se sabe que B no muere
e S
Se sabe que C no muere
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Si repetimos las mismas cuentas que en la paradoja anterior, llegamos a

_ e _1

P[muere A|se sabe que no muere B] = 1/ =3
2

Por lo tanto, el prisionero A no deberia cambiar su destino por el de B si quiere

sobrevivir.

La paradoja del nifio o la nifla fue enunciada por primera vez en 1959 Por
Gardner, quien lo titul6 “el problema del sefior Smith”. El enunciado es el

siguiente:

e EI Sr. Smith tiene dos hijos. El hijo mayor es una nifia. ¢{Cual es la
probabilidad de que ambos sean nifias?
e EI Sr. Smith tiene dos hijos. Al menos uno de ellos es un nifio. ¢, Cual es

la probabilidad de que ambos hijos sean nifios?

Si hacemos esas preguntas a alguien que no se pare a pensar, dird que la
respuesta a la primera pregunta es de %2 y que la respuesta a la segunda
pregunta es también %, por similitud. Sin embargo veremos que ambas
preguntas no admiten la misma respuesta, porgue es correcto que la respuesta

a la primera pregunta es %2 pero la respuesta a la segunda es 1/3.

Vamos a hacer un diagrama de arbol para resolver ambas preguntas.

El menor es nifa
El mayor es nifia <
El menor es nifio

El menor es nifa
El mayor es nifio <
El menor es nino
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Resolvamos la primera pregunta. Si sabemos que el mayor es nifia entonces
estamos en la primera rama y por tanto sélo hay dos casos: o el menor es nifia
o el menor es nifio. Como estamos suponiendo que ambos casos son
equiprobables, entonces la probabilidad de que ambos hijos sean nifias es de
Y.

Es en la segunda pregunta donde viene el giro. Si sabemos que al menos uno
de los dos hijos son nifios, entonces nos valen tanto las dos ramas de abajo
(en las que el mayor es nifio y el menor es nifio 0 nifia) como la segunda rama
de arriba (en la que el mayor es nifia y el menor es nifio). Es decir, tenemos 3
casos posibles que son equiprobables y s6lamente se cumple que ambos hijos

son nifios en un caso, por lo que la probabilidad de este suceso es de 1/3.
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