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RESUMEN. En este manuscrito se presenta el Problema XVII de Hilbert, junto con su resolu-
cién en 1927 dada por E. Artin y con otras variantes del problema. Esto requiere el desarrollo
previo de la Teoria Artin-Schreier, a fin de poder reproducir una prueba del problema en
detalle. En el primer capitulo se verd una herramienta que serd 1til en toda la memoria, el
Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang, y también se probard el Nullstellensatz Real, es
decir, la versién del Nullstellensatz de Kronecker-Hilbert para cuerpos realmente cerrados.
En el segundo capitulo se desarrolla la Teoria de Artin-Schreier para cuerpos ordenados y
cuerpos realmente cerrados, y también se afiade una prueba del Positivstellensatz y del Nich-
negativstellensatz. Finalmente, se introduce el Problema XVII de Hilbert y algunas de sus
variantes mas conocidas. Cada una de ellas exige el desarrollo de una teoria previa, asi como
la respuesta original de Artin se basé en la Teoria de Artin-Schreier. Por motivos de espacio,
no daremos las pruebas detalladas de algunas de estas variantes, pero si que trataremos de
resumir estos aspectos tedricos esenciales en la memoria.

Palabras Clave: Problema XVII de Hilbert, Nullstellensatz Real, Positivstellensatz, Nich-
negativstellensatz, Teoria de Artin-Schreier.

ABSTRACT. In this work, the Hilbert’s Seventeenth Problem is presented, along with a proof
for the original version solved by E. Artin in 1927 and other different variants of the problem.
The given proof is solidly based on the Artin-Schreier Theory, and thus it shall be presented
beforehand. The first chapter of this memory is an introduction to some topics about closed
real fields, including the Arting-Lang Homomorphism Theorem and a Real Nullstellensatz,
that is, a version of the Kronecker-Hilbert’s Nullstellensatz for closed real fields. In the second
chapter, the Artin-Schreier Theory is developed, and also proof for the Positivstellensatz
and Negativstellensatz is given. The last chapter consists of a presentation on the most
recognizable versions of the Hilbert’s Seventeenth Problem. Proof for the original version
solved by Artin is given in great detail since the Artin-Schreier Theory has been worked out
in the previous chapters. For some other variants and due to the space restrictions, we only
summarize the main results with no proof at all.

Keywords: Hilbert’s Seventeenth Problem, Real Nullstellensatz, Positivstellensatz, Nich-
negativstellensatz, Artin-Schreier Theory.
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Capitulo 0

Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria
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Este capitulo consiste en un resumen de los principales resultados de la memoria, junto con
una breve exposicién histérica del asunto y mencionando a las referencias originales. El tema
principal escogido para este TFG es el Problema XVII de Hilbert, formulado en 1900 y que fue
resulto por Artin en el ano 1927. Con el paso de los anos, surgirian ademads diversas generaliza-
ciones de este resultado y avances en general. En esta introduccion comenzaremos por resumir
los contenidos de cada capitulo explicando la exposicién de los resultados que se ha escogido,
asi como la motivacion y contenidos de cada uno de los apéndices. Después, se presentard los
resultados més relevantes desde una perspectiva histérica, siguiendo el orden cronolégico y re-
cogiendo las fuentes originales. Hablaremos del trabajo previo de Hilbert y del contexto de 1900
que motiva el enunciado de su Problema XVII, y también del trabajo de Artin que llevé a la
solucion del Problema XVII y que propiciaria avances posteriores en la Geometria Algebraica
Real. Destacaremos el Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang, ya que es la técnica que
aporta Lang para renovar la solucién de Artin al Problema XVII. Este puede probarse median-
te las ideas de Tarski sobre eliminaciéon de cuantificadores en la Teoria de Primer Orden para
Cuerpos Realmente Cerrados. Finalmente se discutird las otras versiones del Problema XVII
que se exponen en este texto y se mencionara otros avances relevantes en relacién al tema.

la bibliografia empleada para la elaboraciéon del apartado histérico se basa en las notas bi-
bliogréaficas de [BCR, 1998] y [Pardo, 2023], as{ como en las introducciones y discusiones
que pueden encontrarse en [Seidenberg, 1952], en [Guangxin, 1988] y en [Gentile, 1992],
y también en diversas entradas de [Wikipedia].

0.1. Resumen de Contenidos de la Memoria.

A continuacién se resume el contenido de cada capitulo. El Capitulo 1 comienza con una in-
troduccién a la Geometria Algebraica Real. En una primera seccién se describe tanto el for-
malismo y notacién mas elemental de la Geometria Algebraica, como las nociones bésicas de
cuerpos ordenados y cuerpos realmente cerrados que aparecieron como parte de la Teoria de
Artin-Schreier. Seguidamente, se lleva a cabo una prueba del Teorema del Homomorfismo de
Artin-Lang, que requiere del uso de terminologia y resultados de la Teoria de Primer Orden
para Cuerpos Realmente Cerrados. En particular se utilizara sin demostracién el Principio de
Tarski-Seidenberg y un corolario de este, que es el Principio de Trasferencia para Cuerpos Real-
mente Cerrados. Para finalizar el capitulo, se aporta una prueba del Nullstellensatz Real a la
Rabinowitsch, introduciendo a los ideales radicales reales que definiran las clases de ideales en
biyeccion con cada una de las variedades algebraicas de un cuerpo realmente cerrado. Se anadira
otra versién del Nullstellensatz Real al estilo del Nullstellensatz original de Hilbert-Kronecker.

El Capitulo 2 comienza con el desarrollo abreviado de la Teoria de Artin-Schreier. Se ha ela-
borado el Apéndice A para tratar de compensar la falta de ejemplos y anadir algunos aspectos
extra para el lector curioso. El resto del capitulo se centra en la prueba del Positivstellensatz
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Formal, para el que se introduce toda la terminologia de conos primos e ideales P-convexos.
A partir de este resultado se formula unas versiones geométricas del Positivstellensatz y del
Nichnegativstellensatz, y también se hace una prueba del Nullstellensatz Real Débil.

El Capitulo 3 introduce el Problema XVII de Hilbert, asi como soluciones a distintas versiones
de este. En primer lugar, se completa la demostracion del enunciado probado por Artin en
respuesta al Problema XVII, la cual se ha ido desarrollando en los capitulos previos. No se trata
de la prueba original que ofrecié Artin, sino que esta se basa en el Teorema del Homomorfismo
que introdujo S. Lang varios anos més tarde. Se sigue con la prueba de una generalizacién a
conjuntos algebraicos irreducibles, también dada por Artin en su trabajo original. Serd necesario
introducir la nocién de dimensién para conjuntos semi-algebraicos y varias propiedades en
relacién con esto, lo cual requiere del uso de la Teoria de la Dimensién de Anillos o de la técnica
de loncheado de conjuntos semi-algebraicos. A causa de esto y debido a las limitaciones de
espacio, se dejan algunas de las pruebas en manos de [BCR, 1998] y se anade los Apéndices
C, D y E para desarrollar aquellos temas que tocan en un plano menos esencial a la prueba
que ofrece nuestro texto de referencia. Finalmente, se discuten las versiones Equivariante y
Cuantitativa del Problema XVII de Hilbert, que de nuevo por limitaciones de espacio han de
mostrarse de forma resumida. Ambas secciones se apoyan en temas de la Teoria de Formas
Cuadraticas, motivo por el que se elabora el Apéndice F como un apoyo a la informacién que
va se da en el texto principal. En cuanto a la bibliografia empleada en la elaboracién de esta
memoria, podrd encontrarse un texto explicativo al inicio de cada capitulo y de cada seccion
del apéndice, asi como en comentarios puntuales si asi se requiere. Puede anticiparse que la
principal fuente del trabajo consiste en los Capitulos del 1 al 6 de [BCR,, 1998].

En algin caso precedente se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas
como Trabajo de Fin de Grado en Matematicas. En evitacion de intervenciones innecesarias, se
quiere clarificar algunos aspectos en relacién con el estilo escogido en este texto. Se ha elegido
el formato de libro (book) de la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma
utilizado es el espanol, se ha tratado de seguir lo mas fielmente posible las recomendaciones del
Libro de Estilo de esta asociacién,! en conjunto con las reglas de estilo recomendadas por D.
E. Knuth y coautores para la Mathematical Association of America (MAA).? Especificamente,
he tratado de seguir las siguientes dos reglas bésicas:

o “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: Theo-
rem 2.3, Lemma 3.1, Figure 4.5”7 (p. 79 del AMS Style Guide).

e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en D.
E. Knuth et al.).

0.2. Introduccién Historica de los Contenidos de la Memoria.

En este apartado veremos una breve explicacién histérica en distintos bloques de los contenidos
de la memoria. También aparecerdn enunciados, sin demostraciéon obviamente, los resultados
maés significativos que se veran a lo largo de este TFG.

0.2.1. El Trabajo de David Hilbert y su Problema XVII. David Hilbert (1862-1943)
fue un matematico alemén reconocido por sus aportaciones en diversas dreas de las matematicas.
Durante su carrera temprana, Hilbert convivié con la apariciéon reciente de las Geometrias
no Euclideas y en general, el desarrollo del concepto de geometria que tuvo lugar durante
el siglo XIX. Cabe destacar el trabajo de Felix Klein (1849-1925), titulado “Vergleichende
Betrachtungen tber neuere geometrische Forschungen” y publicado en 1872, en el que renueva
el concepto de geometria entonces difuso debido a que las nuevas ideas sobre Geometria no
FEuclidea no eran compatibles con el paradigma que habia seguido el estudio de la Geometria
Euclidea anteriormente. La idea de Klein fue describir cada geometria distinta a través de una
accién de grupo que deja invariante los objetos caracteristicos de dicha geometria, por ejemplo
en Geometria Afin se tienen los movimientos rigidos, que dejan invariantes a las distancias entre
puntos y a los angulos. Este articulo marcé el inicio de un programa de investigacién conocido

M. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017.
2D. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989.
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como el Programa Erlangen, y causo la popularizacién de la Teoria de Invariantes durante esta
etapa final del siglo XIX.

Durante aquellos anos, Hilbert presentd varios trabajos sobre la Teoria de Invariantes. Los mas
distinguidos son “Uber die Theorie der algebraischen Formen” de 1890, en el que se encontraba
el resultado popularizado como Bassisatz o Teorema de la Base, y también “Uber die vollen
Invariantensysteme” publicado en 1893 y en que se demuestra su famoso Nullstellensatz o
Teorema de los Ceros. Durante esta lectura, atribuiremos también a Kronecker es resultado,
dado que prueba una versién de este en su trabajo “Grundzige einer arithmetischen Theorie
der algebraischen Grossen” de 1882, pero dentro de un contexto diferente.

Su cercania a Minkowski, quien afirmé durante la defensa de su tesis en 1885 que “no parece que
toda forma no negativa pueda representarse por una suma de cuadrados de formas”, provocd
que Hilbert trabajase en cuestiones acerca de la representacién de polinomios reales como
sumas de cuadrados de polinomios. En 1888 presenta su articulo “Uber die Darstellung definiter
Formen als Summe von Formenquadraten”, que versa sobre la descomposicion de polinomios con
coeficientes reales que sean homogéneos y no negativos en sumas de cuadrados de polinomios.
El resultado que obtuvo es el siguiente y se conoce como el Teorema de las Formas Positivas.

TEOREMA. (de las Formas Positivas de Hilbert)

Sean n,d > 1. Sea ¥, 24 €l conjunto de sumas de cuadrados de elementos de R[ X1, ..., X,]
que sean polinomios de grado 2d. Sea P, 24 el subconjunto de ¥, 24 que contiene tan solo a los
polinomios homogéneos de grado 2d. Entonces, se tiene la igualdad Py, 04 = Xy, 24 st y solamente
sin=202d=2 o (n,2d) = (3,4).

Sobre este resultado hay que destacar que la prueba de Hilbert deja pendiente probar la exis-
tencia de unos polinomios homogéneos en 3 y 4 variables y de grados 6 y 4, respectivamente,
que no sean sumas de cuadrados. El primer ejemplo se debe a T. S. Motzkin, quien publica
“The arithmetic-geometric inequality” en 1967. En 1893, Hilbert publicé un trabajo titulado
“Uber terndre definite Formen” en el que se trata el aspecto cualitativo de esta descomposicion,
es decir, el minimo ntimero de cuadrados que es necesario para poder representar a un polino-
mio. Concluyé que es suficiente la suma de 4 cuadrados de cocientes de polinomios para poder
representar a cualquier polinomio no negativo de R[X;, X5]. Esta linea de trabajo acerca de
la representacién de polinomios reales inspiraria el enunciado de su Problema XVII anos méas
tarde. En el ano 1900, tuvo lugar el International Congress of Mathematicians celebrado en
Paris, y en el que Hilbert anuncié una lista de 10 que consideré relevantes para el desarrollo
de las matematicas. Durante el ano siguiente, publicaria una edicién de su conferencia con la
afamada lista de 23 problemas que a dia de hoy conocemos.De entre todos estos, tan solo nos
ocuparemos del Problema XVII, que se puede enunciar del modo siguiente:

PROBLEMA CLAsICO. (Problema XVII de Hilbert)

Considérese el cuerpo de los nimeros reales R y un polinomio f en n variables con coeficientes
en dicho cuerpo. Si f toma valores no negativos en todo R™, spuede afirmarse que f sea una
suma de cuadrados del cuerpo de fracciones de los polinomios?

0.2.2. Solucién de Artin y el Desarrollo de la Geometria Algebraica Real. Los
trabajos de Hilbert sobre Teoria de Invariantes citados en el apartado anterior contienen las
pruebas de un par de resultados, el Bassisatz y el Nullstellensatz, que son centrales en la
Geometria Algebraica para cuerpos algebraicamente cerrados, como lo es el cuerpo C de los
nimeros complejos. La generalizacién de estos resultados al caso de los nimeros reales R no es
precisamente trivial, por lo que Hilbert no llegé a abordar el campo de la Geometria Algebraica
Real con éxito. Sin embargo, su Problema XVII enunciado en 1900 propiciaria importantes
avances durante la década de 1920. Entonces, el par de matematicos austriacos Emil Artin
(1898-1962) y Otto Schreier (1901-1929) desarrollaron lo que se conoce a dia de hoy como la
Teoria de Artin-Schreier. Esto fue originalmente escrito en dos trabajos escritos por ambos y
titulados “Algebraische Konstruktion reeller Kérper” de 1926 y “Fine Kennzeichnung der reell
abgeschlossenen Korper” de 1927. En el ano 1927, Artin publicé una solucién al Problema XVII
de Hilbert para el caso de un cuerpo realmente cerrado en su trabajo “Uber die Zerlequng
definiter Funktionen in Quadrate”.
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TEOREMA. (de Artin) Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea f € R[X1,...,X,]. Si f es
no negativo en R™, es decir si f(x) > 0 para todo x € R"™, entonces [ es una suma de cuadrados
de elementos del cuerpo de fracciones R(X1,...,X,).

El estudio de los cuerpos realmente cerrados florecié en diversas areas, como por ejemplo con
la aparicién de la Teoria de Modelos y de resultados como el Principio de Tarski-Seidenberg
que comentaremos en el apartado siguiente; y también en materia de la Geometria Algebraica
Real y del Analisis Real. En la memoria probaremos algunos resultados notables, como lo es
el Nullstellensatz Real. La primera versiéon de este resultado se debe a D. W. Dubois, quien lo
muestra en su articulo “A Nullstellensatz for Ordered Fields” de 1969. Un ano después, J.-J.
Risler publica “Une caracterisation des ideaux des varietes algebriques reelles”, que contiene
otra version del Nullstellensatz Real al estilo de Rabinowitsch. Durante el texto probaremos tres
versiones diferentes del Nullstellensatz Real, que nombraremos en analogia con las versiones del
Nullstellensatz para cuerpos algebraicamente cerrados que se muestran en [Pardo, 2023].

TEOREMA. (Nullstellensatz Real Versién Rabinowitsch)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea a C R[X1,...,X,] = R[X] un ideal y sea {/a su radical
real. Entonces, se cumple que Trix)(Zrn(a)) = V.

TEOREMA. (Nullstellensatz Real Versién Hilbert-Kronecker)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea a C R[X;,...,X,] un ideal. Entonces:

Zpn(a) =0 1€ Y

TEOREMA. (Nullstellensatz Real Versién Débil)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V' un conjunto algebraico de R™. Sea P(V') el anillo
de las funciones polinomiales de V en R, y sea MaxSpec™) (P(V)) el espectro mazimal real
de P(V'). Entonces, la siguiente es una aplicacion biyectiva:

V — MazSpec™ (P(V))
T — Ipiy({z}).

El lector puede dirigirse al Capitulo 1 o al final de la Seccién 2.4 para consultar las pruebas o las
nociones de ideal real, radical real, asi como el resto de notaciones que se utilizan. Con poste-
rioridad se probé otro resultado para cuerpos realmente cerrados, que también demostraremos
durante la memoria, conocido como Positivstellensatz o Positivstellensatz Formal para distin-
guirlo de su version geométrica. La prueba original se atribuye a G. Stengle por una publicacién
titulada “A Nullstellensatz and a Positivstellensatz in semialgebraic geometry” de 1974, en la
cual se demuestra el enunciado de la version geométrica del Positivstellensatz. Puede consul-
tarse en el texto “An Introduction to Real Algebra” escrito por T. Y. Lam en 1984 la distincién
entre la versién formal (que ahi llaman abstracta) y la versién geométrica del Positivstellensatz
y del Nichnegativstellensatz. Enunciamos estas versiones geométricas.

CoRrOLARIO. (Nichnegativstellensatz y Positivstellensatz Geométricos)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico de R™. Sean las funciones
polinomiales g1, ...,g- € P(V) y el conjunto W ={z €V : ¢g1(x) >0,...,g.(x) > 0}. Sea P el
cono de P(V') generado por g1, ..., gr. Entonces para cada f € P(V) se cumple que:

(i) Yz € W, f(z) >0« Im e N,3g,h € P, fg = >+ h,
(i) Ve e W, f(x) >0 3g,h € P, fg=1+h.

0.2.3. Principio de Tarski-Seidenberg y Referencias Constructivistas. La prueba
que se lleva a cabo de la solucién de Artin al Problema XVII no sigue el hilo argumental de
la prueba original. Se ha optado por una demostracién que hace uso del Teorema del Homo-
morfismo de Artin-Lang, cuya prueba a su vez se basa en el Principio de Tarski-Seidenberg
en forma de Principio de Trasferencia para Cuerpos Realmente Cerrados. Con posterioridad
al desarrollo de la Teoria de Artin-Schreier surgié una subrama de la Teoria de Primer Orden
para los cuerpos realmente cerrados, y que actualmente se formula en términos de la Teoria
de Modelos introducida por Alfred Tarski (1901-1983) en 3 sucesivas publicaciones en los afios
1954, 1955 y 1956, y tituladas “Contributions to the theory of models I, II, 111"
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El principal resultado que se toma de la Teoria de Primer Orden para Cuerpos Realmente
Cerrados es el llamado Principio de Tarski-Seidenberg, y es un resultado sobre la eliminacién
de cuantificadores en féormulas de primer orden sobre cuerpos realmente cerrados. Se le conoce
como ‘principio’ dado que fue postulado por Tarski en una publicacién de 1930 que se tituld
“Liber Definierbare Mengen Rellerzahlen” y que fue popularizada por su traduccion al francés
de 1931. El resultado fue probado en 1951 por el propio Tarski en su articulo “A Decision
Method for Elementary Algebra and Geometry”. Al ano siguiente, A. Seidenberg publicé “A
New Decision Method for Elementary Algebra” con una prueba distinta del mismo resultado.
En ambos casos se aporté una prueba constructivista del enunciado, esto es, una prueba que
describe a un algoritmo y que en ocasiones se refiere como el Algoritmo de Tarski.

TEOREMA. (Principio de Tarski-Seidenberg)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces para cada formula de primer orden VU cuantificada
y definida sobre el cuerpo R y con wvariables libres X4, ..., X,, existe otra formula ® libre
de cuantificadores que es semdnticamente equivalente a WV sobre el cuerpo R. Mds aun, dada
cualquier extension Ry/R de cuerpos realmente cerrados, se tiene que U es semdnticamente
equivalente a ® sobre R;.

COROLARIO. (Principio de Transferencia)

Sea Ry/R una extension de cuerpo realmente cerrados. Sea U una férmula de primer orden
definida sobre R, cuantificada y sin variables libres. Entonces ¥ se satisface en R si y solamente
si U se satisface en R;.

A modo de curiosidad diremos que para el caso de cuerpos algebraicamente cerrados con carac-
teristica 0, se tiene el resultado andlogo al Principio de Transferencia conocido como Principio
de Lefschetz. El Principio de Transferencia permite demostrar el Teorema del Homomorfismo
de Artin-Lang, el cual sirve para dar una prueba alternativa del resultado de Artin, pero que
también resultara 1til para otros muchos resultados como el Nullstellensatz Real. Este teorema
puede verse en el trabajo original de S. Lang titulado “The theory of real places” de 1953 y
al que se anade el nombre de Artin por las implicaciones que tuvo su trabajo de 1927 en la
consecucion de este resultado.

TEOREMA. (Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea A una R—dlgebra finitamente generada. Si existe un
homomorfismo de R-dlgebras ¢ de A en alguna extension Ry del cuerpo R que sea realmente
cerrada, entonces existe un homomorfismo de R-dlgebras v : A — R.

Durante el ultimo siglo ha emergido una tendencia hacia las pruebas constructivistas en todo
resultado que pueda probarse por este tipo de argumentaciones. Las pruebas que se muestran
no tienen en cuenta este aspecto, pero si que se hara hincapié en aquellos lugares en los que se
utilice el Axioma de Zorn. Seguidamente, se ofrece una bibliografia como alternativa constructi-
vista a los resultados centrales de este texto. Nuestra prueba del Teorema del Homomorfismo de
Artin-Lang utiliza la existencia de clausura real de cuerpos formalmente reales, que se probara
utilizando el Axioma de Zorn. Puede verse una alternativa constructivista en “Ezistence and
uniqueness of the real closure of an ordered field without Zorn’s Lemma” de T. Sander, 1991.
También se tiene una prueba constructivista del Positivstellensatz en “Effective real Nullste-
llensatz and variants” de H. Lombardi, 1990. El Problema XVII de Hilbert ha sido resuelto por
argumentos constructivistas. Una primera prueba en estos términos viene dada por W. Habicht
en su articulo “Uber die Zerlequng strikter definiter Formen in Quadrate” de 1940, en el que
se construye una representacién para polinomios homogéneos positivos como suma de cuadra-
dos de cocientes de polinomios. Mas adelante en 1960, G. Kreisler publica una construccién
para polinomios en general en su trabajo “Sums of squares”. Anos mas tarde, en 1984, C. N.
Delzell escribié “A continuous, constructive solution to Hilbert’s 17th problem” donde da una
construccién de los polinomios no negativos como sumas de cuadrados que ademas es continua.

0.2.4. Otras Versiones del Problema XVII. En adicién a la solucién de Artin para
cuerpos realmente cerrados, en este trabajo se presenta otras versiones del Problema XVII. En
particular, se ve la generalizaciéon para conjuntos algebraicos irreducibles también probada por
Artin y las versiones Equivariante y Cuantitativa del problema. Repasemos cada una de ellas.
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La generalizacion a conjuntos algebraicos irreducibles utiliza una nocién de dimensiéon de los
conjuntos semi-algebraicos dada por la dimensién de anillos. El resultado es el siguiente.

TEOREMA. Sean R un cuerpo realmente cerrado, V. C A"(R) un conjunto algebraico irreducible
de dimensidon d, y f € P(V) una funcidn polinomial. Entonces, son equivalentes:
(i) feXKV)?
(ii) f es no negativo en V(4
(7it) f es no negativo en Reg(V),
(iv) f es no negativo en algin abierto Zariski contenido en V.

También se examina la posibilidad de generalizar el resultado a cuerpos formalmente reales
en general, pero no es posible. El primer contraejemplo se vio en “Note on Artin’s solution of
Hilbert’s 17th problem” que data de 1967 y fue escrito por D. W. Dubois. Existe una manera
de adaptar el resultado a ciertos cuerpos formalmente reales, aquellos que presentan la llamada
Propiedad Débil de Hilbert, en la que la descomposiciéon no es una suma de cuadrados sino
una especie de combinacién lineal con coeficientes positivos. Dicho resultado se atribuye a K.
McKenna y su articulo “New facts about Hilbert’s 17th Problem” de 1975.

La Version Equivariante del Problema XVII trata el caso de los polinomios simétricos. El resul-
tado que veremos sin demostracion viene del articulo titulado “Positive Symmetric Functions”
y escrito por C. Procesi en 1978. El resultado en cuestion es el siguiente.

TEOREMA. (Solucién al Problema XVII de Hilbert Equivariante)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea f un polinomio simétrico de R[X1,...,X,]. Si f es
no negativo en A™(R), entonces puede escribirse como:

f= zr: 503,
i=1

para algunas s, ..., S, sumas de cuadrados de funciones racionales simétricas y siendo d; pro-
ductos de la forma [[;_y(Aj(o1,...,00)) con cada €;; igual a 0 0 a1y siendo Ag,..., A,
los menores principales de la matriz H(o1,...,0,) definida en la Seccion 3.4.

) )

La Version Cuantitativa del Problema XVII de Hilbert consiste en encontrar el minimo nimero
de cuadrados necesario para representar a cualquier suma de cuadrados. Esta cantidad se define
para cualquier anillo A y se dice que es su nimero de Pitdgoras p(A). Esta es una cuestién sobre
la que trabajé el propio Hilbert en 1893, quién comprobé que p(R(X7, X2)) estd superiormente
acotado por 4. El problema quedd en el aire hasta la década de 1960. En un primer trabajo
de J. W. S. Cassels de 1964 titulado “On the representation of rational functions as sums of
squares”, este encontraria la cota inferior p(F (X1, X32)) > p(F) + n para F cualquier cuerpo
formalmente real. Se atribuye a cierto trabajo de J. Ax publicado en torno a 1966 la cota
p(R(X1, X2, X3)) < 8, pero tan solo algo después se tendria una generalizacién de esta cota
dada por A. Pfister. Este matemédtico desarrollé un trabajo sobre formas cuadréaticas que tienen
la propiedad de ser multiplicativas y que a dia de hoy se conocen como formas de Pfister.
Dicho trabajo se titula “Multiplikative quadratische Formen” y es de 1965. La cota superior
a p(R(X1,...,X,)) viene escrita en un segundo articulo titulado “Zur Darstellung definiter
Funktionen als Summe von Quadraten” y con fecha de 1967. En la Seccién 3.5 veremos sin
demostracién el resultado siguiente con las cotas que hemos mencionado.

TEOREMA. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, se cumplen las desigualdades:
n+1<pR(X;...,Xpn)) <2™

La cota inferior de Cassels fue mejorada afnos mas tarde, en vista del citado trabajo de T.
S. Motzkin de 1967. En 1971, Cassels escribié “On Sums of Squares and on FElliptic Curves
over Function Fields” junto a W. S. Ellison y a Pfister donde se mejora la cota inferior a que
p(R(X1,X2)) > n+ 2 para R cualquier cuerpo realmente cerrado. La cuestién de representar a
polinomios no negativos con sumas de cuadrados de polinomios quedé ya fuera de escena con
el Teorema de las Formas Positivas de Hilbert, puesto que en muy pocos casos tenia sentido
considerar esto. Existe un trabajo de 1982, [CDLR, 1982], que trata sobre los ntimeros de
Pitagoras de diferentes tipos de anillos y que en particular demuestra que cuando F' es un
cuerpo formalmente real y dado n > 2, se tiene que p(F[X7q,...,X,]) = oc.



Capitulo 1

Nullstellensatz Real.
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Este capitulo estd dedicado a dar una prueba del Teorema de los Ceros (o Nullstellensatz)
Real. En la primera seccidn, se introducird el panorama general de las Geometrias Algebraicas
y en particular, elementos y resultados centrales de la Geometria Algebraica Compleja como
el Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker. También se presentard los cuerpos realmente cerrados,
nocién central para la Geometria Algebraica Real, la cual incluye al Nullstellensatz Real. En
el apartado siguiente, se exponen aspectos basicos de la Teoria de Primer Orden para Cuerpos
Realmente Cerrados a fin de presentar el Principio de Tarski, los conjuntos semi-algebraicos y
el Principio de Transferencia en Cuerpos Realmente Cerrados. Todo ello con tal de probar el
Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang, herramienta que resultara til a lo largo de todo el
texto. Finalmente, se abordara la prueba del Nullstellensatz Real en su versién como correspon-
dencia biunivoca entre las variedades algebraicas y un tipo especifico de ideales, llamados ideales
reales. También se anade una versién del Nullstellensatz Real andloga al enunciado original del
Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker.

La bibliografia empleada en este capitulo se basa, fundamentalmente, en los Capitulos 1, 2 y
4 de [BCR, 1998, utilizados para elaborar la introduccién a la Teoria de Cuerpos Realmente
Cerrados y las pruebas del Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang y el Nullstellensatz Real.
La presentacién de definiciones bésicas y de la descomposicién primaria de ideales estdn basadas
en los Capitulos 6, 7y 8 de [Pardo, 2023]. La introduccién a la Teorfa de Primer Orden para
Cuerpos Realmente Cerrados se ha basado en [Pardo, 1987], y los resultados que se presentan
estdn adaptados del Capitulo 5 de [BCR, 1998]. Para la discusién sobre A-algebras se ha
utilizado el Capitulo 2 de [AtMac, 1969]. Por motivos de espacio, deberd omitirse la prueba
del Principio de Tarski-Seidenberg, que puede verse en la Proposicién 5.2.2 de [BCR, 1998].

1.1. Introduccién.

Una forma de definir objetos geométricos, a menudo referidos como variedades, consiste en
tomar el conjunto de ceros de alguna funcién. Sea X un conjunto, que sera el espacio en el
. . ’ . X . .
que se defina dicho objeto geométrico. Se denota por D+ al conjunto de funciones de X en un
dominio de integridad D, que es anillo con las operaciones suma y producto de funciones. Para
definir las variedades se considera tan solo una coleccién de estas funciones, escogiendo que sea

una D-algebra para poder identificar objetos geométricos con clases de ideales.

DEFINICION 1. (Conjunto de Ceros)

Sea X un conjunto, D un dominio de integridad y A[X] C D* una D-dlgebra de funciones
definidas en X con valores en D. Sea F una familia de elementos de A[X]. Se define el conjunto
de ceros de dicha familia y se denota por:

Zx(F)={zeX: f(z)=0,Vf e F}.

Se dice variedad A[X]-definible a todo subconjunto de X que sea el conjunto de ceros dado por
alguna familia de A[X]. Dado un ideal a C A[X], se denota al conjunto de ceros del ideal por
Zx(a). Dada una familia finita de funciones fi,..., fr € A[X], se denotard por Zx(f1,..., fr)
a Zx({f1, -, fr})-
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En contextos de Geometria Algebraica, los conjuntos de ceros son a menudo referidos como
variedades algebraicas o como conjuntos algebraicos. A continuacién se define el conjunto de
todas funciones que se anulan en cierto subconjunto de X. Este conjunto de funciones resulta
ser siempre un ideal del anillo de funciones A[X].

DEFINICION 2. (Ideal de Funciones con Ceros en un Subconjunto)

Sea X un conjunto, D un dominio de integridad y A[X] C D* una D-dlgebra de funciones
definidas en X con valores en D. Sea F un subconjunto de X. Se define el ideal de funciones
con ceros en F' y se denota por:

Tapx)(F) ={f € A[X]: f(z) =0,Vz € F}.

Todos los conjuntos de ceros de X son conjuntos de la forma Zx (a), definidos por algin ideal a
de A[X]. Estos conjuntos son los cerrados de una topologia, que se conoce como la Topologia de
Zariski sobre X. En general, la asociacién entre los cerrados Zariski de X y los ideales de A[X]
no es una biyecciéon. Dentro de cada contexto particular, es de interés conocer algin resultado
que relacione de manera biunivoca a los cerrados Zariski con alguna clase especifica de ideales.

Estos resultados reciben el nombre de Teorema de los Ceros o Nullstellensatz en la Version de
Rabinowitsch. Existen otras versiones de Nullstellensatz como el original de Hilbert-Kronecker
para cuerpos algebraicamente cerrados. Este enunciado clésico es el que da sentido al nombre
de Nullstellensatz, dado que resuelve el problema de existencia de solucién a una ecuacion
polinémica compleja multivariada que trabajaron Kronecker y Hilbert hacia finales del siglo
XIX, pese a que tipicamente se atribuya este resultado solo a Hilbert. Nétese ademaés que el
Problema X de la lista de Hilbert es precisamente este pero para ecuaciones diofanticas, o si se
quiere, considerando el dominio de los enteros.

Un caso ampliamente estudiado es el de la Geometria Algebraica Compleja, donde D = K es
un cuerpo algebraicamente cerrado y se toma por X al espacio afin de dimension n sobre K,
que se denota por A"(K) o K™. También se considera A[X] = P(A"(K)), que es la K-dlgebra
de las funciones polinomiales sobre A™(K), es decir, aquellas funciones f : A"(K) — K tales
que existe un polinomio P € K[Xy,...,X,] que cumpla P(x) = f(x) para todo x € A"(K).
Es por ello que habitualmente se habla de los ideales del anillo de polinomios K[X7, ..., X,,]
en lugar de las funciones polinomiales.

La asociacién de polinomios de K[X7, ..., X,] con funciones polinomiales segiin lo expuesto, da
lugar a un morfismo de anillos sobreyectivo K[X1, ..., X,] = P(A"(K)). En caso de que K sea
un cuerpo infinito, se tiene que el polinomio 0 es el tnico contenido en el ntcleo del morfismo y,
por lo tanto, se trata de un isomorfismo. Los cuerpos algebraicamente cerrados son infinitos,*
y también lo son el tipo de cuerpos de los que nos ocuparemos aqui, lo que justifica el abuso de
notacion.

Dado que K es un cuerpo, se utilizara el Teorema de la Base de Hilbert para poder asumir que
todos sus ideales sean finitamente generados. Se deja escrito este resultado a continuacién:2

TEOREMA 1.1.1. (de la Base de Hilbert)
Sea A un anillo noetheriano. Entonces el anillo A[X1, ..., X,] es noetheriano.

A continuacién enunciaremos sin demostracién el Nullstellensatz para cuerpos algebraicamente
cerrados que muestra la correspondencia biunivoca entre las variedades algebraicas sobre estos
cuerpos y los ideales radicales de los anillos de polinomios considerados, es decir, la versiéon que
utiliza el conocido Truco de Rabinowitsch.?

TEOREMA 1.1.2. (Nullstellensatz de Rabinowitsch)
Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Sea a € K[X1,...,X,] = K[X] un ideal y
V C A™(K) una variedad K[X]-definible. Entonces:
Va = Trx)(Zanx)(a)), V = Zyn k) Zrx)(V)),
donde \/a denota el ideal radical de a.
1Véase en la Proposicién 3.6.9 de [Pardo, 2023].

2Puede consultarse una prueba en el Capitulo 8 de [Sharp, 1990].
3Puede consultarse una prueba en el Capitulo 8 de [Pardo, 2023].
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El contexto que nos interesa, sin embargo, es el de la Geometria Algebraica Real. El foco de
este capitulo es, de hecho, llegar a probar el Nullstellensatz Real, pero antes de eso es necesario
introducir D, X y A[X] para el caso que nos ocupa. En Geometria Algebraica Compleja se
escoge X como un espacio afin de dimensién finita sobre un cuerpo algebraicamente cerrado,
por ejemplo, el cuerpo C de los complejos. La Geometria Algebraica Real tratard, como caso
particular, a X = A"™(R). Para ello se introduce la nocién de cuerpo realmente cerrado que, de
alguna forma, modela las propiedades necesarias de R para emitir un resultado aplicable a este
y mas casos. Para llegar a dicha definicion, comencemos por definir cuerpo formalmente real.

DEFINICION 3. (Cuerpo Formalmente Real)

Un cuerpo F se dice formalmente real cuando para cada x1,...,x, € F' se tiene que:
x%—i—...—i—xi:O:xl:...:xp:O.

Se verd més adelante el Teorema de Artin-Schreier para Cuerpos Ordenados 2.1.11, que viene

a decir que sobre este tipo de cuerpos puede definirse un orden total que sea compatible, en

algun sentido, con las operaciones del cuerpo. Se llamara ordenacion del cuerpo a dicho orden,

para distinguirlo de lo que sea simplemente un orden, y se define rigurosamente a continuacién:

DEFINICION 4. (Cuerpo Ordenado)
Sea F' un cuerpo. Se dice ordenacion del cuerpo F a una relacion de orden total < que cumpla:
() x<y=z+2z<y+z para cada x,y,z € F,
(1i)) 0<2zA0<y=0<uzy para cada x,y € F.
En tal caso, se dice cuerpo ordenado al par (F,<). Se denomina cono positivo al conjunto
P={zeF:0<zx}.

Una ordenacién de un cuerpo ha de satisfacer que 0 < 1, ya que 0 # 1 y si 1 fuese negativo,
entonces de la Propiedad (i) de cuerpos ordenados se tiene que 0 < —1, y por la Propiedad (i)
se sigue que 0 < (—1)(—1) = 1, lo cual es absurdo y se tendrd —1 < 0 en todo cuerpo ordenado.
De esto y de la Propiedad (i) se deduce que, dado cualquier n € N, se cumple:

1+...+1=nl<nl+1.

El cuerpo R de los niimeros reales cumple ambas definiciones, y también lo hace Q. Para ambos,
ademas, se tendra una ordenacién tinica. Por otra parte, no todo cuerpo admite ordenacién. El
contraejemplo mas evidente es cualquier cuerpo finito, o en general, con caracteristica positiva.
Si se tiene un cuerpo de caracteristica positiva ng, entonces (ng — 1)1 < ngl = 0. Pero también
ocurre que 0 < (ng — 1)1 y se tiene una contradiccién. Esto supone que los cuerpos ordenados
son necesariamente infinitos y de caracteristica 0. Otros cuerpos que no admiten ordenacién
son los cuerpos algebraicamente cerrados. El cuerpo C de los complejos, por ejemplo, no admite
odenacién porque si i > 0 entonces —1 = i? > 0, necesariamente, pero el caso contrario implica
que —i > 0 y nuevamente se tendria que —1 = (—4)? > 0. Tras ver estos ejemplos, introduzcamos
ahora a los cuerpos realmente cerrados.

DEFINICION 5. (Cuerpo Realmente Cerrado)
Se dice cuerpo realmente cerrado a todo cuerpo formalmente real que no tenga una ertension
de cuerpos algebraica propia que ademds sea cuerpo formalmente real.

Ahora si, R es un ejemplo de cuerpo realmente cerrado mientras que Q no lo es. Por el Teorema
Fundamental del Algebra,4 se sabe que el cuerpo C de los complejos es la clausura algebraica
de R. Puede escribirse C como la extensién del cuerpo R, R[X]/(X? + 1) = R[\/—1], que por
ser de grado 2 es la tnica extension algebraica no trivial de R. Como C no admite ordenacién,
se sigue que R es cuerpo realmente cerrado.

Pueden considerarse las extensiones algebraicas de un cuerpo ordenado, y de entre estas, aquellas
que admitan una ordenacién que extienda a la del cuerpo original en el sentido de la inclusién
en la extension de cuerpos. Ocurre que en este conjunto de extensiones algebraicas de un cuerpo
ordenado, acotado por la clausura algebraica del cuerpo, aquellas extensiones que son maximales
para la inclusién serdn cuerpos realmente cerrados, y se las llama clausuras reales del cuerpo
ordenado original.

4Puede consultarse https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_fundamental_del_lgebra.
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DEFINICION 6. (Clausura Real)

Sea F un cuerpo formalmente real junto con una ordenacion <. Se dice clausura real de F a
toda extension algebraica R de F que sea cuerpo realmente cerrado y cuya unica ordenacion
extienda a la de F.

Veremos mas adelante, en la Proposicion 2.1.15, que todo cuerpo ordenado posee alguna clausura
real. Y también veremos en la Proposicién 2.1.13 que los cuerpos realmente cerrados admiten
una dnica ordenacién.

Retomando el tema inicial, el contexto de la Geometria Algebraica Real consiste en tomar
D = R un cuerpo realmente cerrado, considerar algin espacio afin A™(R) de dimensién finita n
sobre R, y tomar como anillo de funciones al de las funciones polinomiales P(A™(R)), que por
ser R infinito, es isomorfo al anillo de polinomios R[X7, ..., X,].

1.2. Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang.

En esta seccién se pretende probar el llamado Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang, el
cual serd necesario mas tarde para la prueba del Nullstellensatz Real. La demostracién de este
teorema se apoya en un resultado de la Teoria de la Eliminacién, conocido como Principio de
Transferencia. Antes de enunciarlo, se introducen algunos conceptos de Teoria de Primer Orden
para Cuerpos Realmente Cerrados o TPOCRC de manera abreviada.

Una férmula de primer orden libre de cuantificadores en TPOCRC, abreviadamente FLC, con-
siste en una combinacién finita de conjunciones, disyunciones y negaciones que toma como
férmulas atémicas a expresiones de la forma (f(X1,...,X,) > 0), donde f es un polinomio con
coeficientes en algtin cuerpo realmente cerrado R y con variables Xi,...,X,. La clase de las
FLC para un cuerpo realmente cerrado R se denotard por Fr(Xi,...,X,), y se define como la
menor clase que satisface las siguientes propiedades:

(i) Cada férmula atémica (f(Xy,...,X,) > 0), con f un polinomio de coeficientes en R
y variables Xi,..., X, pertenece a Fr(Xi,...,Xn).
(1) Dado cualquier par de férmulas «, 8 € Fr(X1,...,X,), se tiene que (a A ), (aV 3),
(ma) € Fr(X1,...,X,).
Una férmula de Fr(Xj,...,X,) puede denotarse simplemente por ®, o si se desea destacar las
variables involucradas, también puede escribirse como ®(X7,...,X,).

NoOTACION 1.2.1. Es habitual el uso de las abreviaturas:

o (f(X1,...,X,) <0) en lugar de (=(f(X1,...,Xn) >0)),
i (f(Xl,;Xn) = 0) e1n 1ugar de ((f(XlaaXn) 2 0) A (7f(Xla"~aXn) Z 0))7

asi como aquellas que resultan evidentes para los simbolos <, > y #.

A cada expresién de Fr(X1, ..., X,) puede asociarse una interpretacién por cada posible com-
binacion de valores de las variables. Llamamos R; a una extensién del cuerpo R que ademés sea
realmente cerrada. Sean x = (x1,...,2,) € R} y ® € Fr(Xi,...,X,). Se definen las siguientes
reglas de interpretacion:

(1) Si® = (f(Xy,...,X,) > 0)es un férmula atémica, entonces se define su interpretacién
en el punto x y se denota por:

1 sisecumple f(x1,...,2,) > 0en Ry
O(x) = .
0 en caso contrario
(i4) Si«, B € Fr(Xi1,...,Xn), se definen las interpretaciones de las siguientes férmulas:

@D ={ 5 Womam |

0 sia(zx)=p8(x)=0
1 en otro caso

1 sia(z)=0

0 en otro caso

9

(aVp)(z) =

)

—N

(ma)(x) =
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Por la propia definicién de la clase Fr(Xi,...,X,), se tiene que la interpretacién en cada
punto z y para cada FLC estd univocamente determinada. Dada una FLC ® € Fr(Xq,...,X,),
diremos que se satisface en € R} cuando ®(x) = 1. Diremos también que ® es satisfacible
en RY si se satisface en algtiin punto de R}, y que es tautologia en R} si se satisface en todos
los puntos de R}. Un par de férmulas ®q, Py de Fr(Xiy,...,X,) se dirdn semdnticamente
equivalentes en R7 si se satisfacen en exactamente los mismos puntos de R, y se denotard por
®; =g, P2, o simplemente utilizando = cuando no haya ambigiiedad.

Se denomina conjunto semi-algebraico del espacio afin R} y definible sobre R a cualquier sub-
conjunto de R} que venga dado, por alguna FLC ® € Fr(Xy,...,X,), de la siguiente forma:

{z€RY: ®(z) =1}.

En el caso Ry = R, estos conjuntos se dirdn simplemente conjuntos semi-algebraicos de R™.
Cualquier FLC es seméanticamente equivalente a otra FLC escrita en forma normal disyuntiva,
esto es, disyunciones de clausulas, que a su vez son conjunciones de literales, que a su vez
son una férmula atémica o la negacién de una féormula atémica. Por otra parte, el conjunto
semi-algebraico que define la conjunciéon de un par de FLC es la intersecciéon de los conjuntos
individuales de cada férmula, y la misma relacién existe entre la disyuncién de FLC y la unién de
sus conjuntos asociados. Esto lleva a dar una definicién de conjunto semi-algebraico equivalente
a la que ya hemos visto, pero que no utiliza elementos de la TPOCRC.

DEFINICION 7. (Conjunto Semi-Algebraico)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea Ri una extension del cuerpo R que ademds sea
realmente cerrada. Se dice conjunto semi-algebraico de R} definible sobre R a todo subconjunto
de Ry de la forma siguiente:

r o8
U N{z € Ry : fij(2)ei ;03
i=1j=1
donde f;; € R[X1,...,Xp] y €&, € {>,<} para cada j = 1,...,s; y cada i = 1,...,7. Si
Ry = R, estos conjuntos se dirdn simplemente conjuntos semi-algebraicos de R™.

Nétese que la condicién f(z) < 0 es equivalente a —(f(z) > 0), como se vio en la Notacién
1.2.1, de manera la definiciéon que hemos dado coincide con una FLC en forma normal disyuntiva
si se tienen en cuenta esta consideracién y las relaciones entre la unién con la conectiva V y
la interseccion con A. En vista de la Notacién 1.2.1, también se tiene que los conjuntos de
la forma {z € R™ : f(z) = 0} son semi-algebraicos. Cualquier unién o interseccién finita
de semi-algebraicos es un semi-algebraico. En particular, lo son las intersecciones finitas de
conjuntos tipo {x € R™ : f(x) = 0}. Considerando que los cuerpos son noetherianos y que
entonces el ideal asociado a un conjunto algebraico es finitamente generado para ese caso, se
sigue que los conjuntos algebraicos de R™ son un caso particular de conjunto semi-algebraico.
El complementario de un conjunto semi-algebraico es también semi-algebraico, y entonces los
abiertos de la topologia de Zariski definida sobre R™ también son semi-algebraicos. Veamos a
continuacién un ejemplo de conjunto semi-algebraico para el caso particular de R2.

EJEMPLO 1.2.2. En la Figura 1 se muestra el conjunto semi-algebraico de R? descrito como la
interseccion de los siguientes conjuntos:®

fon s (2" (2) <1}

{(z,9) eR*: (z+ 2%+ (y—2)* > 0} N {(z,y) €R?: (z —2)* + (y — 2)® > 0},
{(z,y) eR*:2® + (y—1)* 10 £ 0} U{(z,y) ER*:y — 1 > 0}.
El primer conjunto son los puntos de la cabeza, el siguiente es el complementario de los o0jos, y
el dltimo es el complementario de la boca.

Una propiedad notable de los conjuntos semi-algebraicos, y de la que no gozan los conjuntos al-
gebraicos en general, es que la proyecciéon de un conjunto semi-algebraico es otro semi-algebraico.
Este es uno de los principales resultados de la Teoria de Modelos y se debe a A. Tarski, aunque

S5Figura y ejemplo tomados del Capitulo 2 de [BCR,, 1998].
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FIGURA 1. Un simpético conjunto semi-algebraico de R2.

lo que realmente produjo fue un algoritmo que permite la eliminacién de cuantificadores en
la TPOCRC. Una proyeccién viene a ser el caso particular de eliminacién de un bloque de
cuantificadores existenciales. Antes de presentar el resultado de Tarski, definamos las férmu-
las cuantificadas. Nos limitaremos a férmulas cuantificadas en forma prenexa, abreviadamente
FCFP. Dado un cuerpo realmente cerrado R y el conjunto { X7, ..., X,,Y1,...,Y,,} de variables
algebraicamente independientes sobre R, se define FCFP en la TPOCRC como una expresién
de la forma:

U= 1Y1,...,QunYm, ®(X1,..., X0, Y1,..., Y,

donde ® € Fp(Xy,..., X, Y1,...,Y) v Q; € {V,3} para cada ¢ = 1,...,m. Las variables
X1,..., X, se dicen variables libres de la férmula ¥ y las variables Y7,...,Y,, se dicen cuan-
tificadas. Se denota por fI(QCFP) (X1,...,X,) ala clase de las FCFP con constantes en R y

variables libres {X1,..., X, }, en la TPOCRC. El conjunto de las FCFP con constantes en R
y sin variables libres se denotara por ]-'I(%CFP)(@).

Sea R; una extension del R que también sea realmente cerrada. Podemos asignar interpreta-
ciones en puntos de R} a las férmulas de F I(%CFP) (X1,...,X,) basdndonos en la interpretacién
de una FLC y anadiendo cuantificadores de manera inductiva. Se indica formalmente la inter-
pretacién de ¥ € ]-"I(%CFP) (X1,...,X,) en un punto z € R} segin cada caso:

(¢) Si U es una FLC, es decir, si ¥ € Fr(Xy,...,X,), entonces se define la interpretacién
U(zy,...,2,) como en el caso anterior.
(#4) Si ¥ posee una tnica variable cuantificada, es decir, si ¥ = QY, ®(X1,..., X,,,Y) con
b e Fr(Xy,..., X, Y)y Q € {3,V}, se distinguen dos casos:
— si Q = 3, se define U(zy,...,2,) = 1si ®(Xy,...,X,,Y) es satisfacible en R},

y ¥(x1,...,2,) = 0 en otro caso,
— si en cambio Q =V, se define ¥(z1,...,2,) =181 ®(Xy,...,X,,Y) es tautologia
en R?H, y ¥(z1,...,z,) =0 en caso contrario.
(#9t) Si U tiene la forma general ¥ = Q1Y1,...,QmYm, ®(X1,..., X, Y1,...,Y,,), enton-
ces, consideramos esta otra férmula de ]-'I(QCFP) (X1,..., X, 1)

\Ill = Q?YQa'-'7QmYma(I)(X17"'7XnaY15"'aYm)7

y definimos S(¥1,2) = {y1 € R1 : Ui(z,y1) = 1}. Entonces, podemos de nuevo
distinguir dos casos:
— si Q1 = 3, se define ¥(zy,...,2,) =1 cuando S(¥1,2) # 0y ¥(z1,...,2,) =0
en otro caso,
— si Q1 =V, se define ¥(xq,...,z,) =1 cuando S(Vy,z) = Ry y ¥(x1,...,2,) =0
en caso contrario.
Claramente se puede ver el cardcter de una definicién inductiva en el punto (éi7), por lo que la
interpretacién de una férmula de f}(%CFP) (X1,...,X,) en un punto de R} queda bien definida.
Una férmula ¥ € .7-'I(ECFP)(X17 ..., Xy) se dice satisfacible cuando ¥(z) = 1 para algin punto z
de R}. La misma férmula se dird tautologia si para cada punto x de R} se cumple que ¥(z) = 1.
Un par de férmulas ¥y, ¥y € .F](%CFP)(Xl, ..., Xp) se dirdn semdnticamente equivalentes en Ry
si Uy (z) = Po(x) para todos los puntos = de R}, y en cuyo caso se denotard por U3 =g, Pa,
o simplemente utilizando =. Nétese que Fr(Xy,...,X,) C .FI(QCFP)(Xl, ..., X,) vy que estas
definiciones extienden a las dadas previamente para las FLC.
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Tras este preambulo, puede presentarse el resultado de Tarski. Se le conoce como Principio
de Tarski, dado que lo publicé por primera vez en un trabajo de 1931 y no fue hasta otra
publicacién suya de 1951 que Tarski aportaria una prueba en forma del algoritmo que lleva
su nombre. Se anade a A. Seidenberg al nombrar este resultado, ya que ofreceria otra prueba
de este resultado un ano después que Tarski. Se omite la demostracién de este resultado, que
puede encontrarse regada en varios capitulos de [BCR, 1998].

TEOREMA 1.2.3. (Principio de Tarski-Seidenberg)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, para cada formula ¥ € ]:}(%CFP) (X1,...,Xn)
existe otra formula ® € Fr(Xy,...,X,) tal que ¥ =g ®. Mds ain, dada cualquier extensidn

realmente cerrada Ry del cuerpo R, se tiene que U =pr, .
DEMOSTRACION. Puede consultarse la Proposicién 5.2.2 de [BCR,, 1998]. O

Previamente se discutié la relacién entre los conjuntos semi-algebraicos y las FLC. El Principio
de Tarski puede reescribirse en el siguiente resultado, enunciado estrictamente en términos de
conjuntos semi-algebraicos y sin tocar la TPOCRC, salvo en la prueba que aportaremos.

COROLARIO 1.2.4. (Proyeccién de Conjuntos Semi-Algebraicos)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea Il : R**™ — R™ la proyeccién que olvida las m iltimas
coordenadas, es decir, (x1, ..., Tn,Y1s-- o, Ym) = (X1,...,2Tn). Entonces, para cada conjunto
semi-algebraico S de R™™™ se tiene que 11(S) es un conjunto semi-algebraico de R™.

DEMOSTRACION. Sea S C R™™ un conjunto semi-algebraico. Entonces, existird una
FLC ® € Fr(Xy,...,Xn,Y1,...,Y,,) que define al conjunto semi-algebraico segin:

S ={(z,y) € R"™ : ®(x,y) = 1}.

Por otro lado, se tiene que = € R™ pertenece a la proyeccién II(S) si y solamente si (z,y) € S
para algin y € R™. Esto quiere decir que si tomamos la siguiente FCFP:

U =3vq,...,3Y,,, ®(X1,..., X0, Y1,..., V),

podemos establecer la igualdad II(S) = {& € R" : ¥(x) = 1}. Aqui, basta con aplicar el
Principio de Tarski (Teorema 1.2.3) para tener una FLC &, € Fr(Xy,...,X,) tal que II(S)
seaigual a {x € R" : ®;(x) = 1}, y por lo tanto II(S) es un conjunto semi-algebraico de R™. O

Noétese que, si bien puede asociarse una proyeccion con la eliminaciéon de un bloque de cuantifi-
cadores existenciales, puede aplicarse igualmente para un bloque de cuantificadores universales
sin més que considerar que el complementario de un conjunto semi-algebraico es semi-algebraico
v que se tiene la siguiente equivalencia seméntica:

VY, (p(le s aXn7Y) =R ﬂK _'((I)(Xla tee 7X7L7 Y))a

de férmulas de F I(QCFP)(X 1,...,Xp) en alguna extensién R; realmente cerrada del cuerpo R.
En el enunciado del Principio de Tarski puede observarse el sutil detalle de que la FLC que
es semanticamente equivalente a otra férmula de F I(QCFP) (X1,...,Xn), lo es para cualquier
extension realmente cerrada del cuerpo R. Si nos limitamos a férmulas sin variables libres, es
decir, a enunciados que tienen una interpretacién tinica de verdad o falsedad, entonces se puede
enunciar un resultado como el Principio de Transferencia para cuerpos realmente cerrados. Este
resultado viene diciendo que la interpretacion de un enunciado se transfiere a todos los cuerpos
realmente cerrados en los que tenga sentido considerar dicho enunciado.

COROLARIO 1.2.5. (Principio de Transferencia)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea Ry una extension del cuerpo R que también sea real-
mente cerrada. Sea ¥ € fl(QCFP)((D), es decir, una féormula cuantificada y sin variables libres.
Entonces U se satisface en R si y solamente si U se satisface en R;.

DEMOSTRACION. Dada la férmula ¥ € ]:I(%CFP)((Z)), aplicando el Principio de Tarski (Teo-
rema 1.2.3) se tiene un enunciado ® € Fr(0) que es seménticamente equivalente a ¥ en Ry en
R;. Como & tiene una interpretacion tnica y que no depende de elementos de R o R; en cada
caso, entonces tendra la misma interpretacion en Ry en Ry. Es decir, se tendra que ® =1 en
R siy solamente si ® =1 en R;. Entonces, de ¥ = ® y ¥ =g, ® se sigue que ¥ =1 en R si
y solamente si ¥ =1 en R;. g
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OBSERVACION 1.2.6. En vista del resultado y de la lectura del resultado hecha previamente,

se podria argumentar que alguna férmula ¥ € F I(QCFP)((Z)) podria “tener sentido” en algin

subcuerpo realmente cerrado H de R, es decir, que ¥ € ]-'LCFP)((D). En tales casos, la prueba
es vélida si se considera la FLC que proporciona el Algoritmo de Tarski en el cuerpo H.

Ahora, reescribamos el Principio de Transferencia en una forma que nos servird para la prueba
del Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang.

LEMA 1.2.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea Ry una extension del cuerpo R que
ademds sea realmente cerrada. Sea ® € Fr(X1,...,Xy). Si existe T € RY tal que ®(T) = 1,
entonces también existird x € R™ tal que ®(x) = 1.

DEMOSTRACION. La condicién de que exista x € R™ o T € R} tales que ®(z) = 1 o
®(Z) = 1, respectivamente, puede escribirse sobre ambos cuerpos como la siguiente FCFP sin
variables libres:

O(Yy,...,Yy) =3V, ..., 3V, 0(Y1,..., Vi),
Aplicando el Principio de Transferencia (Corolario 1.2.5), se tendrd que si ® = 1 en Ry, entonces
® =1 también en R. g

Antes de abordar el Teorema del Homomorfismo, veamos algunos aspectos necesarios sobre la
nocién de A-dlgebra y los morfismos de A-édlgebras. Una A-dlgebra B viene dada por un morfis-
mo de anillos f: A — B, que dota a B de estructura de A-mddulo definiendo una accién segin
a-x = f(a)xr para a € Ay x € B. Es importante el morfismo f que da estructura de A-dlgebra
a B, ya que es necesario para poder definir morfismo de A-dlgebras. Podria definirse como
morfismo de A-médulos, pero para evitar la terminologia de médulos se elige esta definicién
equivalente.

DEFINICION 8. (Morfismo de A-dlgebras)

Sea A un anillo conmutativo. Sean By y Bs un par de A-dlgebras dadas por los morfismos
fi: A—> By yfo: A— Bs. Un morfismo de anillos v : By — By se dice morfismo de
A-dlgebras si ademds cumple 1 o fi = fs.

OBSERVACION 1.2.8. Sean Bj, Bz y B3 tres A-algebras dadas por los morfismos f1, f2 v f3,
respectivamente. Si ¢p : By — Bs y ¢ : By — Bs son un par de morfismos de A-algebras,
entonces su composicién ¢ o 1 serd un morfismo de A-algebras de By en Bs. Esto es debido a
que, como Yo fi = fa y po fo = f3, entonces popo fi =po fo = f3.

DEFINICION 9. (A-dlgebra Finitamente Generada)

Sea A un anillo conmutativo. Sea B una A-dlgebra. B se dice finitamente generada si para
algin ideal a C A[X1,...,X,] se tiene que B sea isomorfa a A[X1,...,X,]/a.

OBSERVACION 1.2.9. En el caso particular en el que A sea un cuerpo, cualquier morfismo de
anillos f : A — B serd inyectivo, pues ker(f) es un ideal de A y este solo puede ser (0) o A. Si
fuese ker(f) = A, entonces f(1) =0 y se contradice que f sea morfismo de anillos. Entonces el
morfismo f: A — B es la inclusién de A en B, en el sentido de que f(A) es un cuerpo isomorfo
a Ay contenido en B. Adicionalmente, si By y By son un par de A-dlgebras que sean isomorfas
como anillos, entonces existe algiun isomorfismo entre By y By que sea morfismo de A-algebras.
Consideremos los morfismos fi : A — By y fo : A — By que dotan a By y By de estructura de
A-algebra. Entonces A, f1(A) y f2(A) son cuerpos isomorfos y puede darse un isomorfismo de
anillos ¢ : By — Bs que restringido a f;(A) sea un isomorfismo entre f1(A) y f2(A).

Finalmente, pasemos a enunciar y probar el Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang. Se
habla de homomorfismo en lugar de morfismo para respetar la forma habitual de encontrar este
resultado en la literatura, pero ambos términos se refieren al mismo tipo de objeto.

TEOREMA 1.2.10. (Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea A una R—dlgebra finitamente generada. Si existe un
homomorfismo de R-dlgebras ¢ de A en alguna extension Ry del cuerpo R que sea realmente
cerrada, entonces existe un homomorfismo de R-dlgebras v : A — R.

DEMOSTRACION. La R-algebra finitamente generada A es isomorfa a una R-dlgebra de la
forma B = R[X1,...,X,]/a, donde a es un ideal de R[Xq,...,X,]. Por ser R cuerpo y de
acuerdo con la Observacién 1.2.9, existird un isomorfismo de R-algebras de A en B. Lldmese ¢.
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Considerando el morfismo de R-algebras ¢ : A — R; y la Observacion 1.2.8, se tiene el
morfismo de R-dlgebras ¥ = po ¢! : B — Ry, que ademas cumple que ¥|r = Idg. Sea
b= (b1,...,b,) € R} definido por b; = ¥(X,; 4+ a) para i = 1,...,n. Dado cualquier polinomio
f+a € By teniendo en cuenta que W es morfismo de anillos, escribiendo a f como suma finita
de monomios se tienen las siguientes igualdades:

U +a) = D e WX+ @) WX+ @) =
pn<d
p=p1t. ot pn
= Y G BB = f(br ).
n<d
p=pi+...+pn
Para cualquier f € a se tiene que f+a =0+ a, y por lo tanto 0 = ¥(0+a) = U(f +a) =
f(b1,...,bn). Entonces (b1,...,b,) € Zgrr(a), y este es un conjunto semi-algebraico descrito

por la siguiente FL.C sobre R, aunque vista como férmula sobre Rj:
O(Xy,....Xpn) = (fi(X1,..., Xn) =0) A A (fp(Xq, ..., Xp) =0).
Como ®(by,...,b,) = 1, aplicando el Lema 1.2.7 existird a = (ai,...,a,) € R™ tal que

®(ay,...,an) = 1y que, por lo tanto, pertenezca a Zgn(a). Se considera el ideal maximal
m, = (X1 —aq,..., X, —ay,). Este ideal es el nicleo del morfismo de evaluacién en a, es decir,
m, = {f € R[X1,...,Xy]: f(a) = 0}. Entonces se tiene el siguiente epimorfismo:
m: R[Xy,...,X,]/my — R
f+mg — f(a)

Dado que todo f € a tiene a a como raiz, se sigue que a C m,, y al paso al cociente por a se
tiene que m,/a € MaxSpec(B). Aplicando el Segundo Teorema de Isomorfia se tiene:

B ™ B/(m,/a) = R[Xy,...,X,]/ms — R,

donde 7 es la proyeccién candnica en el anillo cociente de B por el maximal m,/a, que también
es epimorfismo. En definitiva, se tiene el epimorfismo de anillos:

®©: B — R
fH+a— f(a).
Finalmente, recuperando el isomorfismo de R-algebras ¢ : A — B se construye el morfismo de
R-algebras ¢y = © o ¢ : A — R, de lo que se concluye la propiedad del enunciado. O

1.3. Nullstellensatz Real.

El objetivo de todo el capitulo es completar la prueba de un Nullstellensatz Real, y es lo
que se lleva a cabo en esta secciéon. Para el Nullstellensatz Real al estilo de Rabinowitsch,
veremos un nuevo tipo de ideales que estardan en biyeccién con las variedades algebraicas de
un cuerpo realmente cerrado, y que se definird seguidamente. También veremos la versién del
Nullstellensatz Real al estilo de Hilbert-Kronecker, la cual difiere del resultado para cuerpos
algebraicamente cerrados.

DEFINICION 10. (Ideal Real)
Sea A un anillo conmutativo. Un ideal a contenido en A se dice real si para todo ay,...,a,. € A
se cumple que:

a%+...+a%6a:>a¢€a, para cada t =1,...,7.

Veamos que este tipo de ideales son radicales.

PROPOSICION 1.3.1. Sea A un anillo conmutativo. Sea a un ideal real de A. Entonces a es ideal
radical.

DEMOSTRACION. Tomemos a” € ay veamos que a € a. Sin pérdida de generalidad se toma
n como el elemento minimal de {k € N : a* € a,k > 1}. Si n = 1 no hay nada que probar,
supongamos que 1 > 1. Por ser a un ideal real, en el caso en que n sea par, se tendria que
a? € a. Sin fuese impar, por ser a ideal y a € A, se tiene que aa™ € a y, entonces, " € a.
En ambos casos se tiene una contradiccién con que n sea elemento minimal y por lo tanto
a < a. O
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OBSERVACION 1.3.2. No todo ideal radical es un ideal real. Basta con considerar el ejemplo del
ideal radical a = (X?+1) de R[X1, ..., X,], que claramente no es ideal real porque X7+ 12 € a
pero X; ¢ a. El ideal es radical porque es primo, y se trata de un ideal primo porque X7 + 1
no tiene raices en R™, luego es irreducible y genera un ideal primo.

Antes de meternos de lleno con la prueba del Nullstellensatz Real, revisemos varios aspectos
generales de la descomposicién primaria de ideales en anillos noetherianos. En primer lugar se
definen los ideales primarios. Ello requiere del uso de la siguiente familia de aplicaciones, que
se definen para cada elemento a de un anillo conmutativo A y dado un ideal q C A:

Na: Alg — Alq
r+q—axr—+q.

La aplicacién 7, se conoce como homotecia de razén a. Puede probarse que el conjunto de
homotecias en A/q forma un anillo junto con la suma y la composicién de aplicaciones, siendo
que Ng + M = Na+b ¥ qUE Mg © Mp = Ngp- En este sentido, n, se dird nilpotente precisamente
cuando (n,)™ = no para algin n € N.

DEFINICION 11. (Ideal Primario)
Sea A un anillo conmutativo. Un ideal q contenido en A se dice primario si para todo a € A la
aplicacion homotecia de razon a, 14, es inyectiva o nilpotente.

OBSERVACION 1.3.3. Puede probarse que el radical de un ideal primario q es un ideal primo
p = /9. En tal caso q se dice ideal p-primario.

Ahora se define una descomposicién primaria de un ideal y también una descomposicién pri-
maria irredundante, que esencialmente es una descomposicién primaria sin exceso de ideales.

DEFINICION 12. (Descomposicién Primaria Irredundante)
Sea A un anillo conmutativo. Sea a C A un ideal. Se llama descomposicion primaria de a a
una descripcion del ideal como interseccion de ideales primarios, es decir, qy,-..,q, ideales
primarios tales que:

a=q NN

Sea p; = \/q; para cada i =1,...,7, esto es, sea q; ideal p;-primario. La descomposicion previa
se dice irredundante si ademds i # j implica que p; # p;, y a no puede describirse como la
interseccion de algin subconjunto propio de {q1,...,q,}.

Por una parte, un ideal no siempre admite una descomposicién primaria,® y por otra parte, el
refinamiento de una descomposicién primaria en una descomposiciéon primaria irredundante no
siempre lleva a una descomposiciéon primaria irredundante que sea tnica. Para el caso de anillos
noetherianos se tiene el llamado Teorema de Lasker-Noether, que asegura la existencia de des-
composicién primaria de cualquier ideal en estos anillos. Aunque en general la descomposiciéon
primaria irredundante de un ideal de un anillo noetheriano no sea tnica, este resultado también
establece algunos aspectos que comparten todas las descomposiciones primarias irredundantes
de cada ideal. A continuacién se muestra el enunciado sin demostracién:”

TEOREMA 1.3.4. (de Lasker-Noether)
Sea A un anillo noetheriano. Entonces todo ideal propio de A admite una descomposicion pri-
maria irredundante. Ademds, dado un par de descomposiciones primarias irredundantes de un
ideal a C A,

a=q10~-~ﬂq7«=ﬁlﬁ~-ﬂ€|s
donde q; es ideal p;-primario para i = 1,...,7, y q; es ideal pj-primario para j = 1,...,s;
entonces r = s y, salvo reordenacidén de subindices, p; = p; para i = 1,...,r. Es decir, la lista
de ideales primos p1, . . ., P, no depende de la descomposicion primaria del ideal a, estos se dicen
los primos asociados al ideal a y se denota dicho conjunto por Ass(a).

OBSERVACION 1.3.5. Puede probarse que si el ideal a es radical, entonces a = p; N --- N p,..
Considerando el resultado previo, se tiene ademas que esta es la tinica descomposicién primaria
irredundante que admite a. Ademas, esta descomposicién primaria es la interseccién de todos

6Pyede consultarse un contraejemplo en los Apartados 2.21 y 8.16 de [Sharp, 1990].
"Puede encontrarse una prueba en el Capitulo 6 de [Pardo, 2023].
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los ideales primos minimales que contienen a a. La justificacién para esto dltimo es la siguiente.
Supongamos que para algin k € {1,...,r}, exista un ideal b tal que a C b C pg. Sin pérdida de
generalidad, tomemos k = r. En tal casoa=p;N---Np,Nb =p;N---Np,_1Nb. El Teorema de
Lasker-Noether (Teorema 1.3.4) asegura que p, y b son ambos ideales p,-primarios, y entonces
como a es ideal radical, b = vb = P

Tras esta breve exposicién de la descomposicién primaria de ideales, pasemos a probar las
siguientes propiedades que resultaran de utilidad més tarde.

LEMA 1.3.6. Sea A un anillo conmutativo. Entonces:

(i) todo ideal primo a es real si y solamente si el cuerpo de fracciones de A/a es un cuerpo
formalmente real,

(i) si ademds A es noetheriano, entonces todos los ideales primos minimales que contienen
a un ideal real son reales.

DEMOSTRACION. Para probar (i), llamemos F al cuerpo de fracciones del dominio A/a.
Asumamos que F' sea formalmente real y veamos que entonces a es ideal real. Sean aq,...,a, € A
tales que a? +...+a? € a. Para un elemento a € A denotamos su clase en el anillo cociente por
@, y también como elemento de F. Los elementos de a estaran en la misma clase que 0, por lo
tanto en F se tendrd que a? + ... + a2 = 0. Como F es cuerpo formalmente real, por definicién,
se tiene que @; = 0 para cada i = 1,...,r. Esto implica que a,...,a, sean elementos de a y
por lo tanto a sea ideal real.

Pasemos a probar el reciproco. Supongamos que a sea ideal real y comprobemos que F' sea
cuerpo formalmente real. Sean ay,...,a, € F tales que @3 + ...+ a2 = 0. Con las operaciones
sobre las clases de F' puede escribirse a? + ...+ a2 = 0, por lo que a? + ...+ a? es un elemento
de a. Como a es ideal real se tiene que aj,...,a, € a y por lo tanto sus clases cumplen

@) = ---=a, = 0. Con esto se concluye que F' sea un cuerpo formalmente real.

Pasemos a probar (ii). Sea p € Spec(A) un ideal minimal para la inclusién y que contenga
a un ideal real a. Por la Proposicién 1.3.1, se tiene que a es ideal radical. El anillo A es
noetheriano y por ello, aplicando el Teorema de Lasker-Noether 1.3.4, se tiene que a admite
una descomposiciéon primaria irredundante a = q; N ---N ¢, donde cada ideal q; es p;-primario,
con p; € Spec(A) y los p; dos a dos distintos. De hecho, por la Observacién 1.3.5 se tendra que
a=p;N---Np,. y ademas esta es la inica descomposicién primaria irredundante que admite el
ideal. Como p es minimal en Spec(A), se tiene que p C p; y entonces a =pNp; N---Np,., pero
como la descomposicién primaria irredundante de a es tnica, se tiene que p = p; para algin
1€ {1,...,r}. Por lo tanto, es suficiente ver que cada p; sea un ideal real.

Supongamos ahora que, de entre los ideales primos minimales, exista alguno que no sea real. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que el ideal p; no es real. Entonces existirdn aq,...,a, € A
tales que a? + ...+ a? € py, de tal modo que alguno de los a; no pertenezca a p;. Sin pérdida
de generalidad puede suponerse también que a; € p;.

Como los p; son dos a dos distintos, puede escogerse b; € p; \ p1 para i =2,...,r. Se define el
elemento b = by -...-b,, que pertenece a poN---Np,.. Se observa que al tenerse a? +...+a? € p;
y b€ pan---Np, entonces (a1b)? + ...+ (ash)> €p1N---Np, = a.

El ideal a es real y por lo tanto a1b € a C p1, pero esto no es posible porque p; es un ideal
primo y a1, b ¢ p1. En conclusién, no puede escogerse ay,...,as € A tales que a?+...+a? € p;
y de tal modo que alguno de los a; no pertenezca a pp, por lo tanto p; es un ideal real. O

Veamos ahora una versién preliminar del Nullstellensatz Real, que se enuncia como sigue.

TEOREMA 1.3.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea a C R[X;, ..., X,] un ideal. Entonces
a =Zg(x,,.. x,(Zr(a)) siy solamente si a es ideal real.

DEMOSTRACION. Denotamos R[X| = R[X1, ..., X,]|y supongamos que a = Zg(x](Zr~(a)).
Sean fi,..., f, polinomios de R[X] tales que fZ+...+ f2 € a. Se cumple (fZ+...+ f2)(z) =0
para cada x € Zgn(a). Dado que R es un cuerpo formalmente real, se tiene que f;(z) = 0 para
todo x € Zgn(a) y para cada i = 1,...,r. Por lo tanto, f1,..., fr € Zgx](Zr~(a)) = a luego a
es ideal real.
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Ahora, supongamos que a sea un ideal real. De manera trivial se tiene que a C Zg(x](Zr~(a)).
Para probar el otro contenido, tomemos un polinomio f € R[X] tal que f ¢ a y veamos que
f ¢ Zrix)(Zrn(a)). Primero, probaremos esta afirmacién para el caso en que a sea un ideal
primo de R[X]. Después, abordaremos la misma afirmacién para el caso en que a sea un ideal
cualquiera, utilizando la descomposicién primaria de a.

Supongamos que a sea un ideal primo. Aplicando la Afirmacién (7) del Lema 1.3.6 se tiene que
el cuerpo de fracciones F' = Frac(R[X]/a) es un cuerpo formalmente real. Para cada polinomio
f € R[X], se denotard su correspondiente clase de equivalencia en el anillo cociente R[ ]/a por
f. Sea Ry la clausura real de F. Se define también el anillo de fracciones A = M|[f]~*R[X]/a,
donde M[f] denota el sistema multiplicativo generado por f. Claramente, A est contenido en
F'y por lo tanto, también estd contenido en R;. Se considera la aplicacién inclusion ¢ : A — Ry,
que se trata de un morfismo inyectivo de anillos. Considerando sendas inclusiones de R en A y
Ry, se sigue que ambos son R-dlgebras. Como ¢|r = Idg, entonces @ es morfismo de R-algebras.

Vamos a probar que A es una R-dlgebra finitamente generada. Consideremos la aplicacién:

¢: R[X|[Xn+1] — A

k
Zhl(X) n+1'—>zh 7¢7
1=0

y veamos que se trata de un morfismo de anillos. Estd claro que ¢(0) = 0 y ¢(1) = 1. Sean
g, h € R[X][X,41]. Pueden escribirse como g = >0 ¢;: X | y h = > =0l Xn—i—l’ donde
9os -5 9r, ho, ..., hs € R[X]. Entonces, tomando g; =0 = h; parai >r, j > s:
r+s T
¢g+h) = Z(gﬂrh Zgz +thj=¢(9)+¢(h)~
i=0 =0 [
Por otra parte:
rs i B I _ T r B I s _ T
-3 (i) S-S T - (S ) (£ ) s
i=0 \j= I iz0j=o f f i—0 [ =0 [

Con esto terminamos de probar que ¢ es morfismo de anillos. Veamos que es ademas es so-

breyectivo Dado un elemento §/?k € A, con g € R[X]y k €N, se tiene que es imagen de
gX% ., € RIX][X,41]. Esto supone un isomorfismo de R[X|[X,1]/ker(¢) en A, y por lo tanto
A es R-dlgebra finitamente generada.

Considerando que A es una R-algebra finitamente generada y que R; es una extension de R,
puede aplicarse el Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang (Teorema 1.2.10) y tomarse el
morfismo de R-algebras ¢ : A — R. Se define x = (¢(X),...,9(X,)) € R y se observa que,
dado h € R[X]:

Py = D e, DX (X)) = h(a).
pn<d
p=p1+...+pn
En particular, para g € a se tiene que g = 0 en A, y entonces 0 = (0) = ¥(g) = g(z).
De esto se sigue que z € Zgn(a). Volvamos al polinomio f ¢ a. f es unidad en A, luego
1=v1) =(H)v(I/f) y, ¥(f) # 0 necesariamente. Como entonces f(z) # 0, se concluye que
[ ¢ Trix)(Zr~(a)). Con esto queda probado el resultado en el caso de que a sea un ideal primo.

Consideremos el caso general en que a sea ideal real. El ideal a es radical por la Proposicién
1.3.1 y, considerando la Observacién 1.3.5, se tendra una descomposicién primaria irredundante
a=p; N---Np,. donde los ideales py,...,p, son los primos minimales que contienen a a. Con
esto, aplicando la Afirmacién (ii) del Lema 1.3.6, se deduce que los ideales p; son reales.

Previamente se ha probado que Zrx)(Zr~(pi)) = p; parai = 1,...,r. Por otra parte, se tiene
que a C p; para cada i =1,...,7, y se conoce que a C p; implica que Zgn(p;) C Zrn(a), que a
su vez implica que Zg[x](Zg~(a)) C Zrix](Zrn~(p;i)). Ambos hechos llevan a que Zr(x1(Zr~(a))
esté incluido en cada p1,...,p,, y por lo tanto Zg(x)(Zg=(a)) Cp1N---Np, = a. O
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Ahora se define el radical real de un ideal a de un anillo conmutativo A, que ademas serd el
menor ideal real que contenga al ideal a.

PROPOSICION 1.3.8. Sea A un anillo conmutativo y sea a un ideal de A. Se define el siguiente
conjunto:

Ya={acA:ImeN, 3by,....b. € Aa®™ +b3+...+b2ca}.

Entonces {/a es el menor ideal real de A que contiene a a y se le llama radical Teal de a.

DEMOSTRACION. En primer lugar, se introduce como notacién que Y A% sea el conjunto
de las sumas de cuadrados de elementos de A. Claramente, la suma de todo par de elementos de
> A? pertenece a Y A2, y el producto también, observando que (a? +...+a2)(b? +...+b?) es
igual que Y., Z]:l(a,z ;)?. Entonces z € A pertenece a {/asiy solo si existen m € N, a€a
y ¢ € 3 A? tales que 2°™ = a — c. Ahora, veamos que el subconjunto ¥/a sea un ideal de A.
Sean z,y € ay b e A. Se tiene que 22™ = a — ¢ y que 2™ = o’ — ¢ para algunos m,m’ € N,
a,a’ € ayec,cd €5 A% Primero se observa que (br)?™ = b?™a — b*™¢, con b*™a € a por ser
un ideal y b?"c € 3 A? por ser b>™ el cuadrado de b™, por lo que bz € {a.

Falta probar que = +y € {/a. Sea k = m + m’. Utilizando el Binomio de Newton, se deducen
las identidades:

2k
(z+y)* Z Vi 'y, (@—y)* = Y (v,
7,+j 2k erl]::()2k

donde los 7;; son elementos de Z y el producto por un elemento de A es notacién aditiva.
Observando que en cada término de las sumas i y j son pares o no simultdneamente, puede
escribirse:

(x—i—y Z 71,]379 o Z 'Yz,jxy»

1=

7,+J:2k i+j= 2k
1€2N 1€2N+1
(z — E Vi o'y — § Vi 'y
’L+j 2k 'L+j Qk
1€2N 1€2N+1

Entonces la suma de ambos queda asi:

(+y)* + (x — Z 2.2y’ =
7,+J 2k
1€2N
2(m—1)
:me Z 2717].1:1 2m j +y2m Z 2717].1: y] 2m ,
z+] " i{J:Qk
1€2N 1€2N

donde las sumas entre paréntesis son sumas de cuadrados de A y se denotardn por d y d’,
respectivamente. Finalmente puede escribirse:

(x+y)2k Zmed-i-me/dl—(x—y)% —ad—cd+dd —cd — (x_y)% _
= (ad+ d'd) — (cd + d + (z —y)?),
y se tiene que z +y € /a. Con esto se concluye que /a sea un ideal.

Veamos que ¥/a sea un ideal real. Sean by, ..., b, € A tales que b3 + ... + b2 € {/a. Entonces
existen m € N,a € ay c € 3 A? tales que (b2 +...+b2)?™ = a—c. De nuevo, se usa el Binomio
de Newton:

2m 2m
(b 4.+ b7 Z Vit (05 4 B =B b (B b)),
3 1=1

z+g 2m i+j=2m
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considerando que Y20 = 1. La suma del término de la derecha, que llamaremos d, pertenece
a Y A% dado que es suma y producto de elementos de Y. A%. Entonces se tiene la igualdad
bi™ =a — (c+d) y por lo tanto by € {/a, de lo que se concluye que ¥/a es un ideal real.

Veamos ahora que {/a es el menor ideal real que contiene a a. Dado un elemento a € a se
tiene que a? € a, por lo tanto a € {a y se deduce que a C {/a. Sea b un ideal real de A que
contiene a a, y que ademds esté contenido en {/a. Es trivial que si a C b entonces {/a C 0.
Para concluir que {/a es el menor ideal real que contiene a a, probaremos que b = Vb y asi
se tendrd que {/a = b. Por el argumento previo de que a est4 contenido en {/a, estd claro que
b c ¥b.Siac Vb, entonces existen m € Ny ci,...,¢, € Atales que a®”+ci+...+c2 €b. b
es ideal real y por la Proposicién 1.3.1, es ademés radical, luego a € b. Con esto queda probada
la igualdad, y en consecuencia el enunciado. O

Conocido el radical real de un ideal, es posible establecer una versién del Nullstellensatz Real
al estilo de Rabinowitsch.

COROLARIO 1.3.9. (Nullstellensatz Real)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea a C R[X1,...,X,| = R[X] un ideal. Entonces se

cumple que Tgx)(Zrr(a)) = {a.
DEMOSTRACION. Como a C {/a, entonces Zg(x|(Zr»(a)) C Zgx)(Zr»(Va)) = {/a. Por
otra parte, a C Zg(x](Zgrn(a)). Por la Proposicién 1.3.8, {/a es el menor ideal real que contiene

a a. Considerando ademas el Teorema 1.3.7, Zg(x|(Zrn(a)) = Zpx)(Zrr (Zrx](Zr(a)))) es
ideal real luego {/a C Zp(x|(Zr~(a)). O

OBSERVACION 1.3.10. En vista del resultado precedente y dado un cuerpo realmente cerrado
R, se tiene la siguiente biyeccion:

conjuntos algebraicos ideales reales de
definidos sobre R" R[X1,...,X,] ,
Vv — IR[X] (V)

cuya aplicacién inversa viene dada por a — Zg« (a).

El Nullstellensatz Real puede formularse también al estilo de Hilbert-Kronecker, atendiendo al
problema de si una ecuaciéon polinémica definida por un polinomio con coeficientes en algin
cuerpo realmente cerrado tiene alguna solucién o, equivalentemente, como el problema de si la
variedad definida por un polinomio o un ideal es vacia o no.

COROLARIO 1.3.11. (Nullstellensatz Real)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea a C R[X1,...,X,] un ideal. Entonces:
ZRn(Cl) =ps1le %.
DEMOSTRACION. Denotemos R[X] = R[X1,...,X,]. Si Zg~(a) es vacio, entonces se tiene

que Zg(x](Zrn(a)) = Zrix)(0) = R[X]. Aplicando el Nullstellensatz Real (Corolario 1.3.9), se
sigue que ¥/a = Zg(x)(Zr~(a)) = R[X], y por lo tanto 1 € {/a.

Ahora, supongamos que 1 € {a y veamos que Zgn(a) sea vacio. El ideal {/a es real, luego
existen f1,..., f, € R[X] tales que 1 + fZ + -+ + f? € a. Supongamos que existe € Zgx(a).
Esta ha de cumplir que 1+ fZ(z) + -+ + f2(z) = 0. Como R es cuerpo formalmente real por
ser realmente cerrado, y ademds 1, f1(z),..., f-(z) € R, entonces ha de ser 1 = 0, lo cual es
absurdo y no puede existir elemento en Zg=(a). O

OBSERVACION 1.3.12. No se da, en general, la equivalencia 1 € {/a < 1 € a. En el Nullstellen-
satz para cuerpos algebraicamente cerrados si se da esta equivalencia para el radical del ideal.
Un contraejemplo sencillo de que esto no ocurre con el radical real se tiene tomando el ideal
propio (1 + X?%), cuyo radical real claramente contiene a 1.
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El objetivo central de este capitulo es probar un resultado conocido como Positivstellensatz, que
es una caracterizacién de los polinomios que son positivos en todo un conjunto algebraico. En
primer lugar, se presentard los resultados fundamentales de la Teoria de Artin-Schreier. En el
capitulo anterior, ya se introdujeron los objetos centrales de esta teoria como lo son los cuerpos
ordenados y los cuerpos realmente cerrados; y también se indicé algunos de sus resultados de
manera sucinta. Aqui revisaremos y ampliaremos todo lo que se ha presentado en la Seccién 1.1,
desde cero y utilizando la nocién de cono positivo, que permite redefinir las ordenaciones de los
cuerpos. Para continuar, veremos una generalizacién del cono positivo de un cuerpo para anillos
y el ideal que estos definen, su soporte. En este caso no podréd inducirse una ordenaciéon en el
anillo, en el sentido de la Definicién 4, pero se verd como los conos primos pueden caracterizarse
mediante la existencia de un morfismo en un cuerpo ordenado. Seguidamente ampliaremos el
estudio de los conos primos de un anillo, y 1o haremos por medio de la nocién de ideal P-convexo,
que modelara al ideal soporte de un cono primo. Alli se verd cémo la estructura del conjunto
de los conos propios de un anillo difiere cualitativamente de la de los conos positivos de un
cuerpo, y finalmente se dara una caracterizacién de estos a partir de ideales P-convexos. Con
todo este bagaje tedrico, pasaremos a probar el Positivstellensatz Formal primero, y después
una versién geométrica del Positivstellensatz para cuerpos realmente cerrados. También se vera
un resultado andlogo que caracteriza a los polinomios no negativos en un conjunto algebraico,
y que se conoce como Nichnegativstellensatz y para finalizar, se aplicard estos resultados para
reformular el Nullstellensatz Real en su version Débil.

Este capitulo se ha basado, fundamentalmente, en los Capitulos 1 y 4 de [BCR, 1998|. La
Seccién 2.1 presenta los elementos de la teoria que elaboraron E. Artin y O. Schreier durante la
década de 1920 y contenida fundamentalmente en “Algebraische Konstruktion reeller Kérper”,
publicada en 1926, y en “Fine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen Korper” de 1927. La
versién presentada del Positivstellensatz Formal junto con la nocién de ideal P-convexo se
atribuye a G. Stengle y han sido publicadas en su articulo titulado “A Nullstellensatz and Posi-
tivstellensatz in Semialgebraic Geometry”. El enunciado del Nullstellensatz Real Débil se adapta

del Nullstellensatz Débil para cuerpos algebraicamente cerrados, el cual puede encontrarse en
el Capitulo 8 de [Pardo, 2023].

2.1. Conos y Ordenaciones de Cuerpos.

En esta secciéon presentaremos los aspectos fundamentales de la Teoria de Artin-Schreier pa-
ra cuerpos ordenados y cuerpos realmente cerrados. Conviene tener presentes las definiciones
elementales vistas en la Seccién 1.1, que son las de cuerpo ordenado, cuerpo formalmente real,
cuerpo realmente cerrado y clausura real de un cuerpo formalmente real. En primer lugar, ha-
blaremos de las ordenaciones de un cuerpo en términos del cono positivo. Probaremos que es
equivalente definir un cuerpo ordenado mediante su cono positivo en lugar de usar la propia
ordenaciéon, y ademds se verd que esta nueva definicién resulta méas provechosa al considerar
las propiedades de los conos. Después, veremos los resultados de la obra conjunta de Artin y

15
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ier. Princi iv i i i6
Schreier. Principalmente, se trata de la equivalencia entre cuerpos que admiten una ordenacién
y cuerpos formalmente reales, y de la caracterizacién de los cuerpos realmente cerrados. El
primer paso serd definir los conos y los conos propios.

DEFINICION 13. (Cono, Cono Propio)
Sea A un anillo conmutativo. Un subconjunto P C A se dice cono si cumple:
(i) v +y € P para cada x,y € P,
(i) xzy € P para cada x,y € P,
(iii)) v € A= 2% € P.
P se dice cono propio si ademds cumple:

(iv) —1¢ P.

El nombre de cono propio obedece a la siguiente propiedad para el caso particular en que el
anillo es un cuerpo con caracteristica 0. Recuérdese que, como se vio en la Seccién 1.1, estos
son los unicos cuerpos que pueden admitir una ordenacion.

PROPOSICION 2.1.1. Sea F' un cuerpo de caracteristica 0. Entonces, todo cono P C F que no
sea propio cumple que P = F necesariamente.

DEMOSTRACION. Un cuerpo con caracteristica 0 contiene a una copia isomorfa de Q. Sea
a € F. Como P es un cono, entonces 1 € P; y como no es un cono propio, también ocurre que
—1 € P. Se tiene que (a + 1)? + (—1)(a — 1)? = 4a = 2%a es un elemento de P. Como ademds
1/2 € F, se sigue que a = (1/2)?2%a pertenece a P y entonces P = F. O

Veamos algunos ejemplos de conos y de conos propios. En particular, comprobemos que el
apelativo de cono para el cono positivo de una ordenacién dado en la Definicién 4 se debe a
que este conjunto es precisamente un cono.

EJEMPLO 2.1.2. Los siguientes son ejemplos de conos sobre un anillo conmutativo A:

(1) Se denota por > A% al conjunto de las sumas de cuadrados de elementos de A, ya
introducido en la prueba de la Proposicién 1.3.8. Se tiene que Y. A% es un cono de A
que ademds estd incluido en cualquier otro cono de A.

(1) Dada una familia de conos de A, se tiene que su interseccion es también un cono de
A. Si ademds alguno de los conos de la interseccion es propio, la interseccion de ellos
serd un cono propio.

(1) El ejemplo anterior permite definir el menor cono que contiene a otro cono P y a la
familia {a;};cs de elementos de A, que se denota por:

Pl{aj}jes] = N o
PU{a;}jesCQ
QCA cono
Con esta notacion, el menor cono que contiene a la familia {a;}jes es > A%[{a;}jcs).
(1v) El cono positivo de la ordenacidn de un cuerpo ordenado es un cono propio.

A fin de aclarar cémo es el cono descrito en el Apartado (111) del anterior ejemplo, y porque
resultard util mas adelante, probemos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1.3. Sea A un anillo conmutativo. Sea P un cono de A y considérese una familia
{aj}jes de elementos de A. Entonces, el cono P[{a;};cj] puede escribirse como el conjunto
stguiente:

-
p—i—Zqibi:rEN, Dqy---5qr € P, Yi=1,...,r=3J; C J finito tal que b; = Haj
i=1 jeJ;

DEMOSTRACION. Llamemos @ al conjunto descrito en el enunciado y P a P[{a;};c,]. En
primer lugar, veamos que Q C P. Sea el elemento z = p + ¢1b1 + ... + ¢:b,. de Q. Como
cada b; es un producto finito de elementos de ]5, entonces pertenece a P. Dado que ademas
D,q1,...,q- € P C P, entonces z € P y en consecuencia Q C P.

El otro contenido se probard viendo que () es un cono que contiene a Py a la familia {a,;},cs. Es
claro, por la forma de los elementos de @, que este contiene a P. Dado a; € {a;};ec., este puede
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escribirse como p+¢1b; donde p = 0, ¢ = 1y by = a;, luego se tiene que () contiene a la familia
{a;j};es. Falta ver que @ sea un cono de A. Dado z € A, 2% € P C Q. Sean p+(q1b1+...+¢b,),
P+ (it +. ..+ qLlb,) € Q. Se tiene que su suma, (p+p') + (q1b1 +. ..+ qr-br + iy +. ..+ L),
pertenece a Q. El producto tiene la siguiente pinta:

(p+ Z aibi) (' + Z b)) = pp' + Z(Pl%)bi + Z(plﬁc)b;c + Z Z 4i43,bibk,
i=1 k=1 =1 k=1

=1 k=1

donde el sumando pp’ pertenece a P y el resto serd una suma finita del tipo Z:/zl q;b;. Esto
ultimo resulta evidente salvo para los términos ¢;qb;b),, pero basta con observar que b;bj, es un
producto de cuadrados de {a;};cs y de elementos de {a;},c.s. De esto se sigue que @ es un cono
que contiene a Py a {a;};cs y por lo tanto, Pc Q@ y se tiene la igualdad de conjuntos. O

OBSERVACION 2.1.4. Nétese que en la proposicién previa, los productos b; no repiten elementos
de {a;};es y por ello se tiene, en particular, que dados P un cono de un anillo conmutativo A
y una familia finita de elementos {a,...,a,} C A, que:

Pl{ay,...,a;} ={(p1 + qua1) - ...~ (pr + @ray) : 01, ... Dr @1, ... qr € P}.

En el Apartado (1v) del Ejemplo 2.1.2 se dijo que el cono positivo de un cuerpo ordenado es
un cono propio, pero no ocurre siempre que un cono propio de un cuerpo sea cono positivo
para alguna de sus ordenaciones. A continuacién, veremos cudles de los conos propios de un
cuerpo son conos positivos para alguna ordenacién de dicho cuerpo, y también que definir una
ordenacién en un cuerpo equivale a dar el cono positivo de esta.

PROPOSICION 2.1.5. Sea (F, <) un cuerpo ordenado y sea P su cono positivo. Sea el conjunto
—P ={x € F:—x € P}. Entonces se cumple la siguiente propiedad:

(v) PU-P =F.
Por otro lado, si Q es un cono propio de algin cuerpo H que satisface la Propiedad (v), la
siguiente relacion define una ordenacion sobre H :

rYySy—x e,

y ademds Q) es cono positivo para el cuerpo ordenado (H,=). Se dird cono positivo a todo cono
propio de un cuerpo que ademds satisfaga (v).

DEMOSTRACION. Supongamos que existe x € F \ (P U —P). Como = ¢ P, se tiene que
x # 0. Como la ordenacién de un cuerpo es un orden total, necesariamente se cumple que x < 0.
Por las propiedades de ordenacién, se sigue que = + (—z) <0+ (—z) = —z, es decir, 0 < —z y
—x € P, lo que a su vez implica que 2 € —P, y es una contradiccién. Por lo tanto, F'\ (PU—P)
esvacioy F=PU—P.

Veamos que la relacién definida sea un orden total sobre H. Sean z, y, z € H. Por la Propiedad
(#i7) de la Definicién 13, se tiene que 0 € @ y de esto se deduce que la relacién es reflexiva.
Supongamos * = y y y = x, y también que xz, y sean elementos distintos. Entonces y — ,
r—y € Q. Como @ es un cono, (y — z)(z —y) = (—1)(y — x)* € Q. Pero H es un cuerpo,
luego existe el elemento inverso multiplicativo (y — x)~! en H y ademds (y — z)~2 € Q. Todo
esto implica que —1 € @, lo que es una contradiccién por la Propiedad (iv) de la Definicién 13
y, por lo tanto, e y han de ser iguales y se satisface < la Propiedad Antisimétrica. Si x <y
y y = z, entonces y — x, z —y € Q. Aplicando la Propiedad (i) de la Definicién 13, se tiene
que (z—y)+ (y—x) = z—x € Q y la relacién es transitiva. Con esto se tiene que < es una
relacién de orden sobre H, que ademds es total por la Propiedad (v), pues si z A y, entonces
y—x € —Q yental casox —y € Q.

Finalmente se comprueba que este orden defina una ordenacién sobre H. Supongamos = < y, lo
que equivaleay—z € Q. Como y—z = (y+2)—(x+2) € Q, entonces z+z < y+z. Supongamos
ahora que 0 < z y 0 < y. Entonces z, y € @, y por la Propiedad (i¢) de la Definicién 13 se tiene
que zy € @ y en definitiva, que 0 < zy. Con esto se termina de probar que el orden = satisface
las propiedades de ordenacién de la Definicién 4. O

OBSERVACION 2.1.6. De la proposicién precedente, se sigue que existe una biyeccién entre el
conjunto de ordenaciones que admite un cuerpo y el conjunto de conos positivos del cuerpo.
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El conjunto de los conos de un cuerpo mantiene cierta estructura respecto a la relacion de
inclusiéon. Por ejemplo, todo cono contenido en otro cono propio es un cono propio. En la
proposicién siguiente se verd que los conos positivos de las ordenaciones son, de hecho, los
elementos maximales del conjunto de los conos propios.

PROPOSICION 2.1.7. Sea F un cuerpo, y sea A el conjunto de los conos propios de F, que viene
parcialmente ordenado por la relacion de inclusion C. Asumiendo el Lema de Zorn y si A es
no vacio, el conjunto parcialmente ordenado (A, C) tendrd elementos mazimales. Ademds, el
conjunto de elementos mazimales de (A, C) serd el conjunto de conos positivos de cada una de
las ordenaciones que admita el cuerpo F.

DEMOSTRACION. Supongamos que A sea no vacio y tomemos alguna cadena C C A, es decir,
algtin subconjunto de A que sea totalmente ordenado por la relacién de inclusién. Veamos que
existe una cota superior de C en A. Para ello, se define el conjunto siguiente:

p=|J P,
PeC

el cual se verd que es un cono propio y en cuyo caso serd una cota de C. Sea el par de elementos
z,y € Pysean P;, P; € C tales que x € P; y y € P;. Como C estd totalmente ordenado por
la inclusién, entonces P; C P; o P; C P;. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
P; C P; y que, por lo tanto, x,y € P;. Como P; es un cono, entonces x +y,zy € P; C P. Dado
cualquier @ € F, se tiene que a? pertenece a cualquier elemento de C, y entonces a? serd un
elemento de P. Con esto ya tenemos que P es un cono. Para ver que sea un cono propio, basta
con observar que si —1 € P, necesariamente ha de existir P; € C tal que —1 € P;, lo cual es una
contradiccién. En definitiva, P € A y es cota superior de C.

Ahora si, por el Axioma de Zorn' se tendrd la existencia de elementos maximales de (A, C).
Tomemos un elemento maximal P € A y veamos que es cono positivo para alguna ordenacién
de F, para lo cual bastard con probar que P cumpla la Propiedad (v) de la Proposicién 2.1.5.
Sea a € F'\ P, y veamos que —a € P. Se considera el cono P[—a] = {z + (—a)y : z,y € P},
que tiene esa forma de acuerdo con la Observacién 2.1.4. Probemos que P[—a| € A, es decir,
que —1 ¢ P[—a]. Supongamos que pueda escribirse —1 = z — ay con x,y € P. Se observa que
ay =x+1=0solosiz=—1,locual no es posible. Entonces y # 0 y existe y~! € F. M4s atn,
y~t = y(y~1)? pertenece a P. Pero esto lleva a que a = (x + 1)y~! € P, lo cual es absurdo, y
entonces P[—a] es cono propio. Como ademds P C P[—a] y P es maximal para la inclusién en
A, se tiene que P = P[—a] y en consecuencia —a € P. En definitiva, el cono propio maximal P
es un cono positivo de F'.

Reciprocamente, si P es el cono positivo de alguna ordenacién de F', queremos probar que sea
un elemento maximal de A. Nétese que todo cono positivo de alguna ordenacién de F' pertenece
a A por ser un cono propio. Supongamos que existe otro cono propio @ C F que contiene
estrictamente a P. Tomamos z € @ \ P, que ha de ser no nulo por 0 € P y ademds existird
27! en F. Como P es cono positivo y © ¢ P, entonces x € —P y —x € P. Adicionalmente,
272 € Py entonces —z~! = (—z)(z72) € P C Q. En consecuencia, —1 = z(—27!) € Q, y
esto contradice que ) sea un cono propio. Entonces no existe ningtin cono propio que contenga
estrictamente a Py este serd un elemento maximal de (A, Q). O

OBSERVACION 2.1.8. Dado un cono propio @ de un cuerpo F que admita ordenacién, se tiene
que existe un cono positivo P de alguna ordenaciéon de F' que adema&s contenga a (). Esto se
deduce del resultado precedente, ya que si no existe algiin cono propio maximal para la inclusién
y que contenga a (Q, entonces ) serd maximal, luego también serda un cono positivo.

Este resultado implica que si el conjunto de las sumas de cuadrados de un cuerpo es un cono
positivo, entonces dicho cuerpo admitird una tnica ordenaciéon. El cuerpo R de los ntimeros
reales cumple que para cada x € R positivo se tiene que /x € R, es decir, todo elemento
positivo de R es un cuadrado y entonces este admitird una tnica ordenacién. Para el cuerpo Q
de los racionales podemos adaptar el siguiente resultado clésico.?

IPuede verse el Axioma 4.2.7 de [Pardo, 2023].
2Puede verse la prueba original en https://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_los_cuatro_cuadrados.
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TEOREMA 2.1.9. (de los Cuatro Cuadrados de Lagrange)
Todo entero positivo puede escribirse como la suma de 4 cuadrados de enteros.

Tomemos n/m € Q con m # 0y m,n positivos, y entonces se tendria:

n nm a2+ +c2+d? a\? b\? c\?2 d\?
I =(2) + (=) +(5)+ (=)
m  m? m2 m m m m

De esto se sigue que los elementos positivos de Q son todos sumas de cuadrados. En conse-
cuencia, > Q? es el tinico cono positivo de Q y este admitird una tinica ordenacién. De forma
general se tendréd que la interseccién de todos los conos positivos de un cuerpo coincida con las
sumas de cuadrados, como vemos en el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.1.10. Sea F un cuerpo que admite ordenacién y sea P un cono propio de F.

Entonces:
P= N Q.

pPCQCF
Q cono positivo

En particular, st x € F es un elemento positivo para todas las ordenaciones sobre F', entonces
x es una suma de cuadrados de F.

DEMOSTRACION. Llamaremos X a la interseccién de los conos positivos que contienen a P.
Dado que P es un cono propio, este estara contenido en algin cono positivo por la Proposicion
2.1.7 y la interseccién es no vacia. Es trivial que P C X. Para ver que se tiene la igualdad de
conjuntos, supongamos que existe algin elemento a € X \ P. Se considera el cono generado
P[—a], que como veremos es un cono propio. Supongamos que —1 € P[—a], y de la Observacién
2.1.4 se tiene la existencia de x,y € P tales que —1 = x — ay. Si y = 0, se tendria que z = —1.
Esto es imposible porque € P cono propio. Entonces y # 0. Despejando a, puede escribirse
a = y(z+1)(1/y)?, que claramente es un elemento de P y es una contradiccién. En definitiva,
P[—a] es un cono propio y como —a € P[—a], entonces a ¢ P[—a]. Como ademds P C P[—a],
entonces P[—a] estd contenido en algiin cono positivo que contiene a P, luego el elemento a no
puede estar en la interseccion y se sigue que P = X. O

Artin y Schreier introdujeron los cuerpos formalmente reales (véase la Definicién 3), y se dieron
cuenta de que un cuerpo formalmente real siempre admite ordenacién y viceversa. Presentamos
este resultado anadiendo el hecho de que el conjunto de los conos propios de un cuerpo es no
vacio si y solamente si —1 no es una suma de cuadrados.

TEOREMA 2.1.11. Sea F un cuerpo. Son equivalentes:
(i) F es cuerpo formalmente real, es decir, se cumple que para cada x1,...,2, € F,
S"a? =0 implica que x1 = -+ = 1, = 0,

(i) =1 ¢ 3 F?,

(iii) F admite ordenacidn.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que (i) = (44). Supongamos (i) y también que para
ciertos z1,...,z, € F se tiene que —1 = 27 + ... + 22. Entonces 23 + ... + 22 + 12 = 0 y se
contradice que F sea formalmente real, por lo que queda probada la implicacién.

Ahora supongamos (i) y veamos que F sea formalmente real. Se tiene que el cono . F? es
propio y entonces, aplicando la Proposicién 2.1.7 se concluye que existe alguna ordenacién de F'.
Sea < una ordenacién de F' cuyo cono positivo sea P. Supongamos que existen x1,...,x, € F
tales que 22 + ...+ 22 = 0y 2 # 0 para algin k € {1,...,r}. Sin pérdida de generalidad
suponemos que k = 1. Se observa que 27 € Y F? C P parai = 1,...,r, de lo que se deduce que
x3+ -+ 22 >0, pero también que 27 = — (23 +- - +22) > 0. Por la Propiedad Antisimétrica
del orden se sigue que x3 + --- + 22 = 0. Entonces ha de ser #2 = 0, pero esto no es posible
dado que x; # 0 y un cuerpo no tiene elementos nilpotentes distintos de 0.

Finalmente, veamos por qué (ii) y (ii4) son equivalentes. Si el cuerpo F' admite ordenacién, el
mismo cono positivo de tal ordenacién serd un cono propio, y dado que > F? est4 incluido en
cualquier cono, este ha de ser cono propio, contradiciendo que —1 pueda escribirse como suma
de cuadrados en tal caso. Por el contrario, si se sabe que —1 ¢ >~ F?2, es decir, que Y_ F? es un
cono propio, entonces puede aplicarse la Proposicién 2.1.7 por la cual se tiene que F' admite
ordenacién. g
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A partir de aqui, veremos algunas propiedades de los cuerpos realmente cerrados (véase la
Definicién 6) que serdn ttiles durante todo el texto. En primer lugar, veremos que los elementos
positivos de un cuerpo realmente cerrado son el cuadrado de otro elemento del cuerpo.

LEMA 2.1.12. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces R contiene a la raiz cuadrada de
todo elemento positivo.

DEMOSTRACION. Supongamos que R sea cuerpo realmente cerrado. Sea a € R, y supon-
gamos que v/a ¢ R. Esto significa que R[/a] es una extensién algebraica no trivial y que no
admite ordenacién. Entonces puede escribirse:

T T T
—l= Z(%‘ +Vay)® = fo +ay? | + \/52 225y,
i=1 i=1 i=1
en R[\/a], y entonces —1 = >""_ 2?7 +ad.._,y? en R. El cuerpo R es un cuerpo ordenado y
no puede darse que —1 sea una suma de cuadrados de R. Entonces » ;_; y? # 0y se tiene que
—a = (1 + 3, xf) (Z;Zl yf)fl € Y R?. En definitiva, se tiene que si \/a no pertenece a R
entonces es negativo, por lo que R contiene a las raices de sus elementos positivos. g

Esta propiedad permite distinguir claramente el hecho de que R sea un cuerpo realmente cerrado
pero Q sea tan solo un cuerpo ordenado. Como se vio, los elementos positivos de Q son sumas
de hasta 4 cuadrados, mientras que los de R son suma de uno solo. La propiedad del lema
precedente también permite generalizar la topologia euclidea sobre algun espacio afin de los
reales A"(R) al caso de un cuerpo R realmente cerrado cualquiera. Se define la aplicacién
siguiente:

IRE A"(R) — R

r=(21,...,20) — ||z|| = \/2? + ... + 22,

que estd bien definida en vista del Lema 2.1.12; y ademé&s es una norma sobre el espacio afin
A™(R). Se llama topologia euclidea sobre A™(R) a la topologia que induce esta norma. Esta
topologia es mds fina que la de Zariski sobre A"(R), y ademds se cumple que las funciones
polinomiales son continuas para esta topologia. Puede consultarse el Apéndice E para ver maés
detalles. Ambas topologias seran de utilidad en el capitulo siguiente.

Otra propiedad de los cuerpos realmente cerrados es la unicidad de ordenacién que admite
dicho cuerpo. Ademsds, teniendo en cuenta la Proposicién 2.1.10, la unicidad de ordenacién en
un cuerpo que admite ordenacién equivale a que este tenga como tinico cono positivo al conjunto
de sumas de cuadrados de sus elementos.

PROPOSICION 2.1.13. Todo cuerpo realmente cerrado admitird una tinica ordenacidén en la que
sus elementos positivos serdn los cuadrados de sus elementos.

DEMOSTRACION. Sea P el cono positivo de alguna ordenacién de R. Denotemos por sq(R)
al conjunto de los cuadrados de R. En virtud del Lema 2.1.12 se tiene que P C sq(R), y ademds
ocurre que sq(R) C Y. R? C P, de lo que se deduce que P = sq(R). En definitiva, todo cono
positivo de R ha de ser sq(R) y por eso es que admite una tinica ordenacién, siendo los elementos
positivos los cuadrados de R. O

El reciproco de este resultado no es cierto, y basta con observar que Q admite una tunica
ordenacién y no es cuerpo realmente cerrado. Es decir, la unicidad de ordenacién no es suficiente
para caracterizar a los cuerpos realmente cerrados. Una caracterizacién clésica de la Teoria de
Artin-Schreier viene dada a continuacién. Se omite la prueba de este resultado.?

TEOREMA 2.1.14. Un cuerpo R es realmente cerrado si y solamente si R[X]/(X?+ 1) es alge-
braicamente cerrado.

Para finalizar, comprobemos la existencia de la clausura real de un cuerpo ordenado, que se
sigue de la existencia de su clausura algebraica.

3Puede consultarse en el Teorema 1.2.2 de [BCR, 1998], junto a otro criterio equivalente que anade a la
unicidad de ordenacién la propiedad de que todo polinomio con coeficientes en el cuerpo y de grado impar tenga
al menos una raiz en dicho cuerpo.
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PROPOSICION 2.1.15. Todo cuerpo formalmente real tiene clausura real.

DEMOSTRACION. Del Teorema 2.1.11 se sigue que F' admite ordenacién. Sea < una orde-
nacién de F. Llamemos K a la clausura algebraica de F'. Sea € el conjunto de los subcuerpos
de K que extiendan al cuerpo F'. Como K es una extensién algebraica de F', todo elemento de
Q) serd también una extensién algebraica de F'. Se define también el conjunto I' de extensiones
algebraicas de F' que sean cuerpos formalmente reales y el conjunto A de extensiones algebraicas
de F' para las que se tenga alguna ordenacién que extienda a la de F. Es claro que A C T" C €.
El conjunto ) queda acotado por K para la relacién de inclusion. Como todas las extensiones
son algebraicas, estas tendran un grado finito; y como ademés se cumple que el grado de una
extension L/H es el producto de los grados de las extensiones L/L’ y L' /H para cualquier cuer-
po intermedio L', se tiene que I' y A también seran acotados. Imponiendo el Axioma de Zorn,
puede escogerse R € A maximal para la relacién de inclusién. La prueba consiste en ver que R
sea maximal para la inclusién en I', pues los elementos maximales de I" son, por definicién, cuer-
pos realmente cerrados. Veamos que todo elemento positivo de R (para cualquier ordenacién
dada que extienda a la de F') sea el cuadrado de algin elemento de R. Supongamos que existe
a € R positivo tal que R[y/a] sea una extensién propia de R. Se considera el cono generado
>" R[y/a]?[P], cuyos elementos pueden describirse de acuerdo a la Proposicién 2.1.3. Se trata
de un cono propio. Para ver esto, escribimos —1 =p+ ¢1b1 + ...+ ¢.b. con p,q1,...,¢- € Py
bi,...,b. €Y R[\/a]?, y entonces, para algunos p,qi,...,4s € Py c1,...,¢s,d1,...,ds € F:

—1=p+aqler +Vadi)? + ...+ gs(cs + Vady)?,
de lo que se deduce que:
—1=p+q( +add) +...+G4(? + ad?).

Es decir, que —1 es un elemento de P; pero es una contradiccion porque P es un cono propio.
Entonces R[y/a] contiene a un cono propio con los elementos positivos de R, y por la Proposicién
2.1.7 se tiene la existencia de una ordenacién de R[y/a] que extienda a la de R. Como R es
maximal en A, ha de ser R = R[/a]. De esto se deduce que R admite una tnica ordenacién
cuyos elementos positivos son cuadrados de R y que ademds extiende a la ordenacion de F.

Sea R; € I' un cuerpo realmente cerrado que sea extensiéon de R. Por el Teorema 2.1.14, se
cumple que K = R[y/—1]. La extensién R;/R es algebraica, luego Ry = R[/a1,...,/as] ¥

como Ry # K, a1,...,as son elementos positivos de R. Entonces R = R; y se tiene que R es
maximal en I'. Por lo tanto, R es un cuerpo realmente cerrado cuya tnica ordenacion extiende
a la del cuerpo F, es decir, R es una clausura real de F'. O

OBSERVACION 2.1.16. La clausura real de un cuerpo ordenado (F, <) no es tnica en general,
pero cada par de clausuras reales de F' serdn F-isomorfas.?

2.2. Conos Primos.

En esta seccion se introducen los conceptos de cono primo y su soporte. En el caso de cuerpos,
los conos primos son equivalentes a los conos positivos. Para el caso mas general de un anillo
conmutativo, se verd una caracterizacién de sus conos primos mediante la existencia de un
morfismo en un cuerpo ordenado. Comenzamos por dar la definicién de cono primo.

DEFINICION 14. (Cono Primo)
Sea A un anillo conmutativo y sea P C A un cono. P se dice cono primo si es cono propio y
ademds cumple que:

abe P=a€ P o—be P para cada a, b € A.

Veamos ahora que los conos primos de un cuerpo son siempre conos positivos de ordenaciones.
También se define el soporte de un cono primo.

PROPOSICION 2.2.1. Sea P un cono primo de un anillo conmutativo A. Se define el conjunto
—P={a€ A:—ae€ P}. Entonces:

(i) PU-P=A,
(i4) PN —P es ideal primo de A.

4Véase el Teorema 1.3.2 de [BCR, 1998].
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Se dice soporte de P al ideal supp(P) = PN —P.

DEMOSTRACION. Como P U —P C A, para probar (i) basta con ver que A\ (P U —P)
sea vacio. Supongamos que existe a € A\ (P U —P). Entonces a, —a ¢ P. P es un cono luego
a’? € P, y como ademas es primo se tendria que a € P o —a € P, lo cual es una contradiccién.

Pasemos a ver (7). Primero comprobemos que supp(P) sea subgrupo aditivo. Sean los elementos
a, b € PN —P, y queremos determinar que a + (—b) € PN —P. Se tiene que a, b son elementos
de P y de —P por estar en su interseccién. Por definicién de — P, se tiene que —b pertenece a
Py a —P. Como ambos son conos, a + (—b) es elemento de P y de —P, luego pertenece a su
interseccién. Entonces supp(P) es subgrupo aditivo y para terminar de comprobar que sea un
ideal, tomemos a € Ay p € PN —P, y veamos que ap € PN —P. Aplicando (i) se tiene que a
es un elemento de P o de —P. Supongamos que a € P. También se conoce que p, —p € P. Esto
implica que ap, —ap € P, luego ap € —P y entonces ap € PN —P. El razonamiento es analogo
al suponer que a € —P, y entonces se concluye que PN —P es un ideal.

Finalmente, probemos que P N —P sea primo. Sean a, b € A tales que ab € PN —P. Si
a pertenece al ideal, entonces no hay nada que probar. Supongamos que a ¢ P N —P. Si
ab € PN —P, entonces ab, —ab son elementos de P. Si ademds suponemos que a ¢ P, entonces
—b € Py se sigue que b € —P. Por otra parte, —ab = a(—b) € P y asi b € P. Entonces
b€ PN —P y el ideal es primo. Por el contrario, si suponemos que a € P, que implica que
a ¢ —P, basta con repetir el argumento para — P considerando que ab, —ab € — P, para deducir
de nuevo que b€ PN —P. O

La Afirmacién (i) del resultado precedente implica que todo cono primo de un cuerpo es cono
positivo. Veamos que el reciproco de esta afirmacién también se cumple.

PROPOSICION 2.2.2. Para todo cuerpo, el conjunto de sus conos primos coincide con el conjunto
de los conos positivos de sus ordenaciones.

DEMOSTRACION. Considerando la Afirmacién (¢) de la Proposicién 2.2.1, es evidente que
todo cono primo de un cuerpo es, a su vez, el cono positivo de alguna ordenacién que admita
el cuerpo. Probemos que los conos positivos de un cuerpo sean conos primos. Sea P un cono
positivo de F. Supongamos que existen z, y € F tales que xy € P pero z, —y ¢ P. Entonces
x, —y € F\ P C —P, luego —z, y € Py se sigue que —zy € P. Como F es cuerpo, (ry)~t € F
y por ser P un cono, se tendria que (xy)~2 € Py que (—zy)(zy)(zy)~2 = —1 € P. Pero esto
contradice que P sea cono propio y, por lo tanto, P ha de ser un cono primo. O

OBSERVACION 2.2.3. El soporte de un cono primo de un cuerpo es el ideal (0). Esto es con-
secuencia de que los conos primos de un cuerpo sean los conos positivos y de la Propiedad
Antisimétrica de la ordenacién que define el cono primo en cuestion.

Llegados a este punto, hemos comprobado que la nocién de cono primo de un cuerpo coincide
con la de cono positivo. En el caso general de un anillo conmutativo A, un cono primo no define
una ordenacién en el sentido de la relaciéon de orden dada en la Proposicién 2.1.5. Prueba de
esto es que el soporte de un cono primo P de A no es siempre el ideal (0) pues, si consideramos
la relaciéon < definida por P segun la Proposicion 2.1.5, se tiene que todo elemento z € PN —P
satisface x < 0y x > 0. Si z # 0, esta relacién no puede ser de orden porque no cumple la
Propiedad Antisimétrica.

A partir de aqui revisaremos propiedades de los conos primos para anillos en general. Comen-
cemos por ver como es la estructura de los conos primos de un anillo dentro del conjunto de
los conos propios. En el caso particular de un cuerpo, se tendra el comportamiento de los conos
positivos descrito en la Proposicién 2.1.7. Veremos que, si bien los conos propios maximales de
un anillo son conos primos, estos no seran los tinicos.

PROPOSICION 2.2.4. Sea A un anillo conmutativo. Entonces:

(¢) todo cono propio de A mazximal para la relacion de inclusion es un cono primo,
(i4) todo cono propio de A que contiene a un cono primo de A es también primo,
(#i1) si P y Q son un par de conos primos de A tales que P C Q, entonces Q = PUsupp(Q).
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DEMOSTRACION. Probemos (7). Sea P un elemento maximal del conjunto A de los conos
propios de A. Veamos que P es un cono primo. Supongamos que P no sea un cono primo. En
tal caso existe ab € P con a ¢ Py —b ¢ P, por lo que los conos generados Pla] y P[—b] que
contienen a P no pueden ser conos propios, o de lo contrario P no seria maximal en A. En vista
de la Observacién 2.1.4, existen p, g, p’, ¢ € P tales que —1 = p+aq = p’ — bq’. Considerando
la igualdad siguiente:

1+p)1+p)=1+p+p +pp' = —agbq',

puede escribirse —1 = p + p’ + pp’ + abqq’ € P, que contradice que P sea cono propio. Por lo
tanto, P es un cono primo de A.

Pasamos a probar (iz). Sea () un cono propio de A que contenga a un cono primo P de A.
Por la Afirmacién (i) de la Proposicién 2.2.1, tenemos que ver que A = Q N —@Q. Se tiene que
QN—@Q C A. También conocemos que P C Q y A= PN—P.Six € —P, entonces —x € P C @
y se deduce que z € —@Q, luego —P C —Q. Entonces A = PN —P C QN —Q y con esto
terminamos de probar la igualdad. Hemos visto que @ es cono primo.

Para acabar, veamos que se cumple (iii). Sean P y @ un par de conos primos de A tales que
P C Q. Se quiere probar que Q@ = P U supp(Q). Se conoce que supp(Q)UP C Q. Sea a € Q. Si
a € supp(Q) habriamos probado el otro contenido, supongamos que no es asi. Entonces a ¢ —Q,
que implica —a ¢ Q. Si a € —P se tendria que —a € P C @, lo cual es imposible. Entonces
a € P,y acabamos de probar que a € PUsupp(Q) en todo caso, es decir, Q = PUsupp(Q). O

A continuacién, probaremos que la existencia de un cono primo en un anillo equivale a la
existencia de un morfismo de anillos en algiin cuerpo ordenado. Antes de eso, veamos en qué
sentido respeta un morfismo de anillos la propiedad de ser cono primo.

PROPOSICION 2.2.5. Sean A y B anillos. Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Si Q es un
cono primo de B, entonces o~ 1(Q) es un cono primo de A de soporte o~ (supp(Q)).

DEMOSTRACION. En primer lugar, comprobemos que si P = ¢~ (Q), entonces P es un
cono primo de A. Sean a, b € P. Como @ es cono, ¢(a) + ¢(b) = ¢(a+b) y ¢(a)p(b) = ¢(ab)
son ambos elementos de () y entonces, como sus anti imagenes estan contenidas en P, se tiene
que a + b, ab € P. Por el mismo argumento, dado a € A, como ¢(a)p(a) = p(a?), se tiene que
a? € P. Con esto ya sabemos que P es cono. Para ver que es propio, supongamos que —1 € P.
Entonces ¢o(—1) = —¢(1) = —1r € @, pero eso no puede ser porque @ es propio. Se concluye
que P es cono propio. Por dltimo veamos que sea cono primo. Supongamos que existen a, b € P
tales que ab € P pero a, —b ¢ P. Se tiene que p(ab) = p(a)p(b) € Q y por ser @) primo se tiene
que, o p(a) € Q, o p(—b) € Q. Si p(a) € Q entonces a € ¢~ (p(a)) C P, lo cual es imposible.
Si (—b) € Q se tiene que —b € P, que también es imposible. Por lo tanto, P es un cono primo.

Sea a = ¢ (supp(Q)). Veamos que supp(P) = a. Sea a € supp(P). Entonces a € P, que
implica que ¢(a) € Q. También —a € P por ser a € —P, luego p(—a) = —p(a) € Q y en
definitiva p(a) € —Q. Por lo tanto, ¢(a) € supp(Q) = Q N —Q. Entonces a € p~1(p(a)) C a.
Esto prueba que supp(P) C a. Tomemos a € a. Entonces ¢(a) € supp(Q), lo que implica que
p(a) € Q, —Q. Se sigue que ¢(a), p(—a) € Q, luego a,—a € P; y como también a € —P,
entonces a € supp(P). Esto prueba el otro contenido. O

OBSERVACION 2.2.6. En las condiciones de la proposicién precedente y dado P un cono primo
de A, no se tiene en general que ¢(P) sea un cono primo de B. Basta con considerar la inclusién
del anillo Z de los enteros, para el que Y. Z? es un cono primo (se prueba con el Teorema de
los Cuatro Cuadrados de Lagrange 2.1.9), en Q. Claramente, la imagen de Y Z? no satisface la
Propiedad (i) de la Proposicién 2.2.1 como subconjunto de Q.

El siguiente lema muestra la construccion de un morfismo de un anillo en un cuerpo ordenado
que, dado un cono primo del anillo, cumple que los elementos de este cono los tnicos cuyas
imagenes sean elementos del cono positivo del cuerpo.

LEMA 2.2.7. Sea P un cono primo del anillo conmutativo A, y sea a = supp(P). Sea F el
cuerpo de fracciones de A/supp(P). Entonces el conjunto Q@ = {(a+a)/(b+a) € F : ab € P}
es cono positivo de alguna ordenacién de F y P = 7= 1(Q) siendo 7 : A — F la proyeccién en
A/a compuesta con la inclusion en el cuerpo de fracciones.
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DEMOSTRACION. En un primer lugar, veamos que la pertenencia a @ de un elemento
de F' esté bien definida, en el sentido de que no dependa de los elementos de A utilizados
para representar su clase en el cuerpo de fracciones. Sea x = ‘gi—g = gi‘; € F donde a, b,
¢, d € Ay b, d ¢ a Comprobemos que ab € P si y solamente si ¢d € P. Como los pares
a, by ¢, d son arbitrarios, basta con ver que ab € P lleva a que c¢d € P. La igualdad de
las clases ‘gi;‘ = gii se traduce en que ad + a = bc + a. Por lo tanto, existe z € a tal que
ad + z = be. Se tiene que z, —z € P por lo que ad — be, bc — ad € P. Se cumple la igualdad
2abed = *b* + a?d? + (ad — ¢b)(cb — ad) y como P es cono, 2abed € P. Como P es primo,
escribiendo (2c¢d)(ab) € P se tiene 2¢d € P o —ab € P. Supongamos que 2¢d ¢ P, luego cd ¢ P
y —ab € P. Entonces ab € a 'y a € a por ser a primo y b ¢ a. Recuperando bc = ad + z,
como ad € a, se tiene que bc € a y entonces ¢ € a. En consecuencia c¢d € a C P, pero es una
contradiccién dentro de lo expuesto. Entonces 2cd € P y también sabemos que si —ab € P,
entonces c¢d € P. Supongamos ahora que —ab ¢ Py veamos que en tal caso también se cumple
cd € P. Si escribimos (cd)(2ab) € P, entonces ¢d € P o —2ab € P. Si se diese la segunda,

entonces —ab = ab — 2ab € P, por lo que no es posible. Necesariamente se tiene que cd € P.

Ahora probemos que el conjunto ) sea un cono positivo de F'. Para ver que ) sea cono,

denotemos = = {5, y = F5% € Q, de modo que ab, cd € P. Por un lado se tiene que

T4y = %. P es cono luego b?, d? € Py asf (ad+cb)bd = abd® +cdb? € P. Esto concluye
act+a

que z +y € Q. Por otro lado, xy = 774

2 .
i1 € I, entonces 2% = ZQI;‘ y como P contiene a los cuadrados de elementos de A se
2

tiene a?b? € P, por lo que 22 € Q. Con esto se concluye que @ sea un cono de F. Veamos

que @ es cono propio. Supongamos que —lgp = _1{:;“ € Q. Entonces (—1)1 = —1 € P, pero
esto no es posible porque P es cono propio. Se concluye que @ es un cono propio. Finalmente,
comprobemos que Q U —Q = F. Supongamos que existe z = % EF\(QU-Q).Porz ¢ Q

sabemos que ab ¢ P,y ademds x ¢ —(Q supone que —z = %ﬁa ¢ Q luego —ab ¢ P. ab es un
elemento de A y P es un cono asf que (ab)? € P. Pero P es cono propio y necesariamente se
tendria que ab € P o —ab € P. Es una contradiccién luego no existe z € F'\ (Q U —Q), y se

cumple la igualdad de conjuntos dado que QU —Q C F.

y como acbd = abcd € P, se tiene que xzy € Q. Si

€r =

Finalmente veamos que P = 77(Q). Sea a € P. Entonces m(a) = {72, y dado que al =a € P

se cumple que 7(a) € Q. En consecuencia a € 7~ 1(n(a)) C 7~ 1(Q). Esto prueba la inclusién
-1 ~1 — at — :

P cCrn7(Q). Seaa € 7~ 1(Q). Entonces m(a) = {75 € @, luego al = a € P. Con esto termina

de probarse la igualdad de conjuntos. O

El siguiente resultado es la mencionada caracterizacion de los conos primos de un anillo por
medio de la existencia de un morfismo en un cuerpo ordenado. La propiedad caracteristica de
este morfismo es que aplica a los elementos del cono del anillo en elementos del cono positivo
del cuerpo ordenado, y que el resto de elementos del anillo tienen imagen negativa.

PROPOSICION 2.2.8. Sea A un anillo conmutativo y P C A un subconjunto. Entonces P es
un cono primo si y solamente si existe un cuerpo ordenado (F,<) y un morfismo de anillos
w:A— F tal que P={a € A: p(a) > 0}.

DEMOSTRACION. Si P es un cono primo, se sigue del Lema 2.2.7 que existe un morfismo
¢ : A — F para algin cuerpo ordenado (F, <) y cuyo cono positivo tenga a P de anti imagen
por ¢. Pasemos a probar el reciproco. Sea (F, <) un cuerpo ordenado y ¢ : A — F morfismo
de anillos. Se define el conjunto P = {a € A : p(a) > 0}. Sea @Q el cono positivo de (F, <), es
decir, Q = {x € F : 2 > 0}. Entonces P = ¢~ (Q), y aplicando la Proposicién 2.2.5 se tiene
que P es cono primo. O

OBSERVACION 2.2.9. Si I es un cuerpo ordenado, entonces, todo subcuerpo K admite ordena-
cién. Para ver esto basta con considerar la inclusion de K en F'y la proposicién anterior.

Anteriormente se ha dicho que la ordenacién de un cuerpo no es unica en general, pero hasta
ahora no se ha dado ningin argumento en contra de la unicidad de las posibles ordenaciones de
un cuerpo. Utilizando el resultado que acabamos de probar, puede darse el siguiente ejemplo.
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EJEMPLO 2.2.10. Liamemos Q(X) al cuerpo de fracciones sobre el dominio Q[X]. Dado un
elemento o € R que sea trascendente sobre Q, se define el morfismo siguiente:

eve: QX)) — Qo)
f(X)/9(X) — fla)/g(e),

que lo denotamos ast porque restringido a Q[X] es el morfismo de evaluacion en «. Esta restric-
cion es un isomorfismo porque o es trascendente sobre Q, luego ev, es también un isomorfismo
porque puede obtenerse a partir de la restriccion y haciendo que respete las operaciones. Como
Q(a) es un subcuerpo de R, se tiene el morfismo 7 inclusion de Q(«) en R, y entonces se tendrd
una ordenacién de Q(c) con el cono positivo i~ (3 R?) por la Proposicién 2.2.8. Ahora vere-
mos que distintos Q(a) llevan a distintas ordenaciones de Q(X) por el morfismo ev,. Sean X,
3 € Q(X) y consideremos los casos a« = m y o = e. Con la ordenacion de Q(m) como subcuerpo
de R, se tiene que ev,(X —3) > 0 y entonces la ordenacidn que Q(w) define para Q(X) lleva a
que X —3 >0, es decir, X > 3. Andlogamente, la ordenacion que Q(e) define para Q(X) lleva
a que X < 3, y por ende se tiene dos ordenaciones distintas de Q(X).

2.3. Ideales P-convexos e Ideales P-radicales.

En esta secciéon veremos dos tipos de ideales, los P-convexos y los P-radicales. Los ideales del
primer tipo, como se verd al final, caracterizan a los conos primos que contengan a otro cono
primo P. Los ideales P-radicales generalizan de cierta manera el concepto de ideal real, pero
aqui tan solo se usaran en el proceso de dar dicha caracterizacion de los conos primos. Pasemos
a dar una primera definicién.

DEFINICION 15. (Ideal P-convexo)
Sea P un cono de un anillo conmutativo A. Un ideal a C A se dice P-convezxo si para todo par
de elementos p1, pa € P tales que p1 + p2 € a se tiene que p; € a.

OBSERVACION 2.3.1. De la propia definicién se sigue que, dado un cono P de un anillo, el ideal
soporte supp(P) = PN —P es un ideal P-convexo.

Veamos algunas propiedades sencillas de los ideales P-convexos.

PROPOSICION 2.3.2. Sea P C A un cono. Si existe algin ideal propio P-convexo de A, entonces
P es un cono propio.

DEMOSTRACION. Sea a C A un ideal propio P-convexo. Supongamos que P no sea un cono
propio. Se tiene que —1 € Py que 0 = 1+ (—1) € a luego 1 € a por ser un ideal P-convexo.
Esto contradice que a sea un ideal propio y en consecuencia, P ha de ser un cono propio. U

PROPOSICION 2.3.3. Sean P, Q C A conos y sea a C A ideal. Entonces, se cumplen las
siguientes propiedades:

(1) Sia es ideal Q-convero y P C Q, entonces a es ideal P-convezo.
(i3) Si a es un ideal primo P N Q-convexo entonces, o bien a es P-convexo, o bien es
Q-convezo, o bien se dan ambas cosas.

DEMOSTRACION. Para probar (i), se toma p;, po € P tales que p; + p2 € a. Como p1,
p2 € @, entonces p; € a por ser a ideal Q-convexo. Para probar (i), supongamos que a no sea
P-convexo ni Q-convexo. En tal caso existen a, p € Pcona+p € ay a ¢ P, y también existen
b, q € Q tales que b+q € ay b ¢ a. Se define r = (a + p)?b? + a?(b + ¢)?, que por ser a + p,
b+ q € a se tiene que r € a. Por ser producto de cuadrados, se tiene que a?b?> € P, Q luego
a’b? € PN Q. Veamos ahora que 7 — a?b? pertenece a P y a Q. Para ello se reescribe como

a2 = b2(2 2 2 2 _ 272 2) 2
r—a*b® = b*(2ap + p*) + a*(b+ q)* = (a + p)*b* + (2bq + b*)a?.

Utilizando la primera igualdad, dado que a, p € Py es un cono, se tiene que r — a?b? € P. Por
medio de la segunda igualdad y un razonamiento anélogo, se tiene también que r — a?b? € Q.
Entonces r —a?b? € PNQ. Aplicando que a es un ideal PNQ-convexo y que 7 = a2b?+ (r —a?b?)
pertenece a a, se deduce que a?b? € a. Como ademds es un ideal primo, necesariamente a € a
o b € a. Esto es imposible, luego a ha de ser P-convexo o @QQ-convexo. O
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Ahora definamos lo que es un ideal P-radical. Este tipo de ideales generalizan la nocién de ideal
real introducida en la Proposicién 1.3.8, aunque aqui solo nos interesaran para el estudio de
ideales P-convexos.

DEFINICION 16. (Ideal P-radical)
Sea A un anillo conmutativo, a un ideal de A y P C A un cono. a se dice P-radical si para todo
a€ A ytodopc P, a®+p¢€ a implica que a € a.

OBSERVACION 2.3.4. En vista de la Proposicién 1.3.8, se tiene que los ideales reales de un anillo
conmutativo A son un ejemplo de ideales Y A%-radicales.

El siguiente resultado muestra la relacién entre los ideales P-radicales y los ideales P-convexos.

PROPOSICION 2.3.5. Sea A un anillo conmutativo y P C A un cono. Un ideal a es P-radical si
y solamente si es un ideal radical y P-convexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que a sea ideal P-radical. Para ver que sea ideal radical,
tomemos ¢ € a con n elemento minimal del conjunto {n € N : " € a} \ {0}. Sin =1
hemos terminado. Supongamos que n > 1. Si n es par entonces a” = (a™/?)2 4+ 0 € a, y por
ser a ideal P-radical se tiene que a™/? € a, contradiciendo que n sea minimal. Si n es impar,
entonces a"*! € a por ser ideal. Reescribiendo a™*! = (a("*t1)/2)2 1.0, es claro que a"+t1)/2 € q,
contradiciendo de nuevo que n sea minimal. Para ver que a es P-convexo, tomemos a, b € P
tales que a + b € a. Por ser ideal, se tiene que a(a +b) = a® + ab € a. Como ademés ab € P por
ser un cono, se tiene que a € a por ser ideal P-radical.

Supongamos ahora que a es un ideal radical y P-convexo. Sean a € Ay p € P tales que
a? +p € a, y veamos que a € a. a2 € P por ser un cono, y como a es P-convexo, se tiene que
a® € a. Como ademsds es radical, se tiene que a € a. O

Es momento de dar la caracterizacién de los conos primos que contengan a otro cono P que se
venia advirtiendo, una que relacione cada uno de estos conos primos con un ideal P-convexo,
que serd el propio soporte del cono primo.

PROPOSICION 2.3.6. Sea A un anillo conmutativo y sea P un cono primo de A. Entonces la
siguiente aplicacion es biyectiva:

CONos primos que ideales primos
contienen a P P-convezos

Q — supp(Q)

DEMOSTRACION. Sea @ un cono primo de A que contiene al cono P. Considerando la
Observacion 2.3.1, se tendra que el soporte supp(Q) sea un ideal Q-convexo. Si ademds se tiene
en cuenta la Afirmacién (i) de la Proposicién 2.3.3, se concluye que supp(Q) es un ideal P-
convexo. Entonces la imagen de @ es un ideal primo P-convexo y la aplicacién estd bien definida.
Probemos que la aplicacién es inyectiva. Sean un par de conos primos ), Q' que contengan a
P y tales que supp(Q) = supp(Q’). De la Afirmacién (iii) de la Proposicién 2.2.4 se sigue esta
cadena de igualdades: Q' = supp(Q') U P = supp(Q) UP = @, y por ende la aplicacién es
inyectiva.

Ahora veamos que la aplicacién sea sobreyectiva, es decir, probaremos que dado a un ideal
P-convexo existe algiin cono primo que contenga a Py cuyo soporte sea a. Sea A el conjunto
de los conos @ de A que contengan a P y tales que a sea ideal Q-convexo. El conjunto Q de
todos los conos de A es un conjunto acotado por A para la relacién de inclusién. Aceptando el
Axioma de Zorn, dado que A es un subconjunto de 2 y es no vacio por P € A, es que puede
tomarse (Q € A que sea maximal para la relaciéon de inclusién. El ideal a es propio, dado que es
primo, y por la Proposicién 2.3.2, @ es cono propio. Probemos que QN—Q =a. Sia € QN—Q,
entonces a, —a € Q. Como a+ (—a) = 0 € a, a € a por ser Q-convexo. Esto demuestra que
QN—Q C a. Ahora tomamos a € a. La idea es ver que a es ideal Q[a]-radical y Q[—a]-radical. Si
esto fuese asi, por la Proposicién 2.3.5 se tendria que a es Q[a]-convexo y Q[—a]-convexo, luego
Qla], Q[—a] € A. Dado que @ es maximal, se tendria que Q = Q[a] = Q[—a]. As{ a, —a € Q,
y en definitiva se tendria que a € Q N —Q. Sean ¢ € Ay p, ¢ € Q tales que ¢ + (p+aq) € a
y probemos que ¢ € a. Como a € a, entonces qa € a y asi ¢ +p € a. Como a es Q-convexo,
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c? € a'y como ademés es primo, ¢ € a. Por todo lo expuesto, se concluye que a = QN —Q. Para
finalizar, dado que ) es un cono propio que contiene al cono primo P, aplicando la Afirmacién
(i4) de la Proposicién 2.2.4 se tiene que @ es cono primo. g

2.4. Positivstellensatz y Nichnegativstellensatz.

En esta seccién se va a enunciar y probar un resultado que sirve para caracterizar a los po-
linomios con coeficientes en un cuerpo realmente cerrado y que sean estrictamente positivos
en todo un conjunto algebraico, conocido como Positivstellensatz. En primer lugar, se vera la
versién mas generalizada conocida como Positivstellensatz Formal. Después, pasaremos al caso
particular de un cuerpo realmente cerrado y enunciaremos una version geométrica del Positivs-
tellensatz junto con el Nichnegativstellensatz, que sirve para la caracterizacién de polinomios
no negativos en un conjunto algebraico. Finalmente, veremos una versiéon més del Nullstellesatz
Real, que en este caso relaciona los puntos del espacio afin con los ideales del espectro maximal
real del anillo de funciones polinomiales considerado. Primeramente, vemos un resultado que
serd util en la demostracion del Positivstellensatz Formal.

TEOREMA 2.4.1. Sea A un anillo conmutativo. Entonces, son equivalentes:

(i) A contiene algin cono propio,

1) A contiene algun cono primo,

(#it) existe ¢ : A — R morfismo de anillos, para algin cuerpo realmente cerrado R,

(iv) A contiene algin ideal real primo,
)

v) —1¢ 3 A2

DEMOSTRACION. Comprobemos que (i) = (i7). Sea A el conjunto de los conos propios del
anillo A, que en este caso es no vacio. Considerando que A es también un cono, se tendra que
el conjunto de los conos de A estd acotado por A y por el mismo razonamiento con el Axioma
de Zorn que el de la prueba de la Proposicién 2.1.7 se tiene que A posee elementos maximales
para la inclusién. Sea P € A maximal. Entonces P es cono primo por la Afirmacién (i) de la
Proposicién 2.2.4.

La implicacién (i7) = (i4i) se sigue de la existencia de clausura real para cuerpos ordenados.
Como existe un cono primo de A, entonces existird un morfismo de A en algin cuerpo ordenado
F. Llamese ¢. Por la Proposicién 2.1.15, podemos tomar R la clausura real del cuerpo F' junto
con el morfismo inclusién 7 : ' — R, y se tendrd el morfismo de anillos 7 o ¢ del anillo A en el
cuerpo realmente cerrado R.

Ahora se demuestra que (iii) = (iv). Sea ¢ morfismo de anillos de A en algin cuerpo realmente
cerrado R. Por la Proposicién 2.1.13 se tiene que R admite una tdnica ordenacién cuyo cono
positivo son los cuadrados R, y este conjunto ademas coincide con > R? por ser el menor cono.
Aplicando la Proposicién 2.2.2; se tiene que Y R? es un cono primo, ademds con soporte el
ideal (0), en virtud de la Observacién 2.2.3. Entonces, fijdindonos ahora en la Proposicién 2.2.5,
P = p=1(3" R?) serd un cono primo de A de soporte el ideal a = ker(¢p). Veamos que a sea ideal
real, o equivalentemente, ideal > A%-radical. Por la Afirmacién (ii) de la Proposicién 2.2.1, el
soporte de un cono primo es un ideal primo, luego a es primo. Considerando la Proposiciéon
2.3.5, basta con probar que a sea ideal Y A2-convexo para ver que sea real, por todo lo expuesto.
Sean p,q € > A? tales que p + q € a, y veamos que p € a. El ideal a es el soporte de P, es
decir, que a = P N (—P). Esto implica que p+ g < 0, luego p + ¢ < ¢q y se sigue que p < 0.
Entonces p € (—P), pero también se sabe que p € Y. A% C P y se tiene que p € a. Entonces a
es > A%-convexo y también es real.

Pasemos a probar (iv) = (v). Sea a un ideal real primo de A. Que a sea ideal real equivale a que
sea un ideal Y A2-radical por lo expuesto en la Observacién 2.3.4. Supongamos que —1 € Y A2
Entonces 1 € a, dado que 12 + (—1) € q, y se tendrfa que a no es un ideal propio, lo cual es
absurdo porque es un ideal primo. En definitiva, —1 no puede ser una suma de cuadrados de A.

Finalmente (v) = (i) se sigue de que, si —1 ¢ > A2, entonces Y A% es un cono propio. O

Dicho esto, pasamos a probar el Positivstellensatz Formal.
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TEOREMA 2.4.2. (Positivstellensatz Formal)
Sea A un anillo conmutativo y sean {a;}icr, {b;}jes, {ck}rec familias de elementos de A. Se
define el cono P =" A*[{a;}ic1), el monoide multiplicativo M generado por la familia {b;} ;e
y el ideal a generado por la familia {ci}rec. Entonces, son equivalentes:
(1) No ezxiste Q C A cono primo tal que a; € Q, b; ¢ supp(Q), cx € supp(Q) para todo
iel,jeld, keC.
(i) No existe @ morfismo de anillos de A en algin cuerpo realmente cerrado R tal que
w(a;) >0, o(b;) #0, ¢(cg) =0 para todoi €I, je J, keC.
(ii3) Existenp € P, b€ M, c € a tales que p+ b> + ¢ = 0.

DEMOSTRACION. Veamos que (i) = (i¢). Supongamos que existe un morfismo de anillos ¢
de A en algtin cuerpo realmente cerrado R que contradiga (i¢). Aplicando la Proposicién 2.2.8, el
conjunto @ = {a € A : ¢(a) > 0} es un cono primo de A. Ademds, como de la Proposicién 2.1.13
se tiene que R admite una tnica ordenacién, Y. R? es el cono positivo de R y se cumple que
Q = ¢ (> R?). Considerando la Proposicién 2.2.5, se tiene que supp(Q) = ¢~ (supp(>_ R?)).
Para cada i € I, ¢(a;) > 0 implica que ¢(a;) € Y. R?, y entonces a; € Q. También, dado j € J
y considerando que supp(}_ R?) = (0), ¢(b;) # 0 implica que o bien ¢(b;) € > R?, o bien
©(bj) € —Qr, exclusivamente. Entonces se tendra que b; € Q o —b; € Q, pero no ambas de
manera simultdnea. Por lo tanto, b; ¢ supp(Q). Tomando k € C, se tiene que ¢(cx) = 0, luego
¢k € supp(Q). Hemos probado que @ incumple las condiciones de (7) y entonces se satisface (i4)
necesariamente.

Probemos ahora que (i) = (¢). Supongamos que existe un cono primo @ C A contradiciendo
(7). De la Proposicién 2.2.8 se sigue la existencia de algin morfismo ¢ de A en algin cuerpo
ordenado (F, <), y que ademds cumple que Q = {a € A : ¢(a) > 0}. Sea R la clausura real
de F', que existe por la Proposicién 2.1.15, y llamemos 7 al morfismo de inclusién de F' en
R. Se define otro morfismo ¢ = 70 ¢ de A en el cuerpo realmente cerrado R. Como 7 es un
morfismo inyectivo que preserva el orden <, se tiene que i~ *(>. R?) = {z € F : x > 0}, que se
trata del cono positivo de F. Por esto se tiene que ¢~ 1(>" R?) = Q. Ademds, de la Proposicién
2.2.5 se sigue que supp(Q) = ¢~ (supp(>. R?)). Entonces a; € @ implica que ¢(a;) € > R,
dado que se cumple ¢(a;) > 0, para todo i € I. Sea j € J. Como b; ¢ supp(QR), entonces
©(b;) ¢ supp(>- R?*) = (0). Dado k € C, si ¢ € supp(Q) entonces ¢(cx) € supp(d R?) = (0).
En definitiva, la aplicacién ¢ contradice (i7) y, por lo tanto, se ha de cumplir ().

Pasemos a probar que (i7) = (i4i). La idea de la demostracién consiste en encontrar elementos
p € P, b€ M tales que p+b? € a, de modo que entonces existe ¢ = —(p+b?) € a y este satisface
p+ b2+ c = 0. Observemos que si el ideal a no es un ideal propio, es decir si a = A, entonces
existe ¢ = —(p + b?) en el anillo y en el ideal, y habriamos terminado. También, si existiese
algiin x € M N a, entonces podemos tomar p = 0,b = 22 y ¢ = —2? y se concluye la propiedad
del enunciado. Entonces, podemos suponer que a es un ideal propio de A y que M Na = .

Dicho esto, se tiene que M es un sistema multiplicativamente cerrado porque 1 € M y dados
my,mg € M se tiene mymo € M, y ademés 0 ¢ M porque 0 € a y son disjuntos. Entonces,
podemos considerar el anillo cociente A/a y el conjunto de clases M +a={m+a: m e M}.
Ocurre que M + a es un sistema multiplicativamente cerrado del anillo A/a, pues la clase
l+a€e M+aydados m; +a,me+a € M+ a, como myms € M, entonces myms+a € M +a.
Ademsds, se satisface que 0+ a ¢ M + a porque de lo contrario se tendria que 0 = m + a para
algunos m € M y a € a, y como a = —m, necesariamente m € a, contradiciendo que M Na
sea vacfo. Por lo tanto, podemos definir el anillo de fracciones no trivial B; = (M +a)"'A/ay
considerar el morfismo natural ¢; de A en B; dado por la composicién de la proyeccion de A
en A/a y la inclusién de este dltimo en el anillo de fracciones (M + a)~1A/a.

Ahora, consideremos el conjunto arbitrario { X; };cs de variables algebraicamente independientes
sobre el anillo By, y definimos el anillo de polinomios siguiente:

Bi{Xi}Yierl= |J  Bil{Xi}ier),
I'CI finito
siendo cada anillo de polinomios de la unién definido sobre un ntimero finito de variables y con-

siderando las operaciones suma y producto como la operaciéon suma o producto definida en cual-
quier anillo de polinomios con un nimero finito de variables que contenga a ambos operandos.
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Sobre el anillo By [{X;}ics] consideraremos el ideal b generado por la familia { X2 — (a; +a) }ic1-
Llamamos By al anillo cociente B;[{X;}icr]/b v denotamos por ¢, al morfismo natural de By
en By dado por la inclusién de Bj en el anillo de polinomios Bj[{X;}icr] compuesta con la
proyeccién de este en Bs.

Por la existencia de un morfismo ¢, o ¢; de A en By se tiene que no es posible un morfismo
¢3 de Bs en algin cuerpo realmente cerrado R de manera que ¢ = ¢3 o ¢5 0 ¢ contradiga
(#4). Entonces, del contrarreciproco de la Implicacién (v) = (iii) del Teorema 2.4.1 se sigue la
existencia de aq, ..., o, € By tales que —1p, = a% +...+ a%. Cada elemento oy, es la clase de
un polinomio, por lo que puede escribirse como una suma finita de monomios como sigue:

o, —Zwkl [[xi+0),
i€l
donde wy; € By y I; es un conjunto finito de elementos de I, posiblemente repetidos, para
cada l = 1,...,s, y para cada k = 1,...,r. Si alguno de los I; es vacio, se considerara que
Hiell X; = 1. Ahora, dado que para cada i € I se tiene que (a; + a) — X? € b, se cumplird la
igualdad de clases de By (a; +a) + b = X? + b y por ende, que ¢o(a; + a) = X2 + b. De esto

se sigue la siguiente igualdad en Bs, para cada k=1,...,m
o (St et 0) = 3, Tt 0 = i
i€l i€l
En definitiva, considerando que ¢o(—1p,) = —1p,, puede escribirse en B; la igualdad:
r Sk
—1p, = ZZU}%J H(ai +a).
k=11=1 icl;

Cada elemento wy, ; de By puede escribirse como el cociente de clases wy; = (yg,+a)/(mg,+a)
conyy;+ac€ Afaymy;+ae M+ a Como —1p, puede escribirse como una suma con finitos
términos, puede definirse m + a € M + a como el producto finito de todos los my ;. De esta
forma, al multiplicar —1p, por la clase de m? se tendrd la expresion siguiente en A/a:

T
—m? +a=—1p,(m? +a) (ZqulH%)%-a
k=11=1 i€l

para algunos q;; € A y donde todos los cocientes son 1 + a y por ello se omiten. Llamemos

=m?*(X 1 251 @iy [lieq, @), como es una suma de productos de elementos del cono Py
de cuadrados de A, se tiene que p € P. De la igualdad de clases —m? + a = p + a se sigue que
p+m? € ay entonces, si tomamos b = m y ¢ = —(p + m?), se cumple que p + b + ¢ = 0,
probando la propiedad que queriamos.

Finalmente, veamos que (4ii) = (ii). Sean p € P, b€ M y c € atalesque p+b>*+c=0y
supongamos que existe alguna aplicacion ¢ en algin cuerpo realmente cerrado R que contradiga
(i1). En virtud de la Proposicién 2.2.5 se tiene @ = ¢~ 1(>_ R?) que es cono primo de A y cuyo
soporte es el ideal supp(Q) = ¢~ (supp(>_ R?)) = ¢~ 1((0)) = ker(p). Sabemos que @Q contiene
tanto a > A% por ser un cono y a la familia {a;};c; por la hipétesis ¢(a;) > 0 dado i € I.
Por la propia definicién de P (véase el Apartado (111) del Ejemplo 2.1.2), se tendrd que P C Q
y se sigue que @(p) > 0. Por otro lado, se tiene b € M que serd, o bien un producto finito
de elementos (posiblemente repetidos) b,...,b, € {b;};,, o bien b = 1. Si b = 1, entonces
p(b) =1 #0, y dado el otro caso, como R es un cuerpo y por ello no tiene divisores de cero, se
sigue que:
() = pB .. B) = olbL) .. p(b) 0.

Como consecuencia, se cumple ademés que p(b%) = (p(b))? > 0. Por tltimo se tiene ¢ € a, que
serd ¢ = ajcy + ... + ajc, para una subfamilia finita y no vacia ¢}, ...,c; de {ck}rec vy para
ay,...,a; € A, o en otro caso ¢ = 0. Si ¢ = 0, entonces ¢(c) = 0, y en el otro caso sucede que:

plc) = p(at)p(cy) + ...+ play)p(cr) = (a1)0 + ... + ¢(a;)0 = 0.
Llegados a este punto, sabemos que p+b?+c = 0, luego ¢(p+b*+c¢) = ¢(p) +p(b?) +¢(c) = 0.

Como ¢(c) = 0, ocurre que ¢(p)+p(b?) = 0y entonces ¢(b%) = —p(p) > 0, pero esto contradice
»(p) > 0y por lo tanto, (iiz) = (i1). O
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El Positivstellensatz Formal es una propiedad que, en el contexto de Geometria Algebraica
Real, se usa sobre el anillo de las funciones polinémicas para reescribir el resultado en una
version geométrica. Ahora daremos una reescritura del Positivstellensatz Formal para cuerpos
realmente cerrados. A partir de este resultado, seremos capaces de dar las versiones geométricas
del Positivstellensatz y del Nichnegativstellensatz, asi como un Nullstellensatz Real Débil.

TEOREMA 2.4.3. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean las familias finitas {f1,..., fr},
{91,--,9s} y{h1,...,h¢} de polinomios de R[X1, ..., Xp,]. Sean P =Y R*[{f1,...,fr}], M el
monoide multiplicativo generado por {gi, ..., gs} y a el ideal generado por {hy,...,h:}. Entonces

son equivalentes:
(@) {e € R": fi(x) >0,i=1,...,7, gj(x) #0,j=1,...,s, hp(z) =0,k =1,...,t} es
vacio,
(ii) existen f € P, g€ M y h € a tales que f +g®> + h = 0.

DEMOSTRACION. La prueba de este resultado consiste en ver que (i) es equivalente a la
Afirmacién (i) del Positivstellensatz Formal 2.4.2, ya que tomando el anillo A = R[X7, ..., X,,]
se tiene que (i) es literalmente la Afirmacién (ii7) de dicho resultado. La equivalencia entre ()
y (it) se seguiria de la equivalencia de las Afirmaciones (i7) y (¢i¢) del Positivstellensatz Formal
2.4.2. Denotamos por (II) a la Afirmacién (i) del Positivstellensatz Formal 2.4.2, y se quiere
probar que (i) y (I1) son equivalentes. En primer lugar, veamos que (I11)= (7). Supongamos que
existe © € R™ perteneciente al conjunto descrito en (7). Entonces, el morfismo de evaluacién
ev, es un morfismo del anillo R[X;,...,X,] en el cuerpo realmente cerrado R que incumple
(11), y por lo tanto, se tiene que (11)= (7).

Ahora probaremos que (i) =(11). Supongamos que existe ¢ un morfismo del anillo R[X7, ..., X,,]
en algtn cuerpo realmente cerrado Ry y que incumple (11). Podemos considerar el morfismo de
anillos g : R — Ry dado por la restriccion de ¢ al subcuerpo R. En vista de la Observacion
1.2.9, ¢|g se trata de un morfismo inyectivo, luego R1/R es una extensién de cuerpos realmente
cerrados y ¢ es un morfismo de R-dlgebras. Se define el punto z = (z1,...,2,) € R} por
z; = p(X;) para cada i = 1,...,n. Para cualquier f € R[X1,...,X,] se tiene que:

_ 2! 1z — M1 Hn —
o(f) = E Wy P(XTT) o p(XT) = E W pin 21 o 2" = f(2),
n<d pn<d
p=p1+...4+pn p=p1+...4+pn
siendo d el grado del polinomio f. En términos de las nociones de légica de primer orden
introducidas en la Seccién 1.2, se tiene que se satisface la siguiente férmula cuantificada y sin
variables libres en R;:

Xy, .., 33X, f( X, ., X)) —e(f) =0,

de modo que aplicando el Principio de Transferencia (Corolario 1.2.5) para cuerpos realmente
cerrados, se tiene la existencia de x = (z1,...,2,) € R™ tal que f(z) = ¢(f), y el argumento
es valido para cualquier f € R[X1,...,X,]. De este modo, si ¢ es un morfismo de anillos que
contradice (II), entonces = serd un elemento que pertenece al conjunto descrito en la Afirmacién
(7). Esto se debe a que fi(z) = ¢(f;) > 0, gj(z) = ¢(g9;) # 0y hi(z) = ¢(hx) = 0 para
i=1,...,r,j=1,...,8, k=1,...,t. En conclusién, el conjunto descrito en la Afirmacién ()
es no vacio y esto termina de probar la implicacién. 0

Durante la Seccién 1.1 se introdujeron las funciones polinomiales definidas en todo R™. Aqui,
en cambio, se va a definir el conjunto de las funciones polinomiales que van de un subconjunto

algebraico V de R" en R:
P(V)={P:V — R aplicacién : 3f € R[X1,...,X,] tal que P(z) = f(z),Vz € V}.

Como ademds cada polinomio de R[X3,...,X,] define una tnica aplicacién polinomial, se
tiene una aplicaciéon ® : R[X1,...,X,] = P(V) que es sobreyectiva. De hecho, se tiene que
con las operaciones suma y producto de funciones, P(V) es un anillo y que ademds, ® es
un morfismo de anillos sobreyectivo cuyo nicleo es Zg(x,,... x,](V). En conclusién, P(V) y

R[X1,..., Xy]/TRx,,....x,)(V) son isomorfos. Con esto, pasamos a ver las versiones geométricas
del Positivstellensatz y del Nichnegativstellensatz.
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COROLARIO 2.4.4. (Nichnegativstellensatz y Positivstellensatz Geométricos)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V. un conjunto algebraico de R™. Sean unos elementos
G1s---s9r € P(V) y el conjunto W ={z € V : g1(x) > 0,...,g-(x) > 0}. Sea P el cono de
P(V) generado por g1,...,g.. Entonces para cada f € P(V) se cumple que:

(i) Ve € W, f(z) >0« 3Im €N, 3g,h € P, fg = f>™ + h,

(i) Ve e W, f(z) >0« 3g,h € P, fg =1+ h.

DEMOSTRACION. Una consideracién previa necesaria es que W, por definicién, es un sub-
conjunto de V', y V a su vez estd definido como el conjunto de ceros del ideal a = Zrx)(V). Se
trata de un ideal finitamente generado, dado que R[X1,...,X,] es noetheriano. Si uq,...,u,
es una familia de generadores de a, entonces W puede redefinirse de la siguiente manera:

W={zeR":g1(x) >0,...,9-(x) > 0,u1(x) =0,...,u.-(z) = 0}.

Probemos (i). La condicién f(z) > 0 para todo x € W es equivalente a escribir que el siguiente
conjunto sea vacio:

{reR":g1(x)>0,...,9-(x) > 0,—f(x) >0, f(z) # 0,us(x) =0,...,u.(x) =0}.
Si se aplica el Teorema 2.4.3, esto es equivalente a que hy + hg +h3 = 0 para algtin hy € P[—f],
algin ho € a y algin otro polinomio h3 que pertenezca al monoide multiplicativo generado por
f, es decir, hg = f™ para algin m € N. Como hg € a, en el anillo P(V) serd ha = 0. Como
también hy € P[—f], por la Observacion 2.1.4, este sera de la forma h; = —fg+ h para algunos
g, h € P. Entonces la condicién dada sobre polinomios de R[Xj,...,X,] se sobrescribe por:
existen m € Ny g, h € P tales que 0 = —fg + h + f>™. Esta lista de equivalencias prueba ().

Para probar (ii) se procede de forma similar. La condicién f(z) > 0 para todo x € W es
equivalente a decir que el siguiente es un conjunto vacio:

{xeR":g1(x)>0,...,9.(x) >0,—f(z) > 0,us(x) =0,...,u.(x) =0}.

En virtud del Teorema 2.4.3, esto equivale a que se tenga hi + hy + h3 = 0 con algunos
hi € P[—f], ha € ay hs perteneciente al monoide multiplicativo trivial, formado por inicamente
por 1. De nuevo, hy = 0 para el anillo P(V) y h; puede escribirse como —fg+ h con g, h € P.
Entonces la condicién dada es equivalente a que existan g, h € P talesque 0 = —fg+ h+ 1,y
esto prueba (i7). O

Ahora, veamos un ejemplo de aplicacién del Positivstellensatz.

EJEMPLO 2.4.5. Consideremos un cuerpo realmente cerrado R y el conjunto algebraico V = R?
de R%. Definamos el conjunto W = {(z,y) € R : 2 > 0,y > 0}. Aplicando el Positivstellensatz
(Afirmacion (i) del Corolario 2.4.4), puede encontrarse una caracterizacion del los polinomios
f € R[X,Y] que son positivos en todo W.

Dicho polinomio cumple la igualdad fg = 1+ h para algunos g, h € > R[X,Y]*)[{X,Y}].
Entonces, estos serdn de la forma g=p+qX +rY +sXY yh=p +¢X +7r'Y + XY, con
p,p,q, q,r, 1, s, s €Y R[X,Y]?. En definitiva, f ha de ser:
149 +¢ X +7Y + XY
= p+agX +1Y +sXY

Finalizaremos esta seccién con otra version del Nullstellensatz Real, cuya prueba estd basada en
el Teorema 2.4.3. Para el caso de un cuerpo algebraicamente cerrado K se tiene el Nullstellensatz
Débil, que consiste en la identificacion de los puntos de un conjunto algebraico V' del espacio
afin A™(K) con el espectro maximal del anillo de polinomios P(V'). Es decir, dado algin punto
x=(x1,...,2,) € V, se considera el ideal maximal m, = (X1 —x1,..., X, —x,), de modo que
la siguiente es una aplicacién biyectiva:®

V — MaxSpec(P(V))
x — m,.

En el caso de un cuerpo realmente cerrado R no ocurre lo mismo. Nétese que todo ideal maximal
es primo, luego también es radical, pero no todo ideal maximal es real y eso motiva la definicién
del espectro maximal real de los anillos de polinomios.

5Este resultado puede consultarse en el Capitulo 8 de [Pardo, 2023].
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DEFINICION 17. (Espectro Maximal Real)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y V' un conjunto algebraico de R. Se define el espectro
mazimal real del anillo P(V) como el conjunto:

MazSpec™ (P(V)) = {m € MaxSpec(P(V)) : m es ideal real}.

Dado un conjunto algebraico V' de A™(R), se probard que existe una biyeccién entre los puntos
de V y los ideales de MaxzSpec™ (P(V)). Antes de hacer esto, veamos el siguiente lema.

LEMA 2.4.6. En las mismas condiciones que el Corolario 2.4.4, para cada f € P(V) se cumple:
Ve e W, f(x) =0 ImeN,Ige P, f*" 4 g =0.

DEMOSTRACION. Como en la prueba del Corolario 2.4.4, se tendra que el ideal a = Zgx1(V)
es generado por alguna familia finita, lldmese uq, ..., u, y entonces W se redefine como:

W={zeR":gi(x) >0,...,9-(x) > 0,u1(x) =0,...,u-(z) = 0}.
La afirmacién f(x) = 0 para cada € W equivale a que el conjunto siguiente sea vacio:
{l’ €R": gl(x) > 01"'7gr(‘r) > va(x) 7é 0,’LL1(CL') = 0,...,UT(.’E) = 0}
Por el Teorema 2.4.3, esto es igual que decir que hy + ha + h3 = 0 para ciertos hy € P, hy € a
y hs perteneciente al monoide multiplicativo generado por f. Se tiene que hy = 0 en P(V),
y hs es de la forma f™ para algin m € N. Ademads, por la Observacién 2.1.4, se tiene que

hy = —fg + h para algunos g, h € P. Entonces la condicién hy + hg + h% = 0 es equivalente a
que existan m € N, g € P tales que 0 = g + f™. O

Con todo lo expuesto pasemos a enunciar y probar el Nullstellensatz Real Débil.

COROLARIO 2.4.7. (Nullstellensatz Real Débil)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico de R™. Entonces, la siguiente
es una aplicacion biyectiva:

V — MazSpec) (P(V))

DEMOSTRACION. En primer lugar, comprobemos que la aplicacién estd bien definida. To-
memos xz € V, y queremos ver que Zp(yy({z}) sea un ideal maximal que ademas sea real.
Se considera el morfismo de evaluacién en z, definido por ev,(f) = f(x) y que es un mor-
fismo sobreyectivo dado que ev,(a) = a para todo a € R. Si ademds se tiene en cuenta
que ker(evy) = Ipvy({x}), se sigue del Primer Teorema de Isomorfia que R es isomorfo a

P(V)/Ipwy({z}). En particular, este dltimo serd un cuerpo y el ideal Zp(y)({x}) es maximal.
Ahora, definamos el conjunto W ={z € V : g,(x) > 0,—g,(x) > 0} = {«} donde:

G (X1, .., X)) = (X1 —2)? + .+ (X — )2,

siendo x = (1, ...,zy,). Aplicando el Lema 2.4.6 sobre V y los polinomios g1 = g, y g2 = —gx
que definen a W, se obtiene que f(x) = 0 (es decir, la pertenencia de f a Zp(y)({x})) equivale
a que existan g € Y. P(V)?[g1,92] y m € N tales que f>™ +g = 0. Como ademés g, € > P(V)?
y en vista de la Observacion 2.1.4, se tendrd que esto ultimo equivale a que existan unos
hi,hy € Y. P(V)? tales que f?>™ + hy = hag,. Recordando la Proposicién 1.3.8 y dado que

hagz € (ge), se tendrd que f € {/(g.). Es decir, que Zpy)({z}) C %/(g9.) y se tiene la
igualdad por ser Zp(yy({z}) maximal, concluyendo que la aplicacién estd bien definida.

Ahora, veamos que se trata de una aplicacién biyectiva. Para ver que es inyectiva, fijémonos en
aue {2} = Zv((g,)) ¥ aue @ € Zy(Ipr({2})) = Zv( /(0,)). Como (g,) C §/(g.), entonces
Zyv(3/(92)) C 2v((g2)) = {z} y se tiene ademas la igualdad Zv (Zpvy({x})) = {=}. Entonces,
si tomamos x,y € V tales que Zpvy({7}) = Zpv)({y}), se tiene que {z} = {y}, luego = =y
y de ahi se sigue que la aplicaciéon es inyectiva. Para ver que es sobreyectiva, tomemos un
ideal maximal y real m € MazSpec™ (P(V)) y comprobemos que sea de la forma Zp(y({z})
para algin x € V. Por el Nullstellensatz Real (Corolario 1.3.11) se tiene que, dado que m es
ideal real propio, Zy(m) es no vacio y puede escogerse un x € Zy(m). De otra versién del
Nullstellensatz Real (Corolario 1.3.9) se sabe que m = Zp v (2y(m)), y como {z} C Zy(m),
entonces m C Zpyy({r}) y se da la igualdad por ser m maximal. De ello se deduce que la
aplicacién es biyectiva. 0
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En este capitulo, se trata el Problema XVII de Hilbert en su versién original y también algunas
de sus variantes mds reconocibles. Primeramente, se introduce histéricamente el enunciado del
Problema XVII y se examina la soluciéon propuesta por Artin, fuertemente basada en las nocio-
nes de la Teoria de Artin-Schreier ya introducida en los capitulos precedentes. Se verd también
una generalizacién que Artin dio en la propia respuesta al Problema XVII para el caso de poli-
nomios definidos sobre subvariedad algebraica irreducible. Esto requiere hablar de la dimensién
de conjuntos semi-algebraicos, que se introducird en dicha secciéon. También puede verse de
manera ampliada en los apéndices C, D y E. A esto le sigue una presentacién del Problema
XVII de Hilbert en su Versién Equivariante, que es la que se encarga de responder al problema
para el caso de polinomios simétricos. Se concluye el capitulo con la Versiéon Cuantitativa del
Problema XVII de Hilbert, que responde a la cuestién de cudl es el minimo niimero de cua-
drados que se requiere para poder escribir cualquier polinomio no negativo. Estas dos tltimas
secciones tratan tanto a los polinomios simétricos como la Teoria de Formas Cuadraticas de
forma reducida, pero puede consultarse el Apéndice F para disponer de més informacién.

La elaboracién del capitulo se ha basado fundamentalmente en el Capitulo 6 de [BCR, 1998].
Sin embargo, se han consultado otras fuentes para poder desarrollar los temas que tocan trans-
versalmente al hilo principal y que puede consultarse de forma ampliada en los apéndices cita-
dos. Para la dimension de semi-algebraicos, basada en la dimensién de anillos, se han utilizado
[AtMac, 1969], [Kunz, 1985] y [Gonzdlez, 2022]. Para formas cuadraticas, se han seguido
[Gantmacher, 1959] y [Lam, 1973].

3.1. Introduccion al Problema XVII de Hilbert.

En el ano 1900, tuvo lugar en Paris el International Congress of Mathematicians, donde el
matematico aleman David Hilbert propuso algunos de los problemas que publicaria mas tarde
en su famosa lista [Hilbert, 1900]. Se trata de una recopilacién de problemas que toca distintas
areas de las matematicas, como la Teoria de Numeros o la Geometria, y que estaban entonces por
resolver. No todos ellos han sido resueltos a dia de hoy. Aquellos que si lo han sido, han influido
notablemente en el desarrollo de la matematica del siglo XX. Algunos de los que no han sido
resueltos, se encuentran en una lista actualizada propuesta por el matematico estadounidense
Steve Smale, la cual fue publicada en el afio 1998 y cuenta con un total de 18 problemas.!
También se destaca la lista propuesta por el “Clay Mathematics Institute” de los llamados
problemas del milenio.?

El decimoséptimo problema de Hilbert lidia con una cuestion sobre funciones polindmicas con
coeficientes reales que él mismo traté de atajar anteriormente. En el ano 1888, presenté su
trabajo “Uber die Darstellung definiter Formen als Summe von Formenquadraten” sobre la
descomposicién de polinomios homogéneos con coeficientes reales y no negativos en sumas de

1S. Smale, “Mathematical problems for the next century”. Mathematical Intelligencer, Vol.20, pp7-15, 1998.
*https://www.claymath.org/millennium-problems/.
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cuadrados de polinomios. Afios més tarde, en 1893, publicé “Uber terndre definite Formen”
donde se aborda la misma cuestiéon para polinomios en general y en el que tan solo llega a
probarse afirmativamente para polinomios bivariados. Todo esto dio lugar al llamado Teorema
de las Formas Positivas de Hilbert, el cual puede verse enunciado en la Subseccién 0.2.1.

Una de las limitaciones de este planteamiento fue que ningun polinomio de grado impar podia
ser descrito de esta forma. Otra clara limitacién es que, salvo para casos con un nimero muy
bajo de variables, la existencia de una descomposicion en cuadrados de polinomios sencillamente
no da lugar. Con todo esto sobre la mesa, Hilbert plante6 el problema de la siguiente manera,
ampliando la descomposicion de cuadrados al cuerpo de fracciones de polinomios:

PRrOBLEMA CLAsIcO 3.1.1. (Problema XVII de Hilbert)

Considérese el cuerpo de los numeros reales R y un polinomio f en n variables con coeficientes
en dicho cuerpo. Si f toma valores no negativos en todo R™, ;puede afirmarse que f sea una
suma de cuadrados del cuerpo de fracciones de los polinomios?

Durante la década de 1920, Emil Artin y Otto Schreier, un par de matemaéticos austriacos, lo-
graron sucesivos avances en la Teoria de Cuerpos Ordenados y de Cuerpos Realmente Cerrados.
En 1927, publicaron conjuntamente el trabajo “Eine Kennzeichnung der reell abgeschlossenen
Korper”, que contiene lo que se conoce a dia de hoy como Teoria de Artin-Schreier. En capitu-
los previos se ha visto y trabajado con varios elementos de esta teoria, ya que este formalismo
hizo posible que Artin lograse dar solucién al problema XVII de Hilbert. Dicha respuesta fue
publicada en su trabajo “Uber die Zerlegqung definiter Funktionen in Quadrate”; en el ano 1927.

Hilbert, durante su carrera, logré importantes avances para la Geometria Algebraica de los
nimeros complejos. Son conocidos el Teorema de la Base y el Nullstellensatz de Hilbert, re-
sultados que publicé en 1890 y 1893, respectivamente. Sin embargo, la dificultad que presenta
la Geometria Algebraica en los reales frente a la de los complejos, fue suficiente para que Hil-
bert no pudiese aportar una generalizacion de sus resultados para el caso real. La Teoria de
Artin-Schreier introduce las nociones de cuerpo formalmente real y cuerpo realmente cerrado,
que han sido centrales en el desarrollo de la Geometria Algebraica Real como se ha visto, por
ejemplo, en la prueba del Nullstellensatz Real dada en el primer capitulo.

3.2. Solucién al Problema XVII de Hilbert.

En esta seccién veremos la solucion de Artin al Problema XVII de Hilbert, que sirve para
cualquier cuerpo realmente cerrado. En el planteamiento del problema se habla de polinomios
no negativos. Un polinomio f € R[Xj,...,X,] se dice no negativo (o positivo) en R", si la
evaluacién de f en todo punto x € R™ es no negativa (o positiva). En general, se entiende que
f es no negativo (o positivo) en un subconjunto de R™ si la evaluacién de f en cada punto
de dicho subconjunto es no negativa (o positiva). El problema XVII para cuerpos realmente
cerrados, queda resuelto con el siguiente teoremas:

TEOREMA 3.2.1. (de Artin) Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea f € R[X1,...,X,].
Si f es no negativo en R™, entonces f es una suma de cuadrados de elementos del cuerpo de
fracciones R(X1,...,X,).

DEMOSTRACION. Supongamos que f no sea una suma de cuadrados de R(Xy,...,X,),
lo que implica ademés que f # 0. Aplicando el Lema 2.1.10, se tiene la existencia de alguna
ordenacién < de R(Xy,...,X,) en la que f < 0. Sea R; clausura real de R(Xy,...,X,) que
extiende a la ordenacién <, cuya existencia viene garantizada por la Proposicién 2.1.15. Se tiene
que —f > 0 y como R; es cuerpo realmente cerrado, por el Lema 2.1.12 se tendré que +/—f
pertenece a Ry, y también que 1/v/—f € R;.

El polinomio fT? + 1 de R4[T] tiene como raiz a 1/y/—f. Se define el morfismo de anillos
¢ : R[X1,...,X,][T] — R1 que cumple que ¢(T) = 1/y/—f y que ¢(g) = g para cada g €
R[X1,...,X,]. Entonces, se cumple que el ideal a = (fT? + 1) est4 incluido en ker(¢) sin més
que observar que ®(fT%2+1) = f-(®(T))>+1= f-(=1/f)+1 = 0. Se define el anillo cociente
B = R[X1,..., X,][T]/(fT?+1) y se tiene, por la Propiedad Universal del Anillo Cociente, un

morfismo ¢ de B en R; tal que ¢ o = ¢, siendo 7 a proyeccién de R[X7, ..., X,][T] en B. Se
tiene que ¢ es un morfismo de R-lgebras dado que ¢(x+(fT%+1)) = ¢(z) = x para todo x € R,
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es decir, que ¢ restringido a R es la identidad en R. Aplicando el Teorema del Homomorfismo
de Artin-Lang 1.2.10, se tiene la existencia de otro morfismo de R-algebras ¢ : B — R. Por una
parte, 0 = ¥(0+ a) = (fT? + 1 + a), pero también se tiene Y(fT? + 1+ a) = t>)(f +a) + 1
siendo t = ¢¥(T + a) € R. Aplicando que ¢ es un morfismo de anillos y escribiendo f como

suma de monomios, se deduce que ¢ (f +a) = f(x1,...,x,) para x; = ¥(X; +a) € R. Entonces
se tiene que (x1,...,2,) pertenece a R" y cumple que f(x1,...,2,) = —1/t> < 0, lo que
contradice que f sea no negativo en todo R™ y en consecuencia, f serd una suma de cuadrados
en R(X1,...,Xn). O

Este y resultados posteriores pueden generalizarse a funciones racionales en general de manera
sencilla. Se considera el elemento f/g del cuerpo de fracciones R(Xj, ..., R,). Si ademds g no
se anula en todo el conjunto para el que f/g se requiere no negativa, entonces puede sustituirse
el representante f/g por el equivalente fg/g*. Dado que g2 es un cuadrado y por ende es no
negativo en todo R", bastaria con trabajar sobre el polinomio fg.

No se tiene la generalizacién del Teorema 3.2.1 para todo cuerpo ordenado. El primer contra-
ejemplo tomo algo de tiempo en obtenerse y se atribuye a D. W. Dubois, quien lo publicé en
un articulo titulado “Note on Artin’s solution of Hilbert’s 17th problem” en 1967. Sin embargo,
puede darse una descomposicién de los polinomios no negativos con coeficientes en un cuerpo
ordenado como combinaciones lineales de cuadrados y con coeficientes positivos. Este resultado
de 1975 se debe a K. McKenna y puede verse en su articulo “New facts about Hilbert’s 17th Pro-
blem”. Antes de enunciar y probar este resultado, es necesario introducir este tipo de elementos
de una extensién de cuerpos ordenados y dar una descomposiciéon parecida.

DEFINICION 18. (Elemento Relativamente Positivo)

Sea (F,<) un cuerpo ordenado y sea Fy una extension de cuerpo de F que admita alguna
ordenacion que extienda a la de F. Un elemento x € Fy se dice positivo en relacion con F
cuando pertenece a todo cono primo de Fy cuya ordenacion extienda a la de F'.

Dicho de otra forma, el conjunto de elementos positivos en relacién con F' es la interseccién
de todos los conos positivos de las posibles ordenaciones de F; que extiendan a la de F'. Di-
cho conjunto no necesariamente coincide con el de las sumas de cuadrados. Veamos ahora la
descomposicion de estos elementos de una extension de cuerpos ordenados.

LEMA 3.2.2. Sea (F, <) un cuerpo ordenado y sea Fy una extension de cuerpo de F que admita
alguna ordenacion que eztienda a la de F. Entonces, para cada elemento x € Fy positivo en
relacion con F existen ay,...,a, € F elementos positivos y también y1,...,y,. € Fy tales que
x:aly%—&—...—i—ary?.

DEMOSTRACION. Sea 7 la inclusién de F' en Fi, que es un morfismo inyectivo. El conjunto
de elementos de F} positivos en relacién con F' es interseccion de conos positivos, y por ello es
un cono propio. Si llamamos P al cono positivo de la ordenacion de F', el conjunto de elementos
positivos en relacién con F ha de ser el minimo cono que contenga a i(P), es decir, se trata de
3" F2[i(P)]. Por otro lado, sea X = {a1y?+...+a,y> € F1 : ay,...,a,. €(P),y1,...,yr € F1}.
Se desea probar que X sea igual a Y FZ[i(P)].

Se observa que Y FZ[i(P)] contiene tanto a > F?2 como a i(P), y entonces X C Y. FZ[i(P)].
Para probar el otro contenido, veamos que X contiene a Y. F? y a i(P), y que ademés es un
cono. En tal caso, ocurrirfa que > F2[i(P)] C Y, F2[X] = X. Un elemento y? + ... + y2 de
> F?2 puede reescribirse como 1y$ + ... + 132, luego > F? C X por 1 € i(P). Un elemento x
de i(P) puede escribirse como x12, luego pertenece a X.

Nos falta comprobar que X sea un cono. Claramente, una suma de elementos de X es otro
elemento de X. Para ver el producto, tomemos a1z3 + ... + a,22, b1y + ... + bsy? € X.
Entonces:

T S
(123 + ...+ ap22)(bryi + ... + bsy?) = Z Z(aibj)(a:?yf),
i=1 j=1
y como cada a;b; pertenece a Py cada xfy? puede escribirse como (xiyj)z, el producto pertenece

a X. Finalmente, dado z € F}, 22 = 122 € X. De esto se deduce que X coincide con el conjunto
de los elementos de F; positivos en relacién con F. O
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Si se tiene una extension F; del cuerpo F' que no disponga de una ordenacién que extienda a la
de F, se observa que todo elemento de Fj es de la forma a1y? + ...+ a,y? con y1,...,y,. € Fy
y ai,...,ar € F. Esto lleva al siguiente resultado, que consiste en una forma de caracterizar la
existencia de una ordenacién para la extensién de cuerpos que extienda a la del cuerpo original,
y se conoce como Criterio de Serre.

COROLARIO 3.2.3. (Criterio de Serre)
Sea la extension de cuerpos Fy/F y sea P C F el cono positivo de alguna ordenacién de F'.
Entonces, son equivalentes:

(1) emiste Q C Fy cono positivo de alguna ordenacion de Fy que extienda a la de F,
(ii) —1 ¢ >_ F2[P], donde se entiende que P es el subconjunto de Fy que viene dado como
la imagen de P por la inclusion de F en F1.

DEMOSTRACION. En primer lugar, obsérvese que la Proposicién 2.1.3 lleva a deducir que los
elementos de Y F?[P] son de la forma a1 g3+ - -+a,g2 con ay,...,a, € Pycongi,...,g, € Fi.
Probemos que (i) = (i4). Si llamamos 7 a la inclusién de F' en F7, se tiene que i(P) C @, de
modo que > F2[i(P)] C Q. No puede darse que —1 pertenezca a Y. F2[i(P)] porque Q es
un cono propio. Esto prueba la implicacién. Probemos ahora que (i4) = (). Suponiendo (#7)
se tiene que Y F?[i(P)] es un cono propio. Si se considera la Observacién 2.1.8, se tiene la
existencia de un cono propio maximal @ C F; que contiene a > FZ[i(P)], que sera el cono
positivo de alguna ordenacién de F;. Como ademds i(P) C @, ocurre que esta ordenacién de Fy
extiende a la ordenacién de F' dada por el cono positivo P. Con esto se concluye la prueba. [

Con todo esto, ya podemos dar la prueba del anunciado resultado de McKenna pero con cierta
limitacién, y es que resultard conveniente asumir que el polinomio f F[X7,...,X,] escogido
sea no negativo no solo en F” sino en todo R™, con R alguna clausura algebraica de F.

TEOREMA 3.2.4. Sea (F, <) un cuerpo ordenado y sea R su clausura real. Sea f € F[Xq,...,X,].
Si f es no negativo en R™, entonces existen ai,...,a, € F elementos positivos y también
g1,---59r € F(X1,...,X,,) tales que f = a1g? + ...+ a,g?2.

DEMOSTRACION. Se considera la extensién de cuerpos F(X1, ..., X,)/F, y ademds se tiene
una ordenacién especifica para F. Supongamos que el polinomio f € F[X,...,X,] no pueda
escribirse como f = ayg? + ...+ a,g? para con ay,...,a, y gi,..., g, como los del enunciado.
Entonces, aplicando el Lema 3.2.2, se tiene que f no es un elemento de F(X7, ..., X,,) positivo
en relacién con F, es decir, que existird alguna ordenacién de F(Xy,...,X,) que extienda a la
de F y para la que f serd negativo. Sea R; la clausura real de F(Xy,...,X,), que serd una
extension del cuerpo R (la clausura real de F') y cuya ordenacién extiende a la de R de modo
que el elemento f es negativo. Desde este punto, se sigue el mismo razonamiento que para la
prueba del Teorema de Artin 3.2.1 hasta obtener un punto z € R™ para el que f(z) < 0. g

La hipdtesis de que f sea no negativo en R™ en lugar de solo en F'™ es necesaria para poder
utilizar el Principio de Transferencia para cuerpos realmente cerrados. Veamos ahora un ejemplo
sencillo en el que la propiedad de densidad de un cuerpo en su clausura real es suficiente para
relajar esta hipétesis.

EJEMPLO 3.2.5. Sea F' un subcuerpo de R. Como R es un cuerpo realmente cerrado, este admite
una unica ordenacion. Considerando i la inclusion de F' en R y la Proposicion 2.2.5, se tiene
que i1 (3°R?) es un cono primo de F que da lugar a una ordenacion que es extendida por la
de R. Entonces se cumple las condiciones del Teorema 3.2.4 para F y su extension R.

Por otra parte, se tiene que Q estd contenido en F en el sentido de que existe una copia
isomorfa de Q en F. Utilizando que Q es denso en R, veamos que la condicion de que un
polinomio f € F[X1,...,X,] sea no negativo en F™ implica que también lo sea en R™. Como
Q" C F", entonces [ es no negativo en Q™. Se conoce que Q™ es denso en R™ con la topologia
usual, y también que las funciones polindmicas son continuas con esta topologia.

Sea f € P(R™) la funcion polindmica que define f visto desde R[ X1, ..., X,], que como sabemos
es continua y toma valores no negativos para puntos del conjunto Q™. Supongamos que eziste
x € R™ tal que f(x) < 0. Como f es continua, dado el valor positivo & = —f(x), existe 0. > 0
en R tal que |x—y| < 6. = |f(z)— f(y)| < € para cada y € R™. Como Q™ es denso en R™, puede
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escogerse y € Q" tal que |x — y| < d.. Considerando que f(y), ff(ac) son positivos, se tiene
que |f(x) = fly)| = fly) — f(x) < —f(z) =&, de lo que se sigue la contradiccion 0 < f(y) < 0.

Entonces, f(x) ha de ser no negativo y en definitiva, f es no negativa en R™.

En el caso de los ntimeros reales R, es justo el hecho de que todos sus subcuerpos sean densos
en él lo que permite relajar esta condiciéon. En el articulo original de McKenna y también en
algtn articulo posterior como “Sums of squares over fields” de 1979 y escrito por A. Prestel, se
discute que esta hipotesis pueda relajarse para los casos en que el cuerpo F' cumpla la llamada
Propiedad Débil de Hilbert. Esta sera una cuestién que no abordaremos, pero que se menciona
para el lector curioso.

3.3. Generalizacién a Conjuntos Algebraicos Irreducibles.

Artin también dio solucién al Problema XVII de Hilbert para el caso de anillos de polinomios
P(V) que sean dominios, y que, por lo tanto, tengan un cuerpo de fracciones asociado (V). El
resultado obtenido es que las sumas de cuadrados de cocientes de polinomios de P (V') son los
polinomios no negativos en casi todo V' y viceversa, donde casi todo quiere decir que lo son para
un conjunto semi-algebraico que tenga la misma dimensién que la variedad V. Por lo tanto,
serd necesario introducir la dimension de los conjuntos algebraicos y los semi-algebraicos. Por
motivos de espacio, presentaremos sin demostracion los resultados sobre dimensién de conjuntos
semi-algebraicos, cuya prueba puede seguirse en [BCR, 1998] y ademds se afiade material de
apoyo en los Apéndices C, D y E. Para comenzar, veamos la condicién necesaria y suficiente
que hace al anillo de polinomios P(V) un dominio. Se basa en la siguiente definicién.

DEFINICION 19. (Conjunto Algebraico Irreducible)

Sea R un dominio y sea V un conjunto algebraico de A™(R). V se dice irreducible si para cada
Vi, Vo € A™(R) algebraicos tales que V.= V1 U Vs se tiene que V # Vi = V = Vo, En caso
contrario, V' se dice reducible.

Los conjuntos algebraicos de este tipo comparten la propiedad de que el ideal asociado por
la aplicaciéon Zp(x](V') es un ideal primo, luego P (V') serd un dominio de integridad y puede
considerarse su cuerpo de fracciones, que denotaremos por (V') y se conoce como el cuerpo de
las funciones racionales de V en R.

Pasamos a definir la dimensién de un conjunto semi-algebraico S de A™(R) para R un cuerpo
realmente cerrado. Para ello, es 1til tener en cuenta una descomposicién especial para los
conjuntos semi-algebraicos. Para un par de elementos a,b € R tales que a < b, se define el
intervalo abierto (a,b) = {z € R : a < x < b}. Con esta notacién, se define el conjunto
(0,1)4 ¢ A%(R) como el producto cartesiano de d intervalos de la forma (0,1). Este conjunto
tendrd una dimension topolégica d, y por ello se le conoce como el hipercubo de dimensién d.
La descomposicion de un semi-algebraico S a la que nos referimos, consiste en una particién
finita de conjuntos S, ..., .S, semi-algebraicos tales que cada S; sea homeomorfo a un hipercubo
(0,1)% . Este homeomorfismo seré, ademds, una aplicacién del tipo siguiente.

DEFINICION 20. (Aplicacién Semi-Algebraica)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean S y T conjuntos semi-algebraicos de A™(R) y A™(R),
respectivamente. Una aplicacion f : S — T se dice semi-algebraica si su grafo, es decir, el
conjunto:

Graf(f) ={(z,y) € A" (R) : f(z) =y}

es un conjunto semi-algebraico de A" (R).

Estas aplicaciones cuentan con la propiedad de que las imédgenes y las anti imagenes de conjuntos
semi-algebraicos son también semi-algebraicos. Con esto, puede enunciarse el teorema de la
descomposicién mencionada.

TEOREMA 3.3.1. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S C A™(R) un conjunto semi-

algebraico. Existe una particion finita de S en los conjuntos semi-algebraicos S1, ..., Sy, de tal
forma que S; sea semi-algebraicamente homeomorfo al hipercubo (0,1)% de A% (R), con d; € N
y para cada i = 1,...,7r; y siendo que semi-algebraicamente homeomorfo significa que se tiene

un homeomorfismo que ademds sea aplicacion semi-algebraica.



38 3. EL PROBLEMA XVII DE HILBERT.

DEMOSTRACION. Véase el Teorema 2.3.6 de [BCR, 1998]. O

Entonces, ante esta propiedad de los semi-algebraicos, uno esperaria de cualquier nocién de
dimensién que se defina que la dimensién de un semi-algebraico coincida con el maximo de las
dimensiones de las componentes semi-algebraicas dadas por esta descomposicién, dimensiéon que
heredan por la relacion de homeomorfia con sus respectivos hipercubos. Sin entrar en detalles,
veremos una idea de dimensién para conjuntos semi-algebraicos que cumple con esta propiedad
deseable y que se basa en la siguiente nociéon de dimensiéon de un anillo.

DEFINICION 21. (Dimensién de Krull de un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo. Se dice dimension de Krull de A y se denota por dimp i (A) al
mazimo de los v € N para los que existe alguna cadena de ideales primos tales que:

PoGP1 & &P
En caso de no existir dicho mdximo, se define dim g (A) = +oo.
Con esta idea, daremos la dimensién de un conjunto algebraico V' C A™(R) como la dimensién
del anillo de polinomios P(V) asociado. Mds atin, como para un semi-algebraico S C A™(R)
se tiene la igualdad Zg(x1(S) = Zgrpx(clauz(S)), donde clauz(S) denota a la clausura de S

en la topologfa de Zariski sobre A™(R), entonces puede definirse una dimensién para conjuntos
semi-algebraicos en general como sigue.

DEFINICION 22. (Dimensién de un Conjunto Semi-Algebraico)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S un conjunto semi-algebraico de A™(R). Se define la
dimension de S como:

dim(S) = dimgruu(P(clauz(S))).

Veamos una serie de propiedades sobre esta definicién de dimensiéon. Aqui van un par de las
maés sencillas.

PROPOSICION 3.3.2. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Se cumple las siguientes propiedades:
(7) dim(A™(R)) =n.
(1) Sean Si,S2 C A™(R) unos conjuntos semi-algebraicos tales que S1 C Sa. Entonces:
DEMOSTRACION. Puede consultarse en la Seccién 2.8 de [BCR, 1998].
U

Continuamos con otra serie de resultados sobre dimension en relacién con las topologias sobre

A™(R).

PROPOSICION 3.3.3. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, se cumple que:

(1) Si U C A™(R) es un conjunto semi-algebraico no vacio y abierto para la topologia
euclidea sobre A™(R), entonces:

dim(U) = n.
(i¢) Si S C A"(R) es un conjunto semi-algebraico, se tendrd que:
dim(clauz(S) \ S) < dim(S).
(#i1) SiVi,Va C A™(R) son un par de conjuntos algebraicos tales que Vi C Va, se sigue que:
dim(V1) < dim(Va).
DEMOSTRACION. Véase la Proposicién 2.8.4 y la Proposicién 2.8.13 de [BCR,, 1998|. O

Para terminar con este despliegue de propiedades, veamos algunas sobre operaciones de semi-
algebraicos que dan lugar a otros semi-algebraicos: unién, interseccién, proyecciéon y producto
cartesiano. Esta tultima se basa en el hecho de que la clausura Zariski del producto de semi-
algebraicos es igual que el producto cartesiano de sus clausuras Zariski.

PROPOSICION 3.3.4. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Se tienen las siguientes propiedades
para la dimension de semi-algebraicos:
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(i) SiSi,...,S, son conjuntos semi-algebraicos de A™(R), entonces:

dim(S1U---US,) = Zﬂamr({dzm(&)})

(i¢) Si S1,...,Sy son conjuntos semi-algebraicos de A™(R), entonces:

dim(S1N---NS;) < 7:wlzmr({dzm(Sz)})

(#5i) Si S C A"T™(R) es un conjunto semi-algebraico y 7 es la proyeccion de A"T™(R) en
A™(R) que olvida las m 4ltimas coordenadas, entonces:

dim(mw(S)) < dim(S).
(iv) Si S C A™(R) y T C A™(R) son conjuntos semi-algebraicos, entonces:
dim(S x T) = dim(S) + dim/(T),
entendiendo la dimension de S x T como la de un semi-algebraico de A"T™(R).

DEMOSTRACION. Véase la Proposicién 2.8.5 y la Proposicién 2.8.6 de [BCR, 1998]. O

Ahora vamos a ver la definicién de punto regular de una variedad, junto con alguna de sus
formulaciones equivalentes. Empezamos por definir las derivadas parciales de un polinomio.

DEFINICION 23. (Derivada de un Polinomio en un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo y sea f € A[X1,...,X,]. Supongamos que existen d; € N y unos
polinomios fo, ..., fa, € A[X1,...,X,] que no dependen de la variable X;, de tal modo que:

d;
oSk
k=0

Entonces, se define la derivada de f respecto de X; como el polinomio siguiente:

af d;—1
_ n k
a—Xi(Xl,...,Xn) = kzzo(lwr 1) ferr X

Se hablara de regularidad para un punto p de una variedad algebraica V irreducible que esté
incluida en un espacio A™(R) con R algin cuerpo realmente cerrado. Se define el gradiente de

un polinomio f € R[X1,...,X,] en el punto p como el siguiente vector de A™(R):
_(9f of
Vol = (oo ).

Con esto, se define el espacio tangente a un punto de una variedad de la manera siguiente.

DEFINICION 24. (Espacio Tangente Zariski)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean V' un conjunto algebraico irreducible de A"(R) yp € V
un punto de la variedad. Sean también fi,..., f. € R[X1,...,X,] unos generadores del ideal
TRix,,...x, (V). Se define el espacio tangente al punto p en V' como el R-espacio vectorial:

T
T,V = () {veA"(R): (Vfi(p)"v=0}.
i=1
Puede probarse que la definicion del espacio tangente a un punto en una variedad no depende
de la familia de generadores del ideal asociado a la variedad, y también que se trata de un
R-espacio vectorial. Estamos interesados en estudiar su dimensiéon como R-espacio vectorial,
que se denotard por dimg(T,V).

PROPOSICION 3.3.5. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea p un ideal primo de R[ X1, ..., X,]
y sea {f1,...,fr} C R[X1,...,X,] una familia de generadores del ideal p. Se considera el
anillo cociente R[Xy,..., X,]/p con dimension d = dimgrui(R[X1,...,X,]/P) y a su cuerpo
de fracciones k(p) = Frac(R[X1,...,Xn]/p). Se define esta matriz con coordenadas en k(p):

DF_<<9fi +p) € Mo ((p)).

8Xj 1::1,. N
j=1,....n

Entonces, DF es una matriz de rango n — d en My (k(p)).
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DEMOSTRACION. Constiltese la Seccién 3.3 de [BCR, 1998]. O

La matriz DF definida en la proposicion previa permite calcular la dimensién del espacio
tangente a un punto en una variedad, como veremos a continuacién. Utilizando las notaciones
precedentes, si definimos a la matriz DF(p) € M,.x,(R) como la matriz DF con sus entradas
evaluadas en el punto p, entonces puede definirse la siguiente aplicacién lineal:

DF(p) : A"(R) — A"(R)
v+ DF(p)-v,
cuyo nucleo es el espacio tangente T,,V. Por este motivo, se tiene que:
dimg(T,V) =n — rank(DF(p)).

Nétese que cualquier menor nulo de la matriz DF', también serd nulo en la matriz DF(p), pero
no necesariamente al revés. Por lo tanto, se tiene la siguiente desigualdad:

dimpr(T,V) > n — rank(DF).
Esto lleva a dar la siguiente definiciéon de un punto regular en una variedad.

DEFINICION 25. (Punto Regular de una Variedad)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico irreducible de A™(R). Un
punto p € V se dice reqular en V' cuando:

dimg(T,V) = dim(V),
o equivalentemente si:
rank(DF(p)) =n — dim(V).
Se denota por Reg(V) al conjunto de puntos regulares de V. Un punto que no es regular en su
variedad se dice singular, y se denota por Sing(V') a los puntos singulares de la variedad V.

Pasemos a dar una definicién puntual de dimensién. Consideremos un punto p de una variedad
algebraica V' de A™(R). Llamaremos entorno algebraico de p en V a cualquier conjunto U
algebraico tal que p € U C V. Por la noetherianidad de R[X7y, ..., X,], que hereda de R por el
Teorema de la Base 1.1.1, para una cadena descendente U; D Uz D ... de entornos algebraicos
del punto p en V, se tendra que sus ideales asociados formen una cadena ascendente de ideales
que se estabilice en algtin ideal. En consecuencia, puede tomarse como dimension de la variedad
V en un punto z la dimensién de algin entorno algebraico lo suficientemente pequeno, y esto
es también aplicable a conjuntos semi-algebraicos.

DEFINICION 26. (Dimensién Puntual en un Conjunto Semi-Algebraico)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea S un conjunto algebraico de A™(R) y sea p un punto
de S. Se dice dimension de S en el punto p a la dimension de un entorno algebraico U de p
en S tal que cada U’ C U entorno algebraico de p en S cumple que dim(U') = dim(U). La
dimension de S en el punto p se denota por dim(S,).

La dimensién de un conjunto semi-algebraico en un punto sigue la siguiente propiedad, que
obviamente tiene que cumplirse.

PROPOSICION 3.3.6. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S C A™(R) un conjunto semi-
algebraico. Entonces se cumple que:

dim(S) = max({dim(S,) : p € S}).
DEMOSTRACION. Puede consultarse en la Seccién 2.8 de [BCR, 1998]. O

Otra propiedad de la dimensién puntual, es que el conjunto de puntos en los que la variedad
tiene dimension maxima es un cerrado Zariski.

PROPOSICION 3.3.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea S un conjunto algebraico de A™(R)
de dimension d. Entonces, este conjunto es un cerrado Zariski no vacio de dimension d:

S = (e S:dim(S,) = d}.
DEMOSTRACION. Puede verse la Proposicién 2.8.12 de [BCR,, 1998]. O

En el caso de una variedad algebraica, este conjunto resulta ser la clausura Zariski de los puntos
regulares de dicha variedad.
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PROPOSICION 3.3.8. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico de
A™(R) de dimensidn d. Entonces, se cumple que:

clauz(Reg(V)) = V@,
y en particular, se tiene la inclusion:
Reg(V) c V@,
DEMOSTRACION. Puede consultarse en la Seccién 3.3 de [BCR, 1998]. O

Con las notaciones precedentes, se tiene que Reg(V) es un abierto Zariski para la topologia
sobre V heredada por la topologia Zariski de A™(R). Su dimensién y la de Sing(V) pueden
verse en el resultado siguiente.

COROLARIO 3.3.9. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico de A™(R).
Se satisface que:

dim(Sing(V)) < dim(Reg(V)) = dim(V),
y en particular, se tiene que Reg(V') es un abierto semi-algebraico de A™(R) para la topologia
euclidea y también para la topologia de Zariski.

DEMOSTRACION. Puede consultarse en la Seccién 3.3 de [BCR,, 1998], o deducirse a partir
de las proposiciones 3.3.6, 3.3.8 y la Afirmacién (i¢) de la Proposicién 3.3.3. O

Finalmente, tras todas estas consideraciones sobre dimensiéon de conjuntos semi-algebraicas y
regularidad, puede enunciarse el resultado que resuelve afirmativamente el Problema XVII de
Hilbert para el caso de un dominio de funciones polinomiales P(V).

TEOREMA 3.3.10. Sean R un cuerpo realmente cerrado, V. C A™(R) un conjunto algebraico
irreducible de dimension d, y f € P(V) una funcidn polinomial. Entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:
(i) feXKV)?
(ii) f es no negativo en V(4
(791) f es no negativo en Reg(V),
(iv) f es no negativo en algin abierto Zariski contenido en V.

DEMOSTRACION. Comencemos por probar que (i) = (i4). Si f es una suma de cuadrados
de IC(V), entonces existen g1,...,9, ¥ h1,...,h, en P(V), con los h; no nulos, tales que:

f = (91/h1)2 +...+ (gr/hr)g'

Sea Z C V el conjunto de puntos en que se anulen todos los h; simultdneamente, que puede
escribirse como Z = Zgn(hy,...,h,) NV. Observamos que si p € V'\ Z, es decir si no se anulan
todos los h;, entonces f(p) > 0, dado que f es una suma de cuadrados. Més atin, la funcién
polinomial que define f es continua para la topologia euclidea sobre A™(R), y ha de tenerse que
f(p) > 0 para cada p € claug,.(V \ Z). El conjunto Z es interseccién de cerrados Zariski, por
lo que sera también un cerrado Zariski, y ademaés esta estrictamente contenido en V', por lo que
aplicando la Afirmacién (ii4) de la Proposicién 3.3.3 se tendrd que dim(Z) < d. Si tomamos
p € V con dim(V,) = d, entonces ningun entorno semi-algebraico para la topologia euclidea
puede estar contenido en Z y se sigue que V(% C claug(V '\ Z). Por esto dltimo, se tiene que
f es no negativa en todo V(4.

La implicacién (i) = (iii) se sigue de la Proposicién 3.3.8, dado que Reg(V) C V(@; mientras
que (iii) = (iv) se cumple porque Reg(V) es un abierto Zariski no vacio.

Terminemos viendo que (iv) = (i). Sea U C A"(R) un abierto Zariski no vacio tal que f
sea no negativo en U. Sea Z = V\U = V N (A"(R) \ U), que serd un cerrado Zariski y
por ende son los ceros de una familia finita de polinomios A, ..., h,. Se define otro polinomio
h = h? + ...+ h2, que satisface h=1(0) = Z y por ello es distinto de 0 como elemento de
P(V). Supongamos que f ¢ > K(V)2 Aplicando la Proposicién 2.1.10, se tiene la existencia
de alguna ordenacién < de K(V) para la que f es negativo. Sea Ry una clausura real de
(K(V), <). Entonces, por el Lema 2.1.12, se tiene que v/—f es un elemento de R;. Se define el
morfismo de R-algebras ¢ : (P(V)n)[T]/(fT?*+1) — Ry tal que ¢(g+ (fT?+1)) = g para cada
g€ PV v ¢(T) = 1/+/—F. Aplicando ahora el Teorema del Homomorfismo de Artin-Lang
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1.2.10, se tendrd otro morfismo de R-algebras v : (P(V))[T]/(fT?+1) — R. Se define el punto
x = (Y(X1),...,9(Xy)), el cual cumple que h(0) # 0 y entonces = € U. Se cumple que:

() = FW(X1), .. (X)) = fz) <0 =1(0),

de lo que se deduce que si f ¢ > K(V)?, no se tendria que f sea no negativa en el abierto U,
y en conclusién, ha de cumplirse que f sea una suma de cuadrados de K(V). O

3.4. Problema de Hilbert Equivariante.

En esta seccién se muestra en forma de resumen la Versién Equivariante del Problema XVII
de Hilbert. Se escoge hacerlo de manera abreviada, sin pruebas, dado que excede el tamano
permitido para este TFG; aunque puede consultarse todas ellas en [BCR, 1998] o en las
fuentes que alli se citan. Esta versién del problema consiste en que todo polinomio simétrico
f € R[X4,...,X,] donde R es un cuerpo realmente cerrado y no negativo en A™(R) puede
escribirse en la forma:

T

f= Z 50i,
i=1

siendo cada s; una suma de cuadrados de polinomios simétricos y los d1, . .., d, unos polinomios
simétricos no negativos en A"(R) que no dependen del polinomio f escogido. La prueba se basa
en el hecho de que el conjunto de los (aq,...,a,) € A™(R) tales que el polinomio siguiente:

X7 — ale_l +...+ (=) "an,

escinde completamente en R es un conjunto cerrado basico salvo por un semi-algebraico de
dimensién inferior a n. Primero, es necesario definir a un conjunto cerrado bésico.

DEFINICION 27. (Conjunto Cerrado Basico y Conjunto Abierto Bésico)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V-.C A™(R) un conjunto algebraico. Se dice conjunto
cerrado bdsico de V' a todo subconjunto de la forma:

{reV: filz)>0,..., f.(x) >0},

donde f1,..., fr son polinomios de P(V'). Se dice conjunto abierto bdsico de V a cada subcon-
Junto del tipo:

{r eV: fi(z)>0,..., fr(x) >0},
con fi,..., fr € P(V).

OBSERVACION 3.4.1. Todo conjunto algebraico V' de A"(R) es cerrado bésico, pues si V es el
conjunto de ceros del ideal (f1,..., f.), entonces:

V={zeA"(R): fi(z) 2 0,—fi(x) 2 0,..., fr(x) = 0,—f(x) = O}.
Ademds, se observa que su complementario es de la forma:
A"(R)\V ={z € A™(R): f{(z)>0,..., f}(x) > 0},
de modo que los abiertos Zariski de A™(R) son conjuntos abiertos bésicos en A™(R).

Notese que los conjuntos cerrados bésicos y los conjuntos abiertos béasicos son clases de conjuntos
semi-algebraicos, y de hecho se ha definido a los conjuntos semi-algebraicos como unién finita
de cerrados bésicos.> Ahora, se define una relacién de equivalencia entre los conjuntos semi-
algebraicos contenidos en alguna variedad algebraica irreducible que distingue clases de semi-
algebraicos que sean iguales salvo por un conjunto de dimensién inferior a la de la variedad.”

3En [Recio, 1978]| se prueba que los conjuntos semi-algebraicos cerrados para la topologia euclidea sobre
A™(R) son de hecho uniones finitas de conjuntos cerrados bésicos, hecho que parece trivial por nuestra pre-
sentacién de los semi-algebraicos, pero que no lo es en un contexto en el que llamamos conjunto prealgebraico
a un conjunto dado por la Definicién 7 y los semi-algebraicos eran uniones finitas de intersecciones finitas de
condiciones de la forma f; > 0y g; = 0.

4Esta nocién fue introducida por L. M. Pardo en su Tesis Doctoral titulada “Aspectos computacionales en
la variacion de las raices de un polinomio: Curvas Algebraicas Reales y Componentes Analiticas” y con fecha
de 1987.
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DEFINICION 28. (Conjunto Genéricamente Basico)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico irreducible de A™(R). Un
par de conjuntos S y T semi-algebraicos contenidos en V se dicen genéricamente iguales en
V cuando dim(SAT) < dim(V), siendo A el operador diferencia simétrica de conjuntos. Un
conjunto S C 'V semi-algebraico se dice genéricamente bdsico en V si es genéricamente igual
con algun conjunto cerrado bdsico de V.

OBSERVACION 3.4.2. La relacién de igualdad genérica para subconjuntos semi-algebraicos de
una variedad algebraica irreducible es de equivalencia. Ademads, se tiene que todo conjunto semi-
algebraico de dimensién estrictamente menor que la variedad que lo contiene, es genéricamente
igual al vacio por la relacién definida sobre dicha variedad.

Se tiene el siguiente resultado que caracteriza a los conjuntos genéricamente basicos.
TEOREMA 3.4.3. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico irreducible

de A"(R). Sea S CV un conjunto semi-algebraico. Entonces, son equivalentes:

(1) S es genéricamente bdsico en V,
(ii) existe una familia f1,..., f. € P(V) de funciones polinomiales no negativas en S tales
que, para cada f € P(V) no negativo en S, existen gy, ..., g, € Y. K(V)? satisfaciendo:

F=> g
i=1
DEMOSTRACION. Vease el Teorema 6.2.3 de [BCR, 1998|. O

Este resultado se utilizard en la forma siguiente, adecuada al caso del anillo de polinomios
simétricos que es una sub-R-dlgebra del anillo de polinomios R[X7,..., X,].

COROLARIO 3.4.4. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V- un conjunto algebraico irreducible
de A™(R). Sea A una R-dlgebra que también es subanillo de P(V') y sea Frac(A) su cuerpo de
fracciones. Sea oy, ..., a, € P(V) una familia de generadores de A como R-dlgebra, y se define
la aplicacion:
a:V — A"(R)
pr— (6’01;(041), AR evp(ar))'

Se define también Z como la clausura Zariski de a(V') respecto de la topologia de Zariski sobre
A™(R). Entonces, se tienen las siguientes propiedades equivalentes:

(7) El conjunto a(V') es genéricamente bdsico en Z.
(i) Eziste una familia de funciones polinomiales f1,..., fr € A no negativas en V tales
que cada f € A no negativo en 'V es de la forma:

T
F=> a9t
i=1
con gi, ..., g, pertenecientes a > Frac(A)?.

DEMOSTRACION. Puede consultarse el Corolario 6.2.4 de [BCR, 1998]. O

Ahora, comencemos a tratar el caso particular de los polinomios simétricos. Sea R un cuer-
po realmente cerrado. Un polinomio f € R[Xi,...,X,] se dice simétrico si, ante cualquier
permutacién 7 del conjunto de las variables {X1,..., X,,}, se cumple que:

f(Xq, .., X)) = f(r(Xy),..., (X))

Para este conjunto de variables, se definen los siguientes polinomios simétricos:

o = Z X, ... Xj,, paracada k=1,...,n,

1<j1 <. <jr<n

que se conocen como los polinomios simétricos elementales. Esta familia de polinomios es al-
gebraicamente independiente sobre R, y también ocurre que todo polinomio simétrico f de
R[X1,...,X,] puede escribirse de manera unica en funcién de los polinomios simétricos ele-
mentales como f = Z?:l a;o; para algunos ay, ..., a, € R. Es decir, el anillo de los polinomios
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simétricos es la R-dlgebra finita R|o1,...,0,] generada por los polinomios simétricos elemen-
tales, y ademds es un subanillo del anillo de polinomios R[Xj, ..., X,]. Nétese que todas estas
observaciones llevan a que pueda usarse el Corolario 3.4.4 para el caso de A"(R) y la R-4lgebra
de polinomios simétricos en n variables y con coeficientes en R. En estos términos, se denotaria
por o a la aplicacién definida por o(p) = (evp(01),. .., evy(0y)) para cada p € A™(R). Si recor-
damos la introduccién de esta seccién, nos fijdbamos en el conjunto de los (a1, ..., a,) € A"(R)
para los que el polinomio f(X;) = X — a1 X' 4+ ... 4+ (—1)"a,, escinde completamente en
R. Precisamente, si aplicamos las Férmulas de Cardano-Vieta sobre este polinomio ménico,
encontraremos que ev,(0;) = aj, y en ese caso o(A"(R)) serd el conjunto de las posibles tuplas
(a1,...,ay,) de coeficientes de polinomios de la forma f(X;) que escinden en R. En definiti-
va, para poder utilizar el Corolario 3.4.4 necesitaremos probar que el conjunto o(A™(R)) sea
genéricamente basico en A"(R).

A continuacién, introducimos un método sobre el conteo de raices reales que se atribuye a
Hermite y a Sylvester. Con este, podremos ver no solo que o(A™(R)) es genéricamente bdsico
en A"(R), sino también dar de forma explicita algin conjunto cerrado bésico que sea genéri-
camente igual a o(A"(R)); e incluso llegar a dar ¢(A™(R)) como un conjunto cerrado bésico.
Consideramos el polinomio ménico de R[X;]:

f(Xy) =X — ale_l +...+(-D"ay,.

Supongamos que tiene todas sus raices en R y que estas son x1,...,T,. Dado un k € N, se
define la k-ésima suma de Newton de las raices de f como:

n

2: k
Nk: T,

i=1

que es un polinomio simétrico en las variables x1,...,x,. Las sumas de Newton se pueden
transformar, primero, en la evaluacién en el punto z = (x4, ..., x,) de los polinomios simétricos
elementales utilizando las Identidades de Newton-Girard, y luego, en los coeficientes aq, ..., a,
por medio de las Férmulas de Cardano-Vieta. De este modo, se tiene una transformacién lineal
de las coordenadas x1,...,%, a ay,...,an, y con esto se define la matriz:

H(ar, .- an) = (Nii—1)+(j—1))i=1,....n,

j=1,....n

que es una matriz simétrica y por ello tiene asociada una forma cuadratica real @, es decir, un
polinomio homogéneo de grado 2 de R[X7, ..., X,] donde R es algin cuerpo realmente cerrado.
Dicha forma cuadratica satisface la ecuacién matricial:

Q(X1,...,Xn) = XTH(ar,...,a,)X,

donde X denota al vector columna (Xi,...,X,). Esta relacién entre formas cuadréticas de
R[X1,...,X,] y matrices simétricas de M, x,(R) es biyectiva. Esto permite definir una relacién
de equivalencia en las formas cuadraticas a partir de la relaciéon de congruencia de matrices. Es
decir, un par de formas cuadraticas se dicen equivalentes si y solo si sus matrices asociadas son
congruentes. Para el caso de formas cuadraticas reales, ocurre que estas clases de equivalencia se
identifican de manera biunivoca dando el rango y la signatura de alguna de sus formas cuadrati-
cas. Se define el rango de una forma cuadrética @Q € R[X, ..., X,] como el rango de la matriz
simétrica asociada y se denota por rank(Q). Para una forma cuadrética real Q € R[X1,..., X,],
se tendra siempre otra forma cuadratica equivalente a () cuya matriz asociada sea la matriz
diagonal diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0). En tal caso, se define la signatura de la forma @
como el nimero de 1 menos el nimero de —1 de la matriz diag(1,...,1,—1,...,-1,0,...,0)
asociada a @ y se denota por sign(Q). Ademads, la suma del nimero de 1 y del nimero de —1 es
rank(Q). La buena definicién de la signatura y el hecho de que rango y signatura caractericen
a las clases de formas cuadraticas reales equivalentes se debe al conocido Teorema de Inercia
de Sylvester, que puede verse en el Apéndice F. Con esta terminologia ya puede entenderse el
siguiente resultado, que es la base del citado método de conteo de raices reales.

PROPOSICION 3.4.5. Sea el polinomio monico univariado f(X1) = X —ay X7 1. .4+ (=1)"a,
con coeficientes en un cuerpo R realmente cerrado. Entonces:

(1) La signatura de la forma cuadrdtica cuya matriz asociada es H(aq, ..., a,) es igual al
numero de raices distintas de f en R.
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(1) El rango de la matriz H(ay,...,an) es igual al nimero de raices distintas de f en la
clausura algebraica de R.

DEMOSTRACION. Puede verse la Proposicién 6.2.6 de [BCR,, 1998]. O

En realidad, no estamos interesados en el conteo de raices, sino en caracterizar a los elementos
de o(A™(R)). Se dice que una forma cuadrética real Q € R[X7,..., X, ] es semidefinida positiva
cuando Q(x) > 0 para todo z € A"(R), y se caracterizan por la condicién rank(Q) = sign(Q).
El resultado precedente permite probar la caracterizacién siguiente del conjunto o(A™(R)).

COROLARIO 3.4.6. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Un elemento (ai,...,a,) € A™(R)
pertenece a o(R™) si y solamente si H(aq,...,a,) es la matriz asociada a una forma cuadrdtica
real semidefinida positiva.

Existe otra caracterizaciéon de las formas cuadraticas reales semidefinidas positivas que se basa
en los menores principales de la matriz asociada. Si Q € R[X}, ..., X,] es una forma cuadrética
real y denotamos por Aq,..., A, a los menores principales de la matriz simétrica asociada a
@, entonces @) serd semidefinida positiva si y solamente si A; > 0,...,4, > 0. Este hecho
aplicado a cada matriz H(aq,...,a,), y considerando que A; = n en este caso, lleva a probar
el lema siguiente.

LEMA 3.4.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea H(ay,...,ay) la matriz definida previa-
mente a partir de las sumas de Newton y para cada (aq,...,a,) € A™(R), y denotamos por
Aj(ar, ... an), ..., Ap(ar,...,a,). El conjunto o(A™(R)) es genéricamente igual al conjunto
cerrado bdsico de A™(R) siguiente:

{(a1,-..,a,) € A"(R) : As(ay,...,an) > 0,...,An(a1,...,a,) > 0}
DEMOSTRACION. Constiltese el Lema 6.2.8 de [BCR, 1998]. O
Con esto ya puede probarse la Versién Equivariante del Problema XVII de Hilbert:

TEOREMA 3.4.8. (Solucién al Problema XVII de Hilbert Equivariante)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea [ un polinomio simétrico de R[X1,...,X,]. Si f es
no negativo en A™(R), entonces puede escribirse como:

f= zr: 5304,
im1

para algunas s, ..., S, sumas de cuadrados de funciones racionales simétricas y siendo d; pro-
ductos de la forma [[;_y(Aj(o1,...,00)) con cada €;; igual a 0 0 a1y siendo Ag,..., A,
los menores principales de la matriz H(o1, .. .,0,) definida a partir de las sumas de Newton de

los polinomios simétricos elementales.

DEMOSTRACION. Por el Lema 3.4.7, sabemos que el conjunto o(A™(R)) es genéricamente
igual a un conjunto cerrado bdsico de A"™(R), es decir, o(A™(R)) es genéricamente bésico.
Entonces, puede aplicarse el Corolario 3.4.4 tomando V = () y a los polinomios simétricos
elementales como generadores de la R-4lgebra que es el anillo de los polinomios simétricos, de
modo que el resultado queda probado. O

OBSERVACION 3.4.9. El conjunto o(A™(R)) puede de hecho escribirse como un conjunto cerrado
bésico. Si llamamos Dy, ..., Dan_1 alos menores simétricos de la matriz H(oq, . .., 0,), entonces
o(A™(R)) son los elementos © € A™(R) que cumplen las desigualdades D;(xz) > 0 para cada
i=1,...,27"—1.

3.5. Problema de Hilbert Cuantitativo.

Para finalizar el capitulo, se discute la Version Cualitativa del Problema XVII de Hilbert,
también de manera resumida por las limitaciones de espacio. Esta version del problema ataja
la cuestion del niimero minimo de cuadrados que se necesita para representar a cualquier suma
de cuadrados. Actualmente, se trata de un problema abierto y con mucha literatura detrés.
Aqui solo se presentara con cierto detalle una cota inferior para el caso de cuerpos formalmente
reales, basada en la Teoria de Formas Cuadraticas, y una cota superior para cuerpos realmente
cerrados basada en las formas multiplicativas de Pfister. Al terminar, trataremos de comentar
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los avances posteriores mas significativos. Estos son esencialmente cotas o ejemplos para un
nimero de variables muy bajo, ya que, insistimos, el problema sigue abierto. Comencemos por
definir la cantidad minima necesaria de cuadrados para representar a cualquier cuadrado para
un anillo en general.

DEFINICION 29. (Ndmero de Pitdgoras)

Sea A un anillo conmutativo. Se dice nimero de Pitdgoras de A, y se denota por p(A), al
minimo r € N tal que todo elemento de > A? tiene una representacion en A como suma de r
cuadrados o menos. Si no existe, se define p(A) = +oo.

Veamos algunos ejemplos que ya conocemos. Se observa que el Nichnegativstellensatz ayuda a
resolver esta cuestién para el caso de anillos de polinomios.

EJEMPLO 3.5.1. Veamos ejemplos de algunos nimeros de Pitagoras.

(1) Utilizando el Teorema de Lagrange de los Cuatro Cuadrados 2.1.9, se concluye que
p(Z) = p(Q) = 4.
(1) Si R es un cuerpo realmente cerrado, por el Lema 2.1.12 se sabe que p(R) = 1.
(11) Aplicando el Nichnegativstellensatz como en el Ejemplo 2.4.5, pueden encontrarse los
nimeros de Pitdgoras p(R(X)) =2 y p(R(X,Y)) = 4.
(1v) Puede verse en [CDLR, 1982] que si F' es un cuerpo formalmente real y dado n > 2,
se tiene que p(F[X1,...,X,]) = +o0.

Veamos ahora una cota inferior al niimero de Pitdgoras para anillos de polinomios F[X7, ..., X,,]
con F' un cuerpo formalmente real. Para ello, anadimos algunas ideas de la Teoria de las Formas
Cuadraticas a lo que ya se introdujeron en la seccién anterior, y que puede verse con mas detalle
en el Apéndice F. Dados un cuerpo K con caracteristica distinta de 2 y una forma cuadratica
Q € K[X4,...,X,], ya dijimos que se tiene una tnica matriz simétrica asociada a la forma Q y
que denotaremos por Mg. Esta matriz es la que satisface la igualdad Q(z) = 27 Mgz. Ocurre
que la matriz Mg también define una forma bilineal simétrica ¢g sobre el K-espacio vectorial
K™. De hecho, la relacion entre las formas bilineales simétricas de K™ y las formas cuadraticas
de K[X;,...,X,] es biyectiva. Se puede dar la siguiente expresién explicita de la forma bilineal
simétrica ¢¢g asociada a una forma cuadratica Q:

balw,y) = 5(Q +14) — Qz —)),

dados z,y € K". Una forma cuadratica se dird regular si el determinante de la matriz asociada
es no nulo, y se dira singular en caso contrario. Se introduce la operacién suma ortogonal de
un par de formas cuadréticas Q1 € K[X1,...,Xp] y Q2 € K[X1,...,X,,] como sigue:

Q1 L Q2(z @ y) = Q1(x) + Q2(y),

para cada x € K" y cada y € K™. Esta operacion permite expresar las formas cuadraticas
cuya matriz asociada sea diagonal de la manera siguiente. Si se denota por (u) a la forma
uX? de K[X;], entonces una forma Q(Xi,...,X,) = w4 X7 + ... + u, X2 de K[X1,..., X,]
vendrd expresada por (u1) L ... L (u,), y se denotard por (uy,...,u,). Ahora se define la
representacién de un elemento v € K no nulo por una forma cuadrética. Los elementos no
nulos de K coinciden con el conjunto K* de las unidades de K.

DEFINICION 30. (Representacion de Unidades por una Forma Cuadratica)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea @ € K[X1,...,X,] una forma cuadrdtica.
Sea K1 una K-dlgebra y sea u una unidad de K. Se dice que Q representa a u sobre Ky cuando
existe © € K] tal que Q(x) = u. Se denota por Dg, (Q) al conjunto de unidades de Ky que
vienen representadas por @ sobre K1. La forma Q se dird universal sobre K1 si Dk, (Q) contiene
a todas las unidades de K;.

La idea de representacién de una unidad u € K* sirve, por ejemplo, para determinar si puede
escribirse como una suma de n cuadrados. Si consideramos la forma cuadrética @ = (1,...,1)
perteneciente a K[Xq,...,X,], se tendrd que Dk (Q) es el conjunto de las sumas de n cua-
drados de elementos de K, o también puede considerarse el conjunto Dy (y,)(Q) de sumas de
n cuadrados de elementos de K(Y7). La representacién de unidades estd relacionada con la
propiedad de isotropia que definimos a continuacién.
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DEFINICION 31. (Isotropia y Anisotropia de una Forma Cuadratica)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Una forma cuadrdtica Q € K[Xq,...,X,]
se dice isdtropa si existe algin x € K™ no nulo tal que Q(x) = 0. Si esto se cumple para todo
r € K" no nulo, entonces Q) se dice totalmente isdtropa. En caso de mo ser isétropa, @ se dice
anisétropa.

La propiedad de isotropia de una forma cuadratica viene dada por dos vias diferentes. Consi-
deremos los siguientes ejemplos de formas isétropas.

EJEMpPLO 3.5.2. Dado un cuerpo K con caracteristica distinta de 2, se definen las siguientes
formas cuadrdticas isdtropas:

(1) (0) o cualquier suma directa de esta varias veces es una forma totalmente isotropa.
(1) El llamado plano hiperbdlico (1,—1) es una forma isdtropa y regular. Ademds, es
universal por ser equivalente con la forma X1 Xs.
(111) Se dice forma hiperbdlica a cualquier suma directa de planos hiperbdlicos, y también
son formas isotropas requlares y universales.
(1v) Una forma Q € K[X1,...,X,] serd isétropa dnicamente si es equivalente a (0) L Q'
con Q' € K[X1,...,Xn-1] 0a(1,-1) L Q" donde Q" € K[X1,...,X,_o].

El Apartado (1v) del ejemplo precedente es un corolario de la descomposicién de Witt, que
puede verse en el Apéndice F. Esta consiste en que cualquier forma puede descomponerse en
una suma directa de una forma totalmente isétropa (0, ...,0), una forma hiperbdlica y otra
forma anisétropa, y la descomposicién es tnica salvo equivalencia de las formas. Si la forma
en cuestién es regular, por ejemplo, entonces no tendria componente totalmente isétropa, pero
el caso es que puede descomponerse a lo sumo en 3 de estas componentes elementales. A
continuaciéon vemos un par de propiedades para formas regulares que no han de sorprendernos
mucho después del ejemplo anterior. En particular se comprueba que toda forma regular e
isétropa es universal.

TEOREMA 3.5.3. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea Q € K[X1,...,X,]
una forma cuadrdtica reqular. Se satisface las siguientes propiedades:
(1) Si Q es isétropa, entonces es equivalente a la forma (1,—1,as,...,a,) para algunos
as,...,a, € K no nulos.

(i1) Si Q es isdtropa, entonces es universal.

DEMOSTRACION. Véase la prueba del Teorema 3.4 del Capitulo 1 de [Lam, 1973]. O

Para dar la cota inferior deseada de p(F[X1, ..., X,]), se utilizard unos resultados sobre repre-
sentacion de unidades conocidos como Teoremas de Representacién. El primero de ellos puede
probarse a partir del resultado precedente y queda escrito a continuacién.

COROLARIO 3.5.4. (Primer Teorema de Representacion)

Sean K un cuerpo con caracteristica distinta de 2, Q € K[X1,...,X,] una forma cuadrdtica
reqular y u € K* una unidad. Entonces, u € Dk (Q) si y solamente si Q) es equivalente a otra
forma (u) L Q' donde Q' es a su vez una forma cuadrdtica de K[X,...,Xn_1].

DEMOSTRACION. Véase el Corolario 3.5 del Capitulo 1 de [Lam, 1973]. O

Para dar el Segundo Teorema de Representacién, es necesario introducir antes el siguiente
resultado conocido como el Teorema de Cassels-Pfister.

TEOREMA 3.5.5. (de Cassels-Pfister)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea Q € K[X, ..., X,] una forma cuadrdtica.
Sea un polinomio no nulo f € K[Y1] representado por la forma Q sobre el cuerpo de funciones
racionales K (Y1), es decir, f € D (y,)(Q) N K[Y1]. Entonces, se tiene que:

(i) El polinomio f estd representado por la forma Q sobre K[Y1], es decir, f € Dgy,1(Q).
(i1) Sia € K no es una raiz de f, entonces f(a) € Dg(Q).

DEMOSTRACION. Puede encontrarse una prueba del resultado completo en el Teorema 1.3
del Capitulo 9 de [Lam, 1973], pero también puede seguirse la prueba de la Afirmacién (¢) del
Teorema 6.4.5 de [BCR, 1998]. O
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En realidad, nos interesa dnicamente la Afirmacién (¢) del resultado precedente para seguir la
prueba de [BCR, 1998]. El siguiente resultado es la versién que se muestra en [BCR, 1998]
del llamado Segundo Teorema de Representacion, que puede enunciarse de forma alternativa
como el Teorema 2.1 del Capitulo 9 de [Lam, 1973].

PROPOSICION 3.5.6. (Segundo Teorema de Representacion)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea Q € K[X1,...,X,] una forma cuadrdtica
regular con n > 1. Sea a € K un elemento cualquiera y sean by,...,b, € K* las unidades tales
que @ = (by,...,b,). Entonces, son equivalentes las siguientes dos propiedades:

(i) la forma Q representa a b1Y? + a sobre K(Y1), es decir, biY? + a € Dy v,)(Q),
(i7) o bien a € Dg((ba,...,bn)), 0 bien Q es isdtropa.

DEMOSTRACION. Constiltese la Proposicién 6.4.7 de [BCR, 1998]. O

En vista de los dos resultados precedentes, puede hacerse un argumento de induccién en el
numero de variables n del anillo F[Xy,...,X,] para ver la propiedad siguiente. Esencialmente
basta con tomar by = ... = b, = 1 en la Proposicién 3.5.6 y darse cuenta de que si Y + a se
una suma de n > 1 cuadrados en F[Y]] entonces, o bien —1 es una suma de n — 1 cuadrados
en F', o bien a es suma de n — 1 cuadrados de F'. Por esto es que se pide que F' sea un cuerpo
formalmente real.

COROLARIO 3.5.7. Sea F' un cuerpo formalmente real. Entonces:

(i) el polinomio 1+ X2+. . .+X?2 es una suma de cuadrados de elementos de F(X1,...,X,)
que no puede expresarse como suma de n cuadrados,

DEMOSTRACION. Puede consultarse el Corolario 6.4.8 de [BCR, 1998]. O

De la Afirmacién (i) de este resultado y teniendo en cuenta que todo elemento positivo de un
cuerpo realmente cerrado es un cuadrado, se sigue que si F' = R es un cuerpo realmente cerrado,
entonces p(R(X1, ..., X,)) > n+1. Pasemos a ver una cota superior para el nimero de Pitdgoras
de R(X4,...,X,). Para ello se expone algunos aspectos de las formas cuadraticas multiplicativas
de Pfister, de los que se sirve [BCR, 1998] para dar una prueba que no reproduciremos aqui.
Comencemos por definir otra operaciéon de formas cuadraticas, el producto tensorial.

Sean K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y Q1 € K[X1,...,X,], Q2 € K[Y1,...,Y]
un par de formas cuadraticas. Entonces, se define la forma producto tensorial Q = Q1 ® Q2
como aquella que satisface la ecuacién:

Qr ®@y) = Q1(2)Q2(y),

para todo x € K™ y todo y € K™. Nétese que la forma cuadréatica () pertenece al anillo
K[X1,...,Xnm]- En caso de utilizarse la notacién Q1 = {(a1,...,an), Q2 = (b1,...,bm), se
tendra que el producto tensorial de formas es:

Q = Q1 X QQ = <a1b1, ceey1by, agby, ... ,anbm>.

Ahora pasamos a definir a las formas de Pfister haciendo uso de este producto tensorial.

DEFINICION 32. (Forma de Pfister)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Una forma cuadrdtica @ € K[Xq,...,Xan]
se dice de Pfister cuando existen unas unidades uq, ..., u, € K* tales que:
Q=1u)®...0 (1,up).
De forma abreviada se escribird Q = ((uq,...,un)). También se define la forma asociada a Q:
Q = (Ut .oy Up,y Uy .y UL - - Uy,

que se dice forma o subforma pura de la forma de Pfister Q.

OBSERVACION 3.5.8. Siguiendo la notacién de la definicién previa, se tiene que la forma pura
de Pfister Q' es exactamente la forma () si se desarrolla iterativamente como sigue:

(1,u1) ® (1,u2) = (1,u1, uz, urug),

pero quitando la componente (1) al final del proceso. Es decir, que @ = Q" L (1).
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Las formas de Pfister tienen la propiedad de ser formas multiplicativas. Que una forma cuadrati-
ca Q € K[Xy,...,X,] sea multiplicativa significa que para todo z € K™ tal que Q(z) # 0, la
forma @ es equivalente a Q(X)Q. Puede probarse que las formas de Pfister son multiplicativas.
La prueba que se sigue en [BCR, 1998] utiliza el siguiente lema.

LEMA 3.5.9. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea la forma cuadrdtica definida
como Q = {(a,b) a partir de a,b € K. Si una unidad u € K* viene representada por Q sobre K,
esto es si u € D (Q), entonces la forma cuadrdtica @ serd equivalente a u(l, ab).

DEMOSTRACION. Puede seguirse la prueba en el Lema 6.4.9 de [BCR, 1998|. O
TEOREMA 3.5.10. Toda forma de Pfister es multiplicativa.
DEMOSTRACION. La demostracion se encuentra en el Teorema 6.4.11 de [BCR,, 1998]. 0

Una forma de Pfister definida sobre un cuerpo K tiene asociado un subgrupo multiplicativo de
K*, que es el conjunto de unidades de K representadas por dicha forma de Pfister.

COROLARIO 3.5.11. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea @ = ((a1,...,an))
una forma de Pfister definida por ay,...,a, € K. Entonces, D (Q) es un subgrupo multiplica-
tivo de (K*,-) y se denota por Gg.

DEMOSTRACION. La prueba se encuentra en el Corolario 6.4.12 de [BCR, 1998]. O

Este resultado puede usarse para deducir propiedades de las sumas de 2™ cuadrados sin més que
considerar la forma de Pfister @ = ((1,...,1)) definida sobre un cuerpo K con caracteristica
distinta de 2. Como G¢ es un grupo con la operacién producto y sus elementos son las sumas
de 2" cuadrados, es decir los elementos que vienen representados por X7 + ...+ X2, entonces
el producto de sumas de 2" cuadrados de elementos de K serd otra suma de 2" cuadrados de
K. Pasamos a ver un lema que precede a la prueba del resultado de Pfister.

LEMA 3.5.12. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2, y sea Q = {{ai,...,a,)) una
forma de Pfister reqular, es decir con a,...,a, € K*. Sea Q' la forma pura de Q y sea
b€ Dk (Q'). Entonces, existen unas unidades ug, ..., u, € K* tales que Q es equivalente a la
forma de Pfister ((b,uga,...,up)).

DEMOSTRACION. Véase el Lema 6.4.15 de [BCR, 1998]. O

Otro resultado que serd necesario a la hora de probar la cota de Pfister es aquel que se conoce
como el Teorema de Tsen-Lang. Enunciaremos sin demostracién este teorema tal y como puede
encontrarse como el Teorema 6.4.16 de [BCR, 1998]. Se hablard de grado de trascendencia de
una extension, nocién que fue introducida en el Apéndice C pero que resumimos brevemente. En
el contexto de una extensién de cuerpos L/ K, una familia {a1,...,a,} C L se dird algebraica-
mente independiente sobre K si para cada f € K[X7, ..., X,| que satisface f(a1,...,a,) =0se
tiene necesariamente que f = 0. Salvando algunas consideraciones previas que han de hacerse
utilizando el Lema de Normalizacién de Noether (puede verse en el Apéndice C), indicamos
simplemente el resultado conocido como Teorema de Intercambio de Steinitz, que es crucial en
la definicién de la base y del grado de trascendencia de una extensién de cuerpos.

TEOREMA 3.5.13. (de Intercambio de Steinitz)

Sea L/K una extension finitamente generada. Sean {ai,...,a;} y {b1,...,bs} dos familias
finitas de elementos de L que son algebraicamente independientes sobre K y tales que las ex-
tensiones de cuerpos L/K(ay,...,a,) y L/K(by,...,bs) sean finitas. Entonces r = s.

DEMOSTRACION. Véase el Lema 18.5 de [Stewart, 1972]. O

Este resultado viene a decir algo as{ como que en una extensién de cuerpos L/K trascendente,
cualquier cuerpo intermedio H tal que la extensién L/H sea finita, es decir que se elimine la
‘parte trascendente’ que hay entre K y L, sea una K-algebra finitamente generada por una
familia de elementos que son algebraicamente independientes y en particular, trascendentes.
Estos generadores del cuerpo intermedio H hacen las veces de una base, y se denominan una
base de trascendencia de la extension, siendo el grado de trascendencia el tamano de dicha base,
que no necesariamente sera unica. Se definen ambos conceptos a continuacién.
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DEFINICION 33. (Base y Grado de Trascendencia)

Sea L/K wuna extension de cuerpos finitamente generada. Se dice base de trascendencia de L
sobre K a cualquier conjunto finito B C L algebraico sobre K y tal que L/ K (B) es una extension
de cuerpos finita. Se dice grado de trascendencia de la extension al cardinal de cualquiera de
sus bases de trascendencia, y denota por grir(L).

Con todo esto ya puede comprenderse el enunciado siguiente.

TEOREMA 3.5.14. (de Tsen-Lang)

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea L/K una extension de cuerpos con grado de
trascendencia n. Sea f € L[X1,...X,] un polinomio homogéneo de grado d de manera que
m > d". Entonces existe x € L™ \ {0} tal que f(z).

DEMOSTRACION. Puede consultarse el Teorema 6.4.16 de [BCR,, 1998]. O
La propiedad destacable de este resultado para el contexto en el que nos movemos es la siguiente.

COROLARIO 3.5.15. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea L/ K una extension de cuer-
pos con grado de trascendencia n. Entonces, toda forma cuadrdtica definida sobre L[ X1, ..., Xp]
con m > 2" ha de ser isotropa.

DEMOSTRACION. Es una deduccién inmediata del Teorema 3.5.14 tomando d = 2. O

El siguiente resultado se basa en el Teorema de Tsen-Lang y su corolario, y serd central en la
prueba de la cota de Pfister.

TEOREMA 3.5.16. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea L/R una extension de cuerpos

con grado de trascendencia n. Sea la forma de Pfister reqular Q = {{uy,...,u,)) dada por las
unidades uy, ..., u, € R*. Entonces, cada b € > L* viene representado por la forma de Pfister
Q sobre L, es decir, b € Dr(Q).

DEMOSTRACION. Puede verse el Teorema 6.4.17 de [BCR, 1998|. O

Finalmente, tenemos el resultado de Pfister. Veremos que su redaccién nos recuerda al Teorema
3.3.10 de la generalizacién de Artin a variedades algebraicas irreducibles, y que efectivamente es
una mejora que introduce una cota superior del nimero de cuadrados con que puedan escribirse
los polinomios no negativos.

TEOREMA 3.5.17. (de Pfister)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V. C A™(R) una variedad algebraica irreducible con
n = dim(V'). Entonces, toda funcién polinomial f € P(V) que sea no negativa en algin abierto
Zariski de V' puede escribirse como suma de 2" cuadrados de elementos de K(V).

DEMOSTRACION. Aplicando el Teorema 3.3.10, se tiene que las funciones polinomiales de
P(V) que sean no negativas en algtin abierto Zariski de V' son exactamente los elementos de
S"K(V)2. Para ver que dichos elementos sean sumas de 2" cuadrados, se usa el Teorema 3.5.16
con la forma de Pfister Q = ((1,...,1)) y con L = (V). Tan solo queda probar que la extensién
de cuerpos K(V)/R tiene grado de trascendencia n, que se indica en el Corolario C.31. O

Para concluir la seccién, hagamos acopio de lo que se ha probado hasta ahora.

COROLARIO 3.5.18. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, el nimero de Pitdgoras de
R(X:...,X,) viene acotado por las siguientes desigualdades:

n+1<pR(Xy,...,X,)) <2™.

DEMOSTRACION. Se sigue de aplicar el Corolario 3.5.7 tomando F = R y el Teorema 3.5.17
con V = 0. O

La cota inferior de p(R(X71, ..., X)) que hemos visto se atribuye a Cassels. Varios anos después
de dar este resultado, establecié una cota mas estricta junto con W. S. Elliston y Pfister. La
cota en cuestién es la siguiente, con las notaciones del resultado anterior:

p(R(X1,...,Xpn)) > n+2,

para n > 2. En particular se tiene que p(R(Xi,X3)) = 4, aunque el problema de conocer
p(R(X1,...,X,)) para n > 3 sigue abierto.



Apéndice A

Teoria de Artin-Schreier.

En esta seccién veremos aspectos fundamentales de la Teoria de Cuerpos Ordenados y de la
Teoria de Cuerpos Realmente Cerrados que surgen a raiz del trabajo de Artin y Schreier. La
nocién de cuerpo ordenado se remonta a la década de 1890 y la present6 Hilbert en alguno de sus
numerosos trabajos.! La definicién que dio se basaba en una relacién de orden sobre un cuerpo
que ademads fuese compatible con sus operaciones de cuerpo. En la década de 1920 apareci
lo que a dia de hoy se conoce como la Teoria de Artin-Schreier, publicada en sus trabajos
conjuntos de 1926 y 1927. En estos se hablaria de cuerpos ordenados en términos de conos
positivos en lugar de un orden explicito. Esta formalidad permite un estudio més sistemético
de las ordenaciones que admite un cuerpo, y es uno de los objetos de estudio principales de la
Teoria de Cuerpos Ordenados. También introdujeron la idea de cuerpo realmente cerrado, como
una generalizacién del cuerpo R de los reales y como una especie de clausura de los cuerpos
ordenados.

Dedicaremos los dos primeros apartados a revisar los resultados principales de la Teoria de
Artin-Schreier, que esencialmente serd una recopilacién ordenada de las ideas que aparecen en
las Secciones 1.1 y 2.1. Cada apartado culminard con uno de los Teoremas de Artin-Schreier,
siendo el primero sobre la equivalencia entre cuerpos ordenados y cuerpos formalmente reales
y el segundo sobre una caracterizaciéon de los cuerpos realmente cerrados a través de su clau-
sura algebraica. Seguidamente, veremos ejemplos muy distintos de cuerpos ordenados y algun
resultado util para estudiar a las ordenaciones de un cuerpo ordenado. También mencionare-
mos al Principio de Transferencia como una propiedad de los cuerpos realmente cerrados. Para
terminar, se anade algunos resultados de anélisis real que son validos para cuerpos realmente
cerrados y tratard de explicarse que la Propiedad de Arquimedianidad de un cuerpo ordenado
es lo que distingue a R del resto de cuerpos realmente cerrados y hace que no todo el anélisis
real sea vélido para estos cuerpos.

Para la elaboracién de este apéndice se ha seguido las notas de [Gentile, 1992], el Capitulo 1
de [BCR, 1998] y el Capitulo 2 de [BaSh, 2000].

Cuerpos Ordenados.

En esta subseccion presentaremos las definiciones y resultados elementales en relacién con el
Teorema de Artin-Schreier para Cuerpos Ordenados, que esencialmente supone la equivalencia
entre los cuerpos formalmente reales y los cuerpos que admiten ordenacién. Los cuerpos for-
malmente reales se definen por una propiedad que distingue a los cuerpos Q y R de C, como
vemos a continuacién.

DEFINICION 34. (Cuerpo Formalmente Real)
Un cuerpo F' se dice formalmente real cuando para cada x1,...,x, € F' se tiene que:

2 2 _ — —
ri+...ta,=0=2=...=2,=0.

Los cuerpos Q y R son ejemplos de cuerpos formalmente reales, mientras que el cuerpo C de los
complejos no lo es por i2+1 = 0. Se observa ademés que los cuerpos con caracteristica finita no
pueden ser formalmente reales, dado que si F' es un cuerpo con caracteristica n € N, entonces

Ipyede verse en el Enunciado 2.1.5 de [BaSh, 2000] las propiedades del orden de R que senalaba Hilbert.
Estas difieren en la llamada Propiedad de Tricotomia de la presentacién que se hace de ellas hoy dia como
la definicién de cuerpo ordenado que veremos en el texto, mas adecuada a la idea de cono positivo de una
ordenacion.
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puede escribirse que:

nl=1+...+1*=0.
En particular esto implica que ningin cuerpo finito es formalmente real. Ahora pasamos a
definir a un cuerpo ordenado. Lo haremos a partir de una ordenacion, es decir, un orden de los
elementos del cuerpo que sea compatible con sus operaciones.

DEFINICION 35. (Cuerpo Ordenado)
Sea F un cuerpo. Se dice ordenacion del cuerpo F a una relacion de orden total < que cumpla:
(i) z<y=z+z<y+z para cada x,y,z € F,
(1i)) 0<2zA0<y=0<uzy para cada x,y € F.
En tal caso, se dice cuerpo ordenado al par (F,<). Se dird que F no admite ordenacidn si no
eziste alguna ordenacion < de F.

OBSERVACION A.1. Las propiedades de cuerpo ordenado implican que —1 < 0. M4s atn, esto
combinado con la Propiedad (¢) de la definicién precedente implica que:

nl=14...+1<nl+1.
Veamos algunos ejemplos bésicos de cuerpos ordenados.

EJEMPLO A.2. Se muestra ejemplos de cuerpos que son y que no son ordenables:

(1) Los cuerpos Q y R son cuerpos que admiten una tdnica ordenacion.
(11) El cuerpo C de los complejos no admite ordenacion.
(1) En vista de la Observacion A.1, los cuerpos con caracteristica finita, y en particular
los cuerpos finitos, no admiten ordenacion.

Como se anticipd, esta definicién de cuerpo ordenado no es la mas funcional a la hora de probar
las propiedades de esta clase de cuerpos. Introducimos a continuacién la nocién de cono, que
como veremos estard relacionada con las ordenaciones de un cuerpo.

DEFINICION 36. (Cono, Cono Propio)
Sea A un anillo conmutativo. Un subconjunto P C A se dice cono si cumple:
(i) x +y € P para cada z,y € P,
(ii) xy € P para cada x,y € P,
(iii) v € A= 22 € P.
P se dice cono propio si ademds cumple:
(iv) —1¢ P.

Veamos, antes que nada, algunos ejemplos basicos de conos y conos primos.

EJEMPLO A.3. Los siguientes son ejemplos de conos sobre un anillo conmutativo A:

(1) Se denota por Y A? al conjunto de las sumas de cuadrados de elementos de A (algunas
de sus propiedades ya se vio en la prueba de la Proposicidn 1.3.8), el cual es un cono
de A que estd incluido en cualquier otro cono de A.

(11) Dada una familia de conos de A, se tiene que su interseccidn es también un cono de
A. Si ademds alguno de los conos de la interseccion es propio, la interseccion de ellos
serd un cono propio.

(1) El ejemplo anterior permite definir el menor cono que contiene a otro cono P y a la
familia {a;};c; de elementos de A, que se denota por:

Pl{aj}jes] = N o
PU{a;};esCQ
QCA cono

Puede verse en la Proposicion 2.1.8 que los elementos de P[{a;}jes] son de la forma
p+ 22:1 qib; con p,q1,...,q, € P y siendo cada b; un producto finito de elementos
del conjunto {a;}jecs. En particular se tiene que los elementos de Pla] para cualquier
a € A serdn de la forma p+qa con q,p € A. Con la notacion de menor cono generado,
el menor cono que contiene a la familia {a;};c; seria Y A*[{a;};es].

(1v) Dado un cuerpo ordenado (F, <), se define al conjunto de los elementos no negativos
de F como P ={x € F : x> 0}. El conjunto P es un cono propio de F, independien-
temente de su ordenacion, y se dice el cono positivo asociado a <.
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Es destacable que el conjunto de los elementos no negativos de una ordenacién sea precisamente
un cono propio. Si se dispone de un conjunto P de los elementos positivos de un cuerpo ordenado
(F, <), la relacién entre un par de elementos z,y € F viene dada por z < y cuando y —x € P,y
por x > y si x —y € P. Sin embargo, para definir la ordenacién a partir de un cono no basta con
que este sea propio, sino que ademas tiene que poder definir un orden total en todo el cuerpo.
Esto se traduce en el siguiente resultado.

PROPOSICION A.4. Sea (F, <) un cuerpo ordenado y sea P = {x € F : x > 0} su cono positivo.
Se define al conjunto —P = {x € F: —x € P} y con esto, se cumple la siguiente propiedad:

(vy PU-P=F.
Por otro lado, si QQ es un cono propio de algin cuerpo H que satisface (v), la siguiente relacion
define una ordenacidon sobre H:
r3ysy—req,
y ademds Q es cono positivo para el cuerpo ordenado (H,=). Se dird cono positivo a todo cono
propio de un cuerpo que ademds satisfaga la propiedad (v).

La relaciéon que existe entre el conjunto de los conos positivos de un cuerpo con el conjunto
de sus ordenaciones es biunivoca, es decir, una ordenacion da lugar a un Unico cono positivo
y reciprocamente un cono positivo define a una unica relacién de orden que es ordenacién
del cuerpo. La importancia de la nocién de cono positivo radica en conocer la estructura del
conjunto de los conos de un cuerpo. Para llevar esto acabo, es conveniente observar que si P es
un cono del cuerpo F que no es cono propio, es decir que si —1 € P, entonces P = F.? Dicho de
otra forma, los conos propios de F' coinciden con los subconjuntos propios de F' que son conos.
Entonces basta con estudiar al conjunto Ag de los conos propios de un cuerpo y para ello es
1util la proposicion siguiente.

PROPOSICION A.5. Sea F' un cuerpo, y sea A el conjunto de los conos propios de F. Si Ar es
no vacio, entonces F admite ordenacion. Ademds, el conjunto de conos propios mazimales para
la inclusion serd el conjunto de conos positivos de cada una de las ordenaciones que admite F.

De este resultado se deducen varias cosas sobre la estructura del conjunto Ap de los conos
propios de un cuerpo F. En primer lugar, como Y F? es un cono que estd contenido en cualquier
otro cono de F', se tiene la equivalencia siguiente:

Ap=0&-le> F°

También, el cono Y F? es el elemento minimal de Ar ordenado por la relacién de inclusién y
los conos positivos de F' seran los elementos maximales. Hay un detalle mas, y es que si este
elemento maximal es tinico, entonces existe un tnico cono propio y cono positivo > F2.

PROPOSICION A.6. Sea F un cuerpo, y sea Ap el conjunto de los conos propios de F. Si Ap
es no vacio, entonces Y F2 es la interseccion de los elementos mazimales de A respecto de la
relacion de inclusion.

En consecuencia, los cuerpos que admiten una ordenacién tnica vendran ordenados por el
conjunto de sus sumas de cuadrados, como es el caso de Q para el que puede verse el Teorema
de Lagrange de los 4 Cuadrados 2.1.9, o de R para el que se verd que toda suma de cuadrados
es de hecho un cuadrado. Con este preambulo, ya seria posible dar una prueba del resultado
de Artin y Schreier sobre cuerpos ordenados, el cual establece la equivalencia entre cuerpo
formalmente real y cuerpo que admite ordenacion.

TEOREMA A.7. (de Artin-Schreier para Cuerpos Ordenados)
Sea F' un cuerpo. Son equivalentes:

(i) F es cuerpo formalmente real, es decir, se cumple que para cada x1,...,2, € F,
S-a? =0 implica que x1 = - =z, =0,
(i) =1 ¢ > F?,

(iii) F admite ordenacion.

2Para probar esto basta observar que > F2[—1] = F, ya que para cualquier z € F puede escribirse que
z=[(1+2)%2+(-1)(1 —2)2]/4 y Q es un subcuerpo de F por ser F un cuerpo infinito.
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Cuerpos Realmente Cerrados y Clausura Real.

A continuacién veremos el otro resultado caracteristico de la Teoria de Artin-Schreier, aquel
que trata sobre cuerpos realmente cerrados y su clausura algebraica. Los cuerpos realmente
cerrados son un ejemplo particular de cuerpo formalmente real que incluye al cuerpo R de los
reales pero no a Q. Ya senalamos que en R cada elemento positivo es un cuadrado y que esto
no sucede asf para Q. Lo que sucede es que existe algiin a € Q positivo (por ejemplo a = 2) tal
que la extensién algebraica Q[X]/(X? — a)/Q es no trivial y ademds existe alguna ordenacién
de Q[X]/(X? — a) que extiende a la de Q. La idea de cuerpo realmente cerrado se basa en
llegar a una extension del cuerpo formalmente real que incluya todas estas raices cuadradas de
elementos positivos. Dicho esto, no resultard arbitraria la definicién siguiente.

DEFINICION 37. (Cuerpo Realmente Cerrado)
Se dice cuerpo realmente cerrado a todo cuerpo formalmente real que no tenga una extension
de cuerpos algebraica propia que ademds sea un cuerpo formalmente real.

Notese del ejemplo de la introduccién que el cuerpo Q de los racionales no cumple con la
definicién de cuerpo realmente cerrado. Por otra parte, R si que es un cuerpo realmente cerrado,
ya que por el Teorema Fundamental del Algebra se sabe que C es la unica extension algebraica
propia de R y este no admite ordenacién. Conviene aclarar una cuestién sobre el ejemplo de
la extensién Q[X]/(X? — a) del cuerpo Q, y es que en primer lugar, se dice que F/H es una
extension de cuerpos cuando F' y H son cuerpos y ademads existe un morfismo inyectivo de H
en F. Ahora bien, en el citado ejemplo querfamos decir que Q[X]/(X? — a)/Q resulta ser una
extension algebraica de cuerpos ordenados, y esto quiere decir que el morfismo inyectivo de Q
en Q[X]/(X? — a) (asumiendo una ordenacién en cada uno de ellos) cumple que es ademéas
ordenado. Definimos la idea de un morfismo ordenado.

DEFINICION 38. (Morfismo Ordenado)

Sean (F, <) y (H,=) un par de cuerpos ordenados de conos positivos P y @Q, respectivamente.
Sea ¢ : F — H un morfismo de cuerpos. El morfismo ¢ se dice ordenado cuando ¢(P) C Q.
Si ademds se cumple que el morfismo ¢ es una aplicacion biyectiva y que su inversa satisface
¢~ HQ) C P, se dird que ¢ es un isomorfismo ordenado y que los cuerpos ordenados (F,<) y
(H, %) son cuerpos ordenados isomorfos.

Con las notaciones de la definicién precedente, observemos un morfismo ordenado ¢ : F — H
cumple que si < y para un par de elementos z,y € F, entonces ¢(z) =< ¢(y). Retomando el
tema principal, veamos que efectivamente los cuerpos realmente cerrados cumplen con aquella
propiedad que destacdbamos en R.

PROPOSICION A.8. Todo cuerpo realmente cerrado admitird una unica ordenacion en la que
sus elementos positivos serdn los cuadrados.

En el Apéndice E se verd que esta propiedad lleva a definir la norma euclidea en el espacio afin
A™(R) definido sobre un cuerpo realmente cerrado R, y con ello una topologia euclidea sobre
A"(R). Pasamos a ver el resultado de Artin y Schreier para cuerpos realmente cerrados.?

TEOREMA A.9. (de Artin-Schreier para Cuerpos Realmente Cerrados)

Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado. Si R es un subcuerpo propio de K tal que K/R es
una extension de cuerpos de grado [K : R] finito, entonces R es un cuerpo formalmente real y
su clausura algebraica serd el cuerpo R[\/—1] isomorfo a K.

Puede enunciarse también la caracterizacién siguiente sacada del Teorema 1.2.2 de [ BCR, 1998],
que es también la que veremos de forma reducida durante la Seccién 2.1.

TEOREMA A.10. Sea F un cuerpo. Entonces, son equivalentes:

(i) F es un cuerpo realmente cerrado.
(1i) F admite una dnica ordenacion cuyos elementos positivos son los cuadrados de F, y
ademds todo polinomio f € F[X] de grado impar tiene alguna raiz en F.
(iit) El anillo F[X]/(X? +1) es un cuerpo algebraicamente cerrado.

3Puede consultarse esta presentacion del resultado de Artin-Schreier junto con una prueba en el TFG de
M. E. Lépez titulado “Cuerpos Ordenados” con fecha de 2018.
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Para concluir el apartado volvemos sobre el ejemplo del inicio, en el que dijimos que el cuerpo
Q puede ir extendiéndose en otros cuerpos formalmente reales anadiendo las raices cuadradas
de sus elementos positivos (por raiz cuadrada de un elemento a € F entenderemos que es la
raiz del polinomio X? — a que es positiva para la extensiéon de cuerpos ordenados Fla]/F). La
cuestion aqui es si para todo cuerpo formalmente real puede darse un cuerpo realmente cerrado
que sea una extensién algebraica de este que respete su ordenacién y que sea maximal de entre
todas estas extensiones algebraicas. Primeramente nombraremos a este tipo de extensién.

DEFINICION 39. (Clausura Real)

Sea F' un cuerpo formalmente real junto con una ordenacion <. Se dice clausura real de F' a
toda extension algebraica R de F' que sea cuerpo realmente cerrado y cuya unica ordenacion
extienda a la de F.

Queda claro por el Teorema Artin-Schreier para Cuerpos Realmente Cerrados A.9 que de existir
una clausura real R de un cuerpo ordenado F', la extensién R/F no puede tener grado finito.
Es decir, que la idea de ir anadiendo raices cuadradas ausentes una a una no es solvente en
cuestion de dar una extensién de este tipo, pero si que puede probarse su existencia a partir
de la existencia de una clausura algebraica para un cuerpo en general. Al igual que la clausura
algebraica, la clausura real de un cuerpo ordenado no sera unica, aunque si lo sera salvo F-
isomorfismos. Recordemos que un F-isomorfismo de un par de extensiones del cuerpo F' es un
isomorfismo entre dichos cuerpos que aplicado a elementos de F' (en el sentido de las inclusiones)
es la identidad.

TrEOREMA A.11. Todo cuerpo formalmente real F tiene clausura real. Ademds, si Ry y Ry son
un par de clausuras reales de F, existird un F-isomorfismo de Ry en Rs.

Terminemos con un ejemplo de clausura real. La clausura real del cuerpo Q de los racionales
no es R, sino que es el cuerpo Ry, de los nimeros reales algebraicos sobre Q.

Ejemplos de Cuerpos Ordenados y Clasificacién de Cuerpos Realmente Cerrados.

En esta subseccion se quiere tocar algunos temas relacionados con las nociones de cuerpo orde-
nado y de cuerpo realmente cerrado que siguen al trabajo de Artin y de Schreier. Comenzamos
con un pequeno estudio sobre cuerpos ordenados. Si F' es un cuerpo que admite ordenacién,
o equivalentemente un cuerpo formalmente real, se denota por Ar al conjunto de sus conos
propios. En algin apartado previo se vio la estructura de este conjunto al considerar la rela-
cién de inclusién. Aqui veremos ejemplos sobre todo tipo de casos: cuerpos que admiten una
Unica ordenacion, una cantidad finita de ellas, o infinita, o ninguna en absoluto; y durante el
proceso se vera algin resultado sobre conos que permite definir cémodamente a las distintas
ordenaciones de algunos cuerpos. Comencemos por recordar los ejemplos més sencillos.

EJEMPLO A.12. Vemos algunos ejemplos muy elementales de cuerpos ordenados y de cuerpos
realmente cerrados:

(1) El cuerpo C de los nimeros complejos no admite ordenacién, ya que —1 = i* es un

cuadrado en C. FEste mismo razonamiento es vdlido cualquier cuerpo K algebraica-
mente cerrado, entendiendo que i es alguna raiz del polinomio X? +1 € K[X].

(11) El cuerpo R de los mimeros reales es un cuerpo realmente cerrado, ya que por el
Teorema Fundamental del Algebm se sabe que C es su unica extension algebraica
propia. En particular, R = R/(X? — a) = R[\/a] para cada a € R positivo (a € Y R?).

(1) El cuerpo Q de los nimeros racionales es un cuerpo formalmente real, dado que para
todo m/n € Q positivo puede escribirse que:

m mn 1\? 1\?2
—=—= T = I
n n n n

Ademds este admite una unica ordenacion, ya que todo elemento positivo es una suma
de cuadrados. No es un cuerpo realmente cerrado porque tiene extensiones algebraicas
propias, como Q[\@}, que admiten alguna ordenacion que extiende a la de Q. Como
m € R es un elemento trascendente sobre Q, R no es una extension algebraica de Q
no puede ser una clausura real de Q, aunque la contiene.
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Para dar ejemplos de cuerpos formalmente reales con varias ordenaciones, serd conveniente
explotar una propiedad de los morfismos de cuerpos que se enuncia como sigue.

PROPOSICION A.13. Sean Fy y Fy un par de cuerpos formalmente reales y sean Ap,,Ap, los
conjuntos de los conos propios de cada uno de ellos. Supongamos que Fy y Fy son cuerpos
isomorfos y que ¢ : F1 — Fy es un isomorfismo de cuerpos. Entonces, la aplicacion de Ap, en
AR, definida por P+~ ¢(P) para cada P € AR, es biyectiva. Ademds, esta aplicacion preserva
la relacion de inclusion de los conjuntos Ar,, Ap,, y en particular se tiene que un isomorfismo
de cuerpos transforma conos positivos en conos positivos.

Hay varias cosas que comentar. Lo primero es que los isomorfismos de cuerpos preservan la
estructura del conjunto de los conos positivos. Es decir, que dados un par de cuerpos isomorfos,
los conjuntos de conos propios asociados guardan una relacién de biyeccién que, con las notacio-
nes de la proposicién precedente, cumple que ¢(P) C ¢(P’') cuando P C P’ para P,P’ € Ap,.
Un hecho que se sigue de esto, es que los isomorfismos de cuerpos respetan la propiedad de
que un cuerpo sea formalmente real o no, y no tiene sentido hacer una distinciéon hablando de
morfismos de cuerpos formalmente reales. Otra cosa a senalar, es que esto es diferente del caso
en el que ambos cuerpos formalmente reales vengan ya con una ordenacion especifica, por lo
cual si que tiene sentido hablar de morfismos ordenados como se hizo en la Definicién 38. En
relaciéon con esto ultimo se tiene el corolario siguiente.

COROLARIO A.14. Sean Fy y Fy un par de cuerpos formalmente reales que son isomorfos y
sea ¢ : Iy — Fy cualquier isomorfismo de cuerpos. Entonces, para cada cono positivo P € Ap,
se tiene que ¢ es un isomorfismo ordenado del cuerpo Fy con la ordenacion dada por P en el
cuerpo Fy con la ordenacion dada por ¢(P).

Se desea utilizar estas propiedades para obtener diferentes ordenaciones de un cuerpo formal-
mente real. Nos fijamos en el caso particular de un unico cuerpo formalmente real F'y llamamos
I'r al conjunto de sus conos positivos. Nos damos cuenta de que el grupo Aut(F') de los auto-
morfismos de F' define una accién sobre I'r de la forma siguiente:

(¢, P)  +— o(P).

Notemos que los automorfismos de un cuerpo F' dejan invariantes a los elementos de su cuerpo
primo, y que para cuerpos formalmente reales podemos hablar del grupo Autg(F) de los Q-
automorfismos. Si se desea considerar tan solo las ordenaciones de F' que extienden alguna de
las posibles ordenaciones de otro subcuerpo formalmente real H, habria que estudiar en su
lugar la accién que define de forma andloga Auty(F') sobre el subconjunto de conos positivos
que incluyen algin cono positivo de H. La labor de hallar condiciones para hacer que esta
accion sea transitiva o fiel no nos parece trivial, y lo que haremos serd inicamente examinar lo
que sucede para un par de ejemplos. La transitividad de esta accién implica que si se conoce
el grupo de automorfismos, entonces puede encontrarse un automorfismo que transforme a un
cono positivo conocido en cualquier otro; y la propiedad de ser fiel implica que, de existir, dicho
automorfismo es unico. Pasemos a los ejemplos.

EJEMPLO A.15. Consideremos la extension de cuerpos finita (@[\/i]/@ El cuerpo Q tiene una
ordenacién nica dada por Y. Q? y el grupo Auto(Q[v2]) de los automorfismos de Q[v/2] tiene
tan solo 2 elementos. Uno de ellos es la identidad, id, y el otro, llamémosle o, se identifica por
satisfacer o(v/2) = —v/2. Por otra parte, puede probarse que S Q*[v/2] es un cono positivo de
Q[\/i] Entonces, los conos positivos de esta extension que pueden encontrarse por el grupo de
automorfismos son id(3. Q*[v2]) = S Q%*[vV2] y o(3. Q%*[V?2]) = 3. Q*[—V/2]. Puede probarse
que estos son los unicos conos positivos de (@[\/ﬁ] y que, por lo tanto, este cuerpo admite dos
ordenaciones distintas.

En este ejemplo se tiene que la accién del grupo de automorfismos en el conjunto de los conos
positivos es transitiva y fiel, y por ello nos ha permitido obtener todos los conos positivos de
la extension a partir de uno solo. Insistimos en que, si se conoce unas condiciones para que
dicha accién sea transitiva y se conoce el grupo de automorfismos, entonces queda resuelto el
problema de conocer las posibles ordenaciones de un cuerpo bajo esas condiciones. Ahora vemos
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un ejemplo clasico de un cuerpo formalmente real que admite una cantidad no numerable de
ordenaciones.

EJEMPLO A.16. Consideramos R(X) el cuerpo de fracciones de R[X]. Vamos a ver la manera
de definir todas las posibles ordenaciones de este cuerpo. En primer lugar, definamos una or-
denacion sobre R(X) que extienda a la de R y que ademds satisfaga X < a para todo a € R
que sea estrictamente positivo. Si se tiene un polinomio f € R(X) que sea de la forma:

f(X)=an X"+ ...+ ap X",
con an,ai # 0, puede descomponerse como
fX)=apn(X—a1) ... - (X —a )1 (X) ... gs(X),

donde aq, . ..,a, € R son las raices reales de f y cada g;(X) € R(X) es un polinomio irreducible
de grado 2 con raices z;,Z; € C. Por un lado, cada polinomio g;(X) = X?+bX +c con b>—4c < 0
puede escribirse como:

2
b\? [ VA=
G(X) = (x+2) + (Y22
2 4
de modo que gi,...,9s > 0. Entonces el signo del polinomio f serd el signo del producto
an(X —a1) ... (X — ;). Se tiene que X — a; > 0 si y solo st X > «;, y esto solo ocurre
cuando —ay; > 0. Entonces f > 0 si y solamente si an(—aq) ... (—ay) > 0. Aplicando las

Férmulas de Cardano-Vieta (véase el Apéndice F), se tiene que f > 0 si y solo si a, > 0.
Si tomamos un cociente de polinomios f/g € R(X), basta considerar que f/g = fg/9° y que
entonces f/g > 0 si y solamente si fg > 0. Esto prueba que la relacidn dada por las condiciones
anteriores estd bien definida para cada elemento de R(X). Omitimos probar que se trata de una
ordenacidn, que es un ejercicio sencillo. Este y el resto de ordenaciones de R(X) se definen
extendiendo la ordenacion de R a R(X) imponiendo alguna condicion de entre las siguientes:

(1) X < a para todo a € R,
(i) dado un a € R estrictamente positivo, a —e < X < a para todo € € R estrictamente
positivo,
(#i1) dado un a € R estrictamente positivo, a < X < a + € para todo € € R estrictamente
positivo,
(iv) X > a para todo a € R.
Hemos probado que la Condicién (i) define una ordenacion sobre R(X). Puede probarse que el
resto de condiciones definen una ordenacion diferente utilizando la Proposicion A.18 y plan-
teando unos R-automorfismos que satisfagan las condiciones siguientes:
1) X— X,
(1) sea la misma constante a € R que la dada en la Condicion (i) de mds arriba, el
automorfismo asociado es X — a — X,
(1) sea la misma constante a € R que la dada en la Condicion (iii) de mds arriba, el
automorfismo asociado es X — X — a,

1
X —
(1v) — X

de manera que (i) se corresponde con (1), (ii) con (1), (#ii) con (111) y (iv) con (1v). Omitimos
probar que se ha dado todas las posibles ordenaciones de R(X), pero consideraremos que ast es.

En este caso las transformaciones del cono positivo inicial no han sido evidentes, pero de igual
forma tenemos un cuerpo ordenado donde los automorfismos permiten obtener todas las ordena-
ciones a partir de una de ellas, es decir, que la accién del grupo de automorfismos es transitiva.
Sin embargo, esta accién no es fiel y se demuestra observando que el R-automorfismo que cumple
X — 2X actda igual que la identidad sobre el conjunto de los conos positivos de R(X).

Este ejemplo se distingue de Q y de R, aparte de la diferencia evidente por la cantidad de ordena-
ciones que presenta, en la Propiedad de Arquimedianidad que presentan todas las ordenaciones
de R(X), propiedad sobre la que hablaremos en el apartado siguiente.

Ahora, pasamos a discutir brevemente sobre la clasificacién de las clases de isomorfia de cuerpos
realmente cerrados. En el caso de cuerpos algebraicamente cerrados, se tiene el trabajo de E.
Steinitz titulado “Algebraische Theorie der Kérper” y publicado en 1910 en que clasifica a los
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cuerpos algebraicamente cerrados salvo isomorfia por medio de su caracteristica y del grado
de trascendencia (nocién que introducimos en el Apéndice C). De momento, no se conoce una
clasificacién completa de las clases de isomorfia de cuerpos realmente cerrados.

Sin embargo, el caso de cuerpos realmente cerrados no requiere de una clasificacién en el sentido
siguiente. Existe el Principio de Trasferencia 1.2.5 que nos dice que cuando cierto tipo de
enunciados son ciertos para algin cuerpo realmente cerrado, ya sea el arquetipo R, entonces el
enunciado serd cierto para el resto de cuerpos realmente cerrados. El caso es que los cuerpos
algebraicamente cerrados no disponen de un resultado que funcione de manera tan general,
sino que esta transferencia se garantiza entre cuerpos algebraicamente cerrados con la misma
caracteristica. Este resultado para caracteristica 0 se conoce como el Principio de Lefschetz.

Analisis Real y Arquimedianidad en Cuerpos Ordenados.

Para finalizar este apéndice hablaremos de las generalizaciones del analisis sobre el cuerpo R
de los reales al andlisis de cuerpos realmente cerrados en general. En el caso general pasa que a
veces se cumplen los resultados del caso real y a veces no. La diferencia principal, como veremos,
consiste en otra propiedad que posee R y que le caracteriza. La relacionaremos con las ideas
de arquimedianidad y densidad, y mostraremos ejemplos de érdenes no arquimedianos que ya
hemos visto.

Para empezar, veremos algunos de los resultados més basicos del Analisis Real pero aplicados
solo a funciones polinomiales. Es necesario conocer la nocién de derivada de un polinomio dada
por la Definicién 64 antes de seguir. También hay que detallar que dado un cuerpo ordenado F
y un par de elementos a,b € F' con a < b, se definen los intervalos:

(a,b) ={x € F:a <z <b}, [a,b] ={z € F:a <z <b}.

A continuacién se enuncia varios resultados reconocibles del Anélisis Real, pero generalizados
a cuerpos realmente cerrados.

PROPOSICION A.17. (Teorema de Bolzano)
Sean R un cuerpo realmente cerrado, f € R[X] un polinomio y unos elementos a,b € R tales
que a < b. Si f(a)f(b) <0, entonces existird un elemento ¢ € (a,b) que es raiz de f, es decir,

fle)y=0.

PRrROPOSICION A.18. (Teorema de Rolle)
Sean R un cuerpo realmente cerrado, f € R[X] un polinomio y unos elementos a,b € R tales
que a < b. Si f(a) = f(b) =0, entonces existird un elemento ¢ € (a,b) que es raiz del polinomio

derivada ', es decir, f'(c) = 0.

PRrROPOSICION A.19. (Teorema del Valor Medio)
Sean R un cuerpo realmente cerrado, f € R[X] un polinomio y unos elementos a,b € R tales
que a < b. Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Prosigamos con algunos resultados sobre el conteo de raices para cuerpos realmente cerrados.
Mostraremos una version méas general del clasico Teorema de Sturm, que es la que se utiliza
en [BCR, 1998] para probar el Pincipio de Tarski-Seidenberg 1.2.3. Se basa en la definicién
siguiente.

DEFINICION 40. (Sucesién de Sturm)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean f,g € R[X]. Se define la sucesion de Sturm de f,g

como la sucesion finita de polinomios fo, ..., fr que satisface:
(i) fo=1/,
(ii) f1=1[9g,
(iii) fi = fi-1qi — fi—2, donde q; € R[X] y deg(f;) < deg(fi-1) < deg(fi—2), para cada
1=2,...,7,

(i) fr = gcd(f, ['g).

Al ser R un cuerpo, se observa que R[X] es un dominio euclideo junto con la funcién que asigna
a cada polinomio su grado, y entonces puede obtenerse la sucesion de Sturm de f, g aplicando
el Algoritmo de Euclides a f y f’g. Ahora, si consideramos una sucesién finita de elementos de
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un cuerpo realmente cerrado R, sea esta ag, ..., a, y con ag # 0, se define el nimero de cambios
de signo de la sucesion como el cardinal del siguiente conjunto:

{(ai,a;) € {ao,...,ar} x{ao,...,ar} 11 <j, i <k <j=ar=0,aa; <0},
que esencialmente son los cambios de signo pero despreciando a los ceros de la sucesién. Con las
notaciones de la Definicién 40, se considera a € R tal que f(a) # 0 y se denota por v(f, g;a) al
nimero de cambios de signo de la sucesién fy(a),. .., fr-(a). Con todo esto pasamos a enunciar

sin demostrar el siguiente resultado de Sylvester que generaliza al Teorema de Sturm, y que
mostramos inmediatamente después como un corolario del primero.

TEOREMA A.20. (de Sturm Extendido (por Sylvester))

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sean f,g € R[X]. Sean a,b € R tales que a < b y
fa), f(b) # 0. Entonces, la diferencia entre el nimero de raices de f en el intervalo (a,b)
para las que g sea positivo y el numero de raices de f en el mismo intervalo para las que g sea
negativo es igual a v(f,g;a) —v(f, g;b).

COROLARIO A.21. (Teorema de Sturm)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea f € R[X]. Sean a,b € R tales que f(a), f(b) #0 y
a < b. Entonces el nimero de raices de f en el intervalo (a,b) es igual a v(f,1;a) —v(f,1;b).

Anadimos otro resultado que es una cota al nimero de raices en un cuerpo realmente cerrado
R que presenta un polinomio de R[X].

LEMA A.22. (de Descartes)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea f € R[X] un polinomio que pueda escribirse como
F(X) = an X"+ ...+ ar X" y con a,,ar # 0. Entonces, el nimero de raices de f en R estd
superiormente acotado por el nimero de cambios de signo en la sucesion finita ay,,. .., a.

Con este pequenio recopilatorio de propiedades del Anélisis Real, queda ejemplificada la utilidad
de la idea de cuerpo realmente cerrado. Sin embargo, no es cierto que toda propiedad de los
nimeros reales se cumpla también para un cuerpo realmente cerrado cualquiera. Sin ir maés
lejos, Q es denso en R, pero no se cumple que Q sea denso en R para un cuerpo realmente
cerrado cualquiera, y basta con ver el cuerpo R(X) del Ejemplo A.16.

Visto desde otra perspectiva, el conjunto R de los niimeros reales puede definirse, salvo isomor-
fismo de cuerpos, como el conjunto que satisface los axiomas de cuerpo ordenado (esto es, las
propiedades con las que se define a un cuerpo ordenado) y una propiedad adicional que se cono-
ce como el Axioma de Completitud o el Axioma del Supremo. Queda enunciado a continuacién
para el cuerpo de los reales.

AxiomMA A.23. (de Completitud en R)
Para todo subconjunto de R acotado superiormente existe un supremo en R. Se dice que R es
un cuerpo ordenado completo al satisfacer esta propiedad.

Es evidente que los niimeros racionales no satisfacen esta propiedad, pues el conjunto (0, \/5) nQ
(entendiendo que el intervalo se define sobre R) estd acotado y no posee un supremo en Q. El
Axioma de Completitud es, junto con los axiomas de cuerpo ordenado, la base sobre la que
se desarrolla el Anélisis Real y que puede cumplirse o no para cuerpos realmente cerrados en
general. Notemos que no estamos hablando de cuerpos ordenados sino de cuerpos realmente
cerrados. Esta nocién se acerca mas a las propiedades de R, ya que por ejemplo permite definir
una norma y una topologfa euclidea (véase el Apéndice E), pero un cuerpo realmente cerrado
tampoco llega a ser un cuerpo ordenado completo, en general, como si lo es R. Hemos visto
algunos ejemplos de propiedades que no necesitan de este Axioma de Completitud, ya que
sirven para cuerpos realmente cerrados en general. Veamos una propiedad que no satisfacen los
cuerpos ordenados en general y que necesita del Axioma de Completitud para probarse.

DEFINICION 41. (Cuerpo Ordenado Arquimediano)
Sea (F, <) un cuerpo ordenado. Se dice que dicho cuerpo ordenado es arquimediano y que su
ordenacion es arquimediana si se cumple que para cada x € F existe k € N tal que x < k1.

El cuerpo R es claramente arquimediano, mientras que en R(X) (véase el Ejemplo A.16) existird
alguna cota superior de N, por ejemplo, X > n escogiendo la ordenacién adecuada. Este tipo
de elementos de un cuerpo ordenado se nombran de cierta manera.
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DEFINICION 42. (Elemento Infinito e Infinitésimo)

Sea (F,<) un cuerpo ordenado y sea v € F. El elemento x se dice infinito si es una cota
superior de N en F', es decir, si para cualquier k € N se cumple que k1 < x. El elemento x se
dice infinitésimo si para cada k € N se sigue que 0 < kx < 1.

Se observa que los elementos infinitos y los infinitésimos son siempre elementos no negativos y
que 0 es un infinitésimo. Ocurre que los elementos infinitos aparecen cuando el cuerpo ordenado
no es arquimediano. Puede hallarse las siguientes propiedades equivalentes con la arquimedia-
nidad de un cuerpo ordenado.

PROPOSICION A.24. Sea (F,<) un cuerpo ordenado. Entonces, son equivalentes:

(1) N no estd acotado en F, es decir, no existen elementos infinitos en F,

(i1) 0 es el dnico infinitésimo de F,
(#it) para cada x,y € F tales que x < y existe algin n/m € Q tal que x < (nl)/(ml) <y,
(i) (F, <) es un cuerpo ordenado arquimediano.

La Propiedad (iii) de la proposicién precedente significa que la copia isomorfa de Q de un
cuerpo F' ordenado cualquiera es un conjunto denso en F', y resulta ser que esta propiedad es
equivalente con la arquimedianidad del cuerpo ordenado. Para el caso de R, ambas propiedades
se siguen del Axioma de Completitud. Cabe preguntarse si se cumple el reciproco para un
cuerpo ordenado en general, y la respuesta es negativa.

TEOREMA A.25. Sea (F, <) un cuerpo ordenado arquimediano. Entonces existe algin subcuerpo
H C R con una ordenacion < que respeta a la de R y tal que (F,<) y (H,=) son cuerpos
ordenados isomorfos. En particular, todo cuerpo realmente cerrado arquimediano serd isomorfo
a R y el isomorfismo entre ambos serd unico.

Recapitulando, se tiene que la Propiedad de Completitud de R conduce a la Propiedad de
Arquimedianidad, la cual dada sobre un cuerpo ordenado cualquiera equivale a que Q sea denso
en dicho cuerpo. No sucede que, para un cuerpo ordenado cualquiera, se deduzca la Propiedad
de Completitud a partir de su arquimedianidad, esto ocurre tinicamente en el caso en que dicho
cuerpo ordenado sea realmente cerrado. En tal caso, existird un tnico isomorfismo de dicho
cuerpo realmente cerrado arquimediano con R, y por ello decimos que R se define como el tinico
cuerpo realmente cerrado arquimediano, que lo es salvo isomorfismo de cuerpos.

En definitiva, los cuerpos realmente cerrados se distinguen de R en la Propiedad Arquimediana y
por ello los resultados del Anilisis Real no son siempre ciertos para cuerpos realmente cerrados.
Existe una rama de las mateméticas conocida como Anélisis No Normal que se inici6 con el texto
de 1966 titulado “Nonstandard Analysis” y escrito por A. Robinson, el cual trata de probar los
resultados del Andlisis Real en cuerpos ordenados no arquimedianos y que, por ejemplo, logra
dar unas nociones de continuidad y derivabilidad usando el Principio de Transferencia 1.2.5.



Apéndice B

Anillos de Fracciones y Localizacion.

Este apéndice es una introduccién muy elemental a los anillos de fracciones y anillos locales,
al nivel que necesitaremos en el resto del texto. Fundamentalmente, se ha seguido el hilo argu-
mental de los Capitulos 6 y 7 de [Tabera, 2023], y también se ha inspirado en algunas partes
del Capitulo 5 de [Sharp, 1990] y el Capitulo 3 de [AtMac, 1969].

Antes de empezar, resulta conveniente aclarar la notacién sobre ideales extendidos y contraidos
por un morfismo de anillos. Dados un par de anillos A, B y un morfismo f : A — B, se define el
contraido de un ideal b C B por el morfismo f como f~1(b), que siempre serd un ideal. También
se define el ideal extendido de un ideal a C A por el morfismo f como f(a). Si el morfismo f se
sobrentiende por el contexto, simplemente se denotardn por b¢ = f=1(b) y a® = f(a). Para el
caso en que A C B, ocurre que b = bN A y que a® = aB, por lo que serd habitual expresar con
esta ‘notacion’ al contraido y al extendido de los ideales b y a, respectivamente. Incluso aunque
el morfismo considerado no sea inyectivo.

Anillos de Fracciones.

Dado un dominio de integridad D, esto es, un anillo conmutativo sin divisores de cero distintos
de 0, se tiene la siguiente relacién de equivalencia sobre D x (D \ {0}):

(a,s) ~ (b,t) < at — bs =0,

dados (a,s),(b,t) € D x (D \ {0}). Denotemos este conjunto por Frac(D) y, junto con las
siguientes operaciones de suma y producto de sus clases:

(a,s) + (b, t) = (at + bs, st), (a,s) - (b,t) = (ab, st),

se tiene una estructura de cuerpo conocida como el cuerpo de fracciones de D. Esta es la
construccién por la que puede definirse el cuerpo Q de los nuimeros racionales a partir del
dominio de los nimeros enteros Z, y es habitual denotar la clase de equivalencia a la que
pertenece (a, s) por a/s.

Si tratamos de generalizar esta relacién a un anillo conmutativo A cualquiera, aparecen pro-
blemas por la presencia de divisores de cero. En primer lugar se necesitara que las operaciones
de las clases estén bien definidas, y para ello se requiere que el conjunto de los cocientes sea
multiplicativamente cerrado. Esto motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 43. (Sistema Multiplicativamente Cerrado)
Sea A un anillo conmutativo y sea S un subconjunto de A. S se dice sistema multiplicativamente
cerrado, SMC' de forma abreviada, si cumple que:

(i) 1€ 85,

(i4) sis,t €S, entonces st € S.
El siguiente paso a dar es retocar la relacién para que sea de equivalencia. Un SMC no es un
grupo multiplicativo y en consecuencia no se tiene la Ley de Cancelacién para el producto,
de la que se sigue la Propiedad Transitiva en la correspondencia dada anteriormente. Esto se
soluciona considerando, en su lugar, la relacién siguiente sobre A x S:

(a,s) ~ (b,t) & Ju € S tales que u(at — bs) = 0,

con (a,s),(b,t) € A x S. Nuevamente, se utilizard la notacién a/s = [(a,s)]~. La relacién
dada es de equivalencia, y sus clases de equivalencia tienen estructura de grupo respecto de las
operaciones descritas, lo hemos enunciado a continuacién.’

IPuede verse la prueba de estas afirmaciones en el Lema 5.1 de [Sharp, 1990].
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PROPOSICION B.1. (Anillo de Fracciones)

Sea A un anillo conmutativo y sea S un SMC de A. Entonces, el conjunto de las clases de
equivalencia de la relacion ~ definida previamente sobre A X S es un anillo para las operaciones
stguientes:

(i) g+§_at—|—5b
s bt_b st

., a a

@) 5 3=

para cada (a,s), (b,t) € Ax S. Dicho anillo se llamard anillo de fracciones de A respecto de S
y se denotard por STLA.

OBSERVACION B.2. Si0 € 9, el anillo de fracciones S~!A ser el anillo trivial. También, si una
pareja de divisores de cero a, b no nulos tales que ab = 0 pertenecen al SMC con el que se define
el anillo, entonces este sera el anillo trivial por el mismo motivo.

Veamos algunos ejemplos de SMC y por consiguiente, distintos anillos de fracciones para anillos
conmutativos.

EJEmpLO B.3. Para un anillo conmutativo A, puede darse los siguientes ejemplos de SMR:
(1) Dado un elemento a € A, se tiene el siguiente SMC:
S={a":keN}.

Se denotard A, = S™'A.

(11) Sea a un ideal de A, se considera la clase lateral 1 + a, es decir, la clase del 1 que
define el cociente A/a. Se tiene que 1+ a es un SMC de A.

(111) Dado un ideal primo p € Spec(A), se tiene que A\ p es un SMC. Reciprocamente, si
S =A\a es un SMC con a un ideal de A, entonces a serd ideal primo de A. Se define
el anillo A localizado en un ideal p € Spec(A) como el anillo A, = (A\ p)~LA.

(1v) El conjunto de los no divisores de cero de un anillo es un SMC.

Ocurre que un par de SMC distintos pueden dar lugar al mismo anillo de fracciones. De entre
todos los SMC que definen a un mismo anillo de fracciones, se distingue aquel que contiene una
mayor cantidad de cocientes, en el sentido de que satisface el reciproco de la Propiedad (i%) de
la Definicion 43. Le daremos un nombre especial.

DEFINICION 44. (Sistema Multiplicativamente Cerrado Saturado)
Sea A un anillo conmutativo y sea S un subconjunto de A. S se dice saturado, SMCS de forma
abreviada, si es un SMC' que ademds satisface:

st € S = s,t €S para cualesquiera s,t € A.
No todo SMC tiene como complementario a un ideal primo, ni tampoco a un ideal (ver el Ejem-

plo B.3, Apartado (11)). Los SMCS tampoco cumplen esta propiedad, pero pueden caracterizarse
por tener un complementario que sea unién finita de ideales primos.

PROPOSICION B.4. Sea A un anillo conmutativo. Un subconjunto S C A es SMC saturado si y
solamente si su complementario es union finita de ideales primos, es decir, si:

T
A\ S = U p; para algunos p1,...,p, € Spec(A).

i=1
En consecuencia, se cumple que la interseccién finita de SMC saturados es también un SMC
saturado, sin méas que aplicar las Leyes de Morgan. En general, se tiene que la interseccion
arbitraria de SMC sea un SMC, y ademas ocurre que la interseccién de todos los SMC que
contengan a otro SMC, llamese S, tiene como resultado un SMCS que define al mismo anillo
de fracciones que define S. Enunciemos esto ultimo junto a la siguiente definicion.

PROPOSICION B.5. Sea A un anillo conmutativo y sea S un SMC de A. Se define el siguiente

conjunto:
S= 1 T
SCT
TCA es SMC
Entonces, S es un SMCS de A tal que S'A = S"'A. Se dice saturacién de S a S.
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De todo lo expuesto, se observa que la saturacion de un SMC puede simplemente escribirse

como el complementario de la unién de los ideales primos que contengan algtin elemento de
dicho SMC. Lo escribimos.

COROLARIO B.6. Sea S un SMC de un anillo conmutativo A. Entonces su saturacién S es un
SMCS de A que puede escribirse como:

S=4\ | »
pESpec(A)
pNS=0
En la prueba de la Proposicién B.5 resultaria conveniente contar con alguna propiedad que diga
que si S C T C A son un par de SMC del anillo conmutativo A, entonces S~'A C T~ A; pero
esto es falso. Puede verse si construimos el morfismo natural de un anillo conmutativo A en
algin anillo de fracciones S~ A, que no siempre serd inyectivo. Dicho morfismo serfa:

$p:A— StA
a

ar— -,

1

el cual se conoce como morfismo natural o canénico de A en su anillo de fracciones S~ A. Los
anillos de fracciones, al igual que los anillos cociente o los anillos de polinomios, tienen una
Propiedad Universal que vemos a continuacién.

TEOREMA B.7. (Propiedad Universal del Anillo de Fracciones)

Sean A y B un par de anillos conmutativos. Sea S un SMC de A. Consideramos un morfismo
de anillos v : A — B y el morfismo natural ¢ de A en el anillo de fracciones S™*A. Si 1)
cumple que V¥ (z) es una unidad de B para cada x € S, entonces existe un inico morfismo 1)’
de STYA en B tal que 1 =1’ o ¢, y ademds viene dado por \'(a/s) = ¥ (a)p~1(s).

Los ideales extendidos por el morfismo natural de A en S~!A son de la siguiente forma.

PROPOSICION B.8. Sea A un anillo conmutativo y S un SMC de A. Sea a un ideal de A y
consideramos el ideal a® extendido por el morfismo natural de A en S~'A. Entonces:

a
a={reSt'A:x=-acascS}
s

Esta propiedad permite ver que los ideales de S~'A son los extendidos de ideales de A. Puede
verse ademads que el extendido de un ideal finitamente generado es finitamente generado y que,
por lo tanto, si A es un anillo noetheriano, también lo serd S~'A.

La Proposicion B.8 dice que un elemento pertenece al ideal extendido cuando tiene alguna
representacién con el numerador en el ideal. En el caso de un ideal primo que no posea deno-
minadores, puede verse que esto ocurre para cualquier representacion.

PROPOSICION B.9. Sea A un anillo conmutativo y S un SMC de A. Sea p € Spec(A) un ideal
primo tal que pN S = (. Dado a/s € p¢, se tiene que a € p.

Esta propiedad de los ideales primos que no contienen denominadores, permite dar la siguiente
descripcién del espectro primo del anillo de fracciones.

TEOREMA B.10. Sea A un anillo conmutativo y S C A un SMC. Entonces, se tiene la siguiente
aplicacion biyectiva:

sin elementos de S

{ ideales primos de A } . Spee(S1A)

p — pe,
donde la extension de los ideales de A es la dada por el morfismo natural de A en S™1A.
Nétese que la localizacién A, de un anillo A por un ideal primo p es un anillo cuyo espectro
primo describe a los ideales primos de A que estan contenidos en p. En cambio, el anillo cociente

A/p tiene un espectro primo que describe a los ideales primos de A que contienen a p (véase la
Proposicién C.1).
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Anillos Locales y Propiedades Locales.

En este apartado se introduce a los anillos locales, junto con varios ejemplos destacables y
algunas propiedades. Se hace énfasis en la idea de propiedad local y se introduce como ejemplo
a los anillos catenarios.

DEFINICION 45. (Anillo Local)
Un anillo conmutativo A se dice local si posee un inico ideal mazimal m, y en tal caso se denota
por (A, m) al anillo local. Se dice cuerpo residual de (A, m) al cuerpo k(m) = A/m.

Veamos algunos ejemplos de anillos locales.

EJeEMpPLO B.11. Los siguientes son ejemplos de anillos locales:
(1) (K,(0)) donde K es cualquier cuerpo.

(11) El anillo A localizado en p € Spec(A), es decir, A, con la notacién introducida en el
Apartado (111) del Ejemplo B.3, es un anillo local de mazimal p° = pA, y cuyo cuerpo
residual es isomorfo al cuerpo de fracciones de A/p.

(1) (Zp, (p)), donde p es un elemento primo de Z y se utiliza la notacion del Apartado (1)
del Ejemplo B.3.

(1v) Dado un cuerpo K, se tiene el anillo local (K[X1,...,Xp]m,, M%) donde m,, se define
como el ideal mazimal (X1 —x1,..., X, —2x,) de K[X1,...,X,] dado por un elemento
= (x1,...,2,) € K™

Los anillos locales cumplen con la siguiente caracterizacién.

PROPOSICION B.12. Un anillo conmutativo A es local si y solamente si el conjunto de sus no
unidades es un ideal, en cuyo caso seria el ideal maximal del anillo.

Una propiedad de los anillos de fracciones, como ya se dijo, es que se preserva la noetherianidad.
En particular, la localizacion preserva la noetherianidad.

PROPOSICION B.13. Sea A un anillo conmutativo noetheriano y sea p € Spec(A) un ideal
primo. Entonces el anillo localizado (Ay,pAy) es un anillo local noetheriano.

Cabe preguntarse si el hecho de que todas las localizaciones de un anillo sean anillos noetherianos
locales implica que el propio anillo sea noetheriano necesariamente. Existe un resultado clasico
de Nagata que responde afirmativamente para un caso particular de anillos, y es el siguiente.?

PROPOSICION B.14. Sea A un anillo conmutativo y supongamos que se cumple que:

(i) el anillo local Ay es noetheriano para cada m € MaxSpec(A),
(1) todo elemento a € A estd contenido en un nimero finito de ideales mazimales.

Entonces, A es un anillo noetheriano.

De los dos ultimos resultados se sigue un corolario para el caso particular de anillos semilocales.
Definamos primero a estos anillos y veamos seguidamente el resultado.

DEFINICION 46. (Anillo Semilocal)
Un anillo conmutativo A se dice semilocal si posee una cantidad finita de ideales mazximales. Se

denota al anillo semilocal por (A,my,...,m,), siendo que {my,...,m.} = MaxSpec(A).
COROLARIO B.15. Sea (A,my,...,m,) un anillo semilocal. Entonces, son equivalentes:
(1) El anillo (A,my,...,m,) es noetheriano.

(i1) Para cualquier ideal primo p € Spec(A), el anillo local (Ay,pA) es noetheriano.
(#91) Para cualquier ideal mazimal m € MaxSpec(A), el anillo local (Am,mA) es noethe-
riano0.

El resultado precedente es un ejemplo de propiedad local para anillos semilocales. Llamaremos
propiedades locales, sobre una clase de anillos determinada, a aquellas propiedades que se
preserven por localizacion y viceversa, es decir, una propiedad se dice local si, cuando se cumple
para un anillo A, esta se cumple para cualquiera de sus localizaciones A, por un ideal primo
p € Spec(A) y viceversa. Otro ejemplo de propiedad local, algo trivial quizd, es la propiedad de
trivialidad de un anillo. Veamos lo que quiere decir esto.

2Puede verse una prueba en el Ezample 1 del Apéndice 1 de [Nagata, 1927].
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PROPOSICION B.16. Sea A un anillo conmutativo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) El anillo A es trivial, esto es, A =0.
(i7) Para cualquier ideal primo p € Spec(A), el anillo local (Ay,pA) es trivial.
(#91) Para cualquier ideal mazimal m € MaxSpec(A), el anillo local (Am, mA) es trivial.

Veamos otro ejemplo de propiedad local, como la catenaridad de anillos que utilizaremos en el
Apéndice D. A continuacion se define a los anillos con esta propiedad.

DEFINICION 47. (Anillo Catenario)
Un anillo conmutativo A se dice catenario si para cada par de ideales primos p,q € Spec(A)
tales que p C q existe un entero k € N tal que toda cadena de ideales primos de la forma:

P=PoGPi & &pr=4q,
cumple que r < k y se da la igualdad st y solamente si la cadena es maximal, en el sentido de
que no existe p’ € Spec(A) tal que p;—1 S p’ C p; para algini=1,... 7.

La idea de un anillo catenario esté ligada a la de topologia catenaria, en relacién con la topologia
que se define sobre el espectro primo Spec(A) que no comentaremos; y también guarda relacién
con la idea de dimensién de variedades algebraicas que se discute en los apéndices siguientes.
De momento, lo relevante de la catenaridad de un anillo es que es una propiedad local, como
nos muestra el siguiente enunciado.?

PROPOSICION B.17. Sea A un anillo conmutativo. Las siguientes propiedades son equivalentes:

(i) El anillo A es catenario.
(i4) Para cualquier ideal primo p € Spec(A), el anillo local (Ay,pA) es catenario.
(#i1) Para cualquier ideal mazimal m € MaxSpec(A), el anillo local (An, mA) es catenario.

Otra propiedad evidente de los anillos catenarios se deduce de la biyeccién que existe entre los
ideales primos del anillo cociente A/a, donde A es un anillo conmutativo y a C A un ideal, y
los ideales primos de A que contienen a a (véase de nuevo la Proposicién C.1).

PROPOSICION B.18. Sea A un anillo conmutativo y sea a C A un ideal. Se cumple que si A es
catenario, entonces A/a también es catenario.

No entraremos en detalles sobre la teoria que hay detras de los anillos catenarios, sobre la cual
puede verse el monogréfico de A. Bot.* Ahf se prueba el siguiente resultado.

TEOREMA B.19. Sea A un anillo conmutativo. Si A es finitamente generado sobre un cuerpo
K o sobre el dominio Z de los enteros, entonces A es un anillo catenario.

De este resultado se sigue que los anillos de polinomios K[Xj,...,X,] construidos sobre un
cuerpo K son catenarios. En el citado trabajo también se prueba un resultado sobre dimensiéon
para anillos catenarios, el cual anadiremos como observacién en el Apéndice C.

Resulta laborioso hablar de propiedades locales sin introducir la terminologia de médulos. Puede
consultarse la seccién sobre propiedades locales en el Capitulo 3 de [AtMac, 1969] para ver
algunos ejemplos més de propiedades locales. También puede verse la subsecciéon de anillos
locales regulares en el Apéndice D, donde se presenta el Teorema de Serre D.8 que asegura que
la regularidad de los anillos locales noetherianos es una propiedad local.

3Puede consultarse la prueba en: https://stacks.math.columbia.edu/tag/0O0NH.
1. Bot, “Catenary rings”. ETH Ziirich, proyecto de fin de carrera, Octubre 2017.


https://stacks.math.columbia.edu/tag/00NH




Apéndice C

Teoria de la Dimension en Anillos.

En esta seccion se desarrolla lo mas bésico de la Teoria de la Dimensién para anillos conmutati-
vos. Simplemente revisaremos las nociones mas bésicas, y también algunas propiedades sacadas
de diversos resultados como los Teoremas del Ascenso y del Descenso, el Lema de Normali-
zacion de Noether y el Teorema de Intercambio de Steinitz. Este tltimo debe asociarse a las
ideas de base y de grado de trascendencia. Dejaremos para el apéndice siguiente otros temas
relacionados. Antes de empezar, resultara 1til no perder de vista los resultados de localizacién
de anillos que se encuentran en el Apéndice B y también el siguiente resultado de la Teoria de
Ideales.

Si consideramos un anillo conmutativo A y algin ideal a C A, se tendrd la construccién del
anillo cociente A/a acompanada de un morfismo 7 : A — A/a conocido como la proyeccién
en el anillo cociente. En este contexto, se tiene la siguiente biyeccién que describe al espectro
primo del anillo cociente.

PRrROPOSICION C.1. Sea A un anillo conmutativo y sea a un ideal. Entonces, la siguiente apli-
cacion es biyectiva:

{p € Spec(A) : p D a} — Spec(A/a)
p —  p/a,
donde la imagen de un ideal primo de A por esta aplicacion serd el ideal extendido por el
morfismo 7. Otro contexto que nos interesa serd el de una extension de anillos, es decir, un par
de anillos conmutativos A y B y un morfismo inyectivo 7 : A — B, que es la inclusién de A en
B. Cometiendo un abuso de notacién, puede denotarse a la extensiéon de anillos por A C B,

y también al extendido a® de un ideal a C A por a (en lugar de i(a)). En la misma linea, se
denota al contraido b¢ de un ideal b € B por b N A.

Este apéndice se ha elaborado con base en la siguiente bibliografia. Los apartados sobre la
Dimensién de Krull y el Lema de Normalizacién de Noether pueden encontrarse en el Capitulo
2 de [Kunz, 1985]. La presentacién de los Teoremas del Ascenso y del Descenso se ha basado
en el Capitulo 5 de [AtMac, 1969]. El tltimo apartado, que introduce las bases y el grado
de trascendencia, puede seguirse en el Capitulo 18 de [Stewart, 1972]. La breve nota sobre

la Teoria de Ideales que se ha hecho durante esta introduccién puede verse y ampliarse en el
Capitulo 3 de [Sharp, 1990].

Dimension de Krull de un Anillo.

En este apartado se introducen los conceptos de altura y co-altura de un ideal primo y la
dimensién de Krull de un anillo. Seguidamente veremos algunas propiedades béasicas de estas
definiciones, y al final, se extiende las nociones de altura y co-altura a ideales en general.

DEFINICION 48. (Altura y Co-Altura de un Ideal Primo)

Sea A un anillo conmutativo y sea el ideal primo p € Spec(A). Se dice altura del ideal p en A,
y se denota por ht(p), al mdzimo r € N para el que existe una cadena de ideales primos que
cumpla:

PoCp1 & &P Ch.

Si no existe tal r, se define ht(p) = +oo. También se define co-altura del ideal p en A, y se
denota por co-hi(p), al mdximo r € N tal que existe una cadena de ideales primos que cumpla:
pPCpPpoSmS... o

Si no existe dicho r, se define co-ht(p) = +oo0.

67
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DEFINICION 49. (Dimensién de Krull de un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo. Se dice dimension de Krull de A, y se denota por dimg,u(A),
al mazimo de los v € N para los que existe alguna cadena de ideales primos tales que:
PoCP & S pr
En caso de no existir dicho mdzimo, se define dim gy (A) = +oo.
De la propia definicién se sigue que la altura de un ideal primo minimal es 1 y que la co-altura
de un ideal maximal es 0. Una forma alternativa de definir la altura de un ideal surge de
considerar que, dado A un anillo conmutativo, el conjunto Spec(A) tiene estructura de grafo
orientado respecto a la relacion de inclusion. Una cadena de ideales primos como la siguiente:
PoChP & S,
es un camino de longitud r del grafo orientado (Spec(A), C). La proposicién siguiente relaciona
la dimensién de Krull con la longitud de un camino en el grafo.

PRrROPOSICION C.2. Sea el anillo conmutativo A. Entonces dimg i (A) coincide con el mdzimo
de las longitudes de los caminos del grafo orientado (Spec(A), C).

La altura de un ideal primo p en un anillo conmutativo A puede obtenerse como la dimensién
del anillo localizado A, basado en la biyeccién del Teorema B.10 que relaciona a los ideales
primos de A contenidos en el ideal p con el espectro primo del anillo localizado A,.

PROPOSICION C.3. Sea A un anillo conmutativo y sea p un ideal primo de A. Entonces:
ht(p) = dz’me”(Ap).

Se tiene un resultado andlogo para la co-altura de un ideal primo p de A, al considerar la
dimensién del anillo cociente A/p y la correspondencia biyectiva de la Proposicién C.1.

PROPOSICION C.4. Sea A un anillo conmutativo y sea p un ideal primo de A. Entonces:
co-ht(p) = dimgrui(A/p).

El resultado precedente puede usarse en un anillo cociente de un anillo noetheriano, de modo
que la dimensién de dicho anillo vendra dada por las co-alturas de los primos asociados al ideal
por el que se cocienta (véase el Teorema de Lasker-Noether 1.3.4).

PRrOPOSICION C.5. Sea a un ideal de un anillo noetheriano A, con primos asociados p1,. .., P,.
Entonces, se satisface las siguientes igualdades:

dimgra(Aja) = iﬂ?fr({dimKT“”(A/pi)}) = mazr ({co-ht(p;)}).

i=1,..,r
Para terminar con esta lista de propiedades sobre la altura de ideales primos, anadimos el
siguiente resultado para anillos locales.
PROPOSICION C.6. Sea A un anillo local de mazimal m. Entonces:

dim g (A) = ht(m) = co-ht((0)).
Ahora, ampliaremos la definicién de altura y co-altura a un ideal cualquiera de un anillo.

DEFINICION 50. (Altura y Co-Altura de un Ideal)
Sea A un anillo conmutativo y sea a un ideal de A. Se define la altura de a en A y se denota
por:
ht(a) =inf ({ht(p) : p € Spec(A),a C p}).

Se define también la co-altura de a en A y se denota por:

co-ht(a) = max ({co-ht(p) : p € Spec(A),a C p}).
En este caso, A\ a no es un sistema multiplicativamente cerrado y no puede generalizarse la
Proposicion C.3 a cualquier ideal. Sin embargo, si ocurre que la co-altura del ideal a en A
coincide con la dimensién de Krull del anillo cociente A/a, en analogfa con la Proposicién C.4.
Para concluir, se anade la siguiente desigualdad.

PRrROPOSICION C.7. Sea A un anillo conmutativo y a C A un ideal. Entonces se cumple que:
ht(a) + co—ht(a) < dimKrull(A)~
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Noétese que la igualdad ha de darse para algin ideal del anillo, a consecuencia de la propia
definicién de dimensién de Krull, pero que no necesariamente viene dada por cualquier ideal.
Ademds, debe existir algin ideal primo p € Spec(A) para el que:

hit(p) + co-ht(p) = dimgrun (A),

y dicha igualdad se satisface para cualquier ideal de cualquier cadena de primos de longitud
maximal a la que pertenezca p. Esta igualdad se satisface para cualquier ideal primo si el anillo
es catenario (se introducen en el Apéndice B), y en particular se cumple que la dimensién de
Krull de un anillo catenario es la altura de cualquiera de sus ideales maximales.

Extensiones Enteras.

Aqui vamos a introducir las extensiones enteras, que son el paso previo a ver los Teoremas
del Ascenso y del Descenso. Se trata de un tipo de extensiones de anillos que recuerda a las
extensiones algebraicas de cuerpos. En lugar de elementos algebraicos sobre un cuerpo, se define
un elemento entero sobre un anillo.

DEFINICION 51. (Elemento Entero)

Sea A un anillo conmutativo y sea B una extension del anillo A, es decir, A C B. Un elemento
x € B se dice entero sobre A si existe algin polinomio f mdnico, univariado, no nulo, con
coeficientes en A, y tal que x sea una raiz de f en B[X].

Dado este tipo de elementos, se define una extensién entera de forma similar a como se define
una extension algebraica de cuerpos.

DEFINICION 52. (Extensién Entera)
Sea el anillo B una extension del anillo A. B se dice extension entera de A si todo elemento
de B es entero sobre A.

En el caso de una extensién de cuerpos H/F, un elemento 2 € H entero sobre F' es un elemento
algebraico sobre F'y viceversa. Es decir, las extensiones enteras de cuerpos seran las extensiones
algebraicas y solo tendra sentido considerar esta nueva nocién para el caso de una extension de
dominios de integridad o de anillos conmutativos en general.

Ahora mostraremos una caracterizacién cldsica de un elemento entero de una extensién de
anillos, pero antes revisaremos lo que es un A-médulo finitamente generado. Si se tiene un A-
moédulo My tomamos alguna subfamilia F C M, puede definirse el submédulo de M generado
por F como la interseccién de todos los submddulos de M que contienen a la familia F, y por
supuesto también a A, y se denotaria este submddulo por A(F). El resultado siguiente nos dice
qué forma tienen los elementos de este submédulo.’

PRroproSICION C.8. Sean A un anillo conmutativo, M un A-médulo y F C M un subconjunto.
Entonces, puede describirse el A-mddulo generado por F de la siguiente manera:

I
A(F) = Zakmk:rEN,al,...,arGA,ml,...,mr€M
k=1

Se dird que un A-médulo M es finitamente generado cuando pueda tomarse una subfamilia
finita {my,...,m,} C M de elementos que generen a M, es decir, que cumplan la igualdad
M = A{{m1,...,m;}). En vista de la proposicién precedente, los elementos de este médulo
serfan las combinaciones lineales de my, ..., m, con coeficientes en A. Notemos que el médulo
M finitamente generado es una A-algebra finita, en contraposicién con lo que se dice una A-
algebra finitamente generada (véase la Definicién 9) que es isomorfa a un anillo generado por
la evaluacién del anillo de polinomios A[Xj,...,X,] en algin elemento z € A™.? Ademés, si
A = K es un cuerpo, un A-médulo M finitamente generado serd un K-espacio vectorial y los
generadores de M como A-médulo son un sistema generador (no necesariamente una base) de
M como K-espacio vectorial. Retomando el tema que nos ocupa, enunciemos la caracterizacién
de elementos enteros que se viene advirtiendo.

IPuede verse en la Proposicién 2.2.13 de [Pardo, 2023].

2Nétese que tal morfismo de evaluacién ev, define el ideal ker(ev:) y que son isomorfos im(evz) y
AlX1,..., Xn]/ker(evs).
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PROPOSICION C.9. Sea A C B una extension de anillos y sea x € B. Entonces, son equivalentes:
(i) x es entero sobre A,
(13) Alx] es un A-mddulo finitamente generado,
(131) existe C subanillo de B tal que A C C, x € C y C es un A-mddulo finitamente
generado.

El subconjunto de los elementos de B que son enteros sobre A definen a una extensién entera
de A, como asegura el resultado siguiente.

CoROLARIO C.10. Sea A un anillo conmutativo y sea B una extension de este anillo. Se define
el conjunto A de los elementos de B que son enteros sobre A. Entonces A es un subanillo de B
y una extension entera del anillo A. El anillo A se dice clausura entera de A sobre B.

Las extensiones enteras satisfacen también la siguiente propiedad de transitividad.

COROLARIO C.11. Sea A un anillo conmutativo. Sea B una extension entera de A y sea C una
extension entera de B. Entonces C es una extension entera del anillo A.

Las extensiones enteras se preservan para el cociente por un ideal y para anillos de fracciones,
en el sentido siguiente.

COROLARIO C.12. Sea B una extension entera del anillo conmutativo A. Entonces:

(i) Para cada ideal propio b C B, se cumple que B/b es una extension entera de A/bC.
(i) Para cualquier S C A sistema multiplicativamente cerrado, S es un sistema multipli-
cativamente cerrado de B y ademds S™'B es una extension entera de ST A.

Teorema del Ascenso.

En este apartado veremos el Teorema del Ascenso, resultado que se atribuye a W. Krull, I. S.
Cohen y A. Seidenberg, y que consiste en la ampliacién de una cadena ascendente de ideales
primos en una extension entera. La prueba, que no detallaremos aqui, pasa por ver algunos de
los siguientes resultados previos.

LeEMA C.13. Sean A y B un par de dominios de integridad tales que B sea extension entera de
A. Entonces, A es un cuerpo si y solamente si B es también un cuerpo.

El Teorema del Ascenso trabaja con la contraccién de ideales que define el morfismo de inclusién
de una extension entera de anillos. En este contexto particular, se cumple la siguiente propiedad
para los ideales contraidos.

PRroPOSICION C.14. Sea A un anillo conmutativo y sea B una extensién entera de A. Dado el
ideal primo p € Spec(B), son equivalentes:

(i) p € MaxSpec(B),

(1) p° € MaxSpec(A).
El enunciado previo implica que, si dos ideales distintos de B tienen el mismo ideal contraido,

entonces no puede estar uno de ellos contenido en el otro.

COROLARIO C.15. Sea A C B una extension entera de anillos. Dados q1,qs € Spec(B) distintos
y tales que q5 = 45, se tendrd que 41 ¢ d2 ¥ que 42 ¢ q1.

En vista de estos dos tltimos resultados, se tiene, para una extensién entera B de un anillo
conmutativo A, la siguiente aplicacién sobreyectiva:

¢ : Spec(B) — Spec(A)
a — q5
y para la que ademds se cumple que ¢(MaxzSpec(B)) = MaxSpec(A). Con todo esto, pasemos
a dar el Teorema del Ascenso.
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TEOREMA C.16. (del Ascenso)
Sea A C B una extension entera de anillos. Supongamos dadas las siguientes cadenas:

P C...CPpn, 41 C ... C Gm,

donde n > m y se tienen p1,...,pn € Spec(A) y q1,...,qm € Spec(B) tales que qf = p; para
cada i = 1,...,m. Entonces, existen qm-1,...,qn € Spec(B) tales que qm C ... C qn Yy Se
verifica q5 = p; para cada j=m+1,...,n.

A partir del Teorema del Ascenso, se deduce la siguiente relacién entre la co-altura de un
ideal primo y su contraido. Dado que esto ocurre para toda la coleccién de ideales primos, las
observaciones hechas tras Proposicién C.7 llevan a que un anillo conmutativo tenga la misma
dimensién de Krull que cualquiera de sus extensiones enteras.

COROLARIO C.17. Sea A C B una extension entera de anillos. Entonces, para cualquier ideal
primo p € Spec(A) existe q € Spec(B) tal que q° = p, y adicionalmente este cumple que
co-hit(p) = co-ht(q). En particular, se tiene que dim gy (A) = dimprq(B).

Teorema del Descenso.

Ahora veremos el Teorema del Descenso, que es el otro de los Teoremas de Cohen-Seidenberg,
y que consiste en una versién para cadenas descendentes de ideales primos del Teorema del
Ascenso C.16. En este caso, no bastard con considerar una extensién de anillos conmutativos
en general, sino que es preciso introducir un tipo particular de dominio de integridad.

DEFINICION 53. (Dominio Normal)

Sea A un dominio de integridad y denotemos por Frac(A) a su cuerpo de fracciones. Decimos
que A es un dominio normal o un dominio integramente cerrado cuando la clausura entera de
la extension de anillos A C Frac(A) es A.

Veamos detalladamente que los dominios de factorizacién tnica, abreviadamente DFU, son un
ejemplo de dominio normal.

EjempLo C.18. Liamemos D a un dominio de factorizacion unica y K a su cuerpo de frac-
ciones. Sea z € K un elemento entero sobre D. Sean x,y € D con y # 0 y tales que z = x/y.
Sin pérdida de generalidad, porque estamos tratando con un DFU, puede suponerse que x,y
no tengan factores primos comunes. Probaremos que D es normal si el elemento z pertenece
necesariamente a D, es decir, si se tiene que y es una unidad de D. Se considera el polinomio
f=X%4tag_ 1 X4 +a1 X +ao € D[X|mon que satisface la ecuacion de dependencia entera
de z sobre D, es decir, f(z) = 0. Sustituyendo z por x/y en dicha ecuacion, multiplicando por
y? y despejando x?, se obtiene que:

2% = —y (ag-12""" + aa—2x Py + ..+ arzy? T +agytY) .

Supongamos que y mo es unidad de D y que eziste algin primo p € D que divide a y. De
la igualdad se sigue que p divide a x@ y como es primo, dividird también a x. Esto es una
contradiccion dado que x e y se han escogido sin factores primos comunes. En definitiva, y
debe ser una unidad de D y se tiene que D es un dominio normal.

A continuacion, se afiade algunos ejemplos mas de dominios conocidos que son normales.

EJjeMpPLO C.19. Los siguientes son ejemplos de dominios normales:

(1) Cualquier dominio de ideales principales, abreviadamente DIP, es normal dado que es
un DFU. En particular, Z es un dominio de integridad normal.

(1) Los anillos de polinomios D[X1,...,Xy] con D un DFU son dominios normales por
el Lema de Gauss.
(111) Los anillos de series de potencias formales K[[X1,...,X,]] con K un cuerpo son

dominios normales por los Teoremas de Weierstrass.
También se requiere esta propiedad que amplia a la Afirmacién (i7) del Corolario C.12.

PROPOSICION C.20. Sea A C B una extension de anillos y sea A la clausura entera de A en

B. Entonces, para cualquier sistema multiplicativamente cerrado S C A, S™'A es la clausura
entera de ST'A en ST1B.

Tras esto, ya puede enunciarse el Teorema del Descenso, cuya prueba no se incluye.
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TEOREMA C.21. (del Descenso)

Sea A C B una extension entera de dominios de integridad, es decir, B es una extension entera
de A y ambos son dominios de integridad. Supongamos que A es ademds un dominio normal,
y que se tiene las siguientes cadenas de ideales primos:

P1 DO ... D Pn, q1 O ... D qm,
donde n > m y se tienen p1,...,pn € Spec(A) ¥ q1,...,qm € Spec(B) tales que qf = p; para
cada i =1,...,m. Entonces, existen unos qm+1 - ..qn € Spec(B) tales que 4 D ... D qn Y que
qj =p; para cada j =m+1,...,n.

El Teorema del Descenso tiene consecuencias para la altura de un ideal y de su contraido, en el
caso de una extensiéon de dominios de integridad que cumpla con las condiciones del enunciado.

COROLARIO C.22. Sea A C B una extension entera de dominios de integridad. Supongamos
que A es un dominio normal y que B es entero sobre A. Entonces, para cada q € Spec(B), se
cumple:

ht(q) = ht(q°).

Notese que el Corolario C.17 es aplicable a este caso particular de extensién de dominios de
integridad y que complementa al resultado.

Lema de Normalizacion de Noether.

Aqui presentaremos el Lema de Normalizaciéon de Noether, en la forma en que se expone en
[Kunz, 1985]. Particularizando al caso que nos ocupa, que es el de un anillo de polinomios
sobre un cuerpo realmente cerrado, veremos algunas propiedades sobre la dimensiéon de estos
anillos de polinomio. En primer lugar, se enuncia el Lema de Normalizacién sin demostracién.

TeOREMA C.23. (Lema de Normalizacién de Noether)
Sean F' un cuerpo, A una F-dlgebra finitamente generada y a un ideal propio de A. Entonces,
existiran s,d € N y Y1,...,Yy € A tales que:

(i) la familia Y1,...,Yy es algebraicamente independiente sobre K (ver Definicion 54),
(i1) A es un F[Y1,...,Yy]-mddulo finitamente generado,
(#i1) anNF[Yy,...,Yq) = Ysi1,- .., Ya) para algin s =1,...,d.
Si ademds F' es un cuerpo infinito y A = K[X1,...,X,] es un anillo de polinomios, se cumple
adicionalmente que los Yy, ...,Yy son combinaciones lineales de X1,...,X,.
Ahora si, consideremos el caso de un anillo de polinomios R[X7q, ..., X,] definido sobre algin

cuerpo realmente cerrado R que siempre serd infinito. La primera propiedad se basa en que los
cuerpos realmente cerrados tienen dimensién de Krull igual a 0.

COROLARIO C.24. Si R es cuerpo realmente cerrado, dimgru(R[X1,. .., X,]) =n.

Para este mismo caso de R[X7,..., X,], se tendrd que todo ideal primo cumple la igualdad para
la desigualdad de la Proposicion C.7. Es decir, cualquier cadena de ideales primos a la que no
se pueda anadir mas ideales primos intermedios tendra la misma cantidad de ideales.

CoroLARIO C.25. Sea R cuerpo realmente cerrado. Dado p € Spec(R[X,...,X,]), entonces
ht(p) + cp-ht(p) = n.

Del Lema de Normalizaciéon también se deduce que una R-dlgebra finitamente generada con R
un cuerpo realmente cerrado tiene dimension finita.

COROLARIO C.26. Sea R cuerpo realmente cerrado. Si A es una R-dlgebra finitamente generada,
entonces dimg i (A) < 400.

Si ademds se trata de una R-algebra finitamente generada isomorfa a un anillo de la forma
R[X4,...,X,]/p con p primo, entonces se tiene la siguiente relacién entre la altura de los ideales
primos de la R-4lgebra en cuestién con los ideales primos de R[X7,..., X,] que contengan a p.

COROLARIO C.27. Sea R es cuerpo realmente cerrado. Sean p,q € Spec(R[X1,...,X,]) tales
que p C q. Entonces:

hi(a/p) = ht(q) — ht(p) = co-hi(q) — co-hi(p).
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En particular, estos dos tltimos resultados serviran para el estudio de cualquier anillo de polino-
mios P(V), introducidos en la Seccién 1.1, el cual es isomorfo al anillo cociente R[X7, ..., X,]/a
donde a = Zg|x, .. x,](V) es el ideal generado por un conjunto algebraico V' y es primo.

Base y Grado de Trascendencia.

En esta subseccion se introduce las nociones de base y grado de trascendencia, que como se vera
al final, guardan cierta relacién con la dimensién de Krull. Las demostraciones de los resultados
de este apartado pueden encontrarse en [Stewart, 1972], y en particular se ha adaptado el
corolario sobre dimensién al caso de un cuerpo realmente cerrado, que es de caracteristica 0.

En primer lugar, diferenciemos entre lo que es una extensién de cuerpos finita y una extensién
de cuerpos finitamente generada. Si llamamos L/K a una extensién de cuerpos, esta se dird
finita cuando L sea un K-espacio vectorial de dimensién finita, o equivalentemente si L es un
K-médulo finitamente generado. Se denotard por [L : K] a la dimensién de L como K-espacio
vectorial. Por otra parte, la extensiéon L/K se dird finitamente generada si L es el menor cuerpo
que contiene al cuerpo K y a alguna familia finita de L. Es decir, si existen aq,...,q, € L
tales que el cuerpo generado K (aq,...,q,) sea igual a L. Obsérvese que, dada la extensién de
cuerpos L/K y dados a, ..., a, € L, la K-dlgebra generada K|as, ..., a,]® serd un dominio de
integridad cuyo cuerpo de fracciones es precisamente K (aq, ..., ;). Ahora, se define la idea de
independencia algebraica que ya utilizamos en el apartado previo. Se escoge introducirla aqui
para poder discutirla en términos de las extensiones de cuerpos que acabamos de ver.

DEFINICION 54. (Familia Algebraicamente Independiente)
Sea K un cuerpo y sea A una K-dlgebra. Una familia finita {1, ..., .} de elementos de A se
dice algebraicamente independiente sobre K si se cumple:

flar,...,a.)=0= f =0, para cada f € K[X1,...,X,].
En caso contrario, se dird que la familia es algebraicamente dependiente sobre K.

OBSERVACION C.28. Para el caso de una extension de cuerpos L/K, que la familia {ay} C L
sea algebraicamente independiente sobre K equivale a que 1 sea un elemento de L trascendente
sobre K. M&s aun, si una familia de elementos de L contiene algtiin elemento algebraico sobre
K, esta serd algebraicamente dependiente sobre K.

La nocién de independencia algebraica puede entenderse por medio de la propiedad siguiente.

Dada una extensién de cuerpos L/K y una familia {a1,...,a,} C L, se tiene que esta es
algebraicamente independiente sobre K si y solamente si la aplicacién:

K[Xy,..., X, ] — L

f(Xl,...,Xr) — f(al,...,ar),
es un monomorfismo de K-dlgebras. Més atin, Koy, ..., a.] es la imagen de este monomorfismo
y por lo tanto, K[aq,...,ay] serd isomorfo a K[X1,..., X,]. En particular, una extensién tras-

cendente K[a] del cuerpo K dada por un elemento a € L trascendente sobre K serd isomorfa
al anillo de polinomios univariados K[X]. Otro ejemplo evidente viene dado por la extensién
K[Xy,...,X,]/K para un cuerpo K, donde { X}, ..., X,,} es una familia de elementos algebrai-
camente independientes sobre K.

Vamos a seguir con una herramienta que, por un lado, nos permite definir unas nociones de
base y de grado para las extensiones de cuerpos trascendentes, y por otro lado, lleva junto con
el Lema de Normalizaciéon de Noether C.23, a un resultado 1til sobre la dimensién de anillos de
polinomios definidos sobre una variedad algebraica irreducible. En primer lugar, se tiene este
lema previo.

LEMA C.29. Sea L/K una extension de cuerpos finitamente generada. Entonces, existe un con-
gunto {ai,...,a,} C L algebraicamente independiente sobre K tal que la extensidn de cuerpos
L/K(a1,...,q) es finita.

3Con las notaciones expuestas, K[ai,...,ar] se definirfa como el menor subanillo de L que contiene a
ai,...,00 y a K, aquel cuyos elementos son de la forma evq ..., a, (f) para algin polinomio f € K[X1,...,Xy].
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Este lema sirve para probar el llamado Teorema de Intercambio de Steinitz, que esencialmente
nos dice que, dada una extensién de cuerpos L/K finitamente generada, si bien la familia
{a1,...,a,} C L algebraicamente independiente sobre K que genera a L como K(aq,..., o)
no es unica, si que serd unico el cardinal de dicha familia.

TEOREMA C.30. (de Intercambio de Steinitz)

Sea L/K wuna extensidn finitamente generada. Sean {aq,...,c.} y {f1,...,08s} dos familias
finitas de elementos de L que son algebraicamente independientes sobre K y tales que las ex-
tensiones de cuerpos L/ K (aq,...,a.) y L/K(B1,...,Bs) sean finitas. Entonces r = s.

La idea de este resultado recuerda al Teorema del Reemplazamiento para espacios vectoriales,
pero sustituyendo la nocién de independencia lineal por la de independencia algebraica. Todo
esto conduce a las siguientes definiciones.

DEFINICION 55. (Base y Grado de Trascendencia)

Sea L/K una extensidn de cuerpos finitamente generada. Se dice base de trascendencia de L
sobre K a cualquier conjunto finito B C L algebraico sobre K y tal que L/ K (B) es una extension
de cuerpos finita. Se dice grado de trascendencia de la extension al cardinal de cualquiera de
sus bases de trascendencia, y denota por griri(L).

En vista de la Observacién C.28, se tiene que una extensién de cuerpos L/K algebraica no
admite una subfamilia no vacia de L que sea algebraicamente independiente sobre K. Es decir,
la idea de una base de trascendencia solo tiene sentido para extensiones de cuerpos finitamente
generadas y trascendentes.

Para concluir con el apartado, veremos un resultado particularizado a cuerpos realmente cerra-
dos que relaciona la dimensién de un anillo de polinomios P(V') definido sobre una variedad
algebraica irreducible V' C A™(R) con el grado de trascendencia de la extensién de cuerpos
K(V)/R. Se incuye la prueba como un ejemplo de uso del Lema de Normalizacién de Noether
C.23. Las notaciones del anillo de polinomios P(V) y de su cuerpo de fracciones (V) que se
utilizan se han introducido en la Seccién 1.1 y en la Seccién 2.4, respectivamente.

COROLARIO C.31. Sea R un cuerpo realmente cerrado y V. C A™(R) una variedad algebraica
irreducible. Sea P(V') el dominio de las funciones polinomiales de V' en R. Sea IC(V') el cuerpo
de fracciones de P(V) (es decir, el cuerpo de funciones racionales definidas en algin cerrado
Zariski de V', con coeficientes en R), se tiene:

dimgru(P(V)) = grTrr(K(V)).

DEMOSTRACION. El anillo P(V) es una R-dlgebra, y entonces podemos aplicar el Lema
de Normalizacién C.23 tomando este anillo y cualquier ideal propio, por ejemplo (0). En-
tonces, para algin d € N existe una familia {Y7,...,Y;} de P(V) que es algebraicamente
independiente sobre R y cuyos elementos definen a un anillo de polinomios R[Y7,...,Yy] tal
que P(V) es una R[Y1,...,Yy]-dlgebra finita. Como R es un cuerpo, R[Y1,...,Y,] es ademds
un dominio de integridad y R(Y1,...,Yqy) serd su cuerpo de fracciones. Veamos entonces que
K(V) es una R(Y7,...,Yy)-dlgebra finita. Dada la inclusién de R[Y3,...,Yy] en P(V), es claro
que R(Y7,...,Yy) € K(V) y tomando el morfismo de inclusién se tendrd que (V) es una
R(Y1,...,Yy)-dlgebra. Para ver que es finita, tomemos un elemento f/g € K(V) dado por
unas funciones polinomiales f,g € P(V) con g # 0. Como P(V) es una R[Y1,...,Y,]-dlge-

bra finita, existe una lista finita de elementos hq,...,h, € P(V) tales que puede escribirse
f=fih1+ ...+ fr-h, para algunos fi,..., fqg € R[Y1,...,Yy]. Entonces:
/ _h

*h1—|—...+ﬁhr,
g g g

y acabamos de probar que todo elemento no nulo de (V') es una combinacién lineal de unos ele-
mentos hy, ..., h, con coeficientes en R(Y1,...,Yy) y por ende, (V') es una R(Y1,...,Yy)-dlge-
bra finita. Es decir, K(V)/R(Y1,...,Yy) es una extensién finita de cuerpos, luego {Y1,..., Yy}
es una base de trascendencia de la extension K(V)/R y su grado de trascendencia es d. Por
otra parte, que P(V) sea una R[Y7,...,Yy]|-dlgebra finita implica que la extensién de anillos
R[Y1,...,Yy € P(V) es entera. Aplicando el Corolario C.17 y el Corolario C.24 se sigue las
siguientes igualdades:

dim(P(V)) = dim(R[Y, ..., Yy]) = d = grTre(V). 0



Apéndice D

Teorema de la Dimensién Local y Regularidad.

Este apartado tiene como fin el estudio de los puntos regulares de una variedad. Para llegar
a esto, previamente se vera el Teorema de la Dimensién Local y se introducird a los anillos
locales regulares. Después veremos el Criterio del Jacobiano, que se utiliza para caracterizar
a los puntos regulares de una variedad algebraica definida sobre un cuerpo realmente cerrado
en nuestro caso. También se anade un breve apartado final sobre el producto cartesiano de
semi-algebraicos y su dimensién.

En cuanto a la bibliografia empleada en esta seccién, nos apoyaremos en [Gonzalez, 2022]
para mostrar, de manera sucinta, el Teorema de la Dimensién Local. También se inspira en
esta cita la presentacion de anillos locales regulares, que se completa con la Seccion V,5 de
[Kunz, 1985]. El Criterio de Jacobiano se saca de la Seccién VI,1 de esta iltima referencia
bib-liografica. Por ultimo, el apartado sobre puntos regulares sigue el hilo argumental de la
Seccién 3.3 de [BCR, 1998].

Teorema de la Dimensién Local.

A primera vista, uno podria esperar que la dimensién de Krull de un anillo noetheriano es
siempre finita dado que la altura de cada uno de sus ideales es finita. Sin embargo, Nagata
nos muestra con el “Ezample 1”7 de su apéndice sobre “Fzamples of bad Noetherian rings” de
[Nagata, 1927], un ejemplo de un anillo noetheriano con dimensién de Krull no finita.

EJEMPLO D.1. Reproducimos el ejemplo de un ‘mal anillo noetheriano’ de Nagata. Conside-
remos un cuerpo K y una familia {X1, Xa,...} = {Xkt1}ren de indeterminadas, o dicho de
otra forma, de elementos algebraicamente independientes sobre K en el sentido de que toda
subfamilia finita sea una familia algebraicamente independiente sobre K (véase la Definicion
54). Se define el conjunto:

K[X1,Xs,...] = | K[X1,..., X4,
k=1

que resulta ser un anillo con las operaciones suma y producto definidas para cada par de elemen-
tos f € K[X1,...,X,] yg € K[Xa,...,Xs], pertenecientes ambos a K[X1,Xa,...], como la
suma y producto de f y g como elementos de K[X1,...,X,s|. Ahora se considera una sucesion
no finita (my,ma,...) de nimeros naturales que cumpla que 0 < my — mp_1 < Mp41 — My
para cada k > 2. Con esto se define a los ideales py, = (X, ..., Xy —1) para cada k > 1.
Cada uno de estos ideales es primo y tiene asociada la siguiente cadena de ideales primos:

(O)C(ka)g_g(ka,X 1)=pk,

- ) Meg+1—

que como veremos mds adelante por el Teorema del Ideal Principal de Krull D.5, esta serd
de longitud mdxima y entonces ht(pr) = mr41 — my. Por otro lado se tiene la Proposicion
B.4, que nos dice que el conjunto S definido como la interseccion de los complementarios en
K[X1,Xs,...] de los py serd un sistema multiplicativamente cerrado, y entonces puede definirse
el anillo A = ST1K[X1,Xs,...]. La prueba de que este anillo es noetheriano se debe a la
Proposicidn B.14, la cual puede verse probada en [Nagata, 1927]. Aqui tan solo afiadiremos
que la dimension de Krull de este anillo es no finita como consecuencia de la Proposicion C.7
y de que el conjunto de las alturas de los ideales no estd acotado.

En conclusién, no puede seguirse de la condicién de noetherianidad de un anillo que su dimensién
sea finita. Afortunadamente, puede utilizarse una nocién de dimensién para anillos locales
noetherianos que cumple varias cosas. Por un lado, es equivalente a la dimensién de Krull para
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esta clase de anillos, por un resultado que se conoce como el Teorema de la Dimension Local. Por
otra parte, permite deducir que la dimensién de un anillo local noetheriano es siempre finita.
Este hecho da cuenta de por qué la localizacién es un tema relevante en Geometria Algebraica.

En primer lugar, ha de enunciarse un resultado de Hilbert y Samuel que motiva una definicién
de dimensién para anillos locales noetherianos. Recuérdese la definicién de anillo local (A, m)
introducida en el Apéndice B, y también la del cuerpo residual k(m) = A/m asociado a este
anillo local. A continuacién, el resultado junto con la definicién del polinomio de Hilbert-Samuel
de un anillo local noetheriano.

TEOREMA D.2. (de Hilbert-Samuel)
Sea (A,m) un anillo local noetheriano y sea k(m) su cuerpo residual. Entonces:

(i) Dadon > 1, A/m™ es un k(m)-espacio vectorial de dimension finita dimy,q)(A/m™).
(i) Se define la funcidn siguiente:
Pu: N — N
n > dimym)(A/m™).
Entonces existe un dnico polinomio f € Z[X] y un ng € N de tal modo que
Puw(n) = f(n), para cada n > ny.

La funcion Py se denomina funcién polinomial (o polinomio) de Hilbert-Samuel del anillo local
(A,m), y se dice grado de Py, que se denota por deg(Pn), al grado del polinomio f.

El teorema precedente asocia un polinomio a cada anillo local noetheriano. La unicidad de este
polinomio y en particular la de su grado, permite definir una nueva nociéon de dimension.

DEFINICION 56. (Dimensién de Hilbert-Samuel)
Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Se llama dimension de Hilbert-Samuel de (A, m), abre-
viadamente HS, al grado de su polinomio de Hilbert:

dimps(A) = deg(P).

Existe otra idea para definir a la dimensién de un anillo local noetheriano, también equivalente
a la dimension de Krull. Se basa en el siguiente tipo de ideales de un anillo local noetheriano.

DEFINICION 57. (Ideal de Definicién)
Sea (A,m) un anillo local noetheriano. Sea un ideal a = (a1,...,a,) de A. El ideal a se dice
ideal de definicion de (A,m) cuando \/a = m.

Otras maneras equivalentes de definir a un ideal a de definicién de un anillo local noetheriano
(A, m) son:
(i) siexiste algin ¢ € N tal que m* C a,
(74) o si A/a es un anillo con un unico ideal primo, es decir, si A/a es un anillo local
artiniano.

Con esto, se define la dimension de Chevalley de un anillo local noetheriano.

DEFINICION 58. (Dimensién de Chevalley)
Sea (A,m) un anillo local noetheriano. Llamaremos dimensidn de Chevalley de A a

dimep(A) = min{r e N: Hay,...,a,.} C A,/ (a1,...,a,) =m}.

Ahora viene el resultado que nos dice que todas estas definiciones de dimensién son equivalentes
para el caso de un anillo local noetheriano. Se conoce como el Teorema de la Dimension Local
y se atribuye a Samuel y a Chevalley.

TEOREMA D.3. (de la Dimensién Local)
Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Entonces,

dimKrull(A) = dZmHS(A) = dimCh(A).

A partir de aqui, cuando se hable de dimensién de un anillo local regular se estard hablando
de cualquiera de estas tres definiciones de dimensién, ya que son equivalentes. Dado un anillo
noetheriano A, se deduce del Teorema de la Dimensién Local que todo ideal primo p € Spec(A)
tiene altura finita. Esto equivale a decir que el anillo local noetheriano A, tiene dimensién
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finita, ya que por la Proposicién C.3 se tiene que ht(p) = dimgruu(Ap) y p = (a1,...,a,) al
ser A un anillo noetheriano. De esto tltimo se sigue que p como ideal maximal de A, satisface

p=+/(a1,...,a,) por ser un ideal primo, y en definitiva ocurre que:
ht(p) = dimKTull(Ap) = dimc;L(Ap) <r < 4o0.

Obviamente, el ejemplo de Nagata (Ejemplo D.1) muestra que, aunque las alturas de los ideales
primos sean finitas, estas pueden ser arbitrariamente grandes. Otra clasica aplicacién del Teo-
rema de la Dimensién Local es el conocido Teorema del Ideal Principal de Krull. Se requiere la
siguiente definicién previa.

DEFINICION 59. (Sucesién Regular)
Sea A un anillo conmutativo y sean aq,...,a, elementos de A. Se dice que ay,...,a, es una
sucesion reqular en A si se verifica:
(1) (a1,...,a.) # A,
(i4) a1 no es divisor de cero en A y tampoco es divisor de cero la clase de a; en el anillo
cociente A/(ay,...,a;—1) para cualquier i =2,...,r.

Noétese que para cualquier el anillo de polinomios A[X1,...,X,], la sucesién (Xi,...,X,) es
regular. El hecho de definir las sucesiones regulares como conjuntos ordenados se debe a que las
sucesiones finitas no mantienen, en general, la propiedad de ser regular ante una permutacién
de elementos.! No obstante, esto si que sucede para el caso de un anillo local noetheriano.?

PROPOSICION D.4. Sea (A, m) un anillo local noetheriano y sea ay, . ..,a, una sucesion reqular
en A. Entonces, ar(1y,---,a-(;) €s una sucesion regular en A para toda permutacion T € ¥,.

Ahora, veamos el enunciado del Teorema del Ideal Principal de Krull. Se trata de una cota a la
altura de los ideales de un anillo noetheriano y de una condicién que asegura la igualdad entre
la altura del ideal y dicha cota.

TEOREMA D.5. (del Ideal Principal de Krull)

Sea A un anillo noetheriano. Sean ay,...,a, elementos de A y sea a = (as,...,a,). Entonces,
para cada ideal primo p € Spec(A) minimal entre los ideales primos que contienen a a, se tiene
que ht(p) < r. Si ademds ay,...,a, es una sucesion reqular en A, se verifica la igualdad.

Volviendo al caso de un anillo local noetheriano (A, m), tenemos que si el ideal maximal m estd
generado por los elementos de una sucesién regular en A, aplicando el resultado precedente se
tiene que ht(m) serd la cantidad de elementos en dicha sucesién regular y por la Proposicién
C.6, esta coincidird con la dimensién del anillo. Como conclusién, la dimensién de un anillo
local noetheriano es necesariamente finita. Todas estas consideraciones motivan la siguiente
redefinicion del concepto de sucesion regular para el caso de un anillo local noetheriano.

DEFINICION 60. (Sistema Regular de Parametros de un Anillo Local Noetheriano)
Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Se dice sistema reqular de pardmetros del anillo (A, m) a
cualquier conjunto {ai,...,aq} C A que genere al ideal m y que cumpla que d = dim 1 (A).

Nétese que aqui hablamos de un conjunto no ordenado dado que se tiene la Proposicién D.4
en el caso de anillos locales noetherianos. Para finalizar, veamos un resultado de Nagata que
utiliza el Teorema de Lasker-Noether 1.3.4 para probar esta caracterizacién de los dominios de
factorizacién unica noetherianos.

COROLARIO D.6. Sea A un dominio de integridad noetheriano. Entonces, son equivalentes:

(1) A es un dominio de factorizacidn unica,
(1) todo ideal primo p € Spec(A) con ht(p) =1 es un ideal principal.

Anillos Locales Regulares.

En este apartado se introduce a los anillos locales regulares. Estos son, esencialmente, los anillos
locales noetherianos para los que se tiene alguna sucesion regular, es decir, unos generadores

IPuede verse un ejemplo en: https://stacks.math.columbia.edu/tag/OAUH.
2También en https://stacks.math.columbia.edu/tag/0AUH puede verse este resultado adaptandolo de la
terminologia de médulos.
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de su ideal maximal que cumplan con la igualdad del Teorema del Ideal Principal de Krull D.5.
En primer lugar, se verda cémo definirlos mediante tres propiedades equivalentes, introduciendo
los conceptos de filtracién y de graduacién de un anillo. Después, se anade algunas de las
propiedades de estos anillos, destacando el Criterio del Jacobiano. Dicho resultado se estudiara
en el apartado siguiente y servird para definir las ideas de regularidad y singularidad de los
puntos de una variedad en el sentido algebraico.

Comencemos por definir lo que es una graduacién de un anillo, que no es otra cosa que una
forma de separarlo en componentes que sean subgrupos aditivos y que tengan asociado un
tamano entero de manera que el producto de elementos de tamanos n y m sea un elemento de
tamano nm. Esta idea recuerda a la descomposiciéon de un anillo de polinomios en componentes
que son polinomios homogéneos (se desarrolla un poco este ejemplo al inicio del Apéndice E).

DEFINICION 61. (Graduacién de un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo. Supongamos que existe una familia { Ay, }nen de subgrupos aditivos
de A tales que:

(1) A=, enAn;

(1) AnAn C Apm para cualesquiera n,m € N.
En tal caso se dird que { Ay, }nen es una graduacion sobre A y que A es un anillo graduado. Se
dice elementos homogéneos de grado n a los elementos de A,, distintos de 0.

En este caso, nos interesa estudiar la graduacién de un anillo local noetheriano (A, m) y para
ello introducimos el concepto de filtracién de un anillo. Este nos permitird definir una filtracién
del anillo, pero primero defindmoslo.

DEFINICION 62. (Filtracién de un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo. Se dice filtracion del anillo A a una cadena descendente de ideales:

A=agyDa;D...DagD...,

que denotaremos por X, y que cumpla que aga; C ag; para cada par k,l € N. En tales condicio-
nes, (A, %) se dice anillo filtrado.

Ahora, si disponemos de un anillo conmutativo A y de una filtracién ¥ = A =ap Da; D ...,
puede definirse el conjunto siguiente:

Gx(A) = @ (an/ant1)
neN
al que dotaremos con una estructura de anillo graduado. Un par de elementos a,b € Gx(A)
pueden escribirse, al ser elementos de una suma directa, como sumas finitas de elementos:

a:Zai+ai+17 b:ij+aj+17
i€l jeJ
donde I y J son un par de subconjuntos finitos de N. Se define la siguiente operacién de suma
sobre el conjunto G'x(A):
a+b= Z (ak+bk)+ak+1,
keTuJ

donde se entiende que ar = 0 para k ¢ I y que by = 0 para k ¢ J. También se define una
operacion producto de la manera siguiente:

a-b= Z Z(alb]) + Aigjt1-
icl jeJ
Puede comprobarse que la definicién del producto no depende de los representantes escogidos
para las clases, y también que (Gx(A),+, ) tiene estructura de anillo graduado. Este se dice el
anillo graduado asociado al anillo filtrado (A4, X).

Ahora definimos el anillo graduado asociado a la siguiente filtracién de un anillo local noethe-
riano (A4, m):

A>mom?>...omf> ...,
el cual se denotard por Gy, (A). Ademéds de este anillo graduado, puede considerarse el k(m)-
espacio vectorial (m/m?, 4, -;(m)) asociado al anillo local noetheriano (A, m), donde k(m) es el
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cuerpo residual de (A, m) y -x(m) es la accién evidente definida para los elementos homogéneos
de G (A) de grado 1 segin el producto en A como sigue:

T p(m) (a+m?) = za+m?,
para cualesquiera x € k(m), a € m. En adicién a estas dos cosas, también se tiene la idea de un

sistema regular de pardmetros, introducida en la seccién previa (véase la Definicién 60). Estos
tres conceptos estan relacionados de la siguiente manera.

TEOREMA D.7. Sea (A,m) un anillo local noetheriano con cuerpo residual k(m) = A/m y
dimension d = dim g (A). Sean el k(m)-espacio vectorial (m/m?, +, - m)) y €l anillo graduado
Gm(A) descritos en los pdrrafos previos. Entonces, son equivalentes:
(i) Existe algin sistema reqular de pardmetros de A, es decir, una familia de d elementos
de A que generen al ideal m.

(i1) Se cumple que dimy(wm)(m/m?) = dim g (A).

(#i1) El anillo G (A) es isomorfo al anillo de polinomios k(m)[ X1, ..., X4).
DEFINICION 63. (Anillo Local Regular)
En el contexto del teorema precedente, el anillo (A, m) se dice reqular si cumple alguna de las
tres propiedades equivalentes.

Ahora veremos varias propiedades notables de esta clase de anillos. La motivacion del estudio de
estos anillos se debe a su papel dentro de la Geometria Algebraica, pero esto se discutird mas
adelante. Por el momento, dejamos sin demostracién un par resultados sobre anillos locales
regulares. Puede consultarse una prueba en [Gonzdlez, 2022] y también sus implicaciones
dentro del algebra homoldgica.

El primero de tales resultados, como ya se dijo en el Apéndice B, consiste en que la propiedad
de ser regular es una propiedad local de los anillos locales noetherianos.

TEOREMA D.8. (de Serre)

Sea (A, m) un anillo local noetheriano. Entonces, (A,m) es reqular si y solamente si el anillo
local noetheriano (Ay,pA) es reqular para cada ideal primo p € Spec(A).

Este otro resultado asegura que todo anillo local regular es un DFU y que puede aplicarse otros
resultados como el Corolario D.6, o también los Teoremas del Ascenso C.16 y del Descenso C.21
dado que, en particular, los DFU son dominios de integridad normales (véase el Ejemplo C.18).

TEOREMA D.9. (de Auslander-Buchsbaum)
Sea (A, m) un anillo local reqular. Entonces, (A, m) es un dominio de factorizacion inica.
Lo que resta por hacer en este apartado es presentar el Criterio del Jacobiano. Para ello, vemos
antes una caracterizacion de los anillos cociente de anillos locales regulares que son a su vez
anillos locales regulares. Inmediatamente después definiremos la derivada de un polinomio en
un anillo respecto de alguna de sus variables.
PROPOSICION D.10. Sea (A,m) un anillo local reqular de dimension d. Para r < d, sea un
subcongunto {a1,...,a,.} del ideal m. Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:
(1) El conjunto {ay,...,a,} estd incluido en algin sistema reqular de pardmetros del anillo
local regular (A, m).

(ii) Las clases a1 +m? ... a, + m? de m/m? son linealmente independientes sobre A/m.

(iii) A/(ai,...,a,) es un anillo local reqular de dimensidon n —r.
Si se satisface alguna de estas propiedades, entonces (a1, ...,a,) es un ideal primo de A.
DEFINICION 64. (Derivada de un Polinomio en un Anillo)
Sea A un anillo conmutativo y sea f € A[X1,...,X,]. Supongamos que ezisten d; € N y unos
polinomios fo, ..., fdi € A[Xy,...,X,] que no dependen de la variable X;, de tal modo que:

d;
F=Y fux*.
k=0
Entonces, se define la derivada de f respecto de X; como el polinomio siguiente:

8f d;—1 R
3%, (X1, Xn) = Y (k4 1) frn X

k=0
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Con esto, pasemos a ver el Criterio del Jacobiano dentro de un contexto particular. Sea R un
cuerpo realmente cerrado. Consideremos algin punto del espacio afin p = (p1,...,pn) € A"(R)
y también el ideal maximal asociado a dicho punto m, = (X1—p1,..., Xn—pn) C R[X1,...,X,].
Dados unos polinomios fi,..., f, € R[X1,...,X,], se define la siguiente matriz:

T8I0 = (FEW)

j=1,...,n.

que se dice matriz jacobiana. El Criterio del Jacobiano es un resultado que permite reducir el
estudio de la variedad algebraica definida por los polinomios fi,..., fr en un punto de dicha
variedad p € Zyn(p)(f1,. .., fr) (relacionado con la localizacién R[X1, ..., X,]n,) al estudio de
la matriz jacobiana definida en tales circunstancias.

TEOREMA D.11. (Criterio del Jacobiano)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Consideremos el punto p € Zyn(gry(f1,..., fr) de la varie-
dad algebraica definida por unos polinomios fi1,..., fr € R[X1,...,X,]. Denotemos por (A, m)
al anillo local regular asociado a dicho punto, es decir, A = R[X1,..., Xp]m, y m = m,A.
Supongamos que r < n. Entonces, son equivalentes:
(1) El congunto {f1,..., fr} es una subfamilia de algin sistema regular de pardmetros del
anillo local regular (A, m).

(1) La matriz jacobiana J(f1,..., fr)(p) tiene rango n — r.

(#i1) El anillo cociente A/(f1,..., fr) es un anillo local regular de dimensidn n —r.
En particular, si se da cualquiera de las Propiedades (i), (it) o (ii%), el ideal (f1,..., fr) es un
ideal primo en A y en R[Xq,...,X,], y con altura r.

OBSERVACION D.12. Nétese que cualquier variedad algebraica de A™(R) puede definirse por
un ideal generado por los polinomios fi,..., f» € R[X1,...,X,] con r < n y que, por lo tanto,
esta suposicion no implica una pérdida de generalidad a la hora de poder estudiar una variedad
algebraica de A™(R) cualquiera.

Puntos Regulares de una Variedad Algebraica Real.

En esta subseccion se habla de regularidad y singularidad de los puntos de una variedad al-
gebraica definida en algin espacio afin sobre un cuerpo realmente cerrado. Se presenta varias
formas equivalentes de definir a los puntos regulares de una variedad. Para empezar, veamos
un resultado sobre el rango de la matriz jacobiana que puede aplicarse a cualquier anillo de la
forma P (V') definido por una variedad algebraica V' C A™(R) irreducible. La razén de escoger
una variedad irreducible es que su ideal asociado Zg(x, ... x,,](V) es primo y puede aplicarse el
siguiente resultado.

.....

PROPOSICION D.13. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea p un ideal primo de R[ X1, ..., X,]
y sea {f1,...,fr} C R[X1,...,X,] una familia de generadores del ideal p. Se considera el
anillo cociente R[Xy,..., X,]/p con dimension d = dimgru(R[X1,...,X,]/P) vy a su cuerpo
de fracciones k(p) = Frac(R[X1,...,Xn]/p). Se define esta matriz con coordenadas en k(p):

DF = <§)€ +p) , € Mysn(k(p)).

Entonces, DF es una matriz de M, (k(p)) con rango n — d.

Observemos que la matriz DF que acabamos de definir es parecida a la matriz jacobiana
q q p J

que definimos en la subseccién anterior, se distinguen porque en DF' no hemos evaluado los
polinomios en un punto.

Ahora vemos la definicién de Zariski del espacio tangente a un punto p de una variedad algebrai-
caV C A"(R). Antes de esto, es preciso definir el gradiente de un polinomio f de R[X}, ..., X,]
en un punto p € A"(R) del espacio afin:

Vpf = (;)é(p),---, Efgn (p)) :
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DEFINICION 65. (Espacio Tangente)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V-.C A™(R) una variedad algebraica irreducible. Sea
el punto p € V' y supongamos que Ip(x, .. x,|(V) = (f1,..., fr). Se define el espacio tangente
a'V en el punto p como el siguiente R-espacio vectorial:

T,V ={v=(v1,...,0,) € A"(R) : V, fi(v z”: 8f1 = 0}.

Es sencillo verificar que esta definicién del espacio tangente no depende del conjunto de gene-
radores de Zgx, ..., Xn](V) escogido, y también que se trata de un R-espacio vectorial.

Ahora, con las notaciones de la definicién precedente, volvamos a la matriz D F' de la Proposicién
D.13 definida para los generadores f1, ..., f, del ideal pero evaluada en el punto p. La denotamos
por DF(p) y se trata de una matriz de M, (R) cuyas filas son los gradientes V, f1,...,V, fr
de los generadores del ideal. Podemos considerar la aplicacién lineal que define DF(p):

DF(p) : A"(R) — A"(R)
v+ DF(p)-v,

y el nucleo de esta aplicacién lineal sera el espacio tangente a V' en p, es decir, se tendrd que
T,V = ker(DF(p)). La dimensién de T,V como R-espacio vectorial viene dada por el rango de
la matriz DF(p) y es:

dimg(T,V) =n — rank(DF(p)).

Volvamos a la Proposicién D.13. El rango de la matriz DF para un sistema de generadores
del ideal Zppy, ... x,](V) serd igual que la dimensién de Krull del anillo P(V'). Para la matriz
evaluada en un punto p, DF'(p), se sabe que si un menor de DF' es nulo, entonces también lo
serd en DF(p), pero no necesariamente a la inversa y entonces se sigue la desigualdad siguiente.

COROLARIO D.14. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V- C A™(R) una variedad algebraica
irreducible. Se considera el anillo P(v) de funciones polinomiales de V' en R. Entonces, para
cada p € V se verifica:

dimg(T,V) > dimgran(P(V)).

Los puntos para los que se satisface la igualdad se dicen puntos regulares de la variedad. Damos
la definicién a continuacion.

DEFINICION 66. (Puntos Regulares y Singulares)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Dado un punto p perteneciente a la variedad algebraica
irreducible V de A™(R), este se dice punto regular si se satisface:

dzm(TpV) = dimgrull (P(V))a

y se dird punto singular en caso contrario. Se denota por Reg(V') al conjunto de los puntos
regulares de una variedad, y por Sing(V) al conjunto de puntos singulares.

En el Capitulo 3 de [BCR,, 1998] se prueba el resultado siguiente, que trata la dimensién de
Reg(V) y Sing(V'), asi como su relacién con la topologia de Zariski.

TEOREMA D.15. Sean R un cuerpo realmente cerrado y V una variedad algebraica irreducible
de A™(R). Entonces Reg(V') es un abierto no vacio para la topologia de Zariski y Sing(V) C V
es una subvariedad algebraica real, es decir, un cerrado Zariski de V con la topologia heredada
de A™(R), y cuyas dimensiones de Krull satisfacen:

dim g (P(clauz (Sing(V)))) < dimgrui(P(clauz (Reg(V)))) = dimrun(P(V)).

Para probar esto, basta con observar que los puntos de Reg(V') son aquellos en los que no se
anula ningin menor (n —d) X (n — d) de la matriz DF evaluada en cada uno de dichos puntos.

Pasemos a considerar anillos notherianos locales. Dado un punto p de una variedad algebraica
irreducible V' de A™(R), se considera el ideal maximal de P(V):

m, ={f € P(V): f(p) = 0}
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Con esto, se toma la localizacién de P(V') en el ideal maximal m, y se denota por (R(V),,m,)
al anillo local noetheriano que define la localizacién, siendo el ideal maximal m, = m,R(V),.
Como el anillo R[X1, ..., X,] es catenario,® se cumple las siguientes igualdades:

ht(mp) = dimKTull('R(V)p) = dimKrull(P(V)).

También se tiene los siguientes R-espacios vectoriales isomorfos. Los dos primeros son isomorfos
porque la localizacién respeta al ideal que queda como maximal, y el otro es el dual del espacio
tangente al punto p que, recordemos, define al ideal m,,. La relacién de isomorfia es la siguiente:

mp/mz = ﬁp/ﬁﬁ = (TPV)* = HomR(TpV, R),

donde la tltima relacién de isomorfia se tiene porque los elementos de m, /mIQ, son clases de
polinomios que se anulan en p y que ademas tienen como representante a un tnico polinomio
homogéneo de grado 1 que se anula en p. De manera obvia, los polinomios homogéneos de
grado 1 se relacionan con aplicaciones lineales. De las relaciones de isomorfia de anillos dadas
se concluye que si p € Reg(V) es un punto regular de la variedad, entonces:

dimp(m,/m2) = dimg(T,V) = dimgra(P(V)).

A modo de recopilacién de todo lo que hemos visto hasta ahora, se tiene el siguiente resultado
que nos dice las propiedades equivalentes que satisfacen los puntos regulares.

COROLARIO D.16. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea V una wvariedad algebraica irre-
ducible de A™(R). Entonces, dado un punto p € V, se verifican las siguientes propiedades
equivalentes:
(i) p € Reg(V),
(1) R(V)p es un anillo local reqular de dimension igual a dimg,rui(P(V)),
(ZZ’L) dsz(TpV) = dimKrull(P(V)),
(iv) rank(DF(p)) = n — dimgruu(P(V)),
(v) dimp(my/m2) = dimgi(P(V)) = dimgra(R(V),).

En particular, observemos tanto la presencia del Criterio del Jacobiano D.11 como del concepto
de anillo local regular a la hora de definir a los puntos regulares de una variedad.

3Véase la Definicién 47 y propiedades en el Apéndice B.



Apéndice E

Dimensién y Topologias sobre A"(R).

La finalidad de este apéndice es introducir las ideas dimensién de un conjunto semi-algebraico
y de dimensién puntual en un semi-algebraico utilizando de manera razonada todo lo que se ha
visto durante los Apéndices C y D. Antes de dar las definiciones de estos conceptos, es necesario
hablar de ciertos temas. Comenzaremos introduciendo una topologia en A™(R) definida a partir
de una norma que recuerda a la norma euclidea de A™(R). Después, hablaremos de un tipo
especial de funciones y de cémo estas llevan a una descomposicién de conjuntos semi-algebraicos
en componentes semi-algebraicas con una dimensién topolégica clara. Finalmente, trataremos
de aplicar las ideas de dimensién de los apéndices previos para dar una definicién de dimensién
‘algebraica’ que coincida con esta idea de dimensién topolégica.

Para la elaboracién de esta presentacion se ha utilizado el Capitulo 2 de [BCR, 1998], al que
puede remitirse el lector para consultar las pruebas de los enunciados que aqui presentaremos.

Norma y Topologia Euclidea para A"(R).

Comencemos por introducir una generalizacién de la topologia euclidea de A™(R) para los
espacios afines A"(R) con R un cuerpo realmente cerrado. Al contrario que en un cuerpo
ordenado, se tiene para cualquier cuerpo realmente cerrado R que la raiz de todo elemento
positivo del cuerpo pertenece a R, por el Lema 2.1.12, y en particular pertenecen a R las raices
de las sumas de cuadrados de R. Por lo tanto, la siguiente aplicacion estd bien definida:

- AR — R

x=(21,...,2,) — ||z|| = \/m7

y es una norma sobre A" (R) como R-espacio vectorial. Esta norma induce una distancia, y a su
vez esta define una topologia a la que llamaremos topologia euclidea sobre A™(R), ya que para
el caso real R = R esta coincide con la topologia euclidea sobre A" (R). La distancia entre dos
puntos z,y € A™(R) viene dada por esta norma y es ||z — y||. Utilizando esta distancia puede
definirse la base de una topologfa. Tomamos x € A™(R) y r € R positivo, y con esto se define
los conjuntos:

Bn(z,r) ={y € A"(R) : |ly — x| <},

Bn($7r) = {y € AR(R) : ||y - .%'|| < 7"},

S" Mz, r) ={y € A"(R) : |ly — zl| = 1},

que se conocen como bola abierta, bola cerrada y (n — 1)-esfera, respectivamente, de centro x
y radio r. El conjunto de las bolas abiertas de centro € A™(R) y radio r € R positivo son una
base para la topologia de A™(R) que definiremos como la topologia euclidea sobre dicho espacio
afin. Las bolas cerradas son conjuntos cerrados para esta topologia.

Con esta topologia en A™(R), las funciones polinomiales definidas por cualquier polinomio de
R[X1,...,Xy] son continuas. En particular como A" (R) es a la vez un abierto y un cerrado,
se tiene que cualquier conjunto definido por una igualdad de la forma f(Xi,...,X,) =0 con
f € R[X1,...,X,] es un cerrado para la topologia euclidea. Por lo tanto, también son cerrados
en esta topologia las uniones finitas de este tipo de conjuntos, es decir, los cerrados para la
topologia de Zariski son cerrados en la topologia euclidea y en conclusién, la topologia euclidea
es mas fina que la topologia de Zariski.

Consideremos ahora un conjunto de la forma:
{z € A™(R): f(z) = 0} = f7([0,00)"),
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dado el polinomio f € R[X;,...X,]. Como este conjunto puede escribirse como la anti imagen
del cerrado [0, 00)™ de A™(R) por una aplicacién f continua para la topologfa euclidea, entonces
es un conjunto semi-algebraico cerrado. De hecho, las uniones finitas de cerrados son a su vez ce-
rrados, por lo que los conjuntos cerrados béasicos son semi-algebraicos cerrados para la topologia
euclidea sobre A™(R). Més atin, T. Recio prueba que los conjuntos semi-algebraicos cerrados
para la topologia euclidea son de hecho cerrados bésicos (puede verse en [Recio, 1978]). Te-
niendo en cuenta que cada conjunto abierto bésico es el complementario en A"(R) de otro
cerrado bésico, se tiene que los abiertos bésicos son los conjuntos semi-algebraicos abiertos para
la topologia euclidea sobre A™(R).

Sin embargo, no todo cerrado para la topologia euclidea es un conjunto semi-algebraico. Veamos
un ejemplo. Utilizaremos la funcién exponencial, que se define puntualmente como la evaluacién
de la siguiente serie de potencias formal univariada sobre un cuerpo realmente cerrado R:

oo

Xi
exp(X) = Z e
i=0
Definimos para cada k € N el polinomio univariado gx(X) = 1+ X +...+ X*/(k!) y nos damos
cuenta de que ev,(exp) > ev,(gx) para todo x € R no negativo y para cada k € N. Entonces,

podemos considerar los conjuntos semi-algebraicos cerrados para la topologia euclidea de A%(R):
Sk = {(z1,22) € A™(R) : 1 > 0,29 — gr(x1) > 0},

definidos para cada k € N. Definimos también el conjunto:
S ={(z1,22) € A"(R) : 21 > 0,29 — exp(x1) > 0}.

Dado que Sj, C Sk+1 C S paratodo k € N, es facil argumentar que S coincide con la interseccion
de todos los S, y como es una intersecciéon numerable de cerrados, ha de ser también un cerrado,
pero que claramente no es un semi-algebraico. Para finalizar este apartado, diremos que si se
cumple que el interior y la clausura de un semi-algebraico de A™(R) sean semi-algebraicos
(Véase la Proposicién 2.2.2 de [BCR,, 1998]).

Aplicaciones Semi-Algebraicas.

A continuacién, introducimos un tipo de aplicaciones que sirven para dar una descomposicién
de los conjuntos semi-algebraicos, la permite ver la equivalencia entre la dimensién topoldgica
de los semi-algebraicos y la dimensién con base en la dimensién de anillos que se define en
subsecciones posteriores. En primer lugar, definimos este otro tipo de aplicaciones.

DEFINICION 67. (Aplicacién Semi-Algebraica)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean A y B conjuntos semi-algebraicos de A™(R) y A™(R),
respectivamente. Una aplicacion f : A — B se dice semi-algebraica si su grafo, es decir:

Graf(f) ={(z,y) € A" (R) : f(z) = y}
es un conjunto semi-algebraico de A"T™(R).
Lo primero que nos dice la definicién es que la imagen de una aplicacién semi-algebraica es
un conjunto semi-algebraico, sin mas que considerar la proyeccién que olvida a las n primeras
coordenadas y el Corolario 1.2.4. Veamos algunos ejemplos de aplicaciones semi-algebraicas.
EJEMPLO E.1. Los siguientes son ejemplos de aplicaciones semi-algebraicas:
(1) La funcion distancia a un conjunto semi algebraico S C A™(R), se define como sigue:
dist(-,S) : A"(R) — A(R)
x> dist(z,S) =inf{||lr —y|| :y € S}.
Esta aplicacion es semi-algebraica, y también continua si se considera a la topologia
euclidea en ambos espacios.

(11) Las operaciones de suma y producto en R llevan a definir las siguientes aplicaciones
semi-algebraicas:

A%*(R) — A(R) A%*(R) — A(R)

(x1,22) — 1 + T2, (x1,29) —> T129.
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La composiciéon de aplicaciones semi-algebraicas es, a su vez, otra aplicaciéon semi-algebraica.
M4s atin, las aplicaciones semi-algebraicas que van de un conjunto semi-algebraico S C A™(R)
en A(R) constituyen un anillo con las operaciones de suma y producto de funciones descritas
en el ejemplo anterior. Dejamos esto enunciado como una propiedad.

PROPOSICION E.2. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S C A™(R) un conjunto semi-
algebraico. Entonces, el conjunto de aplicaciones semi-algebraicas de S en A(R) es un anillo
respecto de la suma y el producto de aplicaciones descritas en el Apartado (11) del Ejemplo E.1.

Lo que hace especial a las aplicaciones semi-algebraicas es la propiedad de transformar conjuntos
semi-algebraicos en otros conjuntos semi-algebraicos. Queda escrito a continuacién.

PROPOSICION E.3. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea f : S C A"(R) — T C A™(R)
una aplicacion semi-algebraica. En ese caso:

(1) si S C S es semi-algebraico, se tiene que f(S") es semi-algebraico,

(ii) y si T' C T es semi-algebraico, entonces f~1(T") es también semi-algebraico.

Las aplicaciones semi-algebraicas definidas de A" (R) en A™(R) no siempre son aplicaciones con-
tinuas para la topologia euclidea en ambos espacios. El tipo de aplicaciones que mencionabamos
al principio de este apartado, son aquellas aplicaciones semi-algebraicas que ademas son homeo-
morfismos, es decir, biyectivas, continuas para la topologia euclidea en ambos espacios y con
inversa también continua. Este tipo de aplicaciones se dicen homeomorfismos semi-algebraicos,
y también se dice que un par de subconjuntos de A™(R) y A™(R) son semi-algebraicamente
homeomorfos si existe algiin homeomorfismo semi-algebraico entre ellos.

Loncheado de un Conjunto Semi-Algebraico.

En esta subseccién veremos la descomposicién de un conjunto semi-algebraico de A™(R) en una
union de conjuntos semi-algebraicos tales que cada uno sea semi-algebraicamente homeomorfo
a un hipercubo de dimensién d < n, es decir, el conjunto (0,1)% C A%(R) definido como el
producto cartesiano del intervalo abierto (0,1) ={z € R: 0 <z < 1}.

No nos centraremos en la parte técnica necesaria para llegar a dar esta descomposicién, que
puede verse en las Secciones 1.4 y 2.3 de [BCR,, 1998], sino mds bien en entender qué es esta
descomposicién de los semi-algebraicos. La siguiente definicion viene motivada por el Teorema
2.3.1 de [BCR, 1998], y consiste en una técnica que resulta en una particién del espacio A™(R)
en una familia finita de conjuntos semi-algebraicos, conocida coloquialmente como loncheado.

DEFINICION 68. (Loncheado del Espacio Afin)
Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sean f1,..., fr € R[X1,...,X,,Y]. Se tiene una particion
de A™(R) en conjuntos semi-algebraicos S, ..., Sk junto a las aplicaciones:

Gij:Si — A(R), coni=1,... .k, j=1,...,s,,

semi-algebraicas y continuas para la topologia euclidea en A™(R), de modo que se cumple para
cadai=1,...,k y dado x € S;:
(1) que {G1(x),..., G5 (x)} es el conjunto de las raices de los polinomios univariados
fi@,Y), ..., fr(z,Y) que sean no nulos,
(17) y que dado y € A(R), el signo de cada fi(z,y),. .., fr(x,y) depende inicamente de los
signos de y — Cia(xz), ...,y — Gis; ().
En tal caso, se dird que es el loncheado de A™(R) dado por f1,..., fr ala particion Sy, ..., Sk de
A™(R) junto con las aplicaciones (; ;. Se denotard el loncheado por (S;, (Cia,---1Cis;))i=1,... k-

La descomposiciéon de un semi-algebraico que se mencionaba al principio puede hallarse con
este resultado, haciendo un argumento de induccién en n y construyendo cierta aplicacién
semi-algebraica. No nos ocuparemos de reproducir aqui la prueba, pero si se va a enunciar el
resultado.

TEOREMA E.4. Dado un cuerpo realmente cerrado R, todo conjunto semi-algebraico de A™(R)
es la union disjunta de un numero finito de conjuntos semi-algebraicos tales que cada uno de
ellos es semi-algebraicamente homeomorfo a un hipercubo (0,1)? C AY(R) para algin d € N.
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Se introduce algo de notacién para esta descomposicién de un conjunto semi-algebraico S de
A™(R). Nos referiremos a ella como loncheado de S y la denotaremos por (S, ¢1),. .., (Sr, &r),
siendo Sq, ..., S, la particién de S en conjuntos semi-algebraicos y ¢; el homeomorfismo semi-
algebraico que aplica a S; en (0,1)% para algin d; < n y para todo i = 1,...,r. También
llamaremos componente semi-algebraica de S a cada uno de los 5;.

Dimensién de Conjuntos Semi-Algebraicos.

Este apartado se dedica a dar una definiciéon de dimensién para los conjuntos semi-algebraicos y
a ver que se cumple la siguiente observacién sobre el loncheado de un conjunto semi-algebraico.
Dado el hipercubo (0,1)%, se tiene que d es su dimensién como variedad topolégica de A™(R).
Entonces, si se tiene un conjunto semi-algebraico S de A™(R), damos un loncheado de A™(R) que
defina a (S1, 1), ..., (Sr, ) como un loncheado de S y llamamos d; a la dimensién topolégica
de cada hipercubo ¢;(.S;), es de esperar que la dimensién que definamos para S coincida con el
méaximo de las dimensiones topolégicas de los S1,...,Sy, que por la relacién de homeomorfia
seran dy, ..., d,.

Nos aventuramos a dar una definicion puramente algebraica de dimensién para los conjun-
tos semi-algebraicos, con la condiciéon de que se respete esta propiedad. Sera util considerar
el resultado siguiente, cuya prueba se basa en las propiedades del ideal generado y en que
la topologia euclidea sobre A™(R) es mds fina que la de Zariski. Esto dltimo lleva a que
claugyc(S) C clauz(S) para todo semi-algebraico S C A"(R), donde claup,.(S) denota a
la clausura de S por la topologia euclidea sobre A™(R) y clauz(S) es la clausura Zariski de S.

PROPOSICION E.5. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S C A™(R) un conjunto semi-
algebraico. Entonces se tiene las siguientes igualdades:
TRrix,,...x0)(S) = TRrx,.... . x,) (clavuguc(S)) = Trx,, ..., x,) (clauz (S)).

Este resultado nos asegura que el ideal asociado a un conjunto semi-algebraico S C A™(R) es
el mismo que el de sus clausuras para la topologia euclidea y la de Zariski sobre A™(R) y, por
lo tanto, puede asociarse a S el anillo de polinomios P(clauz(S)). De este modo, la dimensién
de un semi-algebraico serd la dimensién de Krull del anillo de polinomios descrito.

DEFINICION 69. (Dimensién de un Conjunto Semi-Algebraico)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S un conjunto semi-algebraico de A™(R). Se define la
dimension de S como:
dim(S) = dim g (P(clauz(S))).
OBSERVACION E.6. En vista de la definicién precedente y la Proposicién E.5, se tiene que:
dim/(S) = dim(claugy.(S)) = dim(clauz(S)).

Veamos una primera consecuencia de esta definicién de dimensién. Nétese que la primera afir-
macién es consecuencia directa del Corolario C.24.

PROPOSICION E.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Se cumple las siguientes propiedades:
(1) dim(A™(R)) =n.
(#i) Sean Sy, So C A™(R) unos conjuntos semi-algebraicos tales que S; C Sy. Entonces:

Otras propiedades sobre la dimensién que se prueban en [BCR, 1998] son las siguientes.

PROPOSICION E.8. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Entonces, se cumple que:

(1) SiU C A™(R) es un abierto no vacio para la topologia euclidea sobre A™(R), entonces:
dim(U) = n.
(1) Si S C A™(R) es un conjunto semi-algebraico, se tendrd que:
dim(clauz(S)\ S) < dim(S).
(#i1) Si Vi, Vo C A™(R) son un par de conjuntos algebraicos tales que Vi C Va, se sigue que:

dim(V1) < dim(Va).



E. DIMENSION Y TOPOLOGIAS SOBRE A"(R). 87

Sigamos con un surtido de propiedades de la dimensién de semi-algebraicos acerca de las ope-
raciones con semi-algebraicos que conocemos: uniones e intersecciones finitas, proyeccién y pro-
ducto cartesiano.

PROPOSICION E.9. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Se tienen las siquientes propiedades
para la dimension de semi-algebraicos:

(i) Si S1,...,S, son conjuntos semi-algebraicos de A™(R), entonces:
dim(S1U---US,) = _maz ({dim(S:)}).

(i¢) Si S1,...,Sy son conjuntos semi-algebraicos de A™(R), entonces:
dim(S1N---NS,) < min ({dim(S;)}).

1,
(i13) Si S C A"T™(R) es un conjunto semi-algebraico y 7 es la proyeccion de A"T™(R) en
A™(R) que olvida las m dltimas coordenadas, entonces:

dim(mw(S)) < dim(S).
(iv) Si S C A™(R) yT C A™(R) son conjuntos semi-algebraicos, entonces:
dim(S x T) = dim(S) + dim(T),
entendiendo la dimension de S x T como la de un semi-algebraico de A"T™(R).

OBSERVACION E.10. De la Afirmacién (i) de la proposicién precedente se sigue que la dimensién
de un conjunto algebraico V' C A™(R) es el mdximo de las dimensiones de las componentes
de su descomposicién en irreducibles. Por el mismo motivo, dado un conjunto S C A™(R)
semi-algebraico, se tiene que su dimensién coincide con el maximo de las dimensiones de las
componentes de cualquier loncheado de S.

Llegados a este punto, tan solo nos falta por ver que cada componente semi-algebraica S;
del loncheado (S1,¢1),-..,(Sr, ¢r) de un conjunto semi-algebraico S C A"(R) cumpla que su
dimensién topoldgica, heredada de los hipercubos ¢;(.5;) por su relacién de homeomorfia con
cada 5;, coincida con la dimension ‘algebraica’ del conjunto semi-algebraico S en cuestion. Para
ver esto, sera necesario dar el siguiente resultado sobre aplicaciones semi-algebraicas.

TEOREMA E.11. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea S un conjunto semi-algebraico de
A™(R) y sea f: S — A™(R) una aplicacion semi-algebraica. En ese caso:
dim(S) = dim(Graf(f)).
Ademds, para cualquier subconjunto S’ C S semi-algebraico en A™(R) se tiene que:
dim(S’) > dim(f(S")).
Adicionalmente, si f es biyectiva se tendrd la igualdad.

Utilizando varias de las propiedades sobre dimensién que hemos visto previamente y en especial
este ultimo resultado, puede probarse finalmente que la nocién de dimensiéon que se utiliza es
coherente con la observacion del principio sobre el loncheado de un conjunto semi-algebraico y
la dimensién topoldgica de sus componentes semi-algebraicas.

COROLARIO E.12. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S un conjunto semi-algebraico de
A™(R). Sea (S1,¢1),...,(Sr,¢r) un loncheado de S y sea d; la dimensidn topoldgica de cada
hipercubo ¢;(S;). Entonces, se cumple la igualdad:

dim(S) = max({dy,...,d.}).

En vista de la Observacién E.10, deducimos que lo relevante que se debe probar en este resultado
no es el hecho de que la dimensién de S sea el maximo de las dimensiones que deberian tener
los S;, sino que la dimensién de cada S; efectivamente coincida con la dimensién topolégica que
hereda de ¢;(S;) por homeomorfia.



88 E. DIMENSION Y TOPOLOGIAS SOBRE A"(R).

Dimensién Puntual de una Variedad Algebraica.

Finalizamos esta seccién viendo la nocién puntual de dimensién de una variedad. Trataremos
de relacionar esta idea con la del espacio tangente, introducida para el estudio de la regularidad
de los puntos de una variedad. También enunciamos algunas propiedades relacionadas con la
dimensiéon puntual.

Para comenzar, veamos la propiedad que motiva la definicién de dimensién local. Se considera un
conjunto semi-algebraico S C A™(R) y algin punto p € S. Llamaremos entorno semi-algebraico
de p en S a un subconjunto U C A™(R) que sea semi-algebraico y tal que p € U C S, y nos
fijamos en que una cadena descendente Uy D Uy D ... de entornos semi-algebraicos del punto
p en S cumplird que sus ideales asociados formen una cadena ascendente de ideales:

Trix,,...x.)(U1) C IRix,,.. x,)(U2) C ... C Igix,,..x,1(Ux) C ...,

la cual se estabiliza en algin elemento porque R[X7,. .., X,,] es noetheriano. Como la dimensién
de un semi-algebraico depende exclusivamente del ideal asociado, existe algiin entorno semi-
algebraico U de p en S para el que todo otro entorno semi-algebraico U’ de p en S contenido en
U satisface dim(U") = dim(U). Con esto, definimos la dimensién puntual en un semi-algebraico.

DEFINICION 70. (Dimensién Puntual en un Conjunto Semi-Algebraico)

Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea S un conjunto semi-algebraico de A™(R) y sea p un
punto de S. Se dice dimension de S en el punto p a la dimension de un entorno algebraico U
de p en S tal que cada U’ C U entorno algebraico de p en S cumpla dim(U’) = dim(U). La
dimension de S en el punto p se denota por dim(S,).

La primera propiedad deseable para una definicién puntual de dimensién es que coincida con
la dimensién global en el sentido siguiente.

PRrROPOSICION E.13. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea S C A"(R) un conjunto semi-
algebraico. Entonces se cumple que:

dim(S) = maz({dim(S,) : p € S}).

Una propiedad destacable de la idea de dimensién puntual es que los puntos de un semi-
algebraico con dimensiéon méxima forman un cerrado Zariski no vacio.

PROPOSICION E.14. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea S un conjunto semi-algebraico
de A™(R) con dimensidn d. Entonces, el siguiente conjunto es un cerrado Zariski no vacio de
dimension d:
S = {peS:dim(S,) = d}.

En el Apéndice D se introdujo la definicién de punto regular de una variedad algebraica de varias
formas equivalentes. Cabe preguntarse cudl es la relacién entre la dimensién de la variedad en
un punto y su regularidad. La respuesta es que los puntos regulares tienen siempre dimension
puntual maxima y que la clausura Zariski de estos puntos es, de hecho, el conjunto de los puntos
de la variedad con dimensién puntual méxima.

PROPOSICION E.15. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V un conjunto algebraico de
A™(R) de dimensidn d. Entonces, se cumple que:

clauz(Reg(V)) = V@,
y en particular, se tiene la inclusion:
Reg(V) c V9,

Si se aplica la Afirmacién (i) de la Proposicién E.14 al resultado precedente, se encuentra la
siguiente propiedad para las dimensiones de los conjuntos de puntos regulares y singulares de
una variedad algebraica.

COROLARIO E.16. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea V' un conjunto algebraico de A™(R).
Se satisface que:

dim(Sing(V)) < dim(Reg(V)) = dim(V),
y en particular, se tiene que Reg(V') es un abierto de A™(R) para la topologia euclidea y también
para la topologia de Zarisksi.

Notese que este resultado es practicamente igual al Teorema D.15.



Apéndice F

Polinomios Homogéneos y Formas Cuadraticas.

En este apartado se desarrolla parte de la teoria bésica sobre polinomios simétricos y formas
cuadraticas, como apoyo a la Seccién 3.4 y la Seccién 3.5. En primer lugar, se introduce al
anillo de los polinomios simétricos definidos sobre otro anillo conmutativo A. Ahi veremos
como se relaciona con las familias de polinomios simétricos elementales y con las sumas de
Newton. Seguidamente, se verd una presentacion sobre formas cuadraticas y sus propiedades
mas elementales. Hablaremos aqui del concepto de espacio cuadratico y de las operaciones
de suma directa y producto tensorial de estos espacios y de céomo estas ideas sirven también
para formas cuadréaticas. Después, comentaremos la diagonalizacion de las formas cuadraticas
y la caracterizacién de formas cuadréaticas equivalentes en cuerpos algebraicamente cerrados
y cuerpos realmente cerrados, destacando para este tltimo el conocido Teorema de Inercia de
Sylvester. Luego se vera la Descomposicion de Witt para formas cuadraticas y finalmente, los
Teoremas de Representacién. Una representacion de un elemento por una forma cuadratica
consiste en la existencia de un punto en el cual la evaluacién de dicha forma en el punto es el
elemento. Esta idea sirve para hablar del nimero de cuadrados necesarios para representar a
un elemento positivo. Antes de empezar, debe definirse al anillo de los polinomios homogéneos.

DEFINICION 71. (Polinomio Homogéneo)

Sea A un anillo conmutativo, y sea un polinomio f € A[Xy,...,X,]. El polinomio f se dice
homogéneo de grado d si puede escribirse de la manera siguiente:
Z apflw")/"an{“ ' ....X;f:’"’
pit.tpn=d

donde todos los ay, ... ., son elementos de A con alguno de ellos no nulo.

n

Se denota por A[X7, ..., X, |hom €l conjunto de los polinomios homogéneos, y también se denota
por A[Xq,... ’Xn]gi)m al subconjunto de los polinomios homogéneos de grado d junto con el
polinomio nulo 0. El producto de un polinomio homogéneo de grado d; con otro de grado ds
serd siempre un polinomio homogéneo de grado dyda, por lo que A[Xy,..., Xu]hom serd un
anillo graduado dado por la graduacion:

AXy, X0 AL XA, xR

Es decir, estos conjuntos satisfacen las hipdtesis de la Definiciéon 61. De aqui en adelante nos
interesaremos principalmente por el caso en que A sea un cuerpo K. La elaboracion de esta
seccién se ha basado fundamentalmente en el Capitulo 10 de [Gantmacher, 1959] y en los
Capitulos 1 y 9 de [Lam, 1973].

Polinomios Simétricos y Sumas de Newton.

Comencemos definiendo a los polinomios simétricos. Denotaremos por ¥,, al grupo de permu-
taciones de n elementos.

DEFINICION 72. (Polinomio Simétrico)
Sea A un anillo conmutativo, y sea un polinomio f € A[Xy,...,X,]. Este polinomio se dice
simétrico si para cualquier permutacion T € X, se cumple que:

fXa, o Xn) = F(Xrqys o0 Xom))-

Ocurre que el conjunto de los polinomios simétricos es de hecho un anillo. Mas atin, este puede
darse como una estructura de A-algebra finita. Sea el anillo de los polinomios simétricos definidos
sobre un anillo conmutativo A y unas variables X,..., X, algebraicamente independientes
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sobre A. Se define para cada k =1,...,n el polinomio simétrico siguiente:
Uk(Xl,...,Xn): E Xz X”
1<i1<..<ig<n
Llamamos polinomios simétricos elementales a los polinomios o1, ...,0,, y sucede que el ani-
llo de polinomios simétricos definidos sobre A y en las variables X1,..., X, es la A-algebra
finita Afoy,...,0,]. Es decir, que un polinomio simétrico definido sobre A y en las variables
Xy,..., X, puede escribirse como una combinacién lineal con coeficientes en A de polinomios

simétricos. Los polinomios simétricos aparecen en el estudio de las raices de polinomios univa-
riados. Dado un cuerpo K, supongamos que f € K[X] es un polinomio univariado que escinde
completamente en K[X] (como serfa el caso de cualquier polinomio de K[X] para K un cuerpo
algebraicamente cerrado). Entonces f puede escribirse de la forma siguiente:

FX)=a, X"+ 4 arX +ag=an(X —M) ... (X = \),

donde los coeficientes aq, . . ., a, pertenecen a K, a, es no nulo y A1,...,\, € K son todas las
raices de f, no necesariamente distintas. Desarrollando los productos de polinomios irreducibles
a la derecha, se obtiene las siguientes relaciones entre los coeficientes de f y sus raices:

Z )\il )\lk :(_1)16%7—/67

) . 27
1<ir<..<ig<n

para cada k = 1,...,n. Estas ecuaciones se conocen como las Formulas de Cardano-Vieta, y
relacionan a las raices de un polinomio con sus coeficientes. Mds aiin, se observa que la parte a
la izquierda de estas igualdades puede escribirse como la evaluaciéon de un polinomio simétrico
en algin punto (Ag,...,\,) € K™
or(A, -y An) = (—1)F IRk
QA

para k = 1,...,n. Puede plantearse el descomponer a un polinomio simétrico en componentes
homogéneas. Los polinomios simétricos homogéneos resultan ser la siguiente familia de polino-
mios, conocidos como sumas de Newton y que se definen para cada k = 1,...,n como:

Ne(Xy,...,X,) = XF+...+ XE

Las familias de polinomios simétricos o1,...,0, y Ni,..., N, se relacionan por medio de las
Identidades de Newton-Girard:
k

ko = Z(*l)iilai—lNh

i=1

definidas para cada k = 1,...,n y donde se emplea la constante o9 = 1. En conclusién, el anillo
de los polinomios simétricos también puede describirse como la A-dlgebra finita A[Ny, ..., N,],
donde los generadores Ny, ..., N, ademds de ser polinomios simétricos son homogéneos.

Formas Cuadraticas y Espacios Cuadraticos.

En este apartado introducimos a las formas cuadréticas y su relacion con las matrices simétricas,
definiendo la equivalencia de formas cuadraticas. Después, veremos cémo se relaciona esto con
las formas bilineales simétricas definidas sobre un espacio vectorial y hablaremos del concepto
de espacio cuadratico y de isometria de espacios cuadraticos. Comencemos por definir a una
forma cuadratica.

DEFINICION 73. (Forma Cuadrética)

Sea K un cuerpo y sea un entero n > 1. Se dice forma cuadrdtica a cualquier polinomio
Q € K[X4,...,X,] homogéneo y de grado 2. En estas circunstancias, se dice que @ es una
forma cuadrdtica en n variables.

Una forma cuadratica @ € K[X;,...,X,] puede escribirse en la forma:

Q(Xla s 7Xn) = ZZaivain = ZZ WXZXJ’

i=1 j=1 i=1 j=1
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de modo que admite una representacién como producto matricial dado por una matriz simétrica.
Si se denota dicha matriz por Mg, entonces:

Q(Xy,...,X,) = XTMpX,

donde X denota al vector columna (X7 ... X,). Es importante resaltar que si el cuerpo K tiene
caracteristica 2, entonces puede encontrarse que alguna forma cuadratica admita mas de una
representacién matricial. Por ejemplo, la forma X? € Fy[ X1, X3| definida sobre el cuerpo primo
con caracteristica 2 puede describirse con dos matrices simétricas distintas de Mayo(F2):

Q(Xl,Xz)—XT( é 8 >X—X12—X12+2X1X2—XT( } (1) >X,

donde X = (X; X3). En lo que sigue trabajaremos unicamente con cuerpos con caracteristi-
ca distinta de 2, de manera que la representacién matricial de toda forma cuadratica serd
tnica. Esto implica que la relacién de congruencia para matrices simétricas define una re-
lacién de equivalencia para las formas cuadréticas de K[Xi,...,X,]. Un par de matrices
My, My € M x,(K) se dicen congruentes si existe una matriz regular P € M, «,(K) tal
que My = PTM,P. En definitiva, un par de formas cuadraticas Q1,Q2 € K[X1,...,X,] se
dirdn equivalentes cuando sus matrices simétricas asociadas Mg, y Mg, sean congruentes. En
tal caso, se tiene una transformacién lineal de las variables X1, ..., X, algebraicamente indepen-
dientes sobre K en otras variables Y7,...,Y,, algebraicamente independientes sobre K de modo
que Q1(X1,...,Xpn) = Q2(Y1,...,Y,). Nétese que en notacién matricial, si P € M.« (K) es
una matriz regular tal que Mg, = PT Mg, P, entonces:

Q1(X) = X" Mg, X = X"(P"Mq,P)X = (PX)" Mg, (PX) = Q2(PX) = Q2(Y),

donde se denota por Y al vector columna (Y7 ...Y,,).

Las matrices simétricas de M, x,(K) estdn relacionadas con las formas bilineales simétricas
definidas sobre algiin K-espacio vectorial de dimensién n. Definimos este tipo de aplicaciones.

DEFINICION 74. (Forma Bilineal Simétrica)
Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimension n. Se dice forma bilineal a toda
aplicacion ¢ : V xV — K tal que:
(1) d(A1z1 4+ Aaza,y) = Mo(x1,y) + Aed(x2,y) para cada x1,z2,y € V y cada A1, A2 € K.
(i) ¢(x, payr + p2y2) = 1 ¢(x, y1) + p2g(,y2) para cada x,y1,y2 € V y cada p1, p2 € K.
Si ademds se tiene que ¢(x,y) = ¢(y, x) para cualesquiera x,y € V, entonces ¢ se dice simétrica.

Expliquemos la relacién entre matrices simétricas y formas bilineales simétricas. Se tiene un
espacio vectorial V' de dimensién n y definido sobre un cuerpo K con caracteristica distinta de
2. Dada una base del K-espacio vectorial V', se tendra un isomorfismo lineal T" que asocie cada
vector de V' con unas coordenadas en el espacio K™ dadas respecto de esa base. Si ¢ es una
forma bilineal simétrica definida sobre V', entonces existird una tnica matriz simétrica My de
M xn(K) que cumpla:
$(v,w) = T(v)" MyT (w),

para cada par de vectores v,w € V. Diremos que My es la matriz asociada a la forma bilineal
simétrica ¢ respecto de la base dada. En general omitiremos mencionar a la base asociada, pero
debe tenerse en cuenta que la relaciéon biunivoca entre matrices simétricas y formas bilineales
simétricas ocurre cuando se especifica una base del espacio vectorial, ya que de lo contrario no
tiene sentido pensar en una representacién matricial para la forma cuadratica. Si inicamente se
tiene una forma bilineal simétrica ¢ definida sobre un espacio vectorial V', puede decirse que ¢
tiene asociada una clase de matrices simétricas congruentes donde cada elemento de esta clase
estard asociado con una base del espacio vectorial.!

Dada la correspondencia biyectiva entre formas cuadraticas y matrices simétricas, queda claro
que toda esta discusion sobre la relacion entre formas bilineales simétricas y matrices simétricas
es valida también para formas cuadraticas. Veamos las relaciones explicitas entre una forma
cuadratica @ € K[Xq,...,X,] que viene representada por la misma matriz simétrica que se

1Az primera vista puede parecer que las matrices deban ser semejantes, pero ocurre que un par de matrices
simétricas son semejantes si y solamente si son congruentes.
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asocia a una forma bilineal simétrica ¢ definida sobre el K-espacio vectorial V' y respecto de
una base en la que el isomorfismo lineal T' lleve a cada vector de V' a sus coordenadas en K".
En tales condiciones se cumple que:

P(v,w) = %(Q(T(v) +T(w)) = Q(T(v)) — Q(T(w))),
para cada v,w € V, y también se cumple que:

Q(z) = (T (), T~ (2)),

para cada z € K™. Estas relaciones sirven para encontrar una forma cuadrética asociada a
una forma bilineal simétrica y viceversa. Las formas cuadraticas se definen, en algin sentido,
sobre el K-espacio vectorial modelo de dimension n, K™. La definicién siguiente, digamos, es
la generalizacién de una forma cuadratica definida sobre K™ a una nocién que se puede definir
sobre cualquier espacio vectorial isomorfo a K™.

DEFINICION 75. (Espacio Cuadratico)
Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea V un K-espacio vectorial de dimension
n. Sea ¢ una forma bilineal simétrica definida sobre V. Se dice espacio cuadrdtico al par (V, $).

De forma totalmente andloga al caso de una forma bilineal simétrica, un espacio cuadratico
tendra asociadas una clase de matrices simétricas congruentes y también una clase de formas
cuadraticas equivalentes. Esto lleva a definir una relacién de equivalencia de espacios cuadrati-
cos. Un par de espacios cuadraticos definidos sobre sendos K-espacios vectoriales de dimension
n se dicen isométricos si las clases de formas cuadréticas equivalentes asociadas a ambos coin-
ciden. La siguiente propiedad caracteriza a los espacios cuadraticos isométricos.

PROPOSICION F.1. Sean Vi y Vo un par de K-espacios vectoriales de dimension finita n y con
K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Un par de espacios cuadrdticos (Vi,¢1) y (Va, ¢2)
serdn isométricos si y solamente si existe algun isomorfismo lineal T : Vi — V5 tal que para
todo v,w € Vi se cumpla que ¢1(v,w) = ¢2(T(v), T(w)).

Diremos que una forma cuadrética @Q € K[X7, ..., X, ] es regular si su matriz simétrica asociada
es regular (esto es, si su determinante es no nulo), y se dice singular en caso contrario. También
diremos que un espacio cuadratico es regular si alguna de sus formas cuadraticas asociadas es
regular, y se dird que es singular en caso contrario. Con esta idea enunciamos otra propiedad
de los espacios cuadraticos.

PROPOSICION F.2. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea V un K-espacio
vectorial de dimensién n. Sea (V,¢) un espacio cuadrdtico. Entonces, son equivalentes:

(7) La matriz asociada a cualquiera de las formas cuadrdticas asociadas al espacio (V, $)
es no singular.
(it) Se tiene un isomorfismo entre V. con su espacio dual V* = Homg(V,V) dado por
x> o, ).
(#i1) No existe x € V distinto de 0 y tal que ¢(x,y) = 0 para todo y € V.

En [Lam, 1973] se encuentra utilidad a estas propiedades y también a la nocién de espacio
cuadratico para probar resultados sobre formas cuadraticas.

Operaciones con Espacios Cuadréaticos y Diagonalizacién.

En este apartado veremos que las clases de formas cuadréticas equivalentes poseen siempre algun
representante cuya matriz asociada es diagonal. Por el camino también definiremos algunas
operaciones para espacios cuadraticos, que también pueden entenderse como operaciones de
formas cuadraticas. El primer paso sera definir la representacién de unidades.

DEFINICION 76. (Representacion de Unidades por una Forma Cuadratica)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea @ € K[X1,...,X,] una forma cuadrdtica.
Sea K1 una K-dlgebra y sea u una unidad de K. Se dice que Q representa a u sobre Ky cuando
existe ¢ € K] tal que Q(z) = u. Se denota por Dg, (Q) al conjunto de unidades de Ky que
vienen representadas por @ sobre K1. La forma Q se dird universal sobre K1 si Dk, (Q) contiene
a todas las unidades de K;.
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Se observa que si Q1,Q2 € F[X1,...,X,] son formas cuadréticas equivalentes, entonces coin-
cide Dp(Q1) con Dp(Q2) v puede decirse que una unidad viene representada por un espacio
cuadratico si viene representada por alguna de sus formas cuadraticas asociadas. Otra propie-
dad es que dadas unas unidades v y a de K y una forma cuadrética @ € K[Xy,...,X,], se
tiene que u € Dk (Q) si y solo si a’u € Dk (Q).

Ahora definimos un par de operaciones de espacios cuadraticos. Comenzamos por definir la
suma ortogonal. Dados un par de espacios cuadréticos (Vi,¢1) y (Va, d2) definidos sobre un
mismo cuerpo K de caracteristica distinta de 2, se define el K-espacio vectorial V =V, ® Vo y
también la aplicacién:

¢ : VxV — F
((v1,v2), (w1, w2)) > ¢1(v1, w1) + P2(v2, w2),

de modo que (V,¢) es un espacio cuadritico que se denomina el espacio suma ortogonal de
(Vi,¢1) v (Va, ¢2). Esta operacién de espacios cuadriticos se denota por V.=V, L V5. Damos
sentido a esta operacién sobre las formas cuadraticas de la manera siguiente. Dadas un par
de formas cuadriticas @1 € K[Xy,...,X,] v Q2 € K[Y1,...,Y,,] definidas sobre un mismo
cuerpo K, se define la forma suma ortogonal Q = Q)1 & Q2 como aquella forma cuadratica de
K[Xy,...,X,,Y1,..., Y] que satisface:

para cualesquiera z € K™, y € K™. Obviamente, si )1 y @2 son formas cuadraticas asociadas
a los espacios cuadréticos (V1,¢1) v (Va, ¢2) respectivamente, entonces Q1 @ @2 es una forma
cuadratica asociada al espacio cuadratico V; L V5.

Veamos la otra operacion de espacios cuadraticos. Esta se conoce como producto tensorial o pro-
ducto de Kronecker, y se define de la manera siguiente. Sea K un cuerpo con caracteristica distin-
ta de 2 y sean los espacios cuadraticos (V1,¢1) v (Va, ¢2) definidos sobre el mismo cuerpo K. Se
define el K-espacio vectorial V = V; ® Vo, que tiene dimensién dim g (V') = dim g (V1)dim g (Va).
Se define también la forma bilineal simétrica ¢ sobre V' que satisface:

P(v1 @ vg, w1 @ wa) = ¢1(v1, wr)pa(va, w2),

para cada vy, w; € V1 y cada ve, we € Va. Se define el espacio producto tensorial como (V) @) y se
denota por (V1, ¢1) ® (Va, ¢2). Se consideran un par de formas cuadréticas @, € K[X, ..., X,]
y Q2 € K[Y1,...,Y,,] definidas sobre el mismo cuerpo K. Se define la forma producto tensorial
Q = Q1 ® Q2 como aquella forma cuadratica definida sobre K en nm variables que cumple que:

Qr ®y) = Q1(2)Q2(y),

para todo x € K™ y todo y € K™. Notese que si tenemos un par de formas cuadriticas
Q1 € K[X1,...,Xn] y Q2 € K[Y1,...,Y,,] definidas sobre K con matrices asociadas Mg, y
Mg, respectivamente, la matriz Mg asociada a la forma producto tensorial @ = Q1 ® Q2 es la
dada por el producto de Kronecker de matrices Mg = Mg, ® Mg,, y por eso esta operacién
también se conoce como producto de Kronecker. Como la suma ortogonal de formas cuadraticas
cumple que su matriz asociada es la suma de las matrices asociadas a cada forma de la suma
ortogonal, se tiene las siguientes propiedades conmutativa, asociativa y distributiva en términos
de equivalencia de formas.

PROPOSICION F.3. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sean Q1,Q2, Q3 y Q unas
formas cuadrdticas definidas sobre K. Entonces:

(1) Q1 ® Q2 es equivalente a Qz R Q1,
(#) (@1 ® Q2) ® Q3 es equivalente a Q1 ® (Q2 ® Q3),
(#i1) Q ® (Q1 L Q2) es equivalente a (Q L Q1) ®@ (Q L Q2).

Recordemos que el objetivo es encontrar a un representante de la clase de formas cuadraticas
equivalentes que tenga asociada una matriz diagonal. Denotemos por (u) a la forma diagonal
Q(X1) = uX?, dada una unidad u € F'. El siguiente resultado es el primer paso para encontrar
ese representante con matriz asociada diagonal.
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PROPOSICION F.4. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea (V,$) un espacio
cuadrdtico donde V' es un K -espacio vectorial. Sea v € K una unidad. Entonces, u € Dg(Q4)
st y solamente si existe otro espacio cuadrdtico (V',¢") tal que (V, @) es un espacio cuadrdtico
isométrico a {(u) L V'.

En este resultado se ha mezclado los conceptos de forma cuadratica y de espacio cuadrético
en una suma ortogonal. Entenderemos esto como que una forma cuadrética definida sobre el
cuerpo K en n variables define un espacio cuadrético (K™, ¢g) donde ¢¢ es la forma bilineal
con la misma matriz asociada que @ si consideramos la base canénica en K™. En lo que sigue,
deberd entenderse esta misma aclaracién.

El resultado anterior aplicado n veces sobre un espacio cuadratico donde el espacio vectorial
asociado es de dimensién n lleva a escoger una forma cuadratica equivalente que sea una suma
ortogonal de espacios cuadraiticos (o formas) (u;). Nétese que, si durante el proceso se obtiene
algin espacio cuadratico (V’,¢’) para el que D (Qy ) sea vacio, entonces ¢’ = 0 y basta con
completar la suma ortogonal con (0).

COROLARIO F.5. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea (V,¢) un espacio
cuadrdtico donde V' es un K -espacio vectorial de dimension n. Entonces, existen uy,...,u, € K
tales que (V, ¢) sea un espacio isométrico a {u1) L ... L (uy).

NoOTACION F.6. En las condiciones del corolario precedente, se introduce la notacién:
(Ug,.ooytn) = (ur) L ..o L (up).
También se utilizara la notacién n{z) = (x) +...+ (z) para cualquier x € K y cualquier n > 1.

En vista de este resultado, si se tiene una forma cuadrdtica Q € K[Xy,...,X,] y defini-
mos el espacio cuadratico (K", ¢g) respecto de la base candnica, entonces existird un espacio
cuadratico dado por la suma ortogonal (ui,...,u,) que sea isométrico a (K™, ¢g). Como los
espacios isométricos comparten la misma clase de formas cuadréticas equivalentes, entonces la
forma u; X2 + ... + u, X2 serd equivalente a @) y su matriz asociada serd la matriz diagonal
diag(uy,...,u,). En el Apartado 3 del Capitulo 10 de [Gantmacher, 1959] puede verse el
Método de Jacobi para encontrar una forma cuadratica equivalente diagonal (uq,. .., u,).

Clasificacion de Formas Cuadraticas.

En esta subseccién lidiaremos con el problema de clasificar a las formas cuadréaticas definidas
sobre R[X1,...,X,] donde R es un cuerpo realmente cerrado. Se trata de encontrar algin
representante distinguido para cada clase de formas cuadraticas equivalentes. El caso que tra-
taremos queda resuelto por el conocido Teorema de Inercia de Sylvester, que mostraremos sin
demostracién. Adicionalmente, se comentaré el caso de las formas cuadraticas definidas sobre
K[X1,...,X,] donde K es un cuerpo algebraicamente cerrado.

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. De algin modo, estamos trabajando con la re-
lacién de congruencia de matrices. Recordemos la relacién de semejanza de matrices. Un par de
matrices My, My € M« (K) se dicen semejantes si existe una matriz regular P € M, (K)
tal que M; = P7'MyP. Se tiene que todo par de matrices semejantes tienen el mismo de-
terminante, de hecho tienen los mismos valores propios. Esto serd diferente para el caso de
matrices congruentes, pues si M1, My € M, «,(K) son congruentes y si P € M x,(K) es
una matriz regular tal que M; = PTM,P, entonces sus determinantes satisfacen la igualdad
det(M,) = det(Ms)(det(P))? y no sera, en general, una cantidad invariante dentro de las ma-
trices asociadas a las formas cuadraticas equivalentes de una clase. En algunos contextos puede
distinguirse clases de determinantes médulo K2, pero para el caso en que K sea cuerpo real-
mente cerrado se tiene que todo elemento positivo es un cuadrado (o si K es algebraicamente
cerrado, directamente todo elemento es un cuadrado), y entonces no se puede diferenciar entre
clases de formas equivalentes por la clase de determinantes asociada.

En el apartado previo se vio que toda clase de formas cuadréaticas equivalentes tiene algin
representante @ € [X1, ..., X,], no necesariamente dnico, de la forma:

Q(Xy,...,X,) :a1X12+-~-+anX72L: (at,...,an),
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para algunos ay,...,a, € K. Lo que si se cumple es que la misma cantidad de coeficientes a;
seran nulos para todas las formas cuadraticas de una misma clase de formas equivalentes.

PROPOSICION F.7. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Si se tiene una for-
ma cuadrdtica Q1 = {(a1,...,a,) definida sobre el cuerpo K que es equivalente a otra forma
cuadrdatica Q2 = (b1, ...,by,) definida sobre el mismo cuerpo, entonces se tiene la misma canti-
dad de coeficientes a; nulos que de coeficientes b; nulos, y dicha cantidad se corresponde con el
rango de sus matrices Mg, , Mg, asociadas.

Entonces el rango de la matriz asociada a una forma cuadratica serd invariante por la clase de
equivalencia de la forma cuadratica en cuestion. Esto motiva la siguiente definicién.

DEFINICION 77. (Rango de una Forma Cuadratica)
Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea Q € K[X1,...,X,] una forma cuadrdtica
con matriz simétrica asociada Mq. Se dice rango de @ a rank(Mq) y se denota por rank(Q).

Las formas cuadriticas regulares @ € K[Xy,...,X,] cumplen que rank(Q)) = n, mientras
que si rank(Q) < n, la forma @ serd singular. Precisamente, el rango de una forma cuadrética
Q € K[X4,...,X,] es suficiente para caracterizar a las clases de formas equivalentes para el caso
en que K sea un cuerpo algebraicamente cerrado. Si tomamos un par de formas cuadraticas
equivalentes Q1(X1,...,X,) = a1 X? + - +a, X2y Qa(X1,..., X)) = 11X + -+ + b X2
donde los aq,...,a,,b1,...,bs sean todos no nulos y queremos dar una matriz regular P tal que
Mg, = PTMQ2 P, entonces se necesita tomar una matriz P diagonal como la siguiente:

P:diag<\/\/g,...,\/\/?,l,...,l>,

que estd bien definida y es regular solo para el caso r = s. Nétese que las cantidades \/a;, Vb;
estan bien definidas por ser K un cuerpo algebraicamente cerrado. El caso de un cuerpo real-
mente cerrado sera distinto porque solo se tiene las raices de los elementos positivos. Dejamos
por escrito el resultado sobre la clasificacién de formas cuadraticas definidas sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado.

PROPOSICION F.8. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y con caracteristica distinta de
2. Sea Q € K[Xy,...,X,] una forma cuadrdtica de rango d. Entonces, existird otra forma
cuadrdtica Q € K[X1,...,X,] equivalente a Q y tal que:

Q(X1,...,X,) = X?+... +X3.

OBSERVACION F.9. Nétese que las matrices de permutacion son regulares y por ello es que una
forma cuadrética @ = (a1, ...,a,) definida sobre un cuerpo K con caracteristica distinta de 2
es equivalente a la forma Q; = (a-(1),...,ar(n)) definida a partir de una permutaciéon 7 € X,,.

Pasamos al caso de un cuerpo realmente cerrado R, que serd algo més complicado. Se dird que
una forma cuadratica es real cuando esta esté definida sobre algun anillo de polinomios con
coeficientes en un cuerpo real. Como en este caso ya no se tiene a las raices de los elementos
negativos, el par de formas cuadraticas reales Q1(X1,...,X,) = X? v Q2(X1,..., X,) = —X?
no son equivalentes. El problema de la identificacién de las clases de formas cuadréticas reales
equivalentes se resuelve con el Teorema de Inercia de Sylvester, que enunciamos sin demostra-
cién.

TeEOREMA F.10. (de Inercia de Sylvester)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea Q € R[X1,...,X,] una forma cuadrdtica real. Sea

Yi,...,Y, una familia de variables algebraicamente independientes sobre R y sea T un cambio
lineal de coordenadas tal que (Y1,...,Y,) =T(X1,...,Xn) y:

QIT(X1,...., X)) =Q(YV1,.... V) = a1 Y2 + ... +a, Y7,

donde r = rank(Q). Se define los indices de inercia v™ y v~ como la cantidad de coeficientes
positivos y de coeficientes negativos, respectivamente, de entre los a1, . .., a, no nulos. Entonces,
vt y v™ son iguales para cualquier transformacion lineal T con la propiedad de mantener
algebraicamente independientes sobre R a las variables.
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OBSERVACION F.11. En vista del resultado anterior, puede hablarse de los indices de inercia
vt y v~ asociados a una forma cuadritica real. Mds ain, dado que se preservan por transfor-
maciones lineales, puede hablarse de los indices de inercia de una clase de formas cuadraticas
equivalentes.

Del Teorema de Inercia de Sylvester se sigue que el rango asociado a una clase de formas
cuadréticas reales equivalentes y los indices de inercia v+ y v~ asociados a dicha clase permiten
identificar completamente a las clases de equivalencia. Sin embargo, tan solo es necesario uno
de los indices v, v~ y puede usarse en su lugar la siguiente nocién.

DEFINICION 78. (Signatura de una Forma Cuadrética Real)
Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea Q € R[X1, ..., X,] una forma cuadrdtica real. Se dice
signatura de Q y se denota por sign(Q) a la suma de sus indices de inercia v+ + v—.

OBSERVACION F.12. Para calcular la signatura o los indices de inercia de una forma cuadrética
real, basta con conocer los signos de los valores propios de la matriz simétrica asociada, que
por ser simétrica perteneceran todos al cuerpo realmente cerrado en cuestién. Esta afirmacién

se basa en que la matriz diagonal M = diag(\1,...,\,) donde Ay > ... > A, es congruente
con otra matriz M’ = diag(1,...,1,0,...,0,—1,...,—1) por la matriz regular siguiente:
1 1 1 1
P = diag <7...,,1,...,1,,...,>,
VA1 VA —As vV=An
donde se asume que Aq41,...,As—1 son los Unicos valores propios nulos y la relacién de con-

gruencia se tiene por M’ = PT M P. Obsérvese que al no tener las raices de elementos negativos,
no puede transformarse ningtn valor positivo en negativo y viceversa.

Notese que el rango y la signatura de una forma cuadratica definida sobre un cuerpo realmente
cerrado identifica a la clase de formas equivalentes que le corresponde. También se tiene las
siguientes relaciones del rango y la signatura con los indices de inercia:

A rank(Q) + sign(Q) — rank(Q) — sign(Q)
- 9 ) = B .
COROLARIO F.13. Sea R un cuerpo realmente cerrado y sean Q1,Q2 € R[X,...,X,] un par

de formas cuadrdticas reales. Entonces, las formas cuadrdticas Q1 y Q2 serdn equivalentes si y
solamente si rank(Q1) = rank(Q2) y sign(Q1) = sign(Q2).

Con las clases de las formas cuadréticas reales equivalentes ya caracterizadas, pasemos a ver
una clasificacién de estas formas. Se tiene la siguiente definicién.

DEFINICION 79. (Forma Cuadratica Real Definida Positiva y Definida Negativa)

Sea R un cuerpo realmente cerrado y sea Q € R[X1,...,X,] una forma cuadrdtica real. La
forma @ se dice definida positiva cuando Q(x) > 0 para cada x € R™ no nulo, y semidefinida
positiva si para cualquier © € R™ se tiene que Q(x) > 0. En cambio, Q se dice definida negativa
st Q(z) < 0 para cada © € R™ distinto de 0 y se dice semidefinida negativa si Q(x) < 0 para
todo x € R™.

Todas estos tipos de formas cuadraticas reales se preservan dentro una misma clase de formas
equivalentes, y precisamente se tiene el siguiente resultado que las caracteriza por medio de la
signatura y del rango.

PROPOSICION F.14. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea Q € R[Xy,...,X,] una forma
cuadrdtica real. Entonces, se tiene que:
(1) Q es definida positiva si y solamente si rank(Q) = sign(Q) = n,
(1i) Q es semidefinida positiva si y solamente si rank(Q) = sign(Q),
(ii7) Q es definida negativa si y solamente si rank(Q) = —sign(Q) = n,
(iv) Q es semidefinida negativa si y solamente si rank(Q) = —sign(Q).

Esta clasificacion de las formas cuadraticas reales puede hacerse también por medio de los
menores principales de la matriz asociada a dicha forma. Tomemos una forma cuadratica real
Q € R[X;,...,X,] con matriz simétrica asociada M¢. Se denotaran por Ay, ..., A, los menores
principales de la matriz Mg = (ai ;)i j=1,....n, que son los determinantes de las submatrices
A = (a; ;)i j=1,. k Con esta notacién puede darse el siguiente resultado.
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PRrROPOSICION F.15. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Sea Q € R[Xy,...,X,] una forma
cuadrdtica real con matriz simétrica asociada Mg cuyos menores principales sean Ay, ..., A,.
Entonces, se cumple que:
(1) @ es definida positiva si y solamente si Ay > 0,...,A, >0,
(i1) Q es semidefinida positiva si y solamente si Ay >0,..., A, >0,
(i71) Q es definida negativa si y solamente si (—1)*A; > 0 para cadai=1,...,n,
(iv) Q es semidefinida negativa si y solamente si (—1)'A; > 0 para todo i =1,...,n.

Descomposicion de Formas Cuadraticas.

En este apartado veremos una descomposicién de los espacios cuadraticos en componentes que
sean sencillas, en algiun sentido. Para ello, el primer paso es definir la propiedad de isotropia de
un espacio cuadratico.

DEFINICION 80. Espacio Cuadratico Isétropo y Anisétropo)

Sea (V, @) un espacio cuadrdtico. Un vector v € V' no nulo se dice isdtropo si ¢p(v,v) = 0. En
caso contrario, v se dice anisétropo. El espacio cuadrdtico (V,$) se dice isdtropo cuando existe
v € V isdtropo, y se dice anisdtropo en caso contrario. El espacio cuadrdtico (V,¢) se dice
totalmente isdtropo cuando todo vector no nulo sea isdtropo, y en tal caso se tendrd que ¢ = 0.

Esta definicién puede llevarse al caso de una forma cuadratica considerando el espacio cuadrético
asociado K™ con la base candnica (véase la Definicién 31). Existe dos casos extremos de formas
cuadraticas isétropas que ejemplifican las causas de que una forma cuadratica sea isétropa.
Una de ellas es la forma (0) (o cualquier suma directa n(0)), la cual es totalmente isGtropa
y tiene asociada la forma cuadratica nula. La otra forma de la que hablamos es aquella que
viene dada por (1, —1), que es regular y universal. Esta forma cuadrética puede escribirse como
X% — X3 y es equivalente a la otra forma X;Xs, que es claramente universal. Se conoce a
la forma cuadrética (1, —1) como el plano hiperbdlico, ya que dicha forma tiene asociada el
plano hiperbdlico, definido como variedad algebraica. A continuacién vemos un resultado que
caracteriza al plano hiperbdlico como espacio cuadrético salvo isometria.

TEOREMA F.16. Sea K cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sea (V, ¢) un espacio cuadrdtico
con V un K-espacio vectorial de dimension 2. Sea Q € K[X1, Xs] alguna forma cuadrdtica
asociada a ¢ y sea Mg la matriz simétrica asociada a Q. Entonces, son equivalentes:
(1) (V, ) es regular e isétropo,
(i) (V,¢) es reqular y det(Mg) pertenece a la clase (—1)K*? siendo K* el conjunto de
unidades del cuerpo K,
(ii1) (V, @) es isométrico al espacio (1,—1).

Miés alla del plano hiperbdlico, puede definirse las sumas directas finitas de planos hiperbdli-
cos, que llamaremos espacios cuadraticos hiperbdlicos. Estos espacios cuadraticos son también
regulares, isétropos y universales; pero no se tendrd en general la Afirmacién (ii) del Teorema
F.16, sino que mds bien la clase de determinantes asociada al espacio hiperbélico m(1, —1) serd
(—1)™K*2. Lo interesante aqui es que se tiene un ejemplo de espacio cuadrético isétropo que,
al contrario que (0, ...,0) es regular y universal. Veamos primero que los espacios cuadriticos
regulares que son isétropos pueden caracterizarse por la presencia del plano hiperbdlico como
subespacio vectorial, y luego, que los espacios cuadraticos regulares e isétropos son siempre
universales.

TEOREMA F.17. Sea (V,¢) un espacio cuadrdtico. Dicho espacio es regular e isdétropo si y
solamente si contiene algin plano hiperbolico, en el sentido de que existe otro espacio cuadrdtico
(V' ¢') tal que V=V" L (1,-1).

PROPOSICION F.18. Sea (V,¢) un espacio cuadrdtico. Si dicho espacio es regular e isétropo,
entonces es universal.

Retomando el tema principal de este apartado, se quiere dar una descomposiciéon de los es-
pacios cuadraticos como suma directa de espacios cuadraticos en algin sentido elementales.
Recordemos que una forma cuadratica o un espacio cuadratico definido sobre un cuerpo K pue-
de expresarse como una suma directa {(a;) L ... L (a,) donde ay,...,a,. Veamos un resultado
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que nos dice que cada componente (a;) es unica salvo equivalencia de formas cuadréticas o
isometria de espacios cuadraticos.

TEOREMA F.19. (de Cancelacién de Witt)

Sean K y K' un par de cuerpos con caracteristica distinta de 2, y sean Q € K[X1,...,X,] y
Q1,Q2 € K'[X1,...,X;] formas cuadrdticas. Si Q L Q1 y Q L Q2 son formas equivalentes,
entonces Q1 y Q2 serdn formas cuadrdticas equivalentes.

Con este resultado en mente y recapitulando todo lo que hemos hecho hasta ahora, puede darse
una descomposicién atendiendo a cierto criterio. Si una forma (a;) L ... L {a,) no es regular,
entonces puede quitarse las componentes (0) para quedarnos con una forma regular. Si tenemos
una forma regular que ademads es is6tropa, puede utilizarse el Teorema F.17 para quitar un
plano hiperbdlico. Esto puede hacerse sucesivas veces hasta obtener una forma anisétropa. Este
proceso describe la descomposiciéon de Witt de un espacio cuadratico. Lo escribimos.

TEOREMA F.20. (de la Descomposicién de Witt)

Dado (V,¢) un espacio cuadrdtico cualquiera, existen (Vi, ¢¢) espacio cuadrdtico totalmente
isétropo, (Vi,, dn) espacio cuadrdtico hiperbdlico y (Va, da) espacio cuadrdtico anisdtropo tales
que (Vi, 1) = Vi, @) L (Vi n) L (Va, a). Ademds, los espacios cuadrdticos (Vi, ¢t), (Vi, dn)
y (Va, @o) serdn dnicos salvo relacidn de isometria de espacios cuadrdticos. Esta descomposicion
se dird descomposicion de Witt del espacio cuadrdtico (V, ).

Noétese que el Teorema de Cancelacion de Witt F.19 permite establecer la unicidad salvo iso-
metria de la descomposicién. Esta unicidad lleva a definir la siguiente cantidad que permanece
invariante por descomposiciones de Witt diferentes.

DEFINICION 81. (Indice de Witt)
En las condiciones del Teorema F.20, se dice indice de Witt del espacio cuadrdtico (V,¢) a la
cantidad:

1.
IWitt(V) = idZmK(Vh)~

El indice de Witt de un espacio cuadratico regular nos dice cuantas sumas directas de planos
hiperbdlicos contiene dicho espacio en cualquier descomposicién de Witt. Si se tiene una forma
cuadrética Q = (uy,...,u,) € K[Xy,...,X,] regular, entonces el producto tensorial:

(Ugy ooy tn) @ (1, —1) = (U1, —U1 ..oy Up, —Up),

es una forma equivalente al espacio hiperbédlico n(1, —1) con indice de Witt n.
Teoremas de Representacion.

En esta subseccion veremos una serie de resultados conocidos como los Teoremas de Represen-
tacion, que se trata de varias caracterizaciones de las unidades que pueden ser representadas
por cierta forma cuadratica. El primero de ellos puede probarse de manera simple con uno de los
resultados vistos en la subseccién previa. Para los otros dos, se introduce un resultado probado
por J. W. Cassels en 1963 para el caso de sumas de cuadrados de F[X;] y generalizado para
todo elemento no nulo de F[X;] por A. Pfister poco después.

Comencemos viendo el Primer Teorema de Representacion. Su prueba se basa en la Proposicién
F.18 y por ello es que puede enunciarse directamente.

COROLARIO F.21. (Primer Teorema de Representacion)
Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sea @ una forma cuadrdtica de K[X1, ..., X,]
y sea u € K una unidad. Entonces, u € D (Q) si y solamente si Q L (—u) es isdtropo.

Pasemos a ver el Teorema de Cassels-Pfister, pero antes de eso, veamos este resultado previo.

LEMA F.22. Sean K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y Q una forma cuadrdtica de
K[Xy,...,X,]. Si Q es anisétropa sobre K, es decir si D (Q) = 0, entonces Q es también
anisdtropa sobre K(Y1) (D (v (Q) =0).

Este resultado junto con el Primer Teorema de Representacion F.21 permiten concluir el resul-
tado siguiente.
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COROLARIO F.23. Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea Q € K[X1,...,X,]
una forma cuadrdtica. Entonces, se cumple que:

(i) Drgy)(Q) N K* = Dg(Q) donde K* denota al conjunto de unidades de K,
(1i) —1 es suma de n cuadrados de K si y solamente si —1 es suma de n cuadrados de
K(Y7).

La Afirmacién (i) del resultado precedente se sigue de tomar la forma @ = (1,...,1) en la
Afirmacién (i) del mismo corolario, y pone de manifiesto la forma en que puede utilizarse la
idea de representacién de unidades para conseguir resultados sobre el niimero de sumas de
cuadrados, que se plantea de cara a la Versién Cuantitativa del Problema XVII de Hilbert
que se discute en la Seccion 3.5. A continuacién dejamos enunciado sin demostracién el citado
resultado de Cassels y Pfister.

TEOREMA F.24. (de Cassels-Pfister)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sea @Q € K[X, ..., X,] una forma cuadrdtica.
Tomese un polinomio no nulo f € K[Y1] que sea representado por Q en K(Y7), es decir tal que
€ Dgyv,)(Q) N K[Y1], y entonces se cumple las siguientes propiedades:

(i) El polinomio f viene representado por Q sobre F[Y1], es decir f € Dgy,1(Q).
(#4) Para todo a € K que no sea una raiz de (Y1), ocurre que f(a) € D (Q).

Con esto, ya puede darse el Segundo Teorema de Representacién.

TEOREMA F.25. (Segundo Teorema de Representacién)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y sean a1,...,a, € K, conn > 1, tales que
la forma cuadrdtica Q = (a1, ...,ay,) sea anisétropa. También se define otra forma cuadrdtica
Q' = {ag,...,a,) y una unidad u € K. Entonces:

u € Dg(Q) & u+ a7 € Dgy)(Q)-

OBSERVACION F.26. Nétese que en el resultado precedente es necesario suponer que la forma
@ sea anisétropa, ya que si fuese isétropa no hay garantia de @’ también lo sea, luego puede
darse que Dy (v,)(Q) = K(Y1) \ {0} pero que Dg(Q') # K* y no se cumplirfa el resultado.

La motivacién de este Segundo Teorema de Representacién viene dada, en parte, por la Versién
Cuantitativa del Problema XVII de Hilbert, ya que puede deducirse las siguientes consecuencias.

COROLARIO F.27. Sea F' un cuerpo con caracteristica distinta de 2 y tal que —1 no sea una
suma de n — 1 cuadrados de F. Se cumple las siguientes propiedades:

(i) Sea la unidad u € K*. Siu+ X} es una suma de n cuadrados en F(X1), entonces u
serd una suma de n — 1 cuadrados en F.
(ii) 14+ X2+ ...+ X2 no puede escribirse como suma de n cuadrados de F(X1,...,X,).

Nos queda por ver el Tercer Teorema de Representacién. Este trabaja con la siguiente definicion.

DEFINICION 82. (Dominacién entre Formas Cuadréticas)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sean Q1 € K[X1,..., X, yQ2 € K[Y1,..., Y]
un par de formas cuadrdticas. Se dice que Q1 domina a Q2, y se denota por Q1 = Q2, cuando
Q2 estd representado por Q1 sobre K(Y1,...,Ys,), es decir, cuando Q2 € Dk (y, ... y,,)(Q1).

Notemos que si @1 de la definicién anterior es isétropa sobre K, entonces Dy (v;,...y,.)(Q1)
es igual a K(Y7,...,Y,) \ {0}, vy entonces cualquier forma Qs € K[Y7,...,Y,,] cumplird que
@1 > Q2. La idea de dominacién es no trivial solo para formas anisotropas, y el resultado
siguiente es una caracterizacién de cudndo una forma anisétropa domina o no a otra.

TEOREMA F.28. (Tercer Teorema de Representaciéon)

Sea K un cuerpo con caracteristica distinta de 2. Sean Q1 € K[X1,..., X, yQ2 € K[Y1,...,Y]
un par de formas cuadrdticas. Supongamos que la forma Q1 es anisotropa sobre K. Entonces,
Q1 domina a Q2 si y solamente si Q2 es equivalente con alguna subforma de Q.

OBSERVACION F.29. Con las notaciones del teorema anterior, si Q1 = Q2 entonces n > m.

Este resultado puede utilizarse para descomponer en elementos de la forma (a) con a € K el
cuerpo con caracteristica distinta de 2 a la parte anisétropa de la descomposicién de una forma
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cualquiera. Si se tiene la forma @ € K[X;,...,X,] anisétropa y un elemento a € K*, se tendrd
por la Afirmacién (i) del Corolario F.23 la siguiente cadena de equivalencias:

Q - {a) & aY} € D) (Q) & a € Dgv,)(Q) & a € Dk(Q),
de modo que por el Tercer Teorema de Representacién F.28 se sigue que:
(a) es una subforma de Q < a € Dk (Q).

En particular, si @) representa a (a) sobre K existird otra forma anisétropa Q' € K[Xy,..., X, 1]
tal que @ sea equivalente a Q' L (a).
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