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Introducciéon

El problema de la muerte estelar y la formaciéon de agujeros negros ha sido un punto
centrar de la teorfa de la relatividad desde sus inicios. Grandes nombres de la fisica han
hecho sus aportaciones al campo: el mismo Albert Einstein, Oppenheimer, Schwarzschild,
Eddington, Penrose o Hawking, entre muchos otros. La fascinacién que nos produce el final
de la vida de los cuerpos méas masivos de nuestro universo es innegable. Y, todavia més, si
esto va ligado a la formacién de agujeros negros: regiones de la geometria del espacio-tiempo
de las que ni siquiera la luz puede escapar, y de singularidades espacio-temporales: puntos
del espacio-tiempo que la Relatividad General parece no ser suficiente para entender.

Actualmente los agujeros negros siguen en el centro del panorama cientifico por varias
razones: la posibilidad de que conformen parte de la materia oscura, su relacién con la
formacion de galaxias y la estudio de la cuantizacion del espacio-tiempo, que se espera que
ayude a entender sus singularidades.

La relacion de éstos con la muerte estelar parte de los trabajos de Subrahmanyan Chan-
drasekhar, Robert Oppenheimer, George Volkoff y Hartland Sweet Snyder, que demuestran
que los estados finales de enana blanca o estrella de neutrones para una estrella masiva
tienen un limite de masa y que, pasado ese limite, la presién gravitatoria del astro sera
tal que colapsara indefinidamente hacia su centro, traspasando su radio de Schwarzschildy
formando un agujero negro con una singularidad en su centro.

Sin embargo, en todo este proceso, han surgido propuestas alternativas a la formacion
de agujeros negros, motivadas por las conclusiones poco intuitivas de estos modelos: puntos
de ruptura del espacio-tiempo, perdida de la causalidad, intercambio de caracter temporal
en el espacio... En ese contexto se enmarca la solucién propuesta por T. W. Marshall en
[2], que surge como una alternativa a la formacion de agujeros negros por el colapso de
cuerpos masivos inertes. Plantea que el estado final de éstos no es la singularidad, si no el
de una estrella congelada eternamente en entorno a su radio de Schwarzschild.

El estudio de esta propuesta sera el objeto del trabajo que aqui presentamos. Si bien,
es una propuesta alternativa que se sale del consenso de la comunidad de la existencia de
agujeros negros, hemos creido que seria interesante estudiarla por varios motivos: por ser
un ejercicio interesante de trabajo en el campo, por salirse fuera de lo comtn que se podria
ver en una asignatura de la materia y por considerar que todas las propuestas con sentido,
aunque se salgan de lo establecido, merecen ser tenidas en cuenta y valoradas.

Asi, comenzamos el trabajo con un capitulo introductorio, dedicado a los conceptos de
Relatividad General bésicos que serén las herramientas utilizadas en el resto del trabajo.
Destacan por su importancia las explicaciones sobre la naturaleza del tensor métrico y sus
soluciones para espacios espacialmente simétricos.

En el segundo capitulo se estudia en detalle el articulo [7] de Oppenheimer y Snyder,
cuya solucién de métrica en colapso estelar es la seguida como modelo de consenso. Pre-
sentamos la solucién comévil de Tolman, su conexién con un cuerpo estelar con la solucién
de Schwarzschildcomo exterior y las muestras del colapso y la separaciéon causal del cuerpo
que produce esta métrica.

En el tercer capitulo se realiza un trabajo similar con el articulo |2] de Marshall. Presen-
tamos sus razonamientos en contra de la soluciéon de Oppenheimer y Snyder y las variacio-
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nes en el procedimiento que llevan a su soluciéon alternativa, para estudiar las implicaciones
de la misma.

Finalmente, en el cuarto capitulo hacemos una revisiéon critica de los procedimientos
y resultados expuestos en el capitulo anterior y los comparamos con los de [7]. Tratamos
de dar razones que no permitan acercarnos a una u otra solucién apoyandonos en las
implicaciones tedricas de éstas y en las observaciones astrofisicas de los tltimos anos.



1. Bases teo6ricas

En Relatividad General, el espacio-tiempo se modela como:
= una variedad 4—dimensional

» de signatura (+1,—1,—1,—1)

= orientable temporalmente

= cuya curvatura y por tanto, métrica, en cada punto depende de la distribucién de
energia del propio espacio-tiempo

En esta capitulo vamos a tratar de explicar brevemente que significan cada una de estas
caracteristicas (salvo de la la orientacion temporal, por su excesiva complejidad ya que no
vamos a valernos de ella en el trabajo) a la vez que introducimos los conceptos necesarios
para nuestro trabajo.

Este trabajo se centra en el estudio la obtencién y el estudio del comportamiento de
tensores métricos, de sus propiedades y de las relaciones de cambio de coordenadas ente
ellos. Por tanto sera necesario introducir conceptos de teoria de variedades como los de:
sistemas de referencia inerciales locales, derivadas covariantes y geodésicas o los tensores de
curvatura y las ecuaciones de Einstein. De ello se ocuparan las primeras 4 secciones. Hemos
tratado de darles un tono matematicamente riguroso, pero con las menores complicaciones
posibles, tratando de que sea una lectura estructurada, con un desarrollo coherente. De
esto se ocuparan las 4 primeras secciones.

Posteriormente dedicaremos unas paginas a introducir en tensor de energia-momento
y desarrollarlo para dos casos generales que aplicaremos en el trabajo.

En la siguiente seccién desarrollaremos las expresiones del tensor métrico para dos casos
de especial relevancia: soluciones con simetria esférica espacial y soluciones en sistemas de
referencias coméviles.

Finalmente en la ultima seccién haremos una introduccién histérica del concepto de
agujero negro y de su relacién con el colapso y la muerte estelar. También introduciremos
la métrica de Schwarzschild.

Los resultados de este capitulo (salvo cita expresa) se recogen de [11], de [1] y de [6].

Nota: En todo el trabajo mantendremos el criterio de unidades ¢ = 1.

1.1. Variedades, sistemas de referencia, vectores, tensores y
cambios de sistemas

El concepto de variedad tiene cierta complejidad matematica, por lo que, para nosotros,
bastaré con definirla como un espacio de puntos, denominados sucesos para nosotros, que
localmente parece plano (se parece a R™). La intuiciéon para utilizar las variedades para
modelar el espacio-tiempo en Relatividad General surge del Principio de Equivalencia de
Einstein: en regiones del espacio-tiempo suficientemente pequerias las leyes de las fisica se
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reducen a las de la Relatividad FEspecial y de entender la gravedad como curvatura del
espacio-tiempo.

Que una variedad sea localmente similar a R™ (para nosotros, R*) implica que, para
un conjunto de puntos U cercanos entre si, podemos definir una aplicacion z : U =
R* tal que, dado un punto p, su imagen sea z(p) = (2°(p), z'(p), 2%(p), z3(p)) € R A
dichas aplicaciones las denominamos sistemas de referencia y a la imagen del punto p,
coordenadas de p en el sistemas de referencia x. Dado un suceso con coordenadas x*
en dicho sistema, denominamos a t = xg como el tiempo del suceso en el sistema y
r= (x[l),x%,x;’,) es la posicion espacial del suceso en el sistema.

Tenemos ademés que, un punto p puede recibir coordenadas en dos sistemas de refe-
rencia distintos, x e y. Estas coordenadas estaran relacionadas mediante una determinada
aplicacion de R* a R*, por lo que tendremos z# = x(y”) y viceversa, y* = y*(z").

Ahora, sobre los puntos de la variedad podemos definir campos escalares, vectoriales
o tensoriales. Estos, podran ser expresados mediante sus componentes en un sistema de

referencia dado y cambiaran entre distintos sistemas. Asi, tendremos:

= Campos vectoriales contravariantes: cuyas componentes en un sistema de refe-
rencia x se escribirdan como v#(p). Se caracterizan porque, dadas sus componentes
ut(p) en otro sistema de referencia distinto y, ambas se relacionan de la forma:

_ oyt
- OV

v

uM

» Campos vectoriales covariantes: cuyas componentes en un sistema de referencia
x se escribiran como v, (p) y se caracterizan porque, dadas sus componentes u,,(p)
en otro sistema de referencia distinto y, ambas se relacionan de la forma:

8x“v
oy”

ut = Y

» Campos tensoriales: un campo tensorial de tipo (n,m) esta formado por n compo-
nentes covariantes y m contravariantes y sus componentes en un sistema de referencia
dado se expresan de la forma T;;;:@ y el cambio entre sistemas de referencia combina
n formas de cambio covariantes y m formas contravariantes:

k kn !
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1.2. Tensor métrico

El siguiente punto a introducir de la definicién de espacio-tiempo que dédbamos en la
introduccién del capitulo es el de signatura y con ella, el de tensor métrico, que va a ser el
centro de nuestro trabajo.

Asi, un tensor métrico definido sobre una variedad es un tensor (que solemos denotar
por g) de tipo (0,2) simétrico y no degenerado.

Este tensor generaliza la nocién de producto escalar entre vectores, definiendo un pro-
ducto entre campos vectoriales en toda la variedad y permite medir distancias entre puntos
de la variedad. En un sistema de referencia, dados dos campos vectoriales u* y v* tenemos
que el producto de ambos se calcula de la forma:

14
(u,v) = gurv
A partir de aqui, como en el caso clasico, dado un vector u* se define su médulo como:

[ut| = guutu”
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Se dice que un vector es espacial si su modulo es negativo, temporal si es positivo y nulo si
es 0. Se dice ademds que una curva es de tipo espacial /temporal /nula si todos sus vectores
tangentes son de ese tipo. En general una curva no tiene por que tener un tipo causal
definido.

Ahora, si tenemos una curva a/(s) en nuestro espacio-tiempo que sigue una trayectoria
con coordenadas entre los puntos p y ¢, cuyo campo vectorial tangente es u*(s), tenemos
que la longitud de la seccién de la curva entre ambos puntos seré igual a:

s1
Lo(p,q) = / VY uturds
S0

donde p = z#(s9) y ¢ = x#(s1) (v teniendo en cuenta que g, y u* pueden ser variables a
lo largo de la curva). A partir de esto, definimos la distancia espacio-temporal entre
dos puntos como la longitud minima de todos los segmentos de curva que los unen.

Nota: Al igual que el resto de tensores, dados dos sistemas de coordenadas x, y tenemos
que la relaciéon entre las componentes en ambos es:
Oz’ Ox7

U(r) = = =—g" 1.1

g9 (x) oy 057" () (1.1)

Subir y bajar indices

Una propiedad importante del tensor métrico es que permite relacionar vectores cova-
riantes y contravariantes, acciéon que se denomina como subir y bajar indices.
Asi, dado un campo vectorial contravariante u* definimos su campo vectorial cova-
riante asociado como:
Uy = gu,uul/
Y de forma contraria, tenemos el campo vectorial contravariante asociado a campo
vectorial covariante u, como:
ut = g""u,

donde ¢g"* es el tensor métrico inverso, que cumple que
9" gux = 84 = lgij] = [¢”] (1.2)

Esto lo podemos hacer para cualquier tipo de tensor, subiendo o bajando
indices con el tensor métrico y su inverso. Por ejemplo, dado un tensor AZJI de tipo
(2,2), podemos definir el tensor A;kl de tipo (1, 3) cuyas componentes seran Aékl = 9ijZT~
De forma idéntica con las subidas de indice.

Sistemas de referencia inerciales y signatura del tensor métrico

Dada una variedad con un tensor métrico definido sobre ella y dado un punto p cual-
quiera en la variedad, se puede demostrar que existe un sistema de referencia en el que la
matriz [g;;] formada por las componentes de la métrica es una matriz diagonal y cuyos ele-
mentos de la diagonal solo son 1. Al conjunto ordenado de 1 se le denomina signatura
de la métrica.

En Relatividad Especial se pueden definir sistemas de referencia globales (que cubren
todo el espacio-tiempo) y en los que el tensor métrico es diagonal en todos los puntos,
denominados Sistemas de Referencia Inerciales. En dichos sistemas, la matriz del
tensor métrico es de la forma:
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Asi, se trata de una métrica de signatura (+1,—1,—1, —1), como comentabamos.

Nota: La eleccion de la signatura contraria (—1,4+1,+1,+1) también es factible y cons-
truye el mismo espacio-tiempo. Sin embargo los signos en algunas de las ecuaciones y
definiciones se invierten, por lo que hay que tener especial cuidado al comparar recursos
de varios autores que puedan elegirlas de formas distintas.

En contraposicion, la existencia de curvatura variable en el espacio-tiempo de la Rela-
tividad General hace que no puedan existir, en general, Sistemas de Referencia Inerciales,
en los que la métrica sea globalmente de la forma 7,,,. Sin embargo, si que podemos seguir
encontrando, dado un punto p, sistemas de referencia tal que g,,(p) = nu. Es mas, se
puede encontrar un sistema de referencia en el que, ademas, las primeras derivadas del
tensor métrico en dicho punto se anulen. Es decir, la métrica localmente parece plana a
primer orden (esta es la definicion rigurosa del Principio de Equivalencia de Einstein). Este
es el denominado Sistema de Referencia Inercial Local del punto p.

Derivada covariante y geodésicas

Hemos visto que un campo vectorial /tensorial define un vector/tensor en cada punto
del espacio. Para comparar y operar con vectores/tensores definidos en distintos puntos,
en el espacio-tiempo plano de la Relatividad Especial podemos trasladar de forma paralela
de un punto a otro. Sin embargo, en un espacio curvo, transportar un vector/tensor entre
puntos sin que cambie requiere un poco mas de cuidado. Para ello, primero hay que definir
una forma de valorar como cambia un vector/tensor entre dos puntos.

Asi, generalizando el concepto de derivada de un campo vectorial d,,, se define la de-
rivada covariante de un campos u” como el tensor (1,1):

v __ v v .o
Vyu” =0uu” + 1) ,u

Esta derivada covariante depende del tensor métrico, a partir de los simbolos de
Christoffel, que se obtienen de la forma:

1 0gi.  0gij ~ Ogkj
L 09 j
rl - 3ot (G - 5 . %0 i

Nota: La derivada covariante se puede extender a 1—formas, obteniendo un tensor de tipo
(0,2):
V,uwy, = 0w, — FﬁywA

y a tensores de cualquier tipo (n,m), obteniéndolos del tipo (n+ 1, m). Es facil ver que en
el caso de tensores de tipo (0,0) (es decir, funciones escalares) se recuperan las derivadas
parciales: V¢ = 0,,¢.

Dada ahora una curva x#(s) sobre el espacio-tiempo y dado un campo u* definido sobre
ella, podemos definir la derivada covariante del campo a lo largo de la curva como:

Du”  dxt(s)
Ds  ds

y se dice que un campo vectorial/tensorial es paralelo a largo de una curva si su
derivada covariante a lo largo de dicha curva es nula en todos los puntos.

Para concluir, introducimos la generalizacién de recta en espacios curvos. En espacios
planos una curva se denomina recta si su vector tangente no cambia a lo largo de ella.
Por tanto, se define una geodésica como un curva tal que su campo vectorial tangente es
paralelo a lo largo de ella. A partir de la ecuacion del transporte paralelo obtenemos que,
una curva z#(s) serd una geodésica si y solo si:

d?z*(s) Lk dzt(s) dx"(s)
ds? Hds ds

v

vﬂum(s)

=0, k=1,...n (1.4)
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El caracter causal de una geodésica esté definido, es decir, existen geodésicas tipo espacio,
tipo tiempo y nulas.

Se tiene ademas que dados dos puntos p, ¢ de la variedad, existe un inico segmento de
geodésica con origen en p y final en g y que su longitud es la distancia entre ambos puntos.

1.3. Particulas en el espacio-tiempo

En esta seccién vamos a introducir algunas de las propiedades bésicas de las particulas
en Relatividad General.

= Dada una particula, tenemos que el conjunto de sucesos que recorre es una curva
denominada linea de mundo de la particula. Se trata de una curva hacia el
futuro (curva tal que el vector tangente en cada punto esta situado en el cono de
futuro del espacio tangente en el que se encuentran). Para una particula material
(con masa), su linea de mundo es una curva temporal y, para una particula tipo
luz (sin masa), su linea de mundo es una curva nula.

= Se dice que una particula se mueve en caida libre si su linea de mundo es una
geodésica. En el caso de las particulas tipo luz, al ser una curva nula, sus lineas
de mundo siempre son geodésicas, por lo que siempre se mueven en caida libre. En
ese caso, podemos definir un sistema de referencia inercial local que se mueva con la
particula, en el que la linea de mundo de la misma es la curva [z#(s)] = (z°(s),0,0,0)

= Dada una particula con masa, siempre se puede obtener una parametrizacion
natural de su linea de mundo. Denominamos tiempo propio 7 de la particula al
pardmetro natural de la misma. En su sistema de referencia inercial propio tenemos
que zo(7) = 7. En el caso de una particula de tipo luz no podemos obtener una
parametrizacién natural de su linea de mundo al ser una curva tipo luz.

= Dada una particula con masa, denominamos 4-velocidad de la particula al campo
vectorial tangente a cualquier parametrizaciéon natural de su linea de mundo. En un

sistema referencia tenemos:
dzt

ut =
dr
y su SRI propio, [z#(7)] = (7,0,0,0), por lo que [u*] = (1,0,0,0), por lo que utu, =
c?, que es constante en cualquier sistema de referencia.

= En el caso de una particula de tipo luz no podemos obtener una parametrizacién
natural de su linea de mundo al ser una curva tipo luz, por lo que no podremos
definir un tiempo propio para ella. Por tanto definiremos su 4-velocidad como el
vector tangente u* a cualquier parametrizacion de su linea de mundo. Se trata siempre
de un vector tipo luz, por lo que u*u, = 0.

1.4. Curvatura del espacio-tiempo, ecuaciéon de Einstein

La curvatura del espacio-tiempo viene definida en cada punto por el Tensor de Cur-
vatura o de Riemann, que se define como el tensor de tipo (1,3) cuyas componentes en
un sistema de referencia dado, siguen la expresion:

R

?,

=T, —TRrL 4+ 9Tk, — 9, (1.5)

Como vemos, sus componentes se calculan a partir de la derivada covariante y como ésta
lo hace de la métrica, viene define por completo esta tltima.
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Se puede ver que si Réjk es idénticamente nulo, para todo punto del espacio-tiempo
existe un sistema de referencia en el que se recupera una métrica diagonal. Un espacio-
tiempo cuyo tensor de curvatura es nulo en todos los puntos se denomina plana. Por eso
se dice que el espacio-tiempo de Minkowsky de la Relatividad Especial es plano.

Las simetrias del tensor producen que de sus n* componentes, solo %n2(n1 — 1) sean
independientes. En un espacio-tiempo de 4 dimensiones, hace un total de 20, que son
precisamente los 20 grados de libertad de las derivadas segundas de la métrica los sistemas
inerciales locales.

A partir del tensor de Riemann se define el tensor de Ricci como el tensor de tipo
(0,2) que surge de la siguiente contraccion con la métrica:

Rij = R}y,
Se trata de la tnica contraccion no nula del tensor de Riemann (por las simetrias de éste).
Se trata de un tensor simétrico R;; = Rj; y tiene 10 componentes independientes.
También se define el campo de curvatura escalar como el campo escalar:

R=g"R} = R;

Finalmente se llega a la ecuaciéon de Einstein, que da sentido a la cuarta propiedad
con la que definfamos el espacio-tiempo y que es el centro de la Teoria de la Relatividad
General:la relacion entre la curvatura del espacio-tiempo y el contenido del mismo. Asi te
tiene que:

R, — %gw = SZrTGTW (1.6)
donde T}, es el tensor de energia-momento, que se introduce brevemente en la seccién
siguiente.

1.5. Tensor de energia-momento

En las ecuaciones de Einstein (1.6) se introduce el tensor de energia-momento, que
contiene toda la informacién del sistema acerca magnitudes como su densidad de energia
o de momento, presién o tensiones internas... Aunque dicho sistema este compuesto por
miltiples particulas individuales, cada una con sus velocidades y posiciones, se tomaran
como un fluido continuo, caracterizado por cantidades macroscopicas como su densidad,
presion, viscosidad, entropia, entre otras. Se trata, como se aprecia en (1.6) de un tensor
de tipo (0,2).

Para definirlo rigurosamente, se comienza tomando un tnico campo de 4-velocidad del
fluido U*. Asi, se tiene que T"" se define como el flujo de la coordenada P* del 4-momento
a través de las superficies de x¥ constante.

A partir de aqui, se considera un volumen infinitesimal de fluido en su propio sistema en
reposo. Se tiene entonces que T% es el flujo de p° a través de 20 = cte. Es decir, la densidad
de energia del volumen en su sistema de referencia propio. De la misma forma 7% = 7%
se corresponden con las densidades de momento de dicho volumen en la direccion z*. Las
componentes cruzadas T% se corresponden con el flujo de momento, o tension: las fuerzas
entre elementos infinitesimales adyacentes. Los de fuera de la diagonal son términos de
cizalla, como los debidos a la viscosidad, mientras que los diagonales T% son la componente
i—esima de la presion ejercida en la direcciéon z*, lo que denominamos, presion.

El caso sencillo méas general es el de un sistema que se denomina, dentro del contexto
de la astrofisica y la cosmologia, de polvo: un conjunto de particulas localmente en reposo
relativo que interaccionan entre ellas solamente mediante la gravedad. En su sistema de
referencia inercial local, si cada particula una tiene masa m, la densidad de energia en el
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sistema de referencia local serd p = mn, donde n es la densidad de particulas en el sistema
de referencia propio.

Ahora, para llevarlo a una ecuacién covariante, definimos el flujo de particulas N* =
nU*, donde U* es la 4—velocidad, que sera constante. Se tiene que N es la densidad
de particulas y N’ es el flujo de estas en la direccion z?. Y se puede ver que p es el la
coordenada 00 del tensor construido p*/N¥ en el sistema de referencia inercial del polvo.
Por tanto, tiene sentido definir el tensor de energia momento del sistema como:

TH = p'N” = pUrU"”

Una version més generalizada del polvo es un sistema denominado fluido perfecto,
un sistema continuo que puede ser caracterizado por dos cantidades: p, su densidad de
energia en reposo y p, su presion isotrépa en reposo. Debido a ser un fluido isétropo, su
tensor sera diagonal en su sistema de referencia en reposo. Asi, siguiendo las definiciones
de cada componente dadas anteriormente tendremos:

T = p T = p; TU =0,i#j (1.7)

Siguiendo un procedimiento similar al del caso anterior se llega a la ecuacién general
para cualquier sistema de referencia:

™ = (p+ p)UrU" + pg"”

Generalmente, el tensor de energia-momento de un fluido perfecto va acompanado de
una ecuacion de estado de la forma p = p(p). Aqui se puede ver que el polvo es un caso
especial en el que p = 0, pero existen otros muchos.

Aparte de las simetrias inherente al tensor, el tensor cumple las siguientes ecuaciones
de conservacion:

v, TH

que expresan la conservacién de la energia, v = 0, y de las 3 componentes del momento
v=1.

1.6. Soluciones generales de métricas

Las soluciones de Einstein no pueden ser resultes de forma analitica para la mayoria
de sistemas, solo en aquellos con una alta simetria es posible obtener soluciones métricas.
Estas condiciones de simetria se plantean en la forma de la métrica, que queda generalmente
definida por un conjunto de parametros, que luego se obtienen resolviendo las ecuaciones
con el tensor de energia-momento propio. En esta secciéon se presentan las formas mas
generales de métricas con soluciones analiticas, que seran utilizadas a lo largo del trabajo.

Elemento de linea general para métricas con simetria esférica espacial

Comenzamos planteando un sistema cuya métrica tenga simetria esférica espacial. To-
mando coordenadas esféricas (t,76, ), la simetria esférica implica que la parte angular
tiene que seguir la métrica de una esfera de radio r, que tiene la forma ds? = r2dQ? =
72 (d6? 4 sin 2dp?. Multiplicando esta métrica esférica por un factor de escala radial y tem-
poral y anadiendo las componentes radiales y temporales propias, se plantea un elemento
de linea de la forma:

ds? = e dt? — e dr® + 2adrdt — e*r?d0? (1.8)

donde v = v(r,t), A = A(r,t), p = p(r,t) a = a(r,t) son funciones generales de r y ¢.
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Nota: La notaciéon con exponenciales de las componentes diagonales es utilizada para
mantener la signatura de la métrica. Asi, como una funcién exponencial siempre es positiva,
la componente temporal se mantiene positiva y las espaciales, al anadirles un —, negativas.
Respecto a la componente transversal su expresion proveniente de la métrica seria 2¢" drdt,
por eso se utiliza esa expresion.

Ademas, esta expresion se puede simplificar todavia mas, aplicando algunos cambios
de coordenadas.

Comenzamos definiendo la variable:

72 = ety

2
Sustituyéndola en la expresion de la métrica, renombrando 7 — r y manteniendo las
funciones con los mismos nombres, se obtiene una primera

ds? = edt? — e dr® + 2adrdt — r2dQ? (1.9)

Una simplificaciéon mas se puede anadir para eliminar el producto cruzado de las com-
ponentes espacial y temporal, introduciendo una nueva variable ¢’ definida a partir de la
expresion:

dt'" = n(adr + e”dt)

donde 7 es un factor de integracion para hacer la parte derecha una diferencial perfecta. Se
puede demostrar que esta nueva variable mantiene la causalidad temporal de t. Tras este
cambio y renombrando como en el caso anterior, se obtiene finalmente:

ds? = e? D2 — A gr? — 12402 (1.10)

Ahora, solo resta obtener las expresiones de A y v para el sistema material concreto. Pa-
ra ello, se calculan los simbolos de Christoffel, segiin la ecuacion (1.3) y se introducen en las
ecuaciones de Einstein (1.6), junto con las componentes del tensor de energia-momento que
definen el sistema. Sin especificar dichas componentes, se obtienen las siguientes ecuaciones
de campo:

—87T} = e MV Jr 4+ 1/r%) = 1/r?

8Ty = e N /r—1/r?) +1/r?
— 8T = —8aT3 = e V' /2 + 24— VN 4+ (V) = X)/2r] (1.11)
—eV(N/24+ \2/4 - \v/4)
8T} = 8re? Mt = e M\ /r

siendo las primas derivadas respecto de r y los puntos, respecto de t.

Elemento de linea con simetria esférica en coordenadas comoviles

En este trabajo, al igual que en cualquier estudio relacionado con agujeros negros, es
imprescindible utilizar los sistemas de referencia inerciales de las particulas que componen
el cuerpo material, para poder trabajar con el tiempo propio de las mismas. Por ello
utilizaremos un sistema de referencia, que denominaremos comovil, cuyas coordenadas
espaciales se definen en una maya que conecta particulas adyacentes y que se mueve con
ellas, manteniendo constantes las posiciones de las particulas en caida libre. Esto se expresa
en que las coordenadas espaciales * deben cumplir:

dxt
ds

=0
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Para empezar, como en el caso anterior, tomamos un elemento de linea con la forma
més general posible que mantenga la simetria esférica espacial:

dS2 _ el/(R,t)dtQ o ew(R,t) dT‘2 + 2Q(R, t)det . ew(R,t)dQ2

Para simplificar este elemento de linea solo podemos hacer transformaciones que res-
peten la condiciéon de comovilidad anterior. Realizando la misma transformacién que en la
seccién anterior se elimina el término espacio-temporal cruzado, obteniendo:

ds? = e?BO) g2 _ P(RY) 1.2 _ qw(Rit) g0)2

Supongamos ahora una particula en caida libre en nuestro sistema de coordenadas. Se
tiene que sus geodésicas son ecuaciones con r, 0, o constantes, por lo que, a partir de las
ecuaciones (1.4) se tiene:

PRy (dt 2 0 _ g (dt 2 o _ s 2
wot(a) ez (R
Ahora, debido a la condicién de isotropia las aceleraciones de la parte izquierda de las
ecuaciones tienen que ser nulas, por lo que los tres simbolos de Christoffel también lo son
necesariamente.
A partir de esto, segtn la expresion (1.3) se puede demostrar que la funcion v es tnica-

mente dependiente de la coordenada temporal, es decir, v = v(t). Esto permite introducir
una nueva coordenada temporal:
T= / e/t

ds? = dr? — PBETGR? — e (B7) 02 (1.12)

y expresar la métrica de la forma:

Se puede ver que la coordenada temporal 7 es el tiempo propio medido por un obser-
vador inercial local en reposo con respecto a la materia en caida libre y

M2 dr e2rdo e 2rsin(0)dy

son las distancias propias entre las particulas medidas por dicho observador.

1.7. Introduccién histérica al problema del colapso y a los
agujeros negros

La idea de un cuerpo tan masivo que ni siquiera la luz pudiera escapar de él, no es
propio de la Relatividad General, si no que es propuesta por primera vez por un astrénomo
aficionado llamado John Michell, en 1784. Calcula que un cuerpo con el mismo radio que
el sol, pero una densidad 500 veces mayor, tendria una velocidad de escape superior a la
de la luz. Asi, si la luz fuera una particula, no podria escapar de dicho objeto, resultando
invisible. Sin embargo, con el descubrimiento de las propiedades ondulatorias de la luz en el
siglo 19, esta idea se descarto, al no plantear que esta pudiera ser atraida por la gravedad.

Con la llegada de la Teoria de la Relatividad General en 1915, Einstein propuso que
la luz también era afectada por la gravedad, reavivando de nuevo la posibilidad de la
existencia de estos cuerpos.

Asi, unos meses después Karl Schwarzschild encuentra una solucién para las Ecuaciones
de Einstein que describe el campo creado por un cuerpo esférico centrado en el origen de
coordenadas. Dicha soluciéon muestra dos puntos en los que la métrica se vuelve infinita
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(dos singularidades): en r = 0 y en r = rg = 2GM/c?, el radio de Schwarzschild. Sin
embargo, se crefa que estas singularidades tenian su origen en la existencia de demasiadas
simetrias en dichas soluciones matematicas y no que fueran soluciones fisicas. En el caso de
la solucién de Schwarzschildse plantea que solo puede ser valida para describir un campo
gravitacional fisico para r > rg, lo cual era valido para el exterior de todos los cuerpos
masivos planteados hasta la fecha. Sin embargo, en 1924, Arthur Eddington encuentra
un cambio de variable que elimina la singularidad del radio de Schwarzschildy, en 1933,
Georges Lemaitre plantea que esto muestra que dicha singularidad no serfa fisica, si no
solo un producto de las coordenadas. Asi se hipotetiza la existencia de una estrella con su
masa totalmente contenida dentro de su radio de Schwarzschild.

Contemporaneamente, en 1931 Subrahmanyan Chandrasekhar demostré que existe un
limite maximo para la masa de una enana blanca en equilibrio, incluso si se tienen en cuenta
efectos cudnticos y propuso que, un cuerpo que superara dicha masa critica colapsaria por
su propia gravedad, superando incluso el principio de exclusién de Pauli. Posteriormente,
en 1939 Oppenheimer y Volkoff [8], mostraron que también existe esta masa limite para
una estrella de neutrones en equilibrio.

Esto nos hace llegar al articulo de Oppenheimer y Snyder [7] que, en ese mismo afo,
concluyeron que una estrella de neutrones de mayor masa que el limite de Oppenheimer
y Volkoff no podria soportar la presién gravitacional con lo que sufriria una contraccion
continua, un colapso gravitacional; en tiempo finito para un observador comévil con la
materia de la estrella apareceria una singularidad. Su solucién matemaética predecia que la
contraccién pasaria por rg sin ningun efecto fisico observable y continuaria hasta alcanzar
una singularidad de densidad en r = 0, donde toda la materia de la estrella se concentraria
en un punto de densidad infinita. Sin embargo, todos estos articulos estdn apoyados en
modelos altamente simétricos y el colapso podria ser debido a esto.

Para contrarrestar estos argumentos en 1955, Amal Kumar Raychaudhuri prueba el
primer teorema de singularidad . Bajo ciertas hipotesis, una distribucién de polvo irro-
tacional aparece un efecto de enfoque de las geodésicas que lleva a que se alcance una
densidad infinita en el futuro. Con la ayuda de Arthur Komar y Raychaudhuri generali-
zaron dicho resultado para un fluido ideal con. Sin embargo, este trabajo no ofrecia un
teorema de singularidad definitivo; habia una via de escape, la rotaciéon de las particulas.
Asi, en 1965 surgen las dos ideas que faltaban: la idea de superficie cerrada atrapada y
la idea de incompletitud para las geodésicas, de la mano de Roger Penrose que, en 1965
presenta su teorema de singularidad. Afirma que en todo espacio-tiempo con una serie de
hipétesis que presente una superficie cerrada atrapada de tipo futuro, si se cumple la con-
dicién fuerte para la energia, entonces existen geodésicas nulas incompletas en el futuro.
Esto elimina cualquier necesidad de simétria de la solucién de la métrica, concluyendo con
el problema.

Meétricas externa de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschildes, sin duda, la solucién a las ecuaciones de Einstein mas
conocida. Se trata de la tnica solucion esféricamente simétrica de vacio de las ecuaciones.
Es ademas, estética (sin introducir conceptos de campos vectoriales de Killing, tomaremos
como estética aquella métrica cuyas componentes no dependan de la coordenada temporal
y que sea invariante frente a simetrias temporales), por lo que demuestra que no existen
soluciones no estaticas con estas propiedades.

Para dar una breve demostracion, tomamos el elemento de linea (1.10) e imponemos la
condicién de que las componentes de la métrica no dependan de la coordenada temporal:

ds? = "M dt? — XM dr? — 12(d6? + sin? 0dp?) (1.13)

Como se trata de una solucion de vacio, las ecuaciones (1.6) se pueden simplificar a las
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Ecuaciones de Vacio de Einstein:

Ro_ GFﬁ“ B 8Fﬁﬂ
e Qe ox?

A A
+ FZ)\I‘VH — Flp/)\I‘W =0 (1.14)
Asi, se obtienen las siguientes ecuaciones:
VTN 4+ V24— VN A+ 20 2r) = 0

VA=V /A VN 4420 )2r = 0

e MNr(N/2=1V/2) —1]+1=0

(A=v)

Multiplicando la primera ecuacién por e y sumandola a la primera, se obtiene
1

5=V 4+ XN)=0—=v=—-X+C, pudiendo eliminar la constante reescalando la coordenada

temporal, obteniendo:
v=-—X\

Sustituyendo ahora en la tercera ecuacion, se obtiene e”[rv/+1]4+1 =0 = %(e” r)=1,

cuya solucion es:

C
e/ =1——
r

donde C' es una constante indeterminada. Se obtiene asi la expresion:

r—C’dtQ_

ds® = " Cdr2 — r2d0?
r r—

Ahora, supongamos que esta métrica es causada por una esfera de masa M situada
centrada en el origen de coordenadas. Tenemos entonces que, en el limite campo débil, se
cumple gy = —(1 — 2GM/r), por lo que tenemos la identificacion

C=2GM =rg

valor al que se denomina Radio de Schwarzschild. Asi, se obtiene la ecuacion para la
métrica, denominada métrica exterior de Schwarzschild:

r—rg

ds? = dt? — —dr? — 240 - r2d(d6? + sin® 0dyp?) (1.15)

r r—rg
Nota: Al trabajar con esta métrica es comin tomar el radio de Schwarzschildcomo unidad
de referencia para las distancias radiales, haciendo rg = 1. Mantendremos este criterio,
salvo que se especifique lo contrario, a lo largo del resto del trabajo.
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2. Estudio del articulo de “On Continued
Gravitational Contraction", de
Oppenheimer y Snyder

En el proceso historio que de entender la muerte estelar y el colapso gravitatorio fruto
de ésta, un punto de inflexion fue el articulo [8], en el que Oppenheimer y Volkoff muestran
que no hay soluciones estaticas para la métrica producida por una distribucién esférica de
neutrones frios con una masa mayor a 0,7M¢, (célculos posteriores lo situaron entre 1,5M¢
y 3Mg, y observaciones de fusiones de estrellas de neutrones lo sitian en ~ 2,1Mg).

A partir de este resultado, Oppenheimer y Snyder en [7] estudian el comportamiento
de soluciones no-estéticas, lo que les lleva a encontrar una solucién para la métrica en coor-
denadas comoviles y un cambio de coordenadas que permite encajar la solucién interna
con la métrica externa de Schwarzschild. A partir de estas soluciones estudian el compor-
tamiento de la métrica cuando ¢ — oo y observan la desconexién causal del interior del
cuerpo estelar con el espacio-tiempo exterior.

En esta seccion seccion del trabajo hemos desarrollado con todo el detalle los proce-
dimientos empleados en [7] y expuesto con exactitud los resultados obtenidos en este, a
fin de poder compararlos con los propuestos por Marshall en [2], cosa que haremos en las
secciones posteriores.

Asi, en la primera parte de la seccion estudiamos la solucién en coordenadas comoviles,
que parte del trabajo de Richard Tolman para métricas cosmologicas y es adaptado por
Oppenheimer y Snyder a su caso de estudio. Para ello, modelan un cuerpo estelar como
un fluido perfecto, esféricamente simétrico y cuyas particulas se mueven dnicamente en
direccién radial. Para poder resolver las ecuaciones analiticamente se toma adicionalmente
la presién interna como nula y sus resultados se extrapolan cualitativamente al caso general.

En la segunda, estudiamos el cambio de variable propuesto por Oppenheimer y Snyder
para trasladar la solucién en dichas coordenadas comédviles a un sistema de coordenadas
en el que la parte externa sea la métrica de Schwarzschildy conecte de forma continua con
la parte interna en una hipersuperficie de t = cte.

Finalmente, en la tercera parte, explicamos los resultados obtenidos a partir de sus
soluciones de la métrica y las conclusiones a las que llegan acerca del colapso estelar.

2.1. Meétrica de Tolman

En la primera parte de su articulo, Oppenheimer y Snyder plantean modelizar un cuerpo
estelar en el que se han acabado todas las fuentes de energia como un fluido perfecto esférico
y tratan de encontrar una solucién para la métrica en las coordenadas de un observador
externo. Sin embargo, encuentran que las ecuaciones no son resolubles analiticamente y
solo pueden obtener resultados cualitativos del comportamiento asintético de la métrica,
que seran explicados en la tercera parte de esta seccién del trabajo

Entonces plantean encontrar una solucién con la condicién adicional para el fluido de
tener presion nula (una esfera de polvo, como la introducida en la seccion 1.5). Para ello, en

17
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la segunda parte de su articulo comienzan proponiendo un sistema de coordenadas como-
viles con la materia introducido en [10], cuyo elemento de linea general sigue la expresion
(1.12):

ds® = dr? — e“dR? — ¢*(d#* + sin? 0dp?)

conw = w(r,t) y w = w(r,t) siendo funciones arbitrarias de sus variables. Recordar que la
comovilidad de este sistema de coordenadas implica que las trayectorias de particulas en
caida libre son las de R = cte y 7 es el tiempo propio de las mismas.

Nota: En esta seccién tomaremos la referencia de distancia radial como el radio del cuerpo
estelar R., haciendo R, = 1.

Considerar el cuerpo estelar como un fluido perfecto con presiéon nula y en coordenadas
comoviles (coordenadas locales en reposo) implica que el tensor energia-momento tiene la
forma (1.7) con p; = 0, es decir:

Ti=0p T!'=0, p#4ov#4 (2.1)

Ahora, se calculan los los simbolos de Christoffel de la conexion, siguiendo (1.3) y, a
partir de estos, las componentes del tensor de Riemann, segtin (1.5). Asi, introduciendo
sus componentes junto con la expresion del tensor de energia-momento a (1.6) se obtienen
las ecuaciones de campo del sistema:

= 3
STl =0=e —e“w?/4+ 0 — +Zd’2 (2.2)
8Ty = 8nT5 = — e (W2 + W?/4 — W' /4) 23)
FE/24 WA+ D)2+ 0 /A + i /A '
— 3 . .
8Ty =8mp=e — (W + ZWQ —Ww/2) + w? /4 + w2 (2.4)
8w T} = —8nTi =0=w'w/2 — Ww/2+ ' (2.5)
siendo las primas derivadas respecto de R y los puntos, respecto de 7.
Para resolver estas ecuaciones, comenzamos integrando (2.5) obtenemos:
e’ = e“w? /Af(R) (2.6)

Aqui termina el desarrollo de [10], seguido de forma idéntica por |7]. Para continuar
resolviendo la métrica, los autores entienden que, si bien la funcion f(R) puede ser arbi-
traria, pueden tomar f2(R) = 1 y atn asi mantener la suficiente libertad en las ecuaciones
para que existe una solucién correcta y, al mismo tiempo, simplificar el problema para
permitir encontrar dicha solucion.

Sustituyendo ésta en (2.2) y resolviendo se obtiene:

e = [F(R)T + G(R)]Y/? (2.7)

donde F' y G son funciones arbitrarias de R. Esto es equivalente a lo que se obtendria
sustituyendo en (2.3).
En este momento se toma la solucién particular para G de:

G(R) = R%? (2.8)

A partir de (2.4), sustituyendo (2.6) y (2.7) obtenemos la siguiente ecuacion para la
densidad:

8mp(R, ) = g(f +G/F) Y+ G F)7!
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y, para un tiempo 7 = 0, se obtiene

F' = 91 R?*po(R)
con una solucioén particular de la forma:

—-3R%? si R<1

F= 3 si R>1 (29)
Calculo de las componentes de la métrica
A partir de (2.7), sustituyendo las expresiones de (2.8) y (2.9) obtenemos:
(—2R32r + RO = 2 (1-30)"° s R<1
v — (2.10)
(R3/2 — %7’)4/3 st R>1
y a partir de esta:
N [(_%R3/2T i R3/2)4/3} —2In(R)+ 4l (1-37) si R<1
W= 3/2 _ 3.\4/3 4 3/2 _ 3 :
H|:(R —§T) j| :gln(R —57') si R>1
Derivando con respecto a R, obtenemos:
% st R<1
W' = - (2.11)

2R1/2(R3/2—37)"" si R>1

Ahora, sustituyendo los resultados de (2.10) y (2.11) en (2.6) y simplificando, se obtiene:

B(1- 37" si R<1

o — 2.12
%M(sz—%ﬂl/s st R>1 ( )

Asi, sustituyendo (2.10) y (2.12) en (1.12) se obtiene la siguiente expresion para la
métrica de un fluido perfecto de presion nula esféricamente simétrico en coordenadas co-
moéviles, que denominaremos métrica de Tolman:

dr?— B (1- 372 g2 — R2 (1 - 37)" a2 si R<1

ds® = (2.13)

dr? — B2 (32— 30) P ap? — (R¥2 — 31)°a0? si R>1
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2.2. Cambio de sistema de coordenadas, métrica de Oppen-
heimer-Snyder

Nota: En esta seccidon vamos a trabajar con dos sistemas de referencia distintos, cuyas
referencias radiales son g = 1 para las coordenadas (r,t) y R = 1 para las coordenadas
(R, 7). Si bien esta claro que no se podrian tomar ambos criterios a la vez, por la comodidad
en el manejo de ecuaciones asi se ha realizado. Ademaés, la introducciéon de estas constante
en las ecuaciones no cambia los resultados obtenidos ni el analisis de los mismos.

Una vez conseguida la solucion de la métrica de (2.13), en Oppenheimer y Snyder buscan
un cambio de sistema de coordenadas que transforme la parte externa de la métrica en
la la métrica de Schwarzschild y conecte de forma continua con la parte interna en las
hipersuperficies de t = cte. Esto es necesario hace para poder estudiar las geodésicas de
las particulas cruzando el radio del cuerpo estelar y estudiar su colapso.

Para ello comienzan sobre la base del elemento de linea con simetria espacial esférica
para ambas partes, que, segun (1.10), sigue la expresion:

ds? = e’ g2 — At gp2 — 12402

y buscan las relaciones r = r(R,7) y t = t(R, ) y los valores de A(r,t) y v(r,t).
Del elemento de linea propuesto se pueden obtener las dos primeras restricciones para
el cambio de variable:

1. grt(r,t) = 0 (esta condicion seré el punto principal de la critica de Marshall al
procedimiento seguido por Oppenheimer y Snyder)

2. Mismas coordenadas angulares que (2.13) fijando en 72 la funcién que multiplica al
elemento de linea angular esférico

Como las coordenadas angulares no cambian y las coordenadas radiales y temporales
no dependen de estas, obtenemos la primera ecuacién que relaciona nuestras variables:

R(1-37)"" s R<1
w/2 F 3/2
e “ = (Fr+G =r=r=r(R,1)= 2.14
( ) ( ) 3 )2/3 si R>1 ( )

obteniendo la expresion de r = r(R, 7).
Para obtener ahora la expresion de ¢, vamos a estudiar el cambio de las componentes
del tensor métrico de las coordenadas espaciales y temporales. Siguiendo (1.1), obtenemos:

2 2
g'(r,t) = ((;9;) g"(R,T) + (gi) g (R, 7) =t?¢"™(R,7) + 2g""(R,7)  (2.15)

2 2
g”mwz(&)sﬁﬂmﬂ+<&)gﬂmnwﬂﬁﬁﬂR)+ﬁfﬂRﬂ (2.16)

OR or
ot Or ot Or
g7t = $ e g (R T) + o (Ryr) = g (R, T) + g (RT)(27)

que quedan ampliamente simplificadas debido a que los términos cruzados se anulan, ya
que g% (R, T) es diagonal (recordamos que las primas son derivadas respecto de R y los
puntos, respecto de 7). Sustituyendo las expresiones de (1.10) y (2.13) obtenemos:

eV =12 — 127V =% — {2 /1" (2.18)

Ce N =2 2T 2 (2.19)
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0=tr—t'r'e™ =tr —t'/r (2.20)

donde la segunda igualdad en todas las ecuaciones se debe a que, a partir de (2.12) y (2.14)
obtenemos que e~% = 1/r"2.

Aqui comenzamos a usar como referencia el desarrollo propuesto en [12] porque nos ha
parecido mas visual.

Parte externa

Para la parte externa, segtin (2.14), tenemos que:

53 \2/3
r(R,7) = <R3/2 — 27’)

de la que obtenemos:

. 1 , R1/2
TR V-
y, aplicado a (2.20) obtenemos:
) 1/2 —2/3
I R S T <R3/2 — §T> (2.21)
r

de la que obtenemos como solucién general:
t=L(z)
siendo M una funcién arbitraria de la variable x, con:

r1/2 41
ri/2 — 1

3

v = §(R3/2 2y _opl/2 4y (2.22)

Ahora, para encontrar la forma de la funcion M queremos que, en la zona R > 1,
nuestra métrica esférica (1.10) sea la (1.15). Por tanto, aqui tenemos nuestras tercera y
cuartas condiciones:

3. et = ’";—1 en R >1
4. e”:e*/\:ﬁenR>1
y, con las que, sustituyendo en (2.18) y (2.19), obtenemos:

1 1
——l= 1=t == -
T T r—1

r .
— t2 _ 75/2/70/2

Se puede ver que las ecuaciones son equivalentes y que, para que mantengan su forma
se tiene que cumplir que:

M(z)==
obteniendo:

1/2
b= L) =2 = (R =2y —gp12 gy "t p oy (2.23)
3 ri/2 _q
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Parte interna

Para la parte interna, de la misma forma que en la externa, segtin (2.14), tenemos que:

3\ 2/3
r(R,7) =R (1 — 27)

de la que obtenemos:

. R3/? , T
AV "TR
y, aplicado a (2.20) obtenemos:
_ 5 \1/3
')t =i’ = —RY*1/2 = R (1 - 27> (2.24)
de la que obtenemos como solucién general:
t=L(y)
con L una funcién arbitraria e y una variable con la forma:
y= (R -1+ (2.25)
2 R '

Nota: Vamos a expandir la soluciéon de la EDP (2.24).
Se puede reescribir la ecuacion de la forma

ot 3\ ot ot 3\'? ot

Asi expresada se puede ver que es una EDP de la forma:

Z u'(x) agagf) =0

%

donde F(x) es la funcién a resolver, x = (z',...,2™) son las coordenadas de la misma y

u*(x) son funciones en dichas coordenadas. Esto nos dice que t es constante en las lineas
de campo del campo vectorial V = (u!(z), ..., u"(x)).

En nuestro caso concreto tenemos que F(R,7) = t, u(R,7) = 1y u"(R,7) =
R(1- )"

rial V = (1, R (1- %7‘) Y 3). Para calcular dichas lineas debemos de resolver el sistema de

ecuaciones: )
dR dr 3 \?
=1 k. 1-2
ds ds R ( 27>

y la solucién serd una funcién en las lineas de campo del campo vecto-

De la primera ecuacién obtenemos dR = ds, por lo que, sustituyendo en la segunda,

obtenemos:
3 \1/3
RdR = (1 - 27’) dr

cuya soluciéon son las lineas de campo buscadas, que siguen la expresion:

R2 3 \%3
— + <1 - 7') = cte
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Por tanto, obtenemos como solucién de la EDP la funcioén:
R? 3 \*? R r 1
- M _ 1-2 s, r 2
t (v) v= < 27) +C 5 TR 3
donde hemos tomado la constante igual a —1/2 para obtener la solucion de Oppenheimer

y Snyder. O
Por ultimo, para encontrar la forma de M, imponemos la tltima condicion:

5. En el borde del cuerpo estelar, R = 1, las soluciones externa e interna de la métrica
tienen que unirse de forma continua.

Esto implica que tey(1,7) = tint(1, 7), que llevado a las ecuaciones:

rt/2 41 B

LIR=1r)=MyR=1,r)=1-r"?) - 272 4 In— =
ri/2 —1

M(r) (2.26)
donde se ha aplicado que y(1,7) = r, obteniendo asi la forma de M y, por tanto, el cambio
de variable en la zona interior:

y1/271

2
t= 5(33/2 — %) — 242 4+ 1In , R<1 (2.27)

Cambios completos y métrica de Oppenheimer-Snyder

Juntando la ecuacion (2.14) junto con las dos ecuaciones (2.27) y (2.23), obtenemos las
ecuaciones completas del cambio:

R(1-30)** s R<1

r=r(R,7)= 2.28
( ) (R3/2 - %7’) 2/3 si R>1 ( )
%(Rg’/2 —r3/2) —2r1/2 4 1n :i;zﬂ si R>1
t=t(R,r) =t(R,r(R,T)) = (2.29)

1/2 .
%(R3/2 —y3/2) —2y1/2 4+ In 51/2—5 st R<1

con

1, o r
- = 1)+ —
Yy 2(R )+R

Por tltimo, vamos a calcular las componentes de la métrica en la parte interna de las
nuevas coordenadas. A partir de las expresiones de er(R,7) y t(R,7) obtenidas en (2.14)
y (2.29) obtenemos, para R < 1:

’ T
= — 2.30
=% (2.30)
] R3/2
2 r 1 3/2

1/2,1 3/2 (R—Jr——f)
=YY _ RY B AN Y (2.32)

y-1 y=1 2 tR3

R2

1/2 /2 3/2 1/2 (— + 5 l>3/2
Y y:_<R) Yy :_<R) 2 TR 23 (2.33)
2
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donde hemos tenido en cuenta que y/ = Re = — (%)1/2.
Sustituyendo en las ecuaciones (2.18) y (2.19) obtenemos, para R < 1:
) — (L 2.34
e <r - R3> (2.34)

eu(r,t) —

(2.35)

y, junto con las expresiones para R > 1 de (1.15), obtenemos la que vamos a denominar
métrica de Oppenheimer-Snyder:

%ldtg — ﬁdrz — 12402 si R>1
ds* = 2B _3)’ 2.
i (5 k D e - (72g) dr - r2a0? si R<1 (2:36)
Rr—R%) (22 +5-1)

2.3. Resultados del articulo

Primera parte, caso general, resultados cualitativos

Para obtener resultados cualitativos del comportamiento de las componentes de la
métrica durante el colapso del caso de presion no nula, Oppenheimer y Snyder trabajan
el caso mas general de un fluido perfecto con simetria esférica espacial y presiéon no nula
en las coordenadas no comoéviles, planteando una ecuaciéon para la métrica con la forma
(1.10):

ds? = e?D g2 — At gp? — 2402

y cuyas ecuaciones de campo son de la forma (1.11):
—87T} = e MV Jr 4+ 1/r%) = 1/r?

8Ty = e N /r—1/r%) +1/r?
—87T3 = —8nT5 = e V' /2 + V2 /4 — VN 4+ (V — N)/2r]
—e V(N2 4+ \2/4 — \v/4)
87T} = 8w’ ATy = e M \/r

De la primera y segunda ecuaciones de se puede ver que A = A(r,t) tiene que decrecer
con r tan rdpido como 7? o las componentes T} y Ty del tensor de energia momento se
volverian singulares en el origen (lo cual no tiene sentido en ningtn instante previo al
colapso estelar final). Por tanto, se tiene que cumplir que \(0,¢) = 0. Entonces, integrando
la segunda ecuacién y con la condicién anterior, se obtiene que

A(r,t) >0

para todo 7 y t.

A partir de este resultado se obtiene, de la primera ecuacion, que v/(r,t) > 0. Como
queremos que cuando r — oo el tiempo se aproxime al tiempo del observador, se tiene que
cumplir que v(o0,t) = 0. Sumando ambas condiciones obtenemos que

v(r,t) <0
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para todo 7 y t.

Sumando la segunda y la tercera ecuaciones se puede ver que X + v/ > 0. Anadiendo
ahora que, como el espacio tiene que ser plano conforme r — oo, se tiene que cumplir que
A(00,t) = 0 y las condicién de contorno de v anterior, se obtiene:

A+v <0

Por ultimo, por la cuarta ecuacién se sabemos que A > 0. Esto plantea, a primera vista,
dos alternativas: que llegue de forma uniforme a un valor asint6tico como funcion de r o
que crezca de forma indefinida. El primer caso queda descartado a partir de los resultados
de [8], que demuestran que este problema no tiene soluciones estacionarias. Respecto al
segundo. El segundo también, ya que se puede ver que el volumen de la estrella sigue la
expresion:

Te
V:/ N2 dr
0

donde 7. es el radio estelar, y creceria indefinidamente con el tiempo. Al mantenerse la
masa constante, la densidad de la estrella tenderia a cero, lo cual consideramos que no
puede ser correcto.

En la siguiente secciéon se verd que la solucién métrica obtenida para el caso de presion
nula cumple que para todos los radios, A tiende a un valor asintético, salvo para rg, en
cuyo caso, crece indefinidamente.

Segunda parte, caso de presion nula, resultados analiticos

A partir de la solucién de la métrica (2.36), Oppenheimer y Snyder calculan los valores
asintoticos de de las componentes de la métrica cuando t — oo, para estudiar cual es el
estado final del cuerpo estelar.

Para ¢ suficientemente grandes, el término logaritmico domina en la expresion (2.27).
Sustituyendo y por la expresion de (2.25) y r por la de (2.14) se obtiene la siguiente
expresion para el valor asintotico de t(R, 7):

2 2/3
t~—1In [(R23) + <1 — ;r> ] (2.37)

Esta expresion muestra que, para todo valor de R, conforme t se va a infinito, 7 se aproxima
a un valor limite, que aumenta el valor fijado de R.

Esto tiene una enorme implicacion: el cierre causal del cuerpo estelar. Conforme
el tiempo propio avanza, el tiempo medido por un observador en el infinito se ralentiza.
Eso implica que un observador comévil con la materia no podrad mandar una senal que
llegue al infinito, porque, pasado el momento del colapso, tardaria un tiempo infinito en
llegar. Es decir, la materia de la estrella se desconectaria causalmente del universo que la
rodea, no pudiendo enviar informacién fuera del rg.

Aplicando la expresion (2.37) a las ecuaciones (2.34) y (2.35) obtenemos los valores
asintoticos para las componentes de la métrica en el interior del cuerpo, que son:

_ p2y1~!
ef)\Nl_RZ |:€t+(3 2R ):|

1
eV ~ e)\—Qt |:e—t + 5(3 - R2):|

Se puede ver que para R < 1, conforme t — oo, e tiende a un valor limite, mientras
que, para R = 1 tienda a infinito (como comentdbamos que pasaria en el apartado anterior).
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Por el contrario e”, en ambos casos tiende a 0. Estos resultados concuerdan coherentemente
con los obtenidos en el estudio cualitativo de los valores asintéticos de A y v en el apartado
anterior.

Como se ha comentado, este resultado marca un antes y un después en el problema de
la muerte estelar y la hipotesis de los agujeros negros. Sabemos que las estrellas de gran
masa del universo, en los procesos finales de su vida se comprimen hasta formar enanas
blancas o, si sus masas son mayores, estrellas de neutrones. En [8] se muestra que esto
tiene un limite, no habiendo estados estables de estrellas de neutrones para masas mayores
de un cierto limite. Y en este articulo plantea que, una vez el estado estable no es posible,
el colapso del cuerpo estelar termina desconectédndolo del resto del universo que le rodea,
formando de un horizonte de eventos.

También recalcar que este resultado solo estudia el caso de un sistema modelado como
una nube de polvo sin presién con simetria espacial esférica (aunque mostrando que sus
resultados son cualitativamente extrapolables al caso con presion no nula). No sera hasta
1965 cuando Roger Penrose publique [9], dando solucion al caso general.



3. Estudio de "Gravitational collapse

without black holes” y otros articulos, de T.
W. Marshall

Si bien, la solucién obtenida por Oppenheimer y Snyder para la métrica de un cuerpo
estelar en colapso es ampliamente aceptada dentro de la comunidad y ha sido construir
modelos mas generales y testar otros modelos en sus casos limites, desde su publicacién
muchos autores han mostrado interés en encontrar soluciones alternativas. Esto es debido en
gran parte a los resultados aparentemente contra intuitivos que aparecen: singularidades
espacio-temporales, separacién causal de eventos, inversién de coordenadas espaciales y
temporales, entre otros.

Entre esas soluciones alternativas se enmarca la propuesta por T. W. Marshall en [2]. En
varios articulos plantea objeciones a tomar la métrica de Oppenheimer y Snyder como una
correcta descripcion del interior de un cuerpo estelar en sus procesos finales y objeciones
técnicas al proceso que les lleva a la solucién propuesta. Por ello, eliminando una de las
condiciones exigidas a la métrica en [7], encuentra una propuesta de solucion sin superficies
atrapadas, lo cual, segin el Teorema de Penrose [9], elimina la necesidad de la existencia
de una singularidad y, por tanto, del colapso. Ademas, plantea que su propuesta lleva a
un final diferente al cuerpo estelar: una solucién estatica de materia concentrada alrededor
del radio de Schwarzschild, con su exterior cayendo asintoticamente hacia este sin nunca
traspasarlo.

Si bien, es una propuesta alternativa que se sale del consenso de la comunidad de
la existencia de agujeros negros, hemos creido que seria interesante estudiarla por varios
motivos: por ser un ejercicio interesante de trabajo en el campo, por salirse fuera de lo
comun que se podria ver en una asignatura de la materia y por considerar que todas las
propuestas con sentido, aunque se salgan de lo establecido, merecen ser tenidas en cuenta
y valoradas.

Asi, en la primera seccién presentamos las motivaciones que le llevan a Marshall a
plantear una propuesta alternativa a la de Oppenheimer y Snyder. Se comentan varios de
sus articulos que llevan al articulo principal.

En la segunda, se sigue el desarrollo de [2|, poniendo atencion al punto de ruptura con
la solucion de |7] y terminando con el desarrollo de su métrica alternativa.

En la tercera se exponen las dos consecuencias de esta solucién: la no existencia de
superficies atrapadas y el estado final estatico.

Y por tltimo, en la cuarta seccién se incluye algunos comentarios que surgen de la
valoraciéon de estas consecuencias.

No entraremos en este capitulo a hacer una valoracién de sus propuestas, pues ese sera
el objetivo de la cuarta y ultima parte de este trabajo. Lo hemos planteado, al igual que
el capitulo anterior como una exposicién lo més clara y detalla posible de sus propuestas
y resultados, a fin de poder de tener la mayor claridad posible para valorar la validez o no
de sus argumentos y desarrollos.

27
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3.1. Planteamientos en contra de la solucién de Oppenheimer
y Snyder

En varios de sus articulos: [3|, [4], [5] ¥ [2], Marshall plantea razones en contra de
la solucion obtenida por Oppenheimer y Snyder en [7] para la métrica de nube de polvo
con simetria esférica en colapso, tanto por detalles del procedimiento seguido para su
obtencién, como por las implicaciones en el proceso de muerte estelar. Vamos a comentar
los més relevantes que motivan el trabajo posterior.

En [3] se plantea que la solucion de (2.36) no muestra que la nube de gas y polvo colapse
hacia el centro hasta formar un agujero negro. Dada una particula del interior del cuerpo
estelar se puede ver que:

1. Al igual que en [7] se muestra que, segin la ecuacion (2.29), conforme 7 aumenta,
también lo hace t. Despejando de la ecuacién se encuentra que el valor limite de 7
en funciéon de la posicion radial comovil de la particula es:

2/3
Sl 3) (3.1)

T"O(R):g_( 2

2. Sustituyendo este valor en la ecuaciéon (2.14), se muestra que la particula tiende a
una posicién radial asintética, que depende del radio comévil, con un valor de:

Too(R) = 7(Too, R) = gR — %R?’ (3.2)

Es decir, la nube no colapsa hacia una singularidad central, si no que todas las particulas
tienden a una posicion final asintotica en ro(R), en funcion de sus coordenadas radiales
comoviles, formando un estado estacionario final. De hecho, se puede ver ademés que
la densidad de materia tiende a aumentar entorno al radio de Schwarzschild, haciéndose
infinita en dicho limite y que el valor infinito que encuentran Oppenheimer y Snyder para
g"" es consecuencia de esta concentracion de masa.

Concluye que esta densidad de materia produce un campo gravitatorio tan intenso que
todos los procesos se detienen, incluido el colapso. Es decir, que, efectivamente, el tiempo
se congela para las particulas en caida.

En [4] y [5] plantea que la eleccion de la solucion particular de la funcién F(R) en
(2.9) no es adecuada, al menos para la parte interna. Para que la métrica fuera continua
en R =1 deberia de cumplirse que F(17) = —2 y F/(17) = 0, pero esta tltima condicién
no se mantiene, ya que F’'(R) = —%RUQ = F'(17) = —3. Esto implica la no continuidad
en la componentes g% de la métrica de Tolman (2.13) en R = 1, entre las partes interna
y externa.

Nota: Este planteamiento es abandonado en [2] al ver que la discontinuidad no es tal.

Finalmente, en el articulo en el que se centra este trabajo, [2], comienza razonando
en contra de las conclusiones de [7]. Plantea que sus resultados no muestran el colapso
del cuerpo estelar y que se podria haber visto sencillamente al calcular las orbitas de las
particulas individuales. De hecho, comenta que Oppenheimer y Snyder solamente hablan
del colapso al proponer que su métrica confirma la conclusion de [8] y que han sido los
autores posteriores los que han mantenido que este articulo establece la inevitabilidad de
la formacién de agujeros negros.

Plantea que lo que muestra la métrica de (2.36) es la existencia de regiones del espacio
de las que la luz no puede escapar, lo que guié a Penrose a la nocién de superficie atrapada
y a su teorema de singularidad. Y, si bien esta nocién puede ser correcta, el desarrollo de la
métrica 7] no lo es. Anade que la solucion de (2.36) es solo una de las muchas posibilidades
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de solucion y que queda fijada al anadir una condicién, en su consideracion, innecesaria (en
la seccion posterior veremos de que condicion se trata y cual es la argumentacion). Para
terminar, encuentra que en la variedad de soluciones que existen al relajar dicha hipotesis,
algunas no presentan superficies atrapadas y, por tanto, singularidades, y que no tendria
motivaciones para decantarse por unas u otras.

3.2. Meétrica de Marshall

En [2], Marshall comienza trabajando a partir de la siguiente métrica:

= (VRAR — \/rdr)* — (R/r)dR? — d0* =

(R - R> dR? + rdr® — 2y/rVRdRdr — dQ?, R >1 (3.3)

= (r/R)*>(dR/R — dr/r)* — (r/R)?dR? — dQ* =

3 2
(;5 - ;2> dR? + ﬁd 2 ﬁd rdR — dQ%, RC1 (3.4)

siendo R la coordenada radial comoévil con la materia y r es la coordinada radial cuya en
la que, la parte exterior, coincide con de la métrica de Schwarzschild. Destacar, que, como
en el resto del trabajo, R estd en unidades de R, y r en unidades de rg = 2M.

Como esta no se trata de ninguna de las expresiones para la métrica presentadas ante-
riormente en el trabajo, vamos a ver como se relaciona con éstas. Para ello, comenzamos
con la expresion de la métrica de Tolman (2.13):

dr? — B (1-37)"?aRr2 — B2 (1 - 37)"° a? si R<1

ds?® =
dr? — B2 (B2 —37) P qp2 — (R32 — 30402 si R>1

y vamos a seguir el cambio de variable que se propone en [7] para cambiar entre (2.13)
y (2.36), pero solo intercambiando las coordenadas r y 7, que se relacionan entre ellas
mediante la ecuacion(2.14):

r3/2 _ R3/2

r=e"? = [F(R)r+ R¥**3 = 7 = FR)

Asi, calculamos los cambios en las componentes del tensor métrico:

orntor) = (22) g 7) + (97 ) gre(h.7) =

R\’ ar\” or\?
we(r) = (50) o)+ (5) o = (1) =4 o gy 69
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OROR orT Ot
grr(R,7) = ﬁEQRR(R,T) + @EQTT(R7T) =
—}%24 si R<1
_Oror _ , (3.7)
OR Or —r/R si R>1

a partir de los cuales podemos ver que se obtienen las expresiones para la métrica de (3.4)
y (3.3).

Partiendo de esta métrica, Marshall plantea el cambio de variable (r, R) = (r,t) para
llegar a la métrica de Oppenheimer-Snyder. En la parte externa concuerda en utilizar la
expresion (2.23) que termina de conectar la métrica (3.3) con (1.15), para R > 1, de forma
idéntica a lo propuesto en [7].

Para la parte interna, comenta que el cambio de coordenadas (2.23) con el valor de y
de (2.25) obtenido por Oppenheimer y Snyder se basa en varias condiciones:

1. Esfericidad espacial de la métrica: Marshall mantiene la parte angular de una
métrica espacialmente esférica, siendo 2 la funcion que multiplica a dicha parte
angular, en las expresiones de (3.4) y (3.3).

2. Continuidad en la métrica: Marshall propone que la expresion de (2.23), la con-
diciones y(1, R) = r y el valor de % en R =1 se fijan de tal forma que la métrica

sea continua en el encuentro de las dos partes, R = 1. Esto es:

r—1

git = gir =0 Grr = — en R=1

r
r—1
3. Diagonalidad de la métrica: Marshall comenta que la condicién
gr=0en R <1
es la que termina de fijar de forma tnica el valor de y en (2.25).

Marshall plantea que la condiciéon de diagonalidad no seria necesaria y que no habria
justificacién para imponerla a la métrica interna en las coordenadas (r,t). Plantea por
tanto dejar libre el valor de g™ sustituyendo la expresion de (1.10) para la parte interna
por la de (1.9):

ds? = edt* — erdr® + 2adrdt — dQ?

una métrica con simetria esférica espacial no diagonal.

Nota: Comentabamos en la seccién 1.6 que para toda métrica con simetria espacial esférica
existe un sistema de referencia que la diagonaliza, no siendo este un caso distinto. Lo que
se plantea en este articulo es que, como la métrica total se hace uniendo la parte externa
de Schwarzschildcon la parte interna, puede que el sistema de referencia que diagonaliza la
parte externa no sea el mismo que diagonaliza la interna, pudiendo ser una parte diagonal
v la otra no en el mismo sistema.

A continuacién, para el cambio de coordenadas temporal entre ambas expresiones de
la métrica, plantea mantener la expresion (2.27):

_ 2,032 3 1/2 y'2+1
con la diferencia de que, al eliminar la condicién de diagonalidad del métrica interna g"* = 0
la expresion de y(R,r) no queda definida de forma unica. Dentro de las opciones que se
encuentran disponibles escoge una de la forma:

5 3 1
1tk ZR2 (3.8)

_r_
Y=R 1
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Se explica que esta elecciéon de y produce una métrica en la que no existen superficies
atrapadas y por tanto, no necesariamente existe una singularidad espacio-temporal. En la
siguiente secciéon demostraremos esto.

A partir de esta eleccion de y se puede observar que y(R = 1,7) = r por lo que las
expresiones del cambio de coordenadas temporal (2.23) y (2.27) siguen coincidiendo en
R =1, manteniendo ambas el valor:

/241
ri/2 1

t(R=1,r) = %(1 — 32y —9p1/2 4 1n

Para comprobar que se mantiene la condiciéon (2) de continuidad en la métrica entre
ambas regiones, calculamos de nuevo el cambio de coordenadas de las componentes de la
métrica, segin la expresion (1.1), apoyandonos en las resultados (2.18), (2.19) y (2.20):

g”(r, t) — L£2 _ t/2/7"/2
gtt(rt) =7% -1 (3.9)
gt (rt) =tr —t'/r'

Al igual que en el cambio interno de Oppenheimer y Snyder tenemos que:

v _y3/2y’ . _y3/2y
y—1 y—1
pero en este caso se tiene que:
, 3-R . RS2
A T )

Las expresiones de 7’ y 7 se mantienen como en (2.30) y (2.31).
Por lo tanto, sustituyendo en las ecuaciones (3.9) obtenemos:

3 3 _ 2 - 3 _ 22
=g gt () B gt

3 _ 3
=" = I
-

(3.10)

r
y3/2 R1/2 R3/2 y3/2 R—3R

§Hrt) = - - B__
y—1r/2 ¢1/2 41 2 7 y—1r

2

3/2 _
Y R[R+R 1

Por tanto, podemos ver que, con R = 1, se obtiene:

301 4
g (R=1,r) = S [1 ] S

(7“—1)2; 4 r—1
r—1
TR =1 - _
g ( ,T) "
31 1-3
"R=17)=——~[1+=2[ =0
g /") (r—1)2%r + 2

que se corresponden exactamente con las expresiones de (1.15), como buscdbamos.
Para concluir, a partir de las expresiones de (3.10) vamos a calcular el elemento de
linea de la métrica interna. Siguiendo (1.2), tenemos que:

y*R[4r—R(R-3)’]  343/2R(R—1)

:54(??/52(2122 ) 2(9—1??7" 0 0
_]_ —R

9" ()= | ~ e - 0 0

0 0 —1/r? 0

2

0 0 0 —1/(r?sin? )
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por lo que:
[gw/(r’t)] = [g;w("“, t)]_l =
r2(r—R3) (1—R)r?

4(y—1)2 Ry? y3/2(y—1) 0
(2r+R3—3R?)2 (1-R)r? ___Rr
y3/2(y—1) (y=1)
0 —r2 0
0 —r?sin%6

y se obtiene los siguientes valores para la métrica interna:

4(y —1)? r2(r — R3)dt2 TR a2+ r?(1 — R)

ds? =
° (2r + R3 — 3R?)? Ry3 y—1 y3/2(y — 1)

drdt| — r?dQ? (3.11)

3.3. Resultados del articulo

Geodésicas nulas salientes

En el articulo se expone que la eleccion de y en (3.8) se debe a que, en la solucion
métrica resultante no se producen superficies atrapadas en el espacio-tiempo en la evolucién
del cuerpo estelar. En [9] se demuestra, bajo una serie de condiciones previas, que la
existencia de superficies espacio-temporales atrapadas en una métrica implica la existencia
de geodésicas nulas incompletas en el futuro y, por lo tanto, una singularidad de la métrica.
Asi, una superficie atrapada es definida como una superficie compacta y sin borde
(cerrada), tal que las dos familias de rayos de luz (geodésicas nulas) que emergen de forma
ortogonal de dicha superficie convergen en el futuro estén atrapadas.

Nota: Comentar brevemente que los dos conceptos que se introducen en [9]: la nociéon de
superficie atrapada y el uso de las geodésicas nulas incompletas en vez de singularidades son
independiente de las coordenadas. Esto era un problema ya que, como las singularidades
no pertenecen al espacio-tiempo su definicién es complicada. Por ejemplo, definirlas como
los lugares donde la curvatura se vuelve infinita tiene el problema de que los tensores de
curvatura dependen del sistema de coordenadas y si solo se usan invariantes de curvatura
aparece el problema de que pueden ser nulos en ciertas singularidades.

Para demostrar la no existencia de superficies atrapadas, en [2], se obtiene la existencia
de geodésicas nulas que pasan por cualquier suceso dado (r,t) del interior o exterior del
cuerpo estelar, partiendo de » = 0, en un intervalo finito de tiempo.

Asi, comienza partiendo de la expresion (3.4) para calcular la ecuacion de una geodésica
nula radial saliente. Haciendo df = dy = 0 (ya que se trata de una geodésica radial) y
teniendo en cuenta que el elemento de linea de una particula de tipo luz cumple que ds® = 0

se obtiene:
r\3 (dR  dr\? r\2 o dR dr R\'/?
0=(%) <R_r> (@) aF = - = () R
1 RY? 1 dr 1 RYZN
I — [ - - /2,.1/2
<R 12 ) A= dr= g =" (R T2 Bl A

Esta dltima ecuacion es una EDO que tiene la forma de una Ecuacion de Bernouilli,
cuya solucién es de la forma:

1
r(R) = Z(402R — 4cR* + R?)

donde ¢ es una constante que se fija con las condiciones de contorno.
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Ahora, supone que el rayo de luz pasa por el punto (R,7) = (1,71) y, sustituyendo,
obtenemos:

1
T(l):r1202—c+4:y1:>c:y1:>c:\/ﬁ—i—§

y sustituyendo y simplificando:

r(R) = R <\/ﬁ+ 1_2]’3)2 (3.12)

Esta ecuacion nos da la posicién radial r» de una particula situada en un radio comévil
R en el instante en que el radio R = 1 se encuentra en la posiciéon radial » = ry. Ahora,
tenemos que en R = 1, la relacion entre t y 7 = 11 es de la forma (2.23), que es mondto-
namente creciente como r1 en funciéon de t. Por tanto, la parte interna de la geodésicas es
una funcién monétona creciente de r respecto de t.

Como la parte externa e interna de la métrica coinciden de forma continua, esta geo-
désica tendra que unirse de forma continua con una externa.

Partiendo de la expresion (1.15), siguiendo el mismo proceso obtenemos:
dr? (r— 1)2 dr r—1

_ N _

r—1
dt* — dr?P=0=— =~ =~ =
r T‘*lr dt? r2 dt r

que tiene como solucion:
t(r)y=r+In(r—1)+c

Para obtener el valor de la constante ¢ la hacemos pasar por el mismo punto (R,r) = (1,71)
y con la expresion de (2.23) obtenemos:

t(ri)=r1+In(ri—1)+c¢

1/2
tr1) =3 =317 —2n? + m Ut
17z_
de donde:
2 245 ap 11
C:g—g’/’ —2T1 +h’lT:1L/27_1—7’1—1n(?”1—1)
y, sustituyendo:
1/2
r—1 2 2 3/2 1/2 o) +1
t(r) = — 1 - — = -2 1
(ry=r+-r+ nr1—1+3 371 1 +nri/2_1

Marshall concluye que estas geodésicas conectan causalmente todos los eventos del
interior y exterior estelar y que todo evento exterior puede ser alcanzado por un rayo de
luz saliendo de r = 0 en un intervalo temporal finito. Sin embargo, un detalle a tener en
cuenta es que conforme ¢ = oo la métrica se vuelve infinita entorno a r = 1 (se explica
en la seccion posterior), ralentizando el tiempo y haciendo que la luz saliente presente un
redshift cada vez mayor.

Estado finales no colapsado

Una vez obtenida (3.4) para la métrica interna en las coordenadas (r,T), en el articulo
se obtienen las trayectorias de las particulas del interior de la nube durante el colapso.

En la expresion de t en (2.37) se puede ver que, para todo valor de R ¢t — oo conforme
aumenta y, hasta llegar al valor asintético y — 1. Sustituyendo entonces en la expresion
(3.8) se tiene que:



34 CAPITULO 3. GRAVITATIONAL COLLAPSE WITHOUT BLACK HOLES

y despejando r:

r 5 3. 1., 5 3
——14+Z_= - — 14+ 2=
p=lt Rt R =sr=R(1+ 3

1
R+ZR2):§(9—6R+R2):

R
—(R—3)?
4

Es decir, se plantea que, para una particula en una posiciéon radial comévil R, cuando
t — 00, una particula en un radio comévil R tiende a una posiciéon radial r:

R

= (R- 3)? (3.13)

Too(R)
en vez de colapsar hacia r = 0. Se puede ver que
Teo(0) =0 Too(l) =1

0<7ro(R)<lpara0< R<1

Esto presuntamente muestra que, asintéticamente, las capas exteriores del cuerpo es-
telar van encogiendo, cayendo hasta llegar al rg y ralentizando progresivamente su caida,
hasta su posicion radial limite. La capa exterior de R = 1 nunca llegaré a cruzar R en un
tiempo ¢ finito, cayendo eternamente hasta dicho limite.

Se propone ademés que este resultado no solo prueba que no existe el colapso, si no que
muestra la acumulacién del material del cuerpo estelar entorno al radio de Schwarzschild,
r = 1. Para ver esto, se toma un radio R = 271/3 ~ 0,8, cuya su posiciéon final serfa de
Too ~ 0,97. Esto, sumado a que la posicion final del radio de la nube R = 1 serfa ro(1) =1
muestra que la mitad de la masa de la nube se deposita en una cascara entre ambos radios,
muy proxima al radio de Schwarzschild.

3.4. Conclusiones del articulo

En las conclusiones del articulo se plantea argumentos para decantarse por alguna de
las dos opciones: la soluciéon de Oppenheimer y Snyder o la propuesta en su caso. En su
opinién, ambas opciones tienen factores “anti-intuitivos'"que podrian llevar, por logica, a
descartarlas.

Por un lado, la solucién de Oppenheimer y Snyder plantean problemas como la pérdida
de causalidad y la existencia de efectos que preceden a sus causas (cita a Thorne 1994,
pags. 414-418).

Por otro, plantea que su solucién muestra que se produce una alta concentraciéon de
materia entorno al rg. Por lo tanto, debe haber alguna fuerza que la empuje alli. Como
no se ha tenido en cuenta nada fuera del marco gravitatorio, tiene que ser la gravedad. Es
decir, este resultado muestra que la gravedad a suficientes altas densidades actta de forma
repulsiva, lo cual también es contra-intuitivo dentro del marco de la Relatividad General.

Se plantea entonces que ambas soluciones carecen de sentido y se necesita un plan-
teamiento alternativo. Si la gravedad fuera un campo, como el electromagnético, en vez
de una modificacién de la curvatura del espacio tiempo, tendria asociado un tensor de
energia-momento cuya densidad de energia podria ser negativa, pudiendo causar la repul-
sién comentada a altas densidades de materia.

La propuesta alternativa de Marshall es la denominada Teoria Relativista de la Gravita-
cion (RTC). Se trata de una teoria bimétrica en la que es el espacio-tiempo esta modelado
como un espacio-tiempo de Minkoswki sobre el que se construye un tensor métrico como
un campo tensorial por encima del mismo. En esta teoria, a diferencia de la Relatividad
General, existe un sistema de referencia privilegiado, eliminando la ambigiiedad de las
soluciones al problema.



3.4. CONCLUSIONES DEL ARTICULO 35

Para finalizar el articulo se plantea que el cuerpo estelar super masivo del centro de
nuestra galaxia, Sagitario A*, podria ser un excelente candidato en el que verificar cual
de las dos propuestas de soluciones es la correcta. Se propone que el EHT, Event Horizon
Telescope, al obtener imagen de una regién tan cercana al horizonte como el anillo de
fotones, podria detectar rayos de luz salientes de la cascara de masa formada entorno al
radio de Schwarzschilddel cuerpo.
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4. Revision de la propuesta de T. W.
Marshall

En esta ultima parte del trabajo vamos a hacer una revision critica completa del capitulo
anterior: planteamientos en contra de la solucién de Oppenheimer y Snyder, proceso de
obtencién de la métrica de Marshall, resultados del articulo y conclusiones.

Asi, respecto al desarrollo, en la primera secciéon planteamos que, si bien, la solucién de
Marshall es correcta, en tanto cumple las condiciones exigidas en el proceso, no hay ningtn
argumento técnico que lleve a decantarse por ella frente a la solucion de Oppenheimer y
Snyder. Ademés, parece estar construida tratando de hacer la més sencilla modificacién de
ésta ultima para permitir la no existencia de superficies atrapadas.

En la segunda seccién planteamos que la principal critica al modelo de Oppenheimer
y Snyder, que es la mala interpretacién de su resultado y la formaciéon de una estrella
congelada en vez de un colapso estelar, se mantiene en su modelo. Sin embargo, defendemos
que esto es solo fruto de la eleccién de coordenadas y que en las coordenadas propias locales
de las particulas del cuerpo estelar, el colapso no se detiene en el radio de Schwarzschild.

Por tltimo, exponemos las tltimas observaciones de ondas gravitacionales de las colabo-
raciones LIGO-Virgo-KAGRA y del EHT, para que sirvan como arbitros de las soluciones
propuestas.

Para esta seccion nos hemos apoyado en el articulo [12].

4.1. Comprobacién de la propuesta de Marshall de cambio

A la hora de modificar la solucién de Oppenheimer y Snyder, en [2| se plantea cuales
son las condiciones que se imponen a la métrica para llegar a dicha solucion y de que forma
la condicionan cada una de ellas. Asi plantea que la forma de la coordenada ¢ de (2.23) y
las condiciones de y(R = 1,r) = 1 y el valor de dy/OR en R = 1 quedan fijadas al imponer
las condiciones de continuidad a la métrica entre las partes interna y externa y que es la
condicién adicional de g™ = 0 para R < 1 termina de fijar la expresién de y en (2.25).

Sin embargo, en el desarrollo seguido en la seccién 2.2 muestra lo siguiente:

1. La condicién gy = 0 en R < 1 se puede ver claramente como la condiciéon (1) que
se impone a la métrica, al hacerla diagonal, siguiendo (1.10). Luego se ve aplicada
en (2.20) y de esta nos lleva en ambas partes a la ecuacion diferencial de la que se
obtiene la expresion de t = M (y) y que fija la forma de y = y(R, r), como se puede
ver en (2.21) y (2.24). Creemos que esto fija directamente el valor de y(1,7) y g—]% en
R =1, y no la necesidad de la continuidad de las componentes de la métrica, como
plantea Marshall.

2. La condicién de continuidad en la métrica se aplica en dos pasos:
= En la obtencion de la expresion (2.23) se utilizan los valores de (1.15).

37
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» Para obtener la forma de L en (2.27) se obliga a que las dos expresiones tempo-
rales coincidan en R = 1. Esto es equivalente a decir que la expresion de t(R, r)
en el interior tiene que ser tal que haga continuas las componentes de la métrica.

Es decir, creemos que el planteamiento de como afecta cada condicién a la obtencién
del resultado no seria correcto. Para comprobarlo, hemos tratado de obtener la forma de
(2.23) y de (3.8) siguiendo el mismo procedimiento que en la secciéon 2.2 para la obtencion
de la métrica de Oppenheimer y Snyder.

En dicha seccion, se utiliza la ecuacion (2.20) para llegar a la EDP (2.24) de la que
obtiene que la soluciéon sigue la expresion ¢ = L(y), con L una funcion arbitraria e y
siguiendo (2.25). Posteriormente L termina fijandose al hacerlo coincidir con (2.23) en
R=1.

Asi, tomamos la tercera ecuacion de (3.9) y sustituimos las expresiones de r' y 7 de
(2.30) y (2.31), obteniendo:

R3?2. R 3\ 3 o 3\ 23 ot
rt — _ o 1—= —— 1= = —_— 4.1
g (r,t) 172 ¢ r t R < 27> OR < 2T> or (4.1)

Asi expresada, se puede ver que es una ecuacion de la formas:

S i) 2D — y(r. )

%

F(R7)=#(R.7)  u'(R7)=-R (1 = 27) o W (R, ) = — <1 = ;) o

f(R7 T) = grt(T(Rv 7_)7 t(Rv T))

Por tanto, al igual que con la ecuacion (2.24) hemos tratado de resolver por el método de
las caracteristicas.
Asi, la solucion se obtendréa resolviendo el sistema de ecuaciones:

dR 3\
dr 3\ %3
dt ’
— =g = 4.4
B _ ety = (R7) (1.4
Juntando (4.2) y (4.3) obtenemos:
—R(1—37)"1/3
AR _ ZRAZ57) 7 py 3y
dr —(1 — 57’)_2/3 2

que, es la misma ecuacion a la que llegamos en (2.24), por lo que la solucion es:

donde, al igual que en el caso anterior, tomamos C' = 1/2.
Ahora, a partir de las ecuaciones (4.3) y (4.4) obtenemos:

dt

g2 w
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Despejando de la ecuacion (4.5) se obtiene:

3 \* 1-R
1-° = =
( 27’) 5 =R

9/371/2
1—2<1—3T> ]
2

dt 1—-R?
e —f(R,(T(R)) 5

convirtiendo la ecuacion en una EDO separable, que se puede integrar de la forma:

t 1 2
/t dt——/Rf(R,(T(R))l 2R iR

1 _
HRr) = (R =1,7) +/ F(R, (+(R)): 2R2dR:

/f dR—/f R))R%*dR

donde to =t(R=0,7) y t1 =t(R=1,r)

Asi que, mientras que en [2| se propone que eliminar la condicion de diagonalidad de la
métrica interna permite obtener una solucién que mantiene la forma de (2.27) pero dando
mayor libertad para escoger el valor de y, que queda fijado en el desarrollo de Oppenheimer
y Snyder, se puede ver que se obtiene una expresion para la funcion t(r, 7), dependiendo
del valor de ¢g"* que no tiene, en principio, grandes similitudes con la de (2.37).

Sin embargo, en [2] se propone mantener la forma de esta altima y realizar un pequeno
cambio en la funcion y(R, r). Si bien, se puede ver que esta tltima propuesta es una solucion
de la ecuacion (4.1), que cumple las condiciones que se buscaban y que permite obtener una
meétrica con la forma (3.11) no encontramos mayores indicios para llevar a ésta méas que
tratar de hacer una la mas pequeinia modificacién posible a la solucion de de Oppenheimer
y Snyder que no presente superficies atrapadas.

De hecho, la solucion planteada en |7] que produce una métrica diagonal es una solucion
igualmente valida de (4.1) y no habria ningin punto del procedimiento seguido en [2]
que permitiera decantarse por una o por otra, més que la mera eleccién personal para la
busqueda de una conclusién satisfactoria.

De hecho, un principio muy extendido en fisica es el de la navaja de Ockham, que plantea
que “en igualdad de condiciones, la solucion mds simple suele ser la mds probable". Si se
observan las dos métricas obtenidas: (2.36) y (3.11) se puede ver una clara diferencia de
simplicidad de la primera frente a la segunda. Asi que, en principio, no encontrariamos
ningin motivo técnico para decantar una frente a la otra, favoreciendo la primera por su
mayor simplicidad.

y, sustituyendo en la (4.6):

4.2. Estado final de estrella congelada como fruto del sistema
de coordenadas

El primer planteamiento en contra del articulo de [7] no es en contra de la solucion
obtenida para la métrica (2.36), sino de las conclusiones que se derivan de ella. Asi, como
hemos comentado al inicio del capitulo (3), en [3] se plantea que la soluciéon de (2.36) no
muestra que el cuerpo estelar colapse hasta la formaciéon de un agujero negro, sino que
todas las particulas tienden a una posicion radial asintética en (3.2), formando un estado
estacionario final, en el que la densidad de materia tiende a aumentar entorno al radio de
Schwarzschild.
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De hecho, su solucién métrica (3.11) presenta una conclusion idéntica, salvo que la
posicion radial asintotica de las particulas es (3.13).

Sin embargo, nosotros planteamos, apoyandonos en [12], que dicha acumulacion de
materia no es tal y que las posiciones radiales asintoticas solo son un efecto de la eleccién
de coordenadas.

El estudio del colapso en las coordenadas (r, ), muestra lo que observaria un observador
alejado del cuerpo estelar (ya que t tiende asintoticamente al tiempo del observador y el
espacio asintoticamente a ser plano). Y esto es que al describirlo en el tiempo t exterior,
la superficie se congela cayendo de forma asintotica justo en el rg para un observador
externo y objeto colapsado se presenta como una estrella congelada. Es decir, el sistema de
coordenadas (r, ) no es un sistema completo de coordenadas que cubra toda la variedad (a
diferencia de las coordenadas de Kruskal-Szekeres, que conforman una extensiéon maxima
de la métrica de Schwarzschild) y no es apropiado para estudiar la trayectoria de las
particulas, que tienen que serlo en su tiempo propio.

Por otro lado, en [2]| se plantea que las posiciones radiales asintoticas de las particulas
se acumulan entorno a r = 1, a la posicién del radio de Schwarzschild. Sin embargo,
observando las geodésicas radiales seguidas por las particulas del interior se puede ver que
las asintotas de las capas interiores son practicamente equidistantes, ya que roo(R) ~ R
en las mayoria de la region central. Solo las capas inicialmente cercanas a la superficie se
vuelven més densas, pero eso es debido su congelacién més tardia y a su mayor contracciéon
espacial. En coordenadas coméviles, sin embargo, la caida libre se mantiene de forma
homogénea.

Otro punto clave para nosotros es que la métrica de Oppenheimer y Snyder si presenta
superficies atrapadas y, por tanto, segin el Teorema de Penrose, existe una singularidad.
Pero, al mismo tiempo, en las coordenadas (r,t) muestra un "presunto” estado final de
estrella congelada. Si bien, la solucion de Marshall, al no presentar las superficies atra-
padas, podria no tener singularidad y el estado final de estrella congelada seria plausible,
consideremos que no tiene sentido en el primer caso. Como la existencia de las superficies
atrapadas no depende del sistema de coordenadas escogido, esto refuerza nuevamente que
el estado final de estrella congelada es solo un artificio del sistema de coordenadas escogido.

4.3. Comprobaciones observacionales

En la conclusion de [2| se plantea que el cuerpo supermasivo del centro de nuestra
galaxia, Sagitario A* podria ser un buen test para evaluar esta propuesta de soluciéon y
cualquier otro modelo de agujero negro planteado hasta la fecha. Se propone que el EHT
(Event Horizon Telescope), tendria vision de las capas exteriores mas cercanas al radio
de Schwarzschilddel objeto, teniendo visiéon de su esfera de fotones por lo, por lo que se
podrian ver potenciales rayos de luz que salgan del mismo.

Hasta la fecha de publicacion de este articulo, no se habian obtenido detecciones direc-
tas de cuerpos masivos compatibles con los modelos de agujeros negros, no encontrando
confirmaciones experimentales que apoyaran o descartaran las teorias anteriores. Sin em-
bargo, el 11 de febrero de 2016, la Colaboracion LIGO y Virgo anunciaron la primera de
detecciéon de una onda gravitacional compatible con la fusiéon de dos agujeros negros, cuyo
desarrollo se puede ver en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: De B. P. Abbott et al. (LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration)
http://physics.aps.org/featured-article-pdf/10.1103/PhysRevLett.116.061102 .

Ademas, el 10 de abril de 2019, el Event Horizon Telescope (EHT) obtuvo una imagen
del cuerpo masivo que ocupa el centro de la galaxia Messier 87, que se puede ver en la
primera imagen de la Figura 4.2.

.

Figura 4.2: Creditos a la EHT Collaboration https://eventhorizontelescope.org/
press-release-april-10-2019-astronomers-capture-first-image-black-hole y
https://eventhorizontelescope.org/blog/astronomers-image-magnetic-fields-edge-m87s-black-h

Estas observaciones solo fueron las iniciales. La colaboracion LIGO-Virgo-KAGRA de
interferometros ha detectado hasta la fecha méas de 80 ondas gravitacionales compatibles
con la fusion de dos agujeros negros. Ademés, el EHT ha obtenido imagenes de Sagitario
A*, el cuerpo supermasivo del centro de nuestra galaxia, que son compatibles con un
agujero negro supermasivo. Es decir, cada vez mas observaciones de cuerpos compatibles
con los modelos de agujeros negros son obtenidas, robusteciendo sus respectivas soluciones
tedricas.

4.4. Conclusiones

Tras el estudio detallado de los articulos [7] y [2] planteamos las siguientes conclusiones:


http://physics.aps.org/featured-article-pdf/10.1103/PhysRevLett.116.061102
https://eventhorizontelescope.org/press-release-april-10-2019-astronomers-capture-first-image-black-hole
https://eventhorizontelescope.org/press-release-april-10-2019-astronomers-capture-first-image-black-hole
https://eventhorizontelescope.org/blog/astronomers-image-magnetic-fields-edge-m87s-black-hole
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= Con respecto a la acumulaciéon de materia, ambas soluciones muestran el mismo com-
portamiento de estrella congelada en las coordenadas (7, t). Pero creemos, si bien, esta
es la imagen que un observador distante apreciaria, es fruto de la eleccién del sistema
de coordenadas. Asi, un observador local atravesaria el radio de Schwarzschilden un
tiempo propio finito y caeria libremente hasta el centro del cuerpo estelar.

= Con respecto a la soluciéon de Marshall no encontramos razonamientos plausibles que
lleven a ella més que la busqueda de la no obtencién de superficies atrapadas. Y
para ello, se obtiene una solucién métrica con una complejidad muy superior a la de
Oppenheimer y Snyder.

= Con respecto a las comprobaciones observacionales,

Si bien creemos que las propuestas alternativas y rupturistas con el status-quo asen-
tado en un campo son necesarias para el avance de la ciencia y que deben ser tenidas en
consideracion y estudiadas, creemos que la propuesta de Marshall se apoya en problemas
de la teoria para los que ya han sido planteadas soluciones.

Ademas, la solucién de Oppenheimer y Snyder para una estrella de polvo esférica y
homogénea se ha usado para testar los casos limites de modelos mas realistas. Hay muchas
publicaciones analizdndola y aplicaAndola y varias generalizaciones a casos no tan simétri-
cos. Por tanto, valiéndonos de la expresion de Carl Sagan: .2firmaciones extraordinarias
requieren evidencias extraordinarias", para que una propuesta rupturista frente a una teo-
ria tan asentada como la anterior, tiene que poder apoyarse de forma firme y creemos que
esta no lo hace.

Ademas, también creemos que la propuesta de Marshall tiene el problema de estar
construida ad hoc, para poder plantear argumentos que sustenten su defensa de la Teoria
Relativista de la Gravitaciéon. Asi, si bien puede plantear dudas razonables, creemos que
elecciones estan sesgadas en ese sentido, dandonos algo menos de peso para decantarnos
por ellas.

Por tltimo, cada dia mas, las observaciones se muestran compatibles con los modelos
propuestos para la existencia de agujeros negro, siendo éstas las juezas finales de toda
teoria fisica.
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