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Resumen

En este trabajo se lleva a cabo una revision del conocido problema de la equiparticiéon de la energia en
la cadena Fermi-Pasta-Ulam (FPU). Inicialmente, se presenta el experimento original de Fermi, Pasta y
Ulam junto con el desarrollo histérico y cientifico que le sigue, el cual se extiende hasta la actualidad.
Se tratardn los conceptos y temas basicos en relacién con la cadena FPU, desde la derivaciéon formal
de las ecuaciones del sistema hasta las técnicas de integracion geométricas que permiten llevar a cabo
su simulacién por computadora, pasando por los conceptos de integrabilidad y ergodicidad entre otros.
Tras toda esta presentacion del tema, en la que ya se comentan algunos detalles a nivel fenomenolégico,
veremos una serie de mediciones y resultados que traten de ilustrar el comportamiento de este sistema en
la medida de lo que se conoce en la actualidad. Durante el proceso, se mostraran algunas herramientas
y procedimientos experimentales para medir ciertas cantidades caracteristicas en los sistemas FPU. En
un todo, este texto constituye una guia de iniciacién al problema de la equiparticién de la energia en la
cadena FPU accesible, actualizada y con caracter préctico.

Palabras Clave: cadena FPU, equiparticion de la energia, sistemas no lineales, recurrencia FPU, meta-
estabilidad

Abstract

The present work is a review on the so-called problem or equipartition of energy in the Fermi-Pasta-
Ulam (FPU) chain. At first, the original experiment of Fermi, Pasta, and Ulam is presented, along with
a brief discussion of its history up to the present. The main concepts about the FPU chain will be
covered, from the derivation of the system’s equations to the methods of geometric integration that are
required for simulating the system, and also basic ideas such as integrability and ergodicity. Following
this presentation of the issue, in which some of the phenomenological aspects are already mentioned,
there are several measurements and results that help illustrate the behavior of this system to the point
it is known nowadays. During the process, we will see a demonstration of some experimental techniques
designed to measure some of the characteristic quantities of the FPU systems. In general, this text is
intended to serve as a beginner’s guide to the problem or equipartition of energy in the Fermi-Pasta-Ulam
chain that is easy to follow, updated, and focused on practical aspects.

Keywords: FPU chain, equipartition of energy, nonlinear systems, FPU recurrence, metastability
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Capitulo 1

Introduccién al Experimento FPU.

Este capitulo comienza con una presentacién del experimento original de Fermi, Pasta y Ulam (FPU)
en la que se expone su planteamiento y resultados, y donde también se habla de los trabajos posteriores
que inspiré este descubrimiento. Seguidamente, se introduce una serie de temas que seran necesarios a
la hora de abordar e interpretar resultados concretos sobre la cadena FPU. Resumidamente, los temas
que se veran versan sobre los conceptos de integrabilidad de un sistema hamiltoniano, ergodicidad y
equiparticién de la energia, y también se discute sobre el tiempo de recurrencia de Poincaré en el sistema
que se estudia y sobre las aproximaciones de nuestro sistema discreto y no integrable por un sistema
integrable continuo (ecuacién KdV y solitones) y por un sistema discreto integrable (red de Toda).

Para la realizacién de esta seccién, indudablemente se ha utilizado [FPU, 1955]. El apartado histérico se
fundamenta en [Weissert, 1997] y [BCGG, 2008], aunque también se utiliza informacién de las propias pu-
blicaciones que se referencian en él. La bibliografia para las secciones posteriores consiste en: [Lali, 1978|
para los métodos de la formulacién lagrangiana y hamiltoniana, [Hall, 2013] para sistemas hamiltonianos,
[Solana, 2018] para el epigrafe sobre ergodicidad y equiparticién de la energfa, [Shannon, 1948] para las
notas sobre informacién y entropia de Shannon, y [BCGG, 2008] para la seccién de solitones, sacando de
[DPR, 2005] las ecuaciones para el tiempo de recurrencia FPU que predice el modelo de solitones y la red
de Toda, y sacando de [PoBa, 2005], [LoPa, 2006] y [OVPL, 2014] el resto de relaciones cualitativas.

1.1. Experimento FPU.

A continuacidén se presenta el articulo original [FPU, 1955]. Se comentan brevemente el experimento y las
expectativas iniciales, asi como el impacto que ha tenido el descubrimiento realizado y la originalidad de
la técnica experimental empleada. Trataremos de exponer el desarrollo histérico que siguié a todo esto,
desde los primeros anos posteriores al experimento y hasta llegar al panorama actual.

En el ano 1952, el grupo formado por el fisico Enrico Fermi, el informético John Pasta y el mateméatico
Stanislaw Ulam, quienes trabajaban en el laboratorio cientifico de Los Alamos de la Universidad de
California, comenzaron a discutir sobre el potencial que tenia el computador MANIAC-I para atacar
aquellos sistemas mecanicos que no admiten una solucién analitica. Pese a que la formulacién de la
mecanica clasica permite dar las ecuaciones del movimiento de los sistemas mecdnicos, estas no siempre
pueden resolverse. La alternativa es el calculo numérico de sus soluciones, pero hacer esto con lapiz y
papel resulta una tarea impensable. La idea de Fermi, Pasta y Ulam fue utilizar este computador para
poder realizar dichos calculos a una velocidad sin precedentes, es decir, tomaron el sistema no lineal mas
sencillo posible, a su juicio, y calcularon sus trayectorias numéricamente. Dicho sistema se conoce como
la cadena FPU y consiste en una cadena unidimensional de N particulas idénticas con masa m, las cuales
interaccionan de manera lineal salvo en una pequena perturbacién no lineal. Si se denota por ¢, ...,qN
la separacion de cada una de estas particulas respecto de su posicion de equilibrio, el movimiento esta
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regido por la siguiente funcién hamiltoniana:

N+1

+
H(q,p ZPJ + = Z —qj-1) %Z i —qi-1)° +

donde p; es el momento generalizado de ¢;, x, o y B son constantes y se adoptan las notaciones
qg=(q1,---,9n), p = (p1,--.,pN)- La constante k es positiva y va con el término lineal del hamilto-
niano, mientras que a y [ son las constantes de las perturbaciones cuadratica y cubica del hamiltoniano
(terminologia que se refiere al exponente de las fuerzas y no al del potencial). El sistema con perturbacién
cuadratica se conoce como la cadena a-FPU, y el sistema con perturbacién cibica se llama cadena S-FPU.
Estos sistemas pueden verse como una aproximacion del sistema de la cuerda vibrante continua o de un
solido unidimensional, por ejemplo. Cabe destacar que los modos normales, tema central en cualquier
anglisis sobre la cadena FPU, surgen de un cambio de variable en el hamiltoniano (1.1) con potencial
armoénico (o = § = 0). Puede transformarse el hamiltoniano entero con dicho cambio de variables:

N+1
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donde n = (11, ..., nn) representan a los modos normales, ¢ = (071, ..., o) son sus momentos conjugados,

cada w, es la frecuencia caracteristica asociada al modo 7, y 7 k1, Xj,k,l,m SO Unas constantes que no nos
molestaremos en dar de forma explicita. Con frecuencia hablaremos de los modos mas bajos refiriéndonos
a aquellos modos con menor frecuencia caracteristica.

Fermi trabajé previamente, durante la década de 1920, en una prueba sobre la propiedad ergddica en
los sistemas no lineales. Al no disponer de herramientas para calcular las trayectorias de forma analitica
ni tampoco numérica, la idea que se barajaba era la de que la no linealidad de los sistemas hacia que
fuesen ergdédicos y que estos evolucionasen hacia la equiparticién de la energia. Fermi fue criticado por
la falta de rigor en sus argumentos y, de hecho, él mismo ‘desmentiria’ su conjetura con los resultados
del experimento FPU. Decimos que la ‘desmintié’ porque anos después se vio que la cadena FPU si que
evoluciona hacia la equiparticién de la energia pasado un largo tiempo.

Fermi, Pasta y Ulam esperaban observar una rapida tendencia hacia la equiparticién de la energia entre
los modos normales del sistema. La idea era situar inicialmente toda la energia en el modo fundamental
(esto es el modo con menor frecuencia caracteristica), observar cémo esta iba fluyendo poco a poco por
el resto de modos hasta darse la equiparticion y medir el tiempo que tarda en darse la termalizacién
del sistema. Las primeras pruebas que se realizaron resultaron exitosas, en el sentido de que observaban
como el modo fundamental perdia energia y la iban ganando los siguientes modos, en orden creciente de
frecuencia caracteristica. La sorpresa vino cuando un dia, por un despiste, dejaron corriendo la maquina
mas tiempo de que se pretendia. Ahi observaron que tan solo los modos de bajas frecuencias ganaban
una cantidad significativa de energia y que ademas iban variando su energia describiendo en una especie
de ciclo repetitivo o recurrencia. Es decir, que ante un estado inicial donde tan solo se excitaba al modo
fundamental, este iria compartiendo su energia con los siguientes modos de frecuencias bajas y que en un
determinado momento, la configuracién volveria a un estado en el que casi toda la energia estaria en el
modo fundamental. Este fenémeno se conoce como recurrencia FPU.

El trabajo se completé en el ano 1955, pese al repentino fallecimiento de Fermi en noviembre del ano
anterior. Este no llegé a publicarse, pero el boca a boca hizo que ganase notoriedad en determinados
circulos. Tuvo éxito, por un lado, el uso original de una computadora para llevar a cabo la simulacién de un
sistema mecanico, hasta el punto de que hoy en dia se realizan estos experimentos computacionales dentro
de esta y muchas otras disciplinas. Es decir, se ha consolidado como otro procedimiento de investigacion
en fisica, junto a la fisica experimental y la fisica tedrica.

Por otro lado, el descubrimiento de recurrencia en un sistema débilmente perturbado motivé diversas
lineas de investigacién. La idea de que los sistemas no lineales eran necesariamente ergédicos no era
compatible con la evidencia experimental, y también quedaba sin resolver la cuestién de qué mecanismo
fisico hay detras de esta recurrencia. Esta cuestion sigue abierta a dia de hoy pese a los numerosos avances
que han tenido lugar desde entonces.
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En los afios posteriores a la finalizacién del experimento, aparecieron varios trabajos de J. Ford (1961 y
otro en 1963 junto a su alumno J. Waters) y de E. A. Jackson (1963, en dos partes). En ellos se trataba
de explicar el fenémeno, concluyendo en ocasiones que la eleccién de los parametros del experimento era
patolégica (por ejemplo, el niimero de particulas N se escogié originalmente como una potencia de 2 para
facilitar el calculo en la computadora) y llegando también a aproximar el perfil del ciclo de recurrencia
(esto se refiere a las energias de los modos frente al paso del tiempo) por cédlculos tedricos basados en
teoria de perturbaciones, sin éxito. También, en el ano 1961 y equipados con una maquinaria mas capaz,
J. L. Tuck y M. T. Menzel simularon de nuevo la cadena FPU por un tiempo significativamente mayor. El
resultado fue el descubrimiento de una superrecurrencia FPU. En la recurrencia FPU el modo fundamental
pierde energia en los sucesivos ciclos, pero resulta que tras un cierto niimero de ciclos la energia del modo
fundamental empezaria a subir hasta aproximarse mucho maés a la energia total, y entonces comenzaria a
bajar de nuevo resultando en un comportamiento recurrente. Tuck y Menzel también simularon la cadena
FPU para el valor N = 17 primo, y observaron que se seguia produciendo recurrencia y superrecurrencia.
Sus hallazgos se transmitieron por via oral, pero escribirfan [TuMe, 1972] anos més tarde a peticién de
la comunidad cientifica, para poder citar a una referencia escrita.

Cierta conjetura de A. Kolmogérov de 1954 sobre el comportamiento cuasi periédico de sistemas lineales
débilmente perturbados fue ganando interés en aquellos anos, hasta el punto de que en 1963, V. Arnold
y J. Moser probarian dicha conjetura de manera independiente. Esto supuso el nacimiento de lo que
hoy se conoce como teoria KAM. FEl resultado principal de esta teoria es esa conjetura de Kolmogdrov,
conocida ahora como teorema KAM, la cual dice que en un sistema integrable débilmente perturbado
siguen existiendo unas superficies invariantes en el espacio de fases, en el sentido de que las trayectorias
de dichos sistemas no evolucionan libremente por todos los microestados con la misma energia y por ello
no se tiene la ergodicidad. Sin embargo, estas ideas no podian explicar la recurrencia FPU, no al menos
para los valores de los pardmetros o y § en los que el sistema exhibe recurrencia pero que resultan ser
demasiado grandes para satisfacer los supuestos de la Teoria KAM.

Otra forma de atajar el problema se remonta a la segunda mitad de la década de 1960. En un articulo
de 1965 titulado “Interaction of ‘solitons’ in a collisionless plasma and the recurrence of initial states” y
publicado por N. J. Zabusky y M. D. Kruskal, los autores rescatan la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)
de las ‘ondas solitarias’ (rebautizadas como solitones) para estudiar la interaccién de estas soluciones como
modelo de un plasma. Zabusky, quien ya hubo publicado sobre la cadena FPU, reconocié la utilidad de la
ecuacién KdV para modelar el perfil de la cadena a-FPU. Resulté ser un ajuste continuo muy aproximado
a los datos discretos de la cadena FPU, y que ademés podia explicar la relaciéon cuantitativa del tiempo
de la recurrencia FPU con el tamano del sistema N. Es decir, planteando que la recurrencia se debe a
interacciones de solitones de la cadena (vistos desde este ajuste continuo), se observé que el tiempo de
recurrencia cuadraba en buena medida y que la variacion respecto de algunos parametros se correspondia.

La aproximacién parecia buena, pero describir un sistema discreto como uno continuo supone diferencias
a nivel cualitativo. En aquellos anos ya se hizo publico el reporte original de Fermi, Pasta y Ulam, y
la problemaética capté la atencion de la escuela japonesa quienes por su cuenta ya habian coqueteado
con experimentos computacionales, pero con menor repercusion. El japonés M. Toda propuso un sistema
integrable que es una cadena discreta no lineal conocida como red de Toda, cosa que de por si tiene interés
tedrico para desbancar la intuicién colectiva sobre los sistemas no lineales, pero que ademas sirvié como
una mejor aproximacion al comportamiento de la cadena FPU. Aunque de nuevo, no puede modelarse
un sistema no integrable con otro integrable sin que haya diferencias cualitativas en el comportamiento.

En un trabajo de 1966 titulado “Statistical properties of a nonlinear string”, F. M. Izrailev y B. V.
Chirikov tratan de explicar el fenémeno de recurrencia FPU desde la perspectiva de la teoria KAM y
proponen la idea de un ‘umbral de estocasticidad’, que consiste en un valor limite de energia en funcién
del tamano del sistema a partir del cual no aparece la recurrencia FPU y se tiene una rapida tendencia
hacia la equiparticién de la energia. Estos autores también conjeturaron que en el limite termodinamico
(N — oo para este caso) la recurrencia FPU desaparece. Esto quedarfa probado si se cumpliese que
Eumbs(N)/N tiende a 0 en el limite termodindmico, pero en 1971 aparece el articulo “Anharmonic chain
with Lennard-Jones interaction” escrito por P. Bocchieri et al., y en este se realiza un estudio sobre una
cadena con el potencial de Lennard-Jones para el que se encuentra un valor limite de la energia promedio
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por particula en el limite termodinamico. Esta es otra de las cuestiones abiertas acerca de la cadena FPU
y en la que hay avances muy recientes.

Con el dltimo articulo que hemos citado, la escuela italiana entra en escena. Un grupo de fisica tedrica en
Milén observaron la dependencia exponencial del espectro FPU (es decir, la representacién de la energia
del k-ésimo modo normal frente a k/N) y trataron de establecer alguna relacién con la distribucién de
Planck. Esto se comenta de manera anecddtica, aunque puede verse varias referencias sobre el tema en
[BCGG, 2008]. Anos més tarde, en 1982, otro grupo de italianos que trabajaban en la ‘theory of glasses’
encabezado por Fucito, escribieron el articulo “Approach to equilibrium in a chain of nonlinear oscillators”
en el que se estudia un sistema continuo unidimensional que presenta un primer estado aparentemente de
equilibrio, pero que llegado a cierto punto evoluciona hacia otro estado finalmente estacionario. Esta idea
es transportada a la cadena FPU una vez conocido el hecho de que este sistema alcanza la equiparticién
de la energia tras un largo tiempo, es decir, las recurrencias FPU serian este primer estado aparentemente
estacionario, el cual se denomina metaestable.

Las ideas de Fucito et al. fueron desestimadas dentro del panorama FPU por muchos anos. Estas fueron
rescatadas alrededor el ano 2000 por una serie de autores principalmente italianos. En 2004 aparecio el
articulo [BGG, 2004], en el que se vuelve a hablar en términos de un estado metaestable y se caracteriza
por el paquete de modos en el que se encuentra la mayor parte de la energia del sistema y por el tiempo
de formacién de dicho estado. Dejaremos la historia del problema FPU en este punto, aunque en los
resultados y conclusiones veremos algunas de las tesis que han ido surgiendo en estos tltimos anos.

1.2. Sistemas Hamiltonianos e Integrabilidad.

En esta seccién se presenta la propiedad de integrabilidad de un sistema mecénico. Para comenzar, se
revisa brevemente la formulacién de la mecanica analitica y los conceptos de sistema lineal y de existencia
de solucién analitica. La integrabilidad exige introducir el espacio de fases de un sistema de EDO, y
también el concepto de flujo asociado a una EDO. Tras esto, se explica lo que es la integrabilidad para
los sistemas de EDO hamiltonianos y se distingue de la linealidad y de la existencia de una solucién
analitica. Finalmente, se discute la presencia de estas propiedades en la cadena FPU.

Formulaciones de la Mecanica Analitica

En mecédnica analitica se tienen diversas formulaciones o métodos que permiten obtener las ecuaciones
del movimiento de un sistema mecéanico. A continuacién veremos los métodos para obtener las ecuaciones
del movimiento de las conocidas formulaciones de Lagrange y de Hamilton de la mecénica. Estas se basan
en la existencia de una funcién lagrangiana L o de una funcién hamiltoniana H, que satisfacen ciertas
ecuaciones obtenidas mediante el principio de minima accién. La funcién lagrangiana depende de unas
coordenadas generalizadas del sistema ¢ = (¢1,...,qn), de sus primeras derivadas ¢ = (¢1,...,q4n), y del
tiempo t. Para un sistema formado por un nimero finito de particulas y una funcién potencial U que
dependa solo de las coordenadas ¢ y del tiempo ¢, se tiene que la funcién lagrangiana es de la forma:

L(Q; ('jv t) = T(q) - U(qv t)y

donde T es la funcién de la energia cinética y puede obtenerse utilizando las transformaciones de las
coordenadas ¢ a coordenadas rectangulares. Las ecuaciones del movimiento, en este caso, se siguen de las
ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (0L oL
d(OLy _OL (13)
dt 6(]]‘ 86]]'
definidas para cada j = 1,..., N. La fuerza generalizada sobre la coordenada generalizada g; se define
como F; = —0U/0q;. Esto permite ver que si las fuerzas vienen dadas por términos lineales respecto

de las posiciones de las particulas, entonces las ecuaciones del movimiento forman un sistema de EDO
lineal. Este tipo de sistemas mecanicos se dicen lineales y si ademaés es conservativo como en nuestro caso,
entonces las ecuaciones del movimiento son EDO auténomas y el sistema tiene solucién.

Los sistemas mecdanicos también tienen asociada una funcién hamiltoniana H, la cual depende de unas
coordenadas generalizadas del sistema ¢ = (¢1, . .., gn ), de unos momentos generalizados p = (p1,...,PN)
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y del tiempo ¢. Dado j = 1,..., N, se define el momento generalizado p; = 0L/0¢; asociado a la
coordenada g;. Utilizando este cambio de variables, la funcién hamiltoniana se define como:

N
H(q,p,t) = > _pid; — L(g,p, ).

Jj=1

Conocida la funcién hamiltoniana de un sistema mecanico, sus ecuaciones del movimiento pueden dedu-
cirse a partir de las ecuaciones de Hamilton:

OH 0OH
qi = , P = ——o), 1.4
J apj J 8(13‘ ( )
definidas para cada j = 1,...,N. La idea de resolver un sistema mecanico, desde el punto de vista de la

mecanica analitica, consiste en encontrar la solucién del sistema de EDO que forman sus ecuaciones del
movimiento. Dado un sistema mecdanico, si existe una funciéon analitica que sea solucién a sus ecuaciones
del movimiento, se dird que el sistema tiene solucién analitica. Como ya hemos dicho, los sistemas lineales
conservativos tienen solucion y esta es una funcién analitica.

Sistemas de EDO Hamiltonianos

Con carédcter més general, puede hablarse de aquella coleccién de sistemas de EDO de primer orden que
pueden derivarse mediante las ecuaciones de Hamilton (1.4). Estos se conocen como sistemas hamiltonia-
nos y generalizan el concepto de un sistema mecanico. Los resultados sobre sistemas hamiltonianos son
aplicables a los sistemas mecanicos via formulacién de Hamilton. Pese a que la formulacién hamiltoniana
no simplifique el trabajo de resolver el sistema de EDO en comparacién con la formulacién de Lagrange,
se considera un avance porque el estudio en abstracto de los sistemas hamiltonianos resulta fructifero,
por ejemplo, con las ideas de geometria simpléctica que no introduciremos aqui.

Llamamos sistema de EDO hamiltoniano a todo sistema de EDO que se derive a partir de una funcién
hamiltoniana H(q,p,t) y mediante las ecuaciones de Hamilton (1.4). Unas variables ¢;, p; que satisfacen
las ecuaciones (1.4) se dicen variables conjugadas. Las soluciones de un sistema hamiltoniano serdn
funciones (q(t),p(t)), y se dice trayectoria asociada a cada una de estas soluciones a la curva descrita por
la parametrizacién {(q(t),p(t)) € R* : ¢t € R}. Usualmente las trayectorias se definen en R*V siendo
cada uno de estos puntos una de las posibles configuraciones de las variables dependientes ¢, p del sistema.
El espacio R?Y se conoce como el espacio de fases.

Para el caso particular en el que H no depende de la variable independiente ¢, las trayectorias de las
soluciones cumplirdn ciertas propiedades adicionales. Este tipo de sistemas se conocen como sistemas
hamiltonianos conservativos, dado que los sistemas mecanicos entran en esta categoria si y solamente
si son conservativos. Todo par de trayectorias distintas de un sistema hamiltoniano conservativo no se
cortan. Una misma trayectoria puede venir dada por un par de soluciones distintas (¢(t), p(t)) y (4(t), p(t)),
pero en ese caso existird una constante At € R de tal modo que (§(t),p(t)) = (q(t + At),p(t + At)). Es
decir, las soluciones que dan lugar a una misma trayectoria, son soluciones temporalmente desfasadas y
viceversa. En vista de estas propiedades, puede definirse una familia de transformaciones del espacio de

fases. Dado un sistema hamiltoniano conservativo, se define para cada t; € R la siguiente aplicacién:
o, : RPN R
(@, p @) — (q(tr), p(t1)),

donde (gq(t),p(t)) es una solucién al sistema que cumple que (q(t),p(t)) = ®¢(¢?,p®). Es decir, la
transformacién @, lleva cada estado del sistema (o punto de del espacio de fases) al estado tnico en
que puede evolucionar pasado un tiempo t1. Este conjunto de transformaciones se dice flujo del sistema.
Forman un grupo respecto de la composicién de aplicaciones, siendo ®;, 0 ®;, = P4, ., ¥ @t_ll =d_4,.

Integrabilidad de Sistemas Hamiltonianos

Consideremos el sistema hamiltoniano descrito por una funcién hamiltoniana H y que ademés es conser-
vativo, es decir, se cumple que 0H /9t = 0. El valor de la funcién H, si bien no es idénticamente constante,
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si que se mantiene constante respecto de la variable temporal y por lo tanto, tomara un valor constante
para todos los puntos de la trayectoria asociada a una solucién. Este tipo de magnitudes del sistema
f = f(q,p) que no dependen del tiempo explicitamente se conocen como integrales del movimiento. La
funcién hamiltoniana de la que se deriva un sistema hamiltoniano conservativo es una integral del movi-
miento. Si hablamos de sistemas mecénicos conservativos y ante una eleccion de coordenadas naturales
del sistema, se tendra que la funcién energia total del sistema coincide con la funcién hamiltoniana y es
una integral del movimiento.

Noétese que, conocido el valor fo = f(q(to),p(to)) de una de estas funciones para la solucién particular
(q(t),p(t)), se tendra una variedad geométrica del espacio de fases definida como el conjunto:

{(a.p) e R*N : f(q,p) — fo =0}

Sucede que la trayectoria asociada a esta solucién (g(t), p(t)) es un subconjunto de la variedad geométrica
que define esta integral del movimiento. Si se conoce multiples integrales del movimiento del sistema y los
valores que estas toman para una solucién particular determinada, ocurrird que la trayectoria asociada
a dicha solucién esté contenida en la interseccién de todas las variedades asociadas a dichos valores
de las integrales del movimiento. La idea de integrabilidad de un sistema hamiltoniano consiste en la
existencia de un conjunto de integrales del movimiento del sistema que sea suficiente para determinar
cada trayectoria a partir de los valores que tomen estas integrales del movimiento, siendo la trayectoria
la interseccién de las variedades geométricas que definen este conjunto de integrales del movimiento.

Para dar una solucién de un sistema integrable, basta con conocer unos valores iniciales de las coordenadas
y de los momentos. Esto permite obtener los valores que toman las integrales del movimiento, y con estos
se conoce la trayectoria en el espacio de fases. Con esto se tiene una soluciéon que puede ser o no analitica.
Los sistemas hamiltonianos conservativos que ademads son lineales pueden escribirse en forma matricial.
La diagonalizacién de dicha matriz consiste en un cambio de coordenadas por el cual se obtiene un
sistema de EDO con ecuaciones independientes. Cada una de estas ecuaciones es un sistema hamiltoniano
conservativo, de modo que tiene asociada como integral del movimiento su funcién hamiltoniana. Cada
una de estas funciones hamiltonianas de ecuaciones individuales es una integral del movimiento del sistema
original, y de esto se sigue que los sistemas hamiltonianos conservativos lineales son siempre integrables.
Las variables que se obtienen al aplicar este cambio de coordenadas se llaman coordenadas normales.

Integrabilidad en la Cadena FPU

El sistema estudiado por Fermi, Pasta y Ulam se plantea como un sistema lineal al que se anade una
pequena perturbacién no lineal. El sistema lineal de referencia es la cadena de osciladores armdnicos
acoplados. Se trata de un sistema conservativo y lineal, por lo que admite solucién analitica, es integrable,
y ademas puede plantearse el citado cambio a coordenadas normales.

En la funcién hamiltoniana (1.1) de la cadena FPU, el sistema lineal se tiene haciendo nulos a o y 3.
Cada uno de estos pardmetros aparece como factor de escala de un término no lineal. Se conoce como la
cadena a-FPU al sistema con hamiltoniano (1.1) donde 8 = 0 y « es lo suficientemente pequeno como
para que el término no lineal al que acompana sea una pequena perturbacién al sistema lineal. De forma
andloga puede hablarse de la cadena -FPU. Para estos sistemas no existe, o no se conoce, una solucion
explicita a sus ecuaciones del movimiento. Ademsds, la unica integral del movimiento conocida para las
cadenas a-FPU y -FPU es la energia total del sistema. Las energias de los modos del sistema lineal
dejan de ser integrales del movimiento al anadir la perturbacién no lineal, dado que los modos comienzan
a compartir energia entre ellos. En definitiva, la cadena FPU es un sistema no lineal y no integrable.

Algunos autores, como J. Ford y J. Waters en su articulo “Computer Studies of Energy Sharing and
Ergodicity for Nonlinear Oscillator Systems” de 1963, atribuyen la no ergodicidad de la cadena FPU a
la posible existencia de una o varias integrales del movimiento adicionales que expliquen este compor-
tamiento de recurrencia. En particular, Ford y Waters calcularon numéricamente la expresion de una
integral,! que es integral del movimiento para ciertos sistemas, en toda la trayectoria del sistema FPU,

1Se trata de una integral del movimiento calculada por Whittaker en su articulo “On the Adelphic Integral of the
Differential Equations of Dynamics” de 1916.
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obteniendo valores cercanos a una misma constante y a su criterio, lo suficientemente como para verse
probada la existencia de otra integral del movimiento independiente de la energia total. En absoluto se
trata de una prueba rigurosa, de hecho esta idea no ha marcado ninguna linea de investigaciéon fructifera.

1.3. Equiparticién de la Energia y Termalizacion.

Esta seccion estd dedicada a explicar los conceptos que se manejan en las hipdtesis del experimento FPU,
que son la ergodicidad de un sistema, la equiparticién de la energia y la termalizacién. Veremos qué quiere
decir cada uno de ellos, explicaremos brevemente cémo la mecénica estadistica plantea que la cadena FPU
deba tender hacia la equiparticiéon de la energia y también relacionaremos el tiempo que tarda en darse
la termalizacién con la entropia de Shannon, como una herramienta experimental.

Ergodicidad y Equiparticion de la Energia

En primer lugar, debe discutirse la conexién entre la terminologia de la mecéanica clésica y la de la mecéanica
estadistica. Cuando se trabaja con un sistema hamiltoniano conservativo, esencialmente se dispone de
un espacio de fases y de una solucién, que es una curva en el espacio de fases que se va recorriendo
en funcién de una variable temporal. En mecénica estadistica se tiene un conjunto de microestados del
sistema que coincide con el espacio de fases, a cada punto del espacio de fases se le dice microestado y
los microestados accesibles serian, para el caso de un sistema hamiltoniano, los puntos de una trayectoria
particular del espacio de fases. La distincion es que en mecénica estadistica se habla de macroestados, que
vienen caracterizados por el valor de unas variables macroscopicas del sistema. Por ejemplo, la cadena
FPU es un sistema aislado y por ello debe tratarse con el colectivo microcanénico. Las variables que
caracterizan el estado del sistema en este caso serian la energfa total del sistema E, el volumen V' (que
en este caso seria la longitud de la cuerda L y es fija) y el nimero de particulas N o tamano del sistema.

La mecénica estadistica no exige determinar la evolucién de un sistema, mas bien se basa en su com-
portamiento probabilista y para tal fin se introduce el promedio de una magnitud f(g,p) (ndtese que f
dependerd de ¢ en la medida en que ¢ = ¢(t), p = p(t) dependan de t). Se habla de dos tipos de promedio,
el promedio temporal definido de la manera siguiente:

y el promedio colectivo, que se evalia en el espacio de fases y es como suponer que se promedia sobre
copias de un sistema concreto en microestados diferentes, es decir, sobre un colectivo de sistemas:

(f(g,p)) = /sz f(q, p)dqdp.

Se conoce como hipétesis ergédica a la suposicion de que la probabilidad de encontrar al sistema en
cualquier microestado de una regién del espacio de fases sea proporcional al volumen de dicha regién,
de modo que todos los microestados aparecen con igual probabilidad y se tiene la equivalencia entre los
promedios temporal y colectivo para cualquier magnitud de un sistema. Esta hipdtesis permite formular
el llamado teorema de la equiparticién de la energia, que consiste en que un sistema ergddico dado por
un hamiltoniano H (g, p) satisface las igualdades siguientes:

OHN _ o o OHN\ oo OH\ _,_/ OH
QJaqk = 04 kfBT, pjapk) = 04,kRBT, pjaqk =U= qj@pk )

para cualesquiera j, k = 1,..., N, donde §; 1 es la delta de Kronecker, kg es la constante de Boltzmann y
T es la temperatura del sistema. Apliquemos este resultado a la cadena FPU. Tomamos la parte lineal del
hamiltoniano (1.2) para los modos normales y calculamos las cantidades siguientes para cadar =1,..., N:

<ngf> —2(0,), <o§f> —2(1y),
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donde U; y T} representan las energias potencial y cinética del r-ésimo modo normal, respectivamente.
El caso lineal es claramente no ergédico porque las energias totales de los modos son constantes y no
necesariamente iguales. Ahora vemos qué ocurre con la cadena a-FPU, es decir, tomamos el hamiltoniano
(1.2) con 8 =0 y calculamos la siguiente cantidad para cada r =1,..., N:

OH . .
<77r8n> =2(Uy) +a < Z Vet + Vjskd + Vi k)nim + 2 Z('ykvkvj + Ve ke + Vi k k) MEN + 37k,k7k77%> )

=1 j=1

Si suponemos que la cadena a-FPU es un sistema ergddico, el resultado es que se tiene la equiparticion
de la energfa entre los modos. Ademéds, en el limite & — 02 se tiene que cada (E,) tiende a kpT. Lo
sorprendente del descubrimiento de Fermi, Pasta y Ulam es que observaron un sistema no lineal que
no presenta equiparticién de la energia, y que entonces no puede ser ergddico. Nétese ademas que en el
propio trabajo [FPU, 1955] se muestra los valores promedio de las energfas cinéticas de los modos mds
bajos y que estos tienden hacia unos valores constantes que no son los de la equiparticién, se trata de una
configuracion diferente. Téngase en consideracion lo siguiente: a dia de hoy se conoce que la cadena FPU
termaliza (es decir, alcanza la equiparticién de la energfa entre los modos) después de un largo tiempo,
pero hasta entonces se observa que el comportamiento del sistema no es ergddico y por eso se concluye
que la no linealidad no implica la ergodicidad del sistema, sin entrar a valorar si finalmente deba darse o
no la equiparticiéon de la energia en cualquier sistema no lineal.

Termalizacion y Entropia

En la subseccion previa se discutiéo que la cadena FPU es ergédica en el limite «, 3 — 0 pero que el
experimento FPU mostrd que se alcanza una configuracién diferente de la equiparticién de la energia. Lo
que Fermi, Pasta y Ulam no sabian es que, de hecho, la cadena si alcanza la equiparticion de la energia
tras un tiempo muy elevado. Dicho tiempo se llama tiempo de termalizacién y veremos como utilizar la
funcién de entropia de Shannon para medirlo. Este concepto viene de la llamada teoria de la informacion
iniciada por Shannon en su articulo [Shannon, 1948].

La teoria de la informacién trata de resolver la cuestion de hallar la cantidad minima de informacién para
transmitir un mensaje. Supongamos que un receptor espera recibir un mensaje de la lista {0,1,2,3}.
Cada uno de los posibles mensajes puede asignarse de manera tnica a una cadena de dos elementos del
conjunto {0, 1}, por ejemplo, 0 = 00, 1 = 01, 2 =10 y 3 = 11. En este caso se dird que la informacién
minima necesaria para transmitir el mensaje es de 2 unidades binarias o bits. Esta sera la cantidad de
informacion asociada a cada mensaje, y es la misma para 0, 1, 2 y 3 dado que, en principio, la probabilidad
de recibir uno u otro mensaje es la misma. Podemos generalizar este proceso al caso de una lista finita
de sucesos probables {A1,..., A,,} con probabilidades asociadas py, ..., pm, es decir, p1 + ... + P = 1
y0<p; <1paraj=1,...,m. Sillamamos I a la funcién de informacién del ejemplo anterior, se tiene
que I(xz) = 2 = —log,(1/4) para cualquier z € {0,1,2,3} y notemos que si estos mensajes se suponen
equiprobables, la probabilidad asociada a cada uno de ellos es 1/4. Entonces, regresando a la construccién
abstracta, podemos definir la funcién de informacién sobre este espacio de sucesos finito como:

1(Aj) = —logy(p;),

para cada j = 1,...,m. Esta funcién de informacion coincide con la cantidad de informacién necesaria
para representar cada mensaje en el ejemplo concreto que vimos, y esto es asi porque se trataba de
una lista de eventos equiprobables. En general no tiene sentido buscar una interpretacién a la cantidad
de informaciéon de un mensaje, dado que el problema que se plantea es el de cuantificar la cantidad de
informacion necesaria que debe conocer un receptor para poder determinar el mensaje que se quiere
transmitir. Entonces, ante una lista finita de mensajes posibles {A1,..., A}, podemos plantear una
funcién que cuantifique la cantidad de informacién necesaria que se debe recibir para poder determinar qué
mensaje de entre todos ellos es el que se quiere transmitir. La respuesta dependera de las probabilidades
P1,--.,Pm asociadas a cada uno de los mensajes. Si un mensaje es seguro, entonces la cantidad de
informacién necesaria para transmitirlo serd 0. Por su parte, los mensajes improbables tienen asociada

2 Aqui no nos referimos al sistema limite, que es el sistema lineal y nada tiene que var con la equiparticién de la energfa.
Hablamos de los sistemas a-FPU en los que el pardmetro a es no nulo y tan pequefio como se desee.
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una informacion infinita, que significa que en el limite en que el suceso de querer transmitir este mensaje
se hace altamente improbable, la cantidad de informacién que deberia transmitirse tiende a infinito. Se
define la entropia de la informacién como la media de las informaciones de los sucesos ponderada con sus
probabilidades, es decir:

H(p1, - Bm) = — Y Dy log,(p)).
j=1

Esta funcién es la que nos dice la cantidad de informacién que se necesita transmitir para que un receptor
pueda conocer el mensaje. La idea estd clara en el caso en el que todos los mensajes aparecen con
la misma frecuencia, pero para el caso general, la frase anterior solo tiene sentido si se considera el
algoritmo de Huffman (véase [Huffman, 1952]), el cual asigna de manera 6ptima una codificacién en bit
(en realidad, con una numeracién en cualquier base) a cada mensaje dependiendo de su probabilidad
asociada. Los mensajes mdas probables tendran asignadas cadenas més cortas de bit y en promedio, la
cantidad de informacién que necesita transmitirse serd la entropia de la informaciéon. Notemos algunas
propiedades de esta definicién. Si todos los mensajes son equiprobables (p1 = ... = p,, = 1/m), entonces
H(1/m,...,1/m) = logy(m). Este es el caso en el que se requiere transmitir una mayor cantidad de
informacién, dado que todos los sucesos tienen la misma probabilidad. Los casos opuestos serian aquellos
en los que uno de los sucesos sea seguro y entonces se tiene que H(1,0,...,0) = 0. Es decir, la funcién
entropia de Shannon H es siempre no negativa y ademds queda acotada entre 0 y log,(m). Por tltimo,
observemos que lo relevante de esta funcién es que sea logaritmica, y no la base del logaritmo. Se ha
utilizado base 2 dado que el primer ejemplo utiliza una cadena de bit, pero con todo derecho puede
utilizarse cualquier otra base. El paso de base 2 a una base b se hace multiplicando por log;(2).

Después de esta presentacion, particularicemos al caso que nos ocupa. En el sistema de la cadena FPU
nos interesara una lista de N modos normales y sus energias promedio. Si se tiene la equiparticién de
la energia, entonces (Ey) = ... = (Ex) = E/N. Podemos considerar los ‘mensajes’ {ni,...,nn} y sus
‘probabilidades asociadas’ {(E1) /E,...,(EN) /E}. De este modo, la funcién entropia H se hard maxima
al aproximarse a la equiparticion de la energia y sera nula en el estado inicial en el que solo se excite el
modo fundamental. En la practica usaremos la funcién S siguiente, derivada a partir de H:

N

SUEY ... (En)) =14 ln(lN) 3 <i:> In <<%>> . (1.5)

r=1

Es conveniente reformular la funcién de esta manera, ya que esta nueva funcion S tomara valores entre
0 y 1, pero se comportara cualitativamente igual que —#H, alcanzando el valor 0 en la equiparticién de
la energia y pudiendo establecer el criterio para la equiparticién de la energia en un valor arbitrario de
cercania a 0 que resulta intuitivo, por ejemplo, 0,001.

1.4. Modulacién de la Cadena FPU y el Estado Metaestable.

En esta seccién revisaremos algunos de los avances que se conocen sobre la cadena FPU, todos ellos
ligados a la idea original de Zabusky de aproximar o de modular la cadena FPU con la ecuacién de
un modelo continuo, integrable y no lineal. Comenzaremos por ver el origen de este modelo continuo,
la ecuacion KdV, y hablaremos de los primeros trabajos que surgieron para explicar cualitativamente el
comportamiento de los periodos de la recurrencia FPU, los cuales se deben fundamentalmente a Zabusky y
a Toda. Después, veremos que esta idea de aproximar la cadena FPU con un modelo continuo e integrable
permite explicar parte de la fenomenologia conocida acerca de la cadena FPU cuando exhibe recurrencia.
Es conocido que la cadena FPU alcanza un primer macroestado que se caracteriza por la recurrencia
FPU y que se mantiene por un tiempo relativamente largo antes de evolucionar hacia otro macroestado
en el que si se alcanza la equiparticién de la energia. Este primer macroestado no es estacionario, y por
eso suele referirse a este como el estado metaestable de la cadena FPU.

La Ecuacién KdV

En 1844, J. S. Russel escribié, en su afamado “Report on Waves” presentado en la decimocuarta reunién de
la British Association for the Advancement of Science, la siguiente descripcién sobre un curioso fenémeno
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que presenci6:>

«I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn along a narrow channel by a pair of
horses, when the boat suddenly stopped - not so the mass of water in the channel which it had put
in motion; it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent agitation, then suddenly
leaving it behind, rolled forward with great velocity, assuming the form of a large solitary elevation,
a rounded, smooth and well-defined heap of water, which continued its course along the channel
apparently without change of form or diminution of speed. I followed it on horseback, and overtook
it still rolling on at a rate of some eight or mine miles an hour, preserving its original figure some
thirty feet long and a foot to a foot and a half in height. Its height gradually diminished, and after
a chase of one or two miles I lost it in the windings of the channel. Such, in the month of August
1834, was my first chance interview with that singular and beautiful phenomenon which I have called
the Wave of Translations.

Russel observé una ‘onda de traslacion’ en el agua de un canal estrecho y poco profundo que se propagaba,
aparentemente, sin variar su perfil y sin perder velocidad durante un largo tiempo. El mismo llevé a cabo
experimentos para tratar de arrojar luz sobre este fendmeno y tras él, otros investigadores como Rayleigh
vy Boussinesq. No fue hasta 1895 que Korteweg y de Vries fueron capaces de modelar este fenémeno con
la ecuacién en derivadas parciales que lleva su nombre:

ou Py ou

—_— = —— 4 6’[1,*
ot Ox3 ox’

donde u = u(x,t) es la funcién que describe el perfil de la onda en funcién del tiempo. Afios més tarde,

esta ecuacion daria mucho de que hablar por las propiedades caracteristicas que presentan sus soluciones.

Solitones y Red de Toda para Explicar la Recurrencia FPU

Tras el articulo inicial de Zabusky y Kruskal de 1965, Zabusky traté de aproximar la cadena FPU con este
modelo continuo. Es decir, se dio cuenta de que en el limite N — oo, la cadena a-FPU tiende al modelo
continuo de la ecuacién KdV (para la cadena S-FPU existe la llamada ecuacién KdV modificada), en el
sentido de que las elongaciones g; de las particulas respecto de sus posiciones de equilibrio se aproximan al
perfil de alguna solucién de la ecuacién KdV. Estas soluciones se conocen como solitones, y de forma més
general puede llamarse asi a las soluciones de una EDP no lineal que cumplan que su forma permanece
igual en el tiempo, que son soluciones localizadas, y que un par de estas soluciones interaccionan sin
cambiar su forma.* Uno de los resultados de Zabusky, basado en la aproximacién de la cadena a-FPU
por la ecuacién KdV, es la siguiente estimacion del periodo de la recurrencia FPU:

N3/2 N5/2
TFPU = ﬁ%mﬁjﬂl ~ 0,38ﬁ, (].6)
donde el estado inicial es el modo fundamental con una amplitud a = |n;|, 71 es el periodo de oscilacién
del modo fundamental y la aproximacién de la derecha se sigue de Ty ~ 2N para N > 1.°> Obviamente,
aproximar un sistema discreto a partir de un modelo continuo conlleva imprecisiones. El japonés M. Toda
disen6é un modelo de cadena integrable que plasmé en su trabajo “Vibration of a chain with a non-linear
interaction” de 1967. Se dio cuenta de que su modelo tenia soluciones que son solitones y con ello trato de
aproximar a la cadena FPU, obteniendo la siguiente correccién al tiempo de recurrencia FPU de Zabuski:

N5/2

Vao©
De nuevo, aproximar un sistema no integrable a partir de otro que si que es integrable implica diferencias
en el comportamiento cualitativo observado. Sin embargo, parece que la cadena FPU se comporta como un

sistema integrable mientras permanece en el estado metaestable, de manera que la diferencia cualitativa
parece ser unicamente que la red de Toda no alcanza la equiparticion de la energia.

Trpy ~ 0,31 (1.7)

3Texto sacado de http://www.ma.hw.ac.uk/~chris/scott russell.html.

4Véase P. G. Drazin, R. S. Johnson, “Solitons: an introduction”, 2da edicién, p.15, 1989.

5Esta aproximacién se basa en que en w; tomada de (2.11) puede aproximarse el seno por su argumento y también
N =~ N + 1 cuando N es grande.
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Aspectos Cualitativos del Estado Metaestable Dados por la Modulacién de la Cadena FPU

El trabajo de 1982 de Fucito y colaboradores, pese a que pasé muchos anos desapercibido en la comunidad
que estudiaba la cadena FPU, alcanzé notoriedad en este campo a principios de este siglo. El articulo
muestra un sistema no lineal y continuo en el que inicialmente se tiene un comportamiento concreto, pero
que con el tiempo, la aparicién de singularidades en el plano complejo que se van aproximando a la recta
real supone el cambio méds o menos brusco de dicho comportamiento. Una idea fisica de su resultado,
que es el punto relevante de su trabajo, es que este sistema alcanza un primer estado aparentemente
de equilibrio, pero que stubitamente (en el sentido de que no pasa nada sustancial en los valores reales
del modelo) aparece un mecanismo que lo hace evolucionar hacia un estado finalmente estacionario. Ese
primer estado se dice metaestable, y esta idea se transporta a la cadena FPU en cuanto a que inicialmente
se forma un aparente estado estacionario que exhibe una casi recurrencia de estados (microestados), pero
que pasado un tiempo evoluciona hacia la equiparticién de la energia.

Durante la década de los 2000 esta idea del estado metaestable en la cadena FPU aparecié en multitud
de publicaciones, principalmente a cargo de autores italianos. La idea de Zabusky de aproximar la cadena
a-FPU por un modelo continuo tuvo cierta justificacién tedrica a partir de esta etapa.® La idea principal
es que la cadena FPU en su estado metaestable se comporta como si se tratase de una senal discreta
modulada por la ecuacién no lineal de algin modelo integrable, como es el caso de la cadena a-FPU
con las ecuaciones KdV, o la 8-FPU con las ecuaciones MKdV (KdV modificadas). El uso del término
modulacién (propio del tratamiento de senales) en lugar de aproximacién se relaciona con el hecho de
que los modos normales de la cadena FPU con condiciones de contorno periédicas vienen dadas por la
transformada discreta de Fourier. Esta relacién entre el estado metaestable de la cadena FPU y ciertos
modelos integrables ha resultado en multitud de trabajos que justifican algunas de las relaciones cualita-
tivas sobre el comportamiento de los sistemas FPU, siendo algunas de ellas encontradas previamente por
otros autores de manera experimental. A continuacién, hablaremos sobre algunos de estos resultados para
la cadena a-FPU, validos tan solo cuando el estado inicial tiene toda su energfa en el modo fundamental.
Durante la década de 1970 ya se advirti6 sobre la relacién exponencial que describia el espectro FPU (esto
es, las energfas promedio de cada modo frente a r/N), y sobre su posible conexién con la distribucién de
Planck (véase el trabajo citado de Bocchieri et al. de 1971). En [PoBa, 2005] se calcula la siguiente cota
aproximada utilizando las ecuaciones KdV asociadas a la cadena a-FPU:

< Chexp (—Cgﬁ) ) (1.8)
donde C; y Cs son un par de constantes positivas, ¢ = E/N se dice la energia especifica y FE,. es la
energia asociada al r-ésimo modo normal. Antes de ver el siguiente resultado, consideremos lo siguiente.
Supongamos un estado inicial dado tnicamente por el modo fundamental. Entonces el estado inicial de
la ecuacién KdV que modela a la cadena a-FPU es una funcién seno. Denotemos por u(z,t) la solucién
de la ecuacién KdV que cumple la condicién inicial que hemos dicho. Segin la ecuacion KdV, con el paso
del tiempo los puntos se desplazan en la coordenada espacial hacia un lado. Ocurre que los puntos con
un mayor valor de u(z,t) lo hacen algo més rdpido y que llega a formarse una funcién con ‘pared’, es
decir con un salto de valores discontinuo. Esto se conoce como shock wave en inglés y lo traducimos como
onda de choque. Sucede que la formacién del estado metaestable, es decir, la llegada al punto en el que
las magnitudes macroscépicas se estabilizan (los promedios de las energias de los modos en nuestro caso),
tiene lugar pasado un tiempo caracteristico que denotaremos como tyetq. En [LoPa, 2006] se muestra
una correspondencia clara entre el tiempo de formacién de esta onda de choque y el tiempo de formacién
del estado metaestable, y se calcula la siguiente relacion cualitativa:

tmeta = meta(N€_1/2 + 6_3/4), (19)

donde Cietq €s alguna constante real positiva. Recordemos también que el experimento FPU original
muestra que la energia del sistema queda confinada entre los modos de frecuencias més bajas. El articulo
[BGG, 2004] fue pionero en hablar y caracterizar este paquete de frecuencias ligadas a los modos que

6Nos referimos al trabajo [BaPo, 2005], que si bien no se trata de la referencia original que da cuenta de este hecho, si
que contiene una presentacién asequible del tema.
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contienen casi toda la energia del sistema durante la recurrencia. Volviendo a [LoPa, 2006], ahi se deriva
otra relacién cualitativa para la frecuencia de corte del paquete wyjm.

Wiim = Clime'’?, (1.10)

donde Cy;, es alguna constante positiva. Para finalizar, anadimos un resultado sobre la destruccién de
este estado metaestable. Se trata del tiempo de termalizacion tie,,, de la cadena a-FPU, y lo encontramos
en [OVPL, 2014].

tterm = Cterm6787 (111)

donde Cierp, es alguna constante positiva. Esta relacién cuantitativa se deduce de aplicar la teoria de
perturbaciones a la cadena a-FPU. En particular se encuentra que las interacciones a seis ondas son las
interacciones de orden més bajo que suponen un proceso irreversible en la cadena, y se hacen significativas
tras un tiempo muy elevado, coincidiendo con los tiempos de termalizacion del sistema que se estudia.

Observemos que las relaciones cualitativas inicamente corresponden al caso de la cadena a-FPU y de
un estado inicial que consista en tan solo el primer modo fundamental excitado. Bajo estos supuestos, el
hamiltoniano (1.1) dependerd unicamente de los pardmetros m, k, a, N y la coleccién de estados iniciales
dados se caracteriza por el valor de la energia F. Es cominmente aceptado que los pardmetros m y x son
redundantes, en el sentido de que al cambiar sus valores pueden cambiarse los del resto de pardmetros
para obtener un sistema que se comporte cuantitativamente igual que el original. Nosotros probaremos
precisamente que el parametro F es redundante con «, o con 3 en el caso de la cadena S-FPU. Asi no es
de extranar que todos los resultados anteriores involucren unicamente los pardmetros 'y N. Ademaés,
utilizamos la energia especifica €, que es la energia promedio de los modos cuando se tiene la equiparti-
cién, para enfatizar que estos resultados dicen algo coherente cuando se toma el limite termodindmico.
Realmente se desconoce si se mantiene la recurrencia o no en el limite termodindmico, este es un problema
abierto sobre la cadena FPU.

Modulacion en la Cadena 5-FPU y la Aparicién de Caos

En este apartado queremos mostrar otro ejemplo de aplicacién de la idea de Zabusky. En 1998, un grupo de
investigadores encabezado por T. Cretegny publican un articulo titulado “Localization and equipartition
of energy in the B-FPU chain: Chaotic breathers”, en el cual se estudia la cadena S-FPU pero utilizando
como estado inicial el modo de mayor frecuencia fundamental. La tesis principal que sostienen es que al
modular la cadena con la ecuacién de cierto modelo continuo aparecen, de entre las soluciones conocidas
como breathers, unas soluciones que catalogan como chaotic breathersy que aparecen en la cadena -FPU
cuando esta exhibe un comportamiento caético. Es decir, la idea de que el estado metaestable se pueda
aproximar por un modelo continuo lleva de nuevo a conclusiones, o como minimo a correlaciones, que
pueden sugerir cierto mecanismo fisico para segin que fenémenos de la cadena FPU.

1.5. Objetivos.

Este trabajo tiene dos objetivos fundamentales. Uno de ellos es proveer al lector recién iniciado en el tema
de una guia sencilla para entender los conceptos principales, asi como de un contexto histérico y algo de
la bibliografia béasica. Este y los dos capitulos siguientes se escriben con esta finalidad. El otro objetivo
consiste en reproducir parte de la fenomenologia bésica que se conoce a dia de hoy sobre la cadena FPU,
y a esto dedicaremos el capitulo de resultados. En resumidas cuentas, lo que alli haremos es:

= Explicar y ejemplificar el uso de herramientas experimentales para determinar tiempos caracteristi-
cos y otras magnitudes que caracterizan el comportamiento de la cadena FPU. Estas herramientas
son la ya introducida entropia S (1.5), el espectro FPU y la representacién de paquetes de energfa.

= Evaluar la bondad de las leyes cualitativas citadas en este capitulo y también obtener alguna ley
cualitativa en los casos en los que tal cosa resulte evidente.

= Entender que las magnitudes o>F y SE sirven para caracterizar a sistemas a-FPU y B-FPU que
se comportan cuantitativamente igual salvo reescalamiento de las energias.



Capitulo 2

Cadena FPU.

En este capitulo se deducen las ecuaciones para la cadena FPU y los modos normales con todo detalle. La
primera seccién estd dedicada al sistema FPU en general. En ella veremos el planteamiento del sistema, las
ecuaciones del movimiento y la energia total. También se considerara el caso con condiciones de contorno
periddicas. En la segunda parte, se trabajara la solucién del sistema lineal asociado a las cadenas FPU. Se
introducirdn los modos normales con sus respectivas energias, y se indicaran las transformaciones entre
estos y las coordenadas del sistema.

El capitulo estd motivado por el sistema fisico descrito en [FPU, 1955]. El andlisis del sistema es elemental
y puede consultarse las nociones y procedimientos en manuales bdsicos como [Lali, 1978]. El calculo de
valores y vectores propios se apoya en [Elliot, 1953] y [Lara, 2001].

2.1. Sistema de la Cadena FPU.

En el trabajo original de Fermi, Pasta y Ulam se estudia un sistema de osciladores arménicos acoplados
junto con una pequena perturbacién de tipo cuadrética o cibica en las fuerzas, dadas en funcién de un
pardametro « o 3, respectivamente. Este sistema se conoce como la cadena FPU, y se distingue ambos casos
como el a-FPU y el 8-FPU. A continuacion, se obtendra la formulacion de las ecuaciones del movimiento
y de las energias de estos sistemas, y también para el caso con condiciones de contorno periddicas.

) -2 X1 Xy
._-1 ) 0 a a X=L

Figura 2.1: Se muestra de manera esquematica el sistema de la cadena FPU y se especifican algunas de
las constantes y coordenadas.

Coordenadas del Sistema y Fuerzas de Interaccién

La cadena FPU consiste en N +2 particulas, con la misma masa m todas ellas, y distribuidas a lo largo de
un segmento de longitud L. Las particulas de los extremos de la cadena se mantienen fijas sus posiciones,
de modo que el sistema cuenta con N grados de libertad. El movimiento de las particulas es longitudinal
y queda restringido al segmento. Las masas solo interaccionan con otras masas adyacentes, como si se
hallasen unidas por un muelle, y ademas se desprecia la interaccién gravitatoria entre todas las masas.
Noétese que este sistema, en el limite cuando N tiende a infinito, se trata del sistema de una cuerda
vibrante continua y de extremos fijos.

Las interacciones entre cada par de particulas dependeran de la distancia relativa entre estas. Ademads,
el sistema se encontrard en equilibrio inicamente cuando las particulas estén uniformemente distribuidas

13
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en el segmento y su velocidad sea nula. En tal caso, d = L/(NN +1) es la separacién entre particulas. Para
mantener la integridad de la cuerda, si la separacién entre dos masas es mayor que d, la fuerza que estas
se ejercen sera atractiva. En cambio, si la separacion es menor que d, la fuerza serd repulsiva.

Se dice z; a la coordenada de posicién de la j-ésima particula, que serd una funcién dependiente del
tiempo ¢. La derivada temporal de una funcién cualquiera f = f(¢) se denotard por f . Se utilizard un
sistema de referencia tal que la posicién de equilibrio de la j-ésima particula sea z;, = jd. Para trabajar
de forma mas cémoda, se define el siguiente conjunto de coordenadas generalizadas:

4j = Tj — Tjo,

para cada j = 1,..., N. Estas coordenadas toman los valores g;, = 0 en la posicién de equilibrio, y
ademds se cumple que ¢; = &; para j = 1,...,N. Entonces el estado de equilibrio del sistema viene
dado por ¢, = 0, ¢j, = 0. Se introduce la notacién ¢ = (q1,...,9n), ¢ = (¢1,...,dn). También se
introduce, como notaciéon particular de este caso, que ¢q¢ = 0 y gnvy+1 = 0, que hacen las veces de
coordenadas generalizadas para las particulas de los extremos de la cuerda, pero que no deben confundirse
con verdaderas coordenadas generalizadas del sistema. La disposicion de los elementos del sistema puede
verse en la figura 2.1.

Notese que en este punto, el sistema mecanico ha sido descrito completamente salvo en la magnitud de las
interacciones entre particulas. Lldmese F}j a la fuerza que sufre la j-ésima particula por su interaccién
con la k-ésima particula, siendo k = j — 1,5+ 1y j = 1,...,N. Dicha fuerza depende de la posicién
relativa entre las particulas y se anula cuando dicha separacion es d. Se tiene dicha separaciéon cuando
g; — q = 0, por lo que si se escribe como una funcién F;y = Fj,(g; — qx), entonces F; ;(0) = 0. Si
ademads se asume que sea una funcién analitica, puede escribirse como una serie de potencias:

1 d"Fjy

EW(O)(% —ar)" (2.1)

Fj k(g —ax) = Fjx(0) + Z
n=1

De este modo, la aproximacién que toma solo el término lineal es el caso de un sistema de osciladores
armonicos acoplados, para el cual existe solucién analitica y se verd en la seccién siguiente. Ahora se
trata de dar la expresién de la fuerza total que experimenta la j-ésima particula. Lldmese F;. Se toma la
aproximacién con los tres primeros términos no nulos de la ecuacién (2.1), que es suficiente para describir
a las cadenas a-FPU y B-FPU. Considerando el comportamiento cualitativo de las interacciones, puede
deducirse el signo de la constante x = [d(Fjx)/d(q; — qx)](0). Si k = j — 1, la separacién entre particulas
es z; —xj—1 = d+ (¢j — gj—1) luego para valores positivos de ¢; — gj_1, la separacién es mayor que d y
la fuerza es atractiva, es decir, x; experimenta una fuerza en sentido negativo del eje X. Si en cambio
k = j+ 1, la separacién entre particulas es z;11 —2; = d — (¢; — ¢j+1) ¥ la fuerza es repulsiva, pero en
este caso x; también experimenta una fuerza en sentido negativo del eje X. En conclusion, x es negativo
y la fuerza total es la suma F; = F}j ;_1 + F} j41, que dada de manera explicita es:

Fi(aqr, ... an) = = £(2¢5 — ¢j+1 — ¢j-1)—

—a [((Ij - %4)2 = (gj+1 — Qj)g] -p [(Qj - %4)3 —(gj+1 — (Ij)g] )
donde oo = —[d*(Fj 1) /d(q; — qr)?](0) y B = —[d*(Fjx)/d(gq; — qx)?](0). El sistema de la cadena a-FPU
viene dado por 8 = 0 y « tal que el término asociado a él es pequeno en comparacién al término lineal,
el de k. La cadena B-FPU tiene o = 0 y 8 pequeno en relacién con el mismo criterio. Nétese que la

expresion (2.2) es la fuerza sobre la j-ésima particula, que es la fuerza sobre su coordenada de posicién
xj. En este caso, F; es también la fuerza generalizada sobre la coordenada g; por la relacién siguiente:

oU  9U dg;  OU

(2.2)

j__67j_ 8(]j 8a:j _87(]]‘7

donde U denota a la energia potencial del sistema.

(2.3)

Ecuaciones del Movimiento

En este apartado, se va a obtener las ecuaciones del movimiento del sistema por medio de la formulaciéon
lagrangiana. En primer lugar, se calcula la energia cinética. Esta se deduce facilmente de las ecuaciones
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Z; = ¢;, obteniéndose que:
N

y que puede escribirse en forma matricial como ¢¥ Mg, con My = 5 1dy, donde Idy la matriz identidad
de orden N. Como notacién para los productos matriciales, se asumird que los vectores sean vectores
columna pese a que se definan como vectores fila. Para encontrar la funcién U de la energia potencial,
se va a utilizar las ecuaciones (2.2) y (2.3). Como esta funcién es tnica salvo una constante aditiva, por
comodidad se impone que tome el valor nulo en la posicién de equilibrio y entonces queda de la siguiente

manera:
N+1 N+1 N+1

K «@ I}
Ular, - an) =5 > (ae — ae-1)* + 3 D (ar —ak-1)’+ 7 Y (ak —ax1)" (2.5)
k=1 k=1 k=1
Conocidas las energias cinética (2.4) y potencial (2.5) del sistema, puede armarse la funcién lagrangiana
L(q,4) = T(¢) — U(q). Utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.3), la ecuacién del movimiento
para la j-ésima coordenada resulta ser:

mi; = —k(2q; — ¢j+1 — ¢j—1) — a [(¢ — ¢j—1)* = (41 — ;)%] = B [(¢j — ¢-1)* = (¢j41 — ¢;)°] . (26)

Estas ecuaciones forman un sistema de EDO de orden 2 auténomo que no se sabe resolver analiticamente
salvo para el caso arménico (a = 8 = 0). Esta formulacién de las ecuaciones del movimiento serd 1til en
la seccién siguiente, para resolver el caso arménico y definir unas coordenadas normales del sistema. No
obstante, la formulacién hamiltoniana que veremos a continuacién serd mejor de cara a los métodos de
simulacion.

Energia del Sistema

Para obtener las ecuaciones del movimiento del sistema, puede utilizarse la funcién hamiltoniana en
lugar de la lagrangiana. Esta se escribe en funcién de las coordenadas g y de los llamados momentos
generalizados, que se definen como p; = g—q.Lj = mg;. Con esto, la funcién hamiltoniana se define a partir
de la lagrangiana como H = Zj p;jq; — L y quedaria asf:

N N+1 N+1 N+1
H _ 1 2 K 2 « 3 B 4 2
((Iap)—%zpk"‘izwk_q}c—l) +§Z(Qk—%71) +ZZ(Qk_Qk71) . (2.7)
k=1 k=1 k=1 k=1

Sustituyendo p por mq, es evidente que » ;04 = 2T para este sistema. Por lo tanto, la funcién hamilto-
niana y la funcién energia total E son la misma y se tiene un sistema con coordenadas naturales. Como la
funcién hamiltoniana no depende explicitamente del tiempo, es decir, se cumple que 9H/dt = 0, ocurre
que la energia total del sistema es una integral del movimiento.

Utilizando la funcién hamiltoniana junto con las ecuaciones de Hamilton (1.4), se obtiene el siguiente par
de ecuaciones para la coordenada j-ésima:

. 1
(2.8)

pj == k(20 — g1 — g-1)—
2 2 3 3
—a [(Qj = qj-1)" = (¢j+1 — g5) ] -8 [(Qj = qj-1)" = (¢j+1 — ¢5) } )
que en conjunto forman un sistema de 2N EDO de primer orden y auténomo. Se trata de un sistema
de EDO hamiltoniano conservativo. En general serd no integrable, pero para a = 8 = 0 (el caso lineal)
el sistema si que sera integrable y en la siguiente seccion se vera que las energias asociadas a los modos
normales forman un sistema completo de integrales del movimiento.

Condiciones de Contorno Periédicas

Para concluir esta seccién, se estudia el caso de la cadena FPU con condiciones de contorno periédicas.
Este caso es de interés dado que las coordenadas normales del sistema lineal asociado a este vienen dadas
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por la transformada discreta de Fourier, como veremos, y es este sistema de coordenadas el que utilizaron
Fermi, Pasta, Ulam y algunos autores posteriores para estudiar el intercambio de energia entre modos en
el sistema perturbado.

Las condiciones de contorno periédicas se dan sobre una cadena infinitamente larga de masas discretas,
dispuestas a lo largo de todo el eje X. Si se considera una posicién de equilibrio distinguida (porque en
esta disposicién la posicién de equilibrio no es dnica) y se define la familia de coordenadas conjugadas
{4j,pj}jez de modo andlogo a la cadena FPU normal, entonces las condiciones de contorno periédicas
serfan:

qj = 4j+kN> Pj = Pj+kN,

donde j = 1,...,N y para todo k € Z. Es decir, cada segmento de longitud L de esta cadena se
comportaria de forma idéntica a los segmentos de longitud L adyacentes, y basta con estudiar el sistema
en uno solo de estos segmentos. En realidad, este sistema se comporta como el descrito en la figura 2.1
si se suprime las masas fijas de los extremos y se anade que las particulas de indices 1 y N interaccionan
entre si como si fuesen adyacentes y en funcién de ¢y — ¢;. Los estados de equilibrio se caracterizan por
la traslaciéon de este segmento de la cadena, dado que las variables g; — g, permanecen iguales ante una
transformacién ¢; = ¢; + &.' Nétese que en el limite cuando N tiende a infinito, este sistema equivale al
de una cuerda vibrante continua infinita con condiciones periédicas, y cada segmento se comporta como
una cuerda vibrante continua unida por los extremos.

Cuando se haga referencia al sistema con coordenadas peridédicas, se considerara el sistema finito del
segmento descrito. Sin entrar en muchos detalles, se tiene que la energia cinética de este sistema también
viene dada por (2.4) y que la energia potencial se sigue, en la aproximacién utilizada para el otro sistema,
de sustituir las constantes gg y ¢n41 por las coordenadas gy y ¢1 en la ecuacién (2.5), respectivamente, y
omitiendo el término con k = N+1 en las sumas. Manteniendo este cambio de constantes por coordenadas,
las ecuaciones del movimiento que se derivan de la funcién lagrangiana son las de la ecuacién (2.6). La
lagrangiana de este sistema también lleva a la relacién p = mgq, de modo que se tiene un sistema de
coordenadas naturales. Entonces H = E, y la hamiltoniana viene dada por la ecuacién (2.7) aceptando
los cambios de constantes por coordenadas y omitiendo el término con £ = N + 1 de todas las sumas.
Por todo esto, las ecuaciones del movimiento que se derivan de la hamiltoniana son las ecuaciones (2.8),
de nuevo, con el cambio de constantes por coordenadas.

2.2. Aproximacién Lineal y los Modos Normales.

En esta seccién se resuelve la aproximacion lineal del sistema de la cadena FPU. En primer lugar, se
verd que este sistema simplificado puede formularse matricialmente y, considerando que la matriz del
sistema de EDO es diagonalizable, lleva a un cambio de coordenadas con ecuaciones del movimiento
independientes. Estas se llaman coordenadas normales del sistema y se van a calcular tanto sus energias
como las transformaciones a coordenadas generalizadas ¢. Finalmente, se adaptaran los resultados al caso
con condiciones de contorno periddicas.

Problema Lineal y Coordenadas Normales

Consideremos el sistema de la cadena FPU original, sin las condiciones de contorno periédicas. Como se
ha indicado previamente, la aproximacion lineal consiste en tomar tan solo el primer término no nulo
para las fuerzas (2.1). La funcién potencial resultante es la siguiente:

N+1

Ulqi,---,qn) = 5 Z(Qk — qe-1)?, (2.9)
k=1

N

que coincide con la primera suma del potencial (2.5). Esta expresién puede escribirse en forma matricial

como qT%./\/qu7 siendo My la matriz de entrada 6?-2[{“ para la fila j y columna k. Se escribe la matriz
J ©

LEn la cadena FPU original no ocurria asf por ser gg = gN+1 = 0 constantes y no coordenadas generalizadas del sistema.
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explicitamente:

—K
—K 2K

donde las regiones sin rellenar corresponden a ceros. La energia cinética para este caso es la misma que
para el caso general y viene dada en la ecuacién (2.4). Con las energfas potencial y cinética se saca la
funcién lagrangiana, y mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.3) se obtiene las siguientes ecuaciones
del movimiento:

. K
4= (—2¢; + qj—1 + qj+1) » (2.10)

que forman un sistema de EDO de orden 2 lineal homogéneo y auténomo, y que puede escribirse matri-
cialmente como § = %MUq. Se observa que la matriz del sistema de EDO es simétrica, y por ende es
diagonalizable. Ademds de simétrica, es una matriz tridiagonal. Puede consultarse [Elliot, 1953] para ver
que los valores propios de la matriz %MU son los siguientes:

4k s
2 2
= — Tt a— 2.11
Wy, msm <2(N+1))’ ( )
para cada 7 = 1,..., N. La notacién escogida para los valores propios se hara evidente al resolver las

ecuaciones del movimiento de las coordenadas normales. La matriz %MU puede diagonalizarse utilizando
una matriz de cambio de coordenadas. Se define la matriz A cuyas columnas son los vectores de una familia
ortonormal de vectores propios asociados a los valores propios w?,...,w% de la matriz %MU. Dado que
la, familia de vectores es ortonormal, la matriz serd ortogonal, es decir, se cumple que A~! = AT, En
definitiva, se tiene que A= MyAT es la matriz diagonal de elementos wi,...,w% en la diagonal.

Ahora se manipulara el sistema de EDO en notacién matricial. Multiplicando por la matriz A y su
traspuesta a conveniencia, se sigue la identidad:

. -1
A= (A—Muy, AT)Aq,
m
en la que el producto de matrices entre paréntesis es una matriz diagonal. Si se introduce el cambio de

coordenadas 7 = Ag, que implica que 1) = A¢ y 7 = Ag, se tendrd un sistema de EDO formado por las
siguientes ecuaciones independientes:

i + win, =0, (2.12)
para 7 = 1,..., N. La solucién general a cada una de estas ecuaciones del movimiento da la siguiente
expresion del r-ésimo modo normal:

N (t) = o, cos (wpt) + B sin (wyt) , (2.13)

donde a., 5, son coeficientes reales. Se observa que cada 7,.(t) es una funcién peridédica y que la cantidad
w,- es su frecuencia angular. Por ello, se dice frecuencias normales del sistema a las cantidades wq, ..., wy.
Energias de los Modos Normales

A continuacién se construye la funcién lagrangiana de la que se deriva cada una de las ecuaciones (2.12).
Para hacer esto, se introduce el cambio de coordenadas en las expresiones matriciales de las energias
cinética y potencial, de modo que las matrices asociadas se diagonalizan y se obtiene unos términos
independientes para cada 7, en las energias cinética y potencial. Para la energia cinética se sigue que:

T(q) = ¢" Mz = (¢"AT)AMAT (AG) = " Mpi) = T (1),

donde M7 = FIdy lleva a la igualdad AM7pAT = M. De manera similar, la energia potencial cumple:

1 1 .
Ug) = qT§MUq = (qTAT)A5MUAT(AQ) =n" Myn = U(n),
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donde My es la matriz diagonal de elementos %w%, cee %w?\, en la diagonal principal. Tanto T'(7}) como
U(n) vienen dadas por una matriz diagonal y son sumas de términos que dependen de un tnico modo.
Se denota T,(7,) = 202 y Up(n,) = Zw?n?, siendo que la sumas de todos estos dan T(n) y U(n),
respectivamente. Puede verse que L, = T;. — U,. es la funcién lagrangiana de la que se deriva la ecuacién
(2.12), luego puede decirse que estas son las energfas cinética y potencial de la coordenada ;..

Ahora se obtendra la ecuacién hamiltoniana de cada modo. El momento generalizado de la coordenada
7 se define como o, = oL — gg” = mmn,. Entonces, puede escribirse la funcién hamiltoniana para el

oy
modo 7, como:

2
m;T 2. (2.14)
La suma de las funciones hamiltonianas H, da la ecuaciéon hamiltoniana del sistema lineal en estas
coordenadas. Si se sustituye o, por m),. en la ecuacién, se obtiene que H, coincide con la funcién de
la energia del modo r-ésimo FE, = T, + U,.. Resultard interesante conocer la expresién de la energia del
modo 7, como una funcién de los coeficientes a,. y 3, de la expresién (2.13):

1
Hr(nruar> = %O}% +

2
By =T, + U, = o (i +win?) = 5 (a2 + 67). (2.15)
Se observa que las hamiltonianas H, no dependen explicitamente del tiempo, luego la energia de cada
modo normal es una integral del movimiento del sistema lineal. A su vez, cada valor de energia de un
modo lleva a una tnica trayectoria del espacio de fases de las coordenadas 7, o, del modo en cuestion,
y en conjunto se tiene que si se conoce la energia asociada a cada modo, entonces queda determinada la
trayectoria del sistema lineal en el espacio de fases de las coordenadas 7, o. Dicho con otras palabras, se
tiene un conjunto suficiente de integrales del movimiento como para determinar la trayectoria del sistema
a partir de los valores que tomen estas. Se tiene que el sistema lineal es integrable.

Transformaciones entre Coordenadas

Lo que resta por hacer es dar de manera explicita la transformacién a coordenadas normales. También
se verd la transformacién inversa y la manera de obtener los coeficientes .., 8, de los modos normales a
partir de las condiciones iniciales del sistema utilizando dicha transformacién.

En primer lugar, se consulta de nuevo [Elliot, 1953] para escribir un vector propio asociado al r-ésimo
valor propio w? visto en (2.11):

2 . rT . 9 T (N T
= S ,sin ..y S ,
v N+1 O \vr1 )M PN+ e N
2

donde la constante se escoge para que el vector tenga norma 1. Los valores propios w?,...,w3% son
distintos, luego la familia de vectores propios v1,...,vy es ortonormal. Entonces, A se definird como la
matriz cuya columna r-ésima sea v,.. Se conoce que la matriz A es ortogonal, pero se observa que ademas
es simétrica. Entonces A~! = A y las transformaciones inversas son:

q = An, p = Ao. (2.16)

Se considera los coeficientes «,. y §, del modo normal 7, escrito en la forma (2.13). Se tiene que 7,.(0) = «,
y que 7,.(0) = S, as{ que si ¢, p® son las condiciones iniciales del sistema, a tiempo ¢t = 0, entonces
se tiene las siguientes transformaciones con la matriz A:

(0) (0)

oy " mw1 1 D1
anN qj(\?) mwy BN pg\?)

cuyas transformaciones inversas estan dadas también por la matriz A. Estas transformaciones permiten
encontrar la solucién particular del sistema lineal en la forma n(t), dado que basta con conocer los
coeficientes «,., B, de las funciones (2.13). Esta solucién se puede escribir también en la forma ¢(t), p(t)
utilizando las transformaciones (2.16) y la ecuacién o(t) = mn(t).
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Para el sistema no lineal se tiene una solucién ¢(t), p(t) que no es analitica, pero que se calculard numéri-
camente para distintos valores de tiempo. Si en un tiempo t = £ se ha calculado unos valores ¢ y p,
entonces puede obtenerse la energia del r-ésimo modo normal del sistema lineal asociado transformando
la ecuacién (2.15) en la siguiente:

1 R .
Er = % ((Uzp)z + (merZQ)Q) ) (218)
donde se ha usado el producto por el vector v, dado que la matriz A es simétrica. Esta expresion permite
estudiar las energias de los modos normales en la cadena FPU.

Modos Normales con las Condiciones de Contorno Periédicas

Para finalizar esta seccién, se adaptardn todos los resultados que se han visto para el caso con condi-
ciones de contorno peridédicas. Se omiten los procedimientos, pero estos son parecidos a los del caso sin
condiciones periddicas, salvo que se indique lo contrario.

El potencial para el sistema lineal asociado es el dado por la ecuacién (2.9) si se omite el término con
k = N + 1 de la suma y aceptando el cambio de las constantes gy y q¢n+1 por las coordenadas gy v q1,
respectivamente. La notacién matricial se mantiene, pero sustituyendo la matriz My por:

26 —K —K
—K
My.., = ,
—K
—K —K 2K

donde las entradas sin especificar corresponden a ceros. La energia cinética es la misma y se deriva
un sistema de EDO, dado por las ecuaciones (2.10) si se asume el cambio habitual de constantes por
coordenadas. De nuevo, se mantiene la notacién matricial para el sistema de EDO, pero la matriz %MUCCP
es distinta de la otra y tendra unos valores propios asociados distintos. Es igualmente una matriz simétrica
con coeficientes reales, luego sus valores propios son reales. En este caso, la matriz es circulante y puede

verse en [Lara, 2001] que sus valores propios son los siguientes:

4k T
w2 == sin? (—) ,
cep m N
_ . A a o . .
parar =1,..., N y donde la notacién Wy, también se ha escogido pensando en que wy,,,,--.,WN,,, SON

2

Teep
1

— 0(r—1) +1(r—1) (N=1)(r—1)
Uk \/N (C ’C PR C ) )

donde ¢ denota a la exponencial compleja exp(i27/N), que es raiz N-ésima de la unidad. Se define la

las frecuencias normales del sistema. El vector propio asociado a w se tiene en variable compleja y

seria:

matriz Acep cuyas columnas son los vectores wy, ..., wn, que es simétrica y que diagonaliza a la matriz

L My,.,.2 Ademds es una matriz unitaria, AZC%; = AZCP, donde el exponente de esta tultima denota la

traspuesta conjugada de una matriz. En resumen, Acep-= Moy, Al,, es la matriz diagonal de elementos
2 2 . . .

Wioppr o1 W, €1 la diagonal principal.

La matriz A., define el cambio a coordenadas normales. Si estas se denotan por 7, son vélidas las
ecuaciones del movimiento (2.12) y las soluciones (2.13) al sustituir cada w, por w,,,,. Las soluciones
explicitas a partir de unas condiciones iniciales se siguen de las ecuaciones (2.17), si ademads se sustituye
A por Agcp. Con estas notaciones y cambios, los resultados sobre las hamiltonianas y las energfas de los
modos vienen también dados por las mismas expresiones. Falta por aclarar que, como A, es unitaria y no
ortogonal, las transformaciones inversas de la subseccion anterior vienen dadas por las mismas ecuaciones
pero sustituyendo A por Aicp. En particular, se reescribe las transformaciones (2.16) como:

q= Aicpﬂ’ p= A;r:cpaa (219)

2Como curiosidad, la matriz Accp es la matriz unitaria asociada a la transformada de Fourier discreta, DFT en inglés.
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lo que lleva a reescribir también la expresién de E,. vista en (2.18) como sigue:
1 T 52 T +\2
r = % ((wr p) + (mwrwr Q) ) )

donde de nuevo se aprovecha que la matriz Alcp es simétrica para meter el producto por wl y ¢, p es la

solucién del problema no lineal calculada para t = .



Capitulo 3

Métodos de Integracion (Geométrica.

La cadena FPU es un sistema para el que no se tiene una solucién explicita, y por ello es necesario
recurrir a métodos numéricos para calcular sus trayectorias. En este capitulo se introducen los métodos
de integracién numérica, que son aquellos que resuelven el problema de recrear la trayectoria de un sistema
de EDO. Se discutird sobre los criterios de bondad de un método, que a grandes rasgos son su rapidez de
ejecucién y la precision numérica. Dado que se trabaja con sistemas de EDO hamiltonianos, se hablara
también de integracion geométrica y de métodos que preservan las propiedades cualitativas del flujo de la
EDO. Después, se presentaran una coleccién de métodos sencillos y finalizaremos probando el desempeno
de estos métodos en la cadena FPU.

La elaboracién de este capitulo estd basada en el apéndice contenido en [Sanz, 2007] para el aparta-
do tedrico. Para la presentacién de los métodos y de sus propiedades se ha seguido [Crivelli, 2008] y
[Ruth, 1983].

3.1. Meétodos de Integracion Numérica.

En esta seccién se trata el problema de la integracion numérica. Dada la imposibilidad de resolver nuestro
sistema no lineal de forma analitica, la solucién practica serd utilizar métodos numéricos para calcular las
trayectorias. Consideremos un sistema mecanico cuya funcién hamiltoniana no dependa explicitamente
del tiempo, y cuyo potencial U solo dependa de las coordenadas ¢, como es el caso de la cadena FPU.
Las ecuaciones del Hamilton (1.4) llevan a plantear el siguiente sistema de EDO:

( zqa > N ( —%fv ) = g(.p). (3.1)

formado por 2N EDO de primer orden y auténomas. Se trata de un sistema de EDO hamiltoniano
conservativo, ya introducidos en la seccién 1.2. Este tipo de sistemas tienen asociada una coleccién de
funciones ®,, definidas para cada tiempo t; € R, y que se denomina el flujo de la EDO. La funcién ®,
es una transformacién del espacio de fases en si mismo, y lleva cada punto de este o estado del sistema
al estado tinico en el que puede encontrarse pasado un tiempo ty.

Los métodos de integracién numérica consisten en un esquema iterativo, donde se calcula en cada iteracién
el siguiente punto de la trayectoria en el espacio de fases, con un paso de tiempos At. Es decir, que la
iteracién de los métodos de integraciéon numérica tratan de parecerse a la funcién ® A del flujo del sistema.
Por este motivo, se dice flujo numérico asociado a un método de integraciéon numérica a una coleccién de
funciones {Ua; : At € R} definidas en el espacio de fases y cuya imagen es la iteracién del método con
un paso de tiempos At. Dado que es habitual fijar un paso At para todas las iteraciones del método en
una simulacion, se cometera el abuso de notacién de llamar flujo o flujo numérico a ®a¢ 0 a Yay.

Métodos Simples de Integracién Numeérica

Aqui se introducird un par de métodos de integracién numérica: el método de Euler explicito y el método
del punto medio. Se trata de dos métodos explicitos y de facil implementacion. Un método explicito es

21
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aquel cuyos pasos se formulan de manera explicita. Por el contrario, un método implicito es aquel donde
alguno de los pardmetros que se ha de ir calculando se da de forma implicita, por ejemplo, como solucién
de un sistema de ecuaciones lineales. Los métodos que vamos a ver caen en la categoria de métodos de
Runge-Kutta, que no estudiaremos en este texto, pero que merece la pena mencionar.

Comencemos por ver el método més sencillo de los dos, el método explicito de Euler. Existe una version
implicita de este método, pero no nos ocuparemos de ella. El método de Euler se basa en aproximar la
derivada de cada funcién incégnita x(t) como:

o a(te A) —a(t) | at+ AL —a(t)
() = A, At - At ’

donde el valor At escogido para el término de la derecha serd el paso de tiempo de la iteracién del
método. Nétese que la aproximacién serd mds precisa a mas pequeno sea el paso de tiempo, pero esto
supone un mayor coste computacional’ para recrear una misma parte de la trayectoria. Utilizando esta
aproximacién, se define la iteraciéon del método de Euler explicito como el siguiente flujo numeérico:

UE (¢, p ) = (¢, p'O) + Atg(q,p),

siendo ¢(© y p(® los valores con los que inicia el método y tomando las notaciones del sistema (3.1).
Obviamente, si (q(t), p(t)) es solucién a dicho sistema de EDO junto con las condiciones iniciales ¢(©), p(®),
el método pretende dar una aproximacion:

URE (g, p) = @ai(q®, ) = (9(A1), p(AL)).

Pasemos a ver el método del punto medio. Este método, en contraste con el anterior, tiene un calculo
intermedio en cada iteracién, va en dos fases. Esta es una caracteristica de los métodos de Runge-Kutta,
que para completar la iteracién se anaden fases intermedias. En este caso, la fase intermedia consistira
en hacer un primer salto de tiempo At/2 con la iteracién de Euler. Con el valor calculado, se efectia
el salto del tiempo At/2 restante. En el apartado siguiente hablaremos de la precisién de los métodos
numeéricos y, sin entrar a discutir el porqué, veremos en qué sentido este aspaviento mejora el método de
Euler explicito. Por ahora, se define la iteracién del método del punto medio como el flujo numérico:

VR (@, p@) = (¢, p) + Atg (UK} (¢, p)),

de nuevo, adoptando las notaciones del sistema (3.1). Efectivamente, el método del punto medio consiste
en calcular un punto medio con el método de Euler para después hacer el incremento con el gradiente
del potencial evaluado en dicho punto. A primera vista puede parecer que este método es reversible
temporalmente, es decir, que si (¢, p)) = U7 (¢, p(©), entonces (¢, p(@) = "X, (¢, p™M). Pero
esto no es asi porque los puntos intermedios \Iliqj/Q(q(O),p(o)) y \Ilfzt/z(q(l),p(l)) no necesariamente
coinciden.

Sobre la Computadora y Errores de los Métodos de Integracion

En primer lugar, se debe senalar que una computadora sigue el mismo paradigma del cdlculo numérico
con lapiz y papel, solo que ofrece mayor velocidad en el calculo y méas capacidad de memoria. Una
computadora simplemente almacena datos en forma de cadenas de elementos del lenguaje binario y
realiza operaciones aritméticas con ellas. Sus principales limitaciones son que utiliza una memoria finita,
el tiempo de célculo, y también los errores de cédlculo. A menudo, los métodos que ofrecen mayor precisién
requieren mas operaciones, lo que se traduce en un mayor tiempo. A la hora de escoger entre uno u
otro método, se busca que pueda llevarse a cabo en un tiempo razonable, pero que sus resultados sean
suficientemente fiables.

Los errores en el calculo numérico tienen multiples causas. Se suele trabajar en conjuntos numéricos
infinitos, mientras que la memoria limitada de un computador permite representar tan solo una cantidad

1Este término se refiere al nimero de operaciones aritméticas que realiza la maquina en un determinado programa.
Hablar del coste computacional de un programa es como hablar del tiempo de ejecucion de este.
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finita de estos. Los errores asociados a la representacién de los niimeros se conocen como errores de
redondeo o truncamiento, y dependen exclusivamente de la maquina.

El error de un célculo numérico también puede deberse al propio método, independientemente de los
errores de redondeo que cometa la maquina. La integracion de una trayectoria de un sistema de EDO en
variable real, que es el problema que nos ocupa, no puede resolverse con una sucesién finita de operaciones
aritméticas salvo que se acepte alguna aproximacion, como por ejemplo, la que se vio para el método de
Euler. Tomar estas aproximaciones lleva a discrepancias entre el valor calculado y el valor real que se
quiere calcular.

Los métodos que sirven para obtener las trayectorias de un sistema de EDO, como ya hemos visto,
consisten en construir una funciéon ¥a; del flujo numérico dado un paso de tiempo At. Entonces, partiendo
de un punto inicial del espacio de fases (¢(?,p(), se va calculando (¢t pt+1)) = W, (¢, p¥)) para
cada k € N hasta un cierto valor. Cada vez que se obtiene un nuevo (q(k)7 p(k)), se tiene un error que va
propagandose en cada nueva iteracion del método. Definamos la siguiente cantidad:

Sar = ||Wae(q®, p@) — @A (q™, pO)]],

que es una medida del error cometido en cada iteracién en funcién del paso At, digamos, el error local.
Se dice que un método con flujo numérico asociado Wa; es de orden el menor entero positivo p para el
que se cumpla:
ont

lim ———— =0,

At—0 (At)Pt+1
que implica que exista una constante C' € R positiva tal que se tenga la siguiente cota del error local:

dar < C(ADY,

dado cualquier At que sea lo suficientemente préximo a 0. El método de Euler explicito es de orden 1 y el
método del punto medio es de orden 2, es decir, puede esperarse mayor precision numérica del segundo.
Este enfoque a la hora de interpretar el error es puramente cuantitativo. Las trayectorias de un sistema
de EDO presentan rasgos cualitativos que pueden perderse en la soluciéon numérica calculada, dado que
los errores de cédlculo, por pequenios que sean, no respetan en general a estos aspectos. Esta falla de los
métodos numéricos clasicos ha llevado al desarrollo de los llamados métodos de integraciéon geométrica.
Estos métodos devuelven una solucién aproximada, pero respetando alguna caracteristica de la solucién
real. Es decir, la solucién calculada sera la solucién real de algin problema cualitativamente igual al
original en algin sentido.

Un ejemplo ilustrativo de esto es la propiedad de reversibilidad temporal que, como se dijo, no se cumple
para el método del punto medio. El flujo ®; asociado al sistema de EDO hamiltoniano (3.1) cumple que
(®;)~! = ®_4, que equivale a la propiedad de reversibilidad temporal antes vista. Si se quiere aproximar
a la funciéon ®a; con un método, parece razonable exigir que la funcién ¥a; del flujo numérico asociado
a ese método satisfaga la misma propiedad (Uas) ™t = U_ 4.

Propiedades Geométricas de los Flujos

En este apartado presentamos algunos métodos que preservan propiedades cualitativas de las soluciones.
Comenzaremos por explicar algunas de estas propiedades en relacién con el flujo numérico ¥a; de un
método. La primera propiedad ya la hemos introducido en los apartados previos, y es la reversibilidad
temporal del método. Esto es que si a partir de unos valores iniciales ¢(?, p(® se obtiene ¢*), p(*) tras
k iteraciones de Wa;, se obtenga como resultado ¢(?,p(® si se inicia el método con ¢®),p*) y se rea-
liza k iteraciones de W_ g, salvo errores de redondeo. Esta propiedad la satisfacen los flujos numéricos
simétricos, que se definen como aquellos tales que:

(\IlAt)71 = \IJ—AM

para todo At € R. Otra propiedad geométrica consiste en la reversibilidad de caminos, es decir, si
partiendo de un punto ¢(© con una velocidad p(®) se alcanza el punto ¢*) con velocidad p™ en un
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tiempo At, se cumple que, partiendo de ¢! con velocidad —p(V), se alcanza el punto inicial ¢(® en un
tiempo At y con velocidad —p(®). Se dice flujo numérico reversible a aquel que satisfaga esta propiedad:

Var(g”,p ") = (@, pY) = Tarlq™, ) = (¢, ),

para cada At € R y cada (q(o)7 p(o)) € R?N. La tltima propiedad que mencionaremos es la propiedad
de preservacion del volumen, conocida también como el Teorema de Liouville. Si ®; es el flujo de un
sistema hamiltoniano, entonces un subconjunto 2 del espacio de fases R*Y tendrd el mismo volumen
que el conjunto imagen ®,(2), para cualquier ¢ € R escogido. En geometria simpléctica, ®; serfa una
transformacién simpléctica o simplectomorfismo, nocién que consiste en cumplir la propiedad siguiente:

- 0 Idy B 0 Idy
J((I)t) ( —IdN 0 )J((I)t) - ( —IdN 0 ) )

donde J(®;) denota la matriz jacobiana de ®;. Se dice que el flujo {®, : ¢ € R} de un sistema de EDO
es simpléctico si cada ®; es una transformacién simpléctica. De igual forma se dice que el flujo numérico
de un método de integracion es simpléctico y en tal caso, que el método es simpléctico. Las transforma-
ciones simplécticas preservan, ademas de los volimenes, algunas areas especificas que se conocen como
invariantes integrales de Poincaré.?

Métodos Simplécticos

Ahora se verd un par de métodos geométricos. El primero de estos métodos es uno de los méas simples y
conocidos dentro de la categoria de métodos simplécticos, y se conoce como método leapfrog o método de
Stormer-Verlet. Es un método de orden 2 que satisface todas las propiedades geométricas del apartado
anterior. En este caso, definir el flujo numérico de manera explicita resulta conflictivo, por lo que sera
mejor enunciar el método en forma de algoritmo:

ALGORITMO (Método de Stérmer-Verlet o leapfrog)

entrada: ¢(©, p(©
calcular VU (¢(©)
1:=0
mientras 1At < T"
Shou)
2
gp(zﬁr%)

calcular plitz) = pi) —

calcular ¢+ = ¢() 4
calcular VU (q(+1)
; ’ A )
calcular p+D) = p(i+3) ;VU(q(zH))
=1+ 1
fin
salida: Q := (¢'©,...,¢"), P:= (p©®,... p®).

Tipicamente, este método se presenta para sistemas de EDO de orden 2, como es el caso de la formulacién
lagrangiana, pero se ha escogido adaptarlo al caso de la formulacién hamiltoniana. El método es simétrico,
reversible y simpléctico. Se trata de un método relativamente simple para la cantidad de propiedades que
preserva, pero no tiene un orden muy alto. En consecuencia, este serd un método rapido y se usard para
simulaciones largas si se observa que no introduce un error significativo.

El segundo y tdltimo método geométrico que veremos se debe a R. D. Ruth, quien propone en su articulo
[Ruth, 1983] una manera de derivar métodos simplécticos a partir de transformaciones candnicas. Se trata
de un método de orden 3 que también es simétrico, reversible y simpléctico. A continuacién se indica el
método, una vez mads, en forma de algoritmo:

2Puede consultarse: https://www.raulbarrachina.com.ar/wp-content /uploads/2020/01/mecanica_027.pdf.
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ALGORITMO (Método de Ruth de Orden 3)

entrada: ¢(©, p(®
1:=0
mientras iAt < T"

i+ 1 . TAL )
calcular p(it3) = pi) — ﬂvq[](q(%))
calcular q(i+%) =q® + me(i-i-%)

3m

i ; At )
calcular p(”%) — p(H%) _ %VQU(q(”%))
calcular ¢(+3) = ¢(i+3) — me(pr%)

3m

i ; At )
calcular ptit1) = p(l+§) + ﬁqu(q(”%))

; ; At .
calcular ¢(+1) = g(i+3) 4 ip(l)
m
=1+ 1
fin
salida: Q := (q(©,...,¢q"), P:= (p®,... p).

En comparacién al método leapfrog, este serd un método algo mas lento, pero también més preciso. Se
implementara este método para las simulaciones con tiempos cortos y moderados.

El desarrollo de nuevos métodos simplécticos de orden superior que siguen las ideas de Ruth de efectuar
transformaciones canoénicas, pueden seguirse en el articulo de 1989 escrito por Ronald D. Ruth y E. Forest
titulado “Fourth Order Symplectic Integration”, al que le sigue el trabajo de H. Yoshida “Construction
of Higher Order Symplectic Integrators” de 1990. En otra parte del espectro, Jesis M. Sanz publica
en 1988 un criterio para caracterizar los métodos de Runge-Kutta que son simplécticos en su articulo
“Runge-Kutta schemes for Hamiltonian Systems”.

3.2. Pruebas de los Métodos de Integracion.

Después de la introduccién teérica de la seccién precedente, es hora de poner en préactica los resultados
que alli se presentan. Se llevardan a cabo varias simulaciones de la cadena FPU a fin de mostrar el
desempeno de los métodos y ver que coinciden con todo lo establecido. Para comenzar, se tomaran
una serie de consideraciones en cuenta a la hora de realizar las simulaciones de la cadena FPU, todas
ellas a nivel practico. Se seguirda con unas pruebas sobre la precisién numérica de los métodos, basadas
en la conservacion de la energia del sistema. En ellas se hard patente la necesidad de implementar
métodos simplécticos para estudiar este sistema. Por tltimo, se haran unas pruebas sobre las propiedades
geométricas.

Consideraciones sobre la Simulacién

Cada simulacién comienza con un estado inicial del sistema y unos parametros que determinan el sistema.
Por ejemplo, el niimero N de particulas del sistema, la masa m cada particula o el valor de las constantes
K,, 3. Sin pérdida de generalidad en los resultados, se fija los valores de las constantes m =1y k = 1,
ambas en las unidades arbitrarias de la maquina (puede considerarse que estdn en unidades del sistema
internacional si se prefiere). Los pardmetros o y 8 han de ser pequefios en comparacién a &, en el sentido
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de que la perturbacién no sea de magnitud comparable a la del hamiltoniano lineal. Las variables IV,
«a o By la energia E del estado inicial estaran relacionadas entre si, luego el tamano del parametro de
perturbacién para que se tenga la recurrencia dependerd de N y de E. Mas adelante se discutira las
relaciones entre estos tres parametros.

El ntimero de iteraciones de la simulacién se fijard definiendo el paso de tiempo At y el tiempo total
de la simulacién Ti,;. Las unidades que maneja la maquina son arbitrarias, trabaja tan solo con valores
numeéricos, pero a la hora de mostrar los resultados se va a utilizar unidades del periodo de la frecuencia
fundamental del sistema considerado. Esto es el valor Tyunq = 27 /w1, que dependerd del tamano del
sistema y de si se anaden o no las condiciones de contorno periédicas.

Para mostrar los resultados, también se utilizard como unidad de energia la energia del estado inicial,
pero de una forma especial. A continuacién se define una coleccién de estados iniciales, suficiente para
efectuar las pruebas que se quiera y con una energia asociada de 1 en unidades arbitrarias de la maquina.
Consideramos unas condiciones iniciales (9, ¢(?) que podrén transformarse en ¢(©, p(®) por medio de
las ecuaciones (2.16) o (2.19), segun el caso. Tomamos unos valores Uy y Ty para las energias potencial
y cinética iniciales, tales que la energia del sistema sea Uy + Ty = 1. Si Uy es distinto de 0, consideramos

un subconjunto no vacio de los indices 1,..., N y que se denotaran por iq,...,%. Si el subindice s no
) . . C g 0 p .

pertenece a {i1,...,i}, entonces se tendrd que la condicién inicial ng ) = 0, y este modo tendré energia

potencial asociada nula para el estado inicial. Es decir, {i1,...,4x} serdn los modos a los que queramos

dar una energia potencial inicial. Ademds, para escalar las energias a conveniencia, se impone que:

Ui, = Ci11Us, o, (3.2)
paral=1,...,k— 1y con Cs,...,C} unas constantes positivas. De todo esto se obtiene la ecuacion:
ko k -1
Ui — Ui (z 0 cm> ,
=1 m=I+1

que junto a las ecuaciones (3.2) permite calcular de forma secuencial las energias potenciales de cada
modo para que estas sumen Uy y, mediante la relacién U, = %w?(nﬁ%Q7 calcular las condiciones iniciales
restantes de 17(?). Se procede de manera aniloga para las condiciones iniciales ¢(*). En caso de que Tj sea
no nulo, se define el subconjunto ordenado de los subindices j1, ..., js para los que la condicién inicial de

(@ sea no nula. Nuevamente, se impone las condiciones

le = Kl-‘rlszJru (33)
paral=1,...,s — 1y dados unos factores de escala K, ..., Ks; no nulos. Esto resulta en la ecuacién:
s s -1
T, =Ty (Z 11 K) :
=1 m=I+1

que con las condiciones (3.3) permite calcular paso a paso las condiciones iniciales o(® restantes, conside-

0 . . . .
rando en este caso que T, = ﬁ(m(« ))2. De primeras, puede parecer un sistema complicado para elegir el
estado inicial, pero es muy versatil en tanto que permite introducir cualquier relacién entre las energias de
los modos no nulos y de manera explicita. Nétese que este razonamiento puede generalizarse a cualquier

energia inicial FE sin mdas que aplicar la relaciéon E = Uy + Tj.

Por dltimo, unos detalles sobre simetrias de la formulacién de las cadenas FPU. La cadena a-FPU cumple
la propiedad de que, ante una transformacién @ — —a, las ecuaciones del movimiento del sistema son
las mismas. Es decir, si llamamos aH’ al término de perturbacién con el coeficiente o de la hamiltoniana
(2.7), puede comprobarse que O(aH’)/0q; serd igual que d(—aH')/0q; manipulando un poco la suma.
Este hecho fue notificado en [TuMe, 1972].

En el caso de la cadena S-FPU, Fermi, Pasta y Ulam observaron que la computacién de las dltimas N/2
coordenadas es idéntica a las de las N/2 primeras cuando la condicién inicial es una funcién simétrica
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para las g, es decir, si cumple j+k = N = ¢; = ¢;. Un ejemplo seria la funcién seno que define el primer
modo normal, o la funcién ‘diente de sierra’ con forma triangular que se utilizé también en [FPU, 1955].
La simetria ocurre para el caso con condiciones de contorno periddicas, para el cual la transformacién
qi,---,4N — qn,--.,q1 mantiene inalterada la funcién hamiltoniana del sistema.

Esta simetria de la cadena FPU tuvo una utilidad préactica enorme en su momento, dado que para simular
la cadena B-FPU bastaba con calcular la evolucién de la mitad de las particulas, si la condicién inicial es
simétrica. Hoy en dia no es necesario limitarse a esto dada la diferencia en prestaciones de un ordenador
personal promedio frente al MANTAC-I.

Pruebas sobre la Precisiéon de los Métodos

En este apartado se va a hacer unas pruebas sobre la precisién numérica de los métodos. Como los sistemas
que estamos considerando son conservativos, resulta conveniente utilizar la energia total del sistema para
ver la magnitud del error que se comete al utilizar uno u otro método. Los errores de redondeo de la
méquina quedaran solapados por el error que introducen los métodos, asi que no se tendréan en cuenta.

Para comenzar, se lleva a cabo una simulacién de la cadena lineal con cada uno de los métodos. Puede
verse los detalles y resultados de estas simulaciones en las figuras 3.1 y 3.2. Se ha representado el error
relativo de las energias en cada iteracién, tomando como valor real la energia inicial calculada. El error
relativo se describe como (E®) — E(©)/E(©) donde E*) la energfa calculada en la k-ésima iteracién.
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Figura 3.1: Se representa el error relativo dFE/FE en funcién del tiempo en unidades del periodo de la
frecuencia fundamental del sistema, calculado por el método leapfrog (a la izquierda) y por el método
de Ruth (a la derecha). El estado inicial del sistema es 7; con energia 1 en las unidades arbitrarias de la
maquina. Se ha utilizado los pardmetros N =16, m =1, k =1y a = 8 = 0 (sistema lineal).

A primera vista, se observa que los métodos simplécticos (figura 3.1) tienen un mejor desempetio que los
otros dos métodos (figura 3.2). También puede verse que el error cometido describe patrones oscilatorios,
caracteristica que estard presente en todos las simulaciones que realicemos y que puede observarse en
las representaciones de las energias de los modos en cualquier articulo, por ejemplo, en [FPU, 1955] o en
[TuMe, 1972].

Se ha comprobado que los métodos de Euler y del punto medio introducen un error significativo en la
energia total del sistema. Esto supone un forzamiento o rozamiento espurio del sistema, es decir, los
errores hacen ganar o perder energia total al sistema. De hecho, en este caso se observa que el valor de
la energia se dispara tras las sucesivas iteraciones, por lo que estos métodos experimentan problemas de
overflow® que no les permiten hacer una simulacién larga, ya no digamos precisa.

3Este término se refiere al valor méximo que puede representar la maquina. Cuando se opera un par de restas con este
valor, el resultado es indeterminado porque los nimeros que se queria representar inicialmente, posiblemente muy distintos,
se han redondeado al valor de overflow y no puede determinarse su diferencia.
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Figura 3.2: Valores de las energias del sistema calculadas por el método de Euler explicito (a la izquierda)
y el método del punto medio (a la derecha). Las condiciones de la simulacién son las mismas que las de

la figura 3.1 para ambos casos.

Resulta llamativo que de estos dos métodos, el valor de la energia se dispare para el método de mayor
orden antes que en el otro. Recordemos que el orden de un método tiene que ver con la precisiéon numérica
de los ¢®, p®) calculados en cada iteracién, no directamente con las energias. Mas atn, el método del
punto medio en particular se efectiia con un paso intermedio dado por la iteracién del método de Euler, y
si le sumamos que estos métodos, por construccién, no preservan el valor de la energia total, es razonable
que al efectuar pasos intermedios se acumule un mayor forzamiento espurio en el sistema calculado. De
todos modos, esto es irrelevante para el tema que nos ocupa y no nos centraremos en comprobar que sea
asi. Este par de métodos queda claramente descartado para correr ninguna simulacion fiable de la cadena

FPU.

3E/E
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Figura 3.3: Se muestra la comparacién de los resultados de las simulaciones de la figura 3.1 para los

métodos simplécticos.

Ahora compararemos el desempeno de los métodos simplécticos. Puede observarse que la magnitud de
los errores numéricos cometidos por estos métodos es diferente. El método leapfrog alcanza discrepancias
del orden de 10~*, mientras que el método de Ruth no va mucho més alld de 10~7. Puede verse la
superposicién de los valores calculados en la figura 3.3. Esto pone de manifiesto que el orden de un

método repercute en la precisién numérica de los resultados.

Otro aspecto a valorar es la rapidez con que se ejecuta el método. En la tabla 3.1 se muestra los tiem-
pos de ejecucion de esta misma simulacién variando el tamano N del sistema. Un mayor tamano del
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sistema introduce més céalculos en la iteracion de los métodos y esto da cuenta de la sensibilidad del
tiempo de ejecucién en funcién de este parametro. Aunque la diferencia parece poca, nétese que el valor
Tior del tiempo total de la simulacién empleado es pequeno en comparacién a los valores que se usara
habitualmente para las mediciones.

| N [ leapfrog [ Ruth |
1 161 | 169
8 [ 181 | 19,1
6] 216 | 233
32 274 | 30,0
64 441 51,1

Cuadro 3.1: Tiempos de ejecucién promedio (en segundos) para cada método, utilizando los pardmetros
de las demds simulaciones y variando N. Se ha empleado un paso de tiempos At = 1/8 y un tiempo total
Tior = 1000, ambos en unidades de la maquina.

Como era de esperar, el método de Ruth tiene una mayor precision numeérica, pero resulta mas lento que
el leapfrog. Aunque no se especificard, se va a utilizar este primer método para la mayoria de simulaciones,
dado que se lleva a cabo en un tiempo manejable y produce mejores resultados numéricos. Sin embargo,
el método leapfrog sera el favorito para simulaciones mas largas, salvo que se observe en la préactica que
el error acumulado sea alto.

Pruebas de Aspectos Cualitativos de los Métodos

Para terminar con el capitulo, se anade algunas simulaciones que ejemplifiquen y comprueben las propie-
dades geométricas de los métodos leapfrog y de Ruth. En la tabla 3.2 puede verse el resultado de correr
una simulacién inicial y la inversa temporal (o la inversa de caminos) para los dos métodos simplécticos.
Se muestra los valores iniciales ¢(©) y también los valores finales que han de ser préximos a estos para
todos los casos.

| [ g |

’ condiciones iniciales H (0,1,2,3,3,2,1,0) ‘
leapfrog (sim. temp.) || (9,1246e — 16, 1,0000, 2,0000, 3,0000, 3,0000, 2,0000, 1,0000, —2,2517e — 15)
Ruth (sim. temp.) (6,9504¢ — 5,0,99999, 2,0000, 2,9999, 2,9999, 2,0000, 0,99999, 6,9504¢ — 5)
leapfrog (sim. esp.) (9,1246¢ — 16, 1,0000, 2,0000, 3,0000, 3,0000, 2,0000, 1,0000, —2,2517e — 15)
Ruth (sim. esp.) (6,9501e — 5, 0,99999, 2,0000, 2,9999, 2,9999, 2,0000, 0,99999, 6,9501¢e — 5)

Cuadro 3.2: Resultados de aplicar al estado inicial ¢(®) (con pgo) nulos) los métodos indicados y después,

el método de regreso por simetria temporal y por simetria de caminos. Se muestra el estado final obtenido
tras ambas simulaciones para los distintos casos, que debe coincidir con el estado inicial ¢(9). Los valores
de los p; tras ambas iteraciones, que han de ser 0, se aproximan a un orden similar al que lo hacen ¢q; y
gs & 0. Se ha utilizado los pardmetros N =8, k =m =1, a« = = 0 (caso lineal), At = 1/8 y Ty = 125,
con los tiempos dados en unidades arbitrarias de la maquina.

Como se esperaba, se obtiene unos valores finales muy préximos a los iniciales. Destaca el hecho de
que el método de menor orden sea el que anada un menor error. Los métodos utilizados son reversibles
temporalmente y también reversibles por caminos, asi que el error que se observa se debe a errores de
truncamiento de la maquina. De esta forma tiene sentido que, como el método de mayor orden conlleva
mas operaciones, acumulard mayor error de redondeo.

Veamos otra prueba del buen comportamiento de estos métodos para la reversibilidad temporal y la de
caminos. En la figura 3.4 se muestra unos caminos de ida y vuelta calculados, uno con el método leapfrog
y por reversion temporal, y el otro con el método de Ruth y por reversién de caminos. Tan solo se muestra
una porcion del camino para que pueda apreciarse que son diferentes aunque parecidos.
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Figura 3.4: Se muestra una parte de los caminos que siguen algunos de los pares de simulaciones regular
e inversa utilizadas en la tabla 3.2. A la izquierda vemos la simulacién de reversibilidad temporal con el
método leapfrog, y a la derecha la simulacién de reversibilidad de caminos con el método de Ruth. Se ha
ampliado el paso de tiempos a At = 1/100 en las unidades de tiempo arbitrarias de la maquina.

Para finalizar, veamos una comparacién entre un método de simpléctico frente a otro que no lo es para ver
si se preserva el volumen del espacio de fases. Se considera el sistema de un oscilador arménico perturbado
con un término cuadrético en las fuerzas, como el sistema FPU pero con N = 1. Se escoge este caso dado
que el espacio de fases tiene dimensién 2 y puede representarse graficamente.
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Figura 3.5: Estados inicial y final tales que los estados iniciales vienen dados como la parametrizacion
discreta de un circulo en el espacio de las variables p y mwlgq, y los estados finales vienen calculados por
un método de integracién. A la izquierda se utiliza el método de Ruth, y a la derecha, el método de Euler
explicito. El sistema considerado equivale a la cadena «-FPU con N =1y o = 1/4.

En la figura 3.5 se muestra un conjunto de estados iniciales que parametrizan a un circulo, y también
los estados finales asociados a la evolucion del sistema por los métodos de Ruth y de Euler. Nétese que
el sistema considerado es conservativo y que, por lo tanto, podemos suponer que los puntos del interior
del circulo de condiciones iniciales se mantendrén en el interior del contorno de puntos finales, ya que de
lo contrario se cruzaria su trayectoria con la de algin otro punto. Se observa que el circulo de estados
iniciales conserva su area con el método simpléctico, y que no ocurre asi para el otro método. Aunque no
se ha dado en este caso, podria ocurrir, para el método simpléctico, que el circulo de estados finales se
achatase, pero que siga conservando el area del circulo inicial.



Capitulo 4

Resultados sobre la Cadena FPU.

En este capitulo se lleva a cabo un estudio experimental sobre la cadena a-FPU y la cadena S-FPU.
Reproduciremos, en la medida de lo posible, los resultados que hemos anticipado durante la introduccién
y que son bésicos dentro de la fenomenologia de la cadena FPU. Para los anilisis que sean particulares
de un caso, tomaremos los pardmetros originales de las simulaciones del experimento FPU, o en su lugar,
los de una versién equivalente que introduciremos. En todo caso utilizaremos la cadena FPU sin las
condiciones de contorno periddicas. También, los andlisis que realicemos serdan sobre estados iniciales
donde toda la energia estd en el modo fundamental salvo en casos concretos. Algunas especificaciones
sobre la manera en que se han obtenido los resultados son que los promedios temporales se han tomado
como el promedio de todos los datos calculados y que se ha fijado los valores kK = m = 1 en todo momento.

La bibliografia para este capitulo es muy extensa y, o bien se ird mencionando en el texto, o bien quedara
referida a lo que ya se introdujo previamente en el primer capitulo.

4.1. Recurrencia y Superrecurrencia FPU.

En esta seccién se reproduciran los resultados del trabajo de Fermi, Pasta y Ulam, [FPU, 1955], y también
la superrecurrencia en la cadena FPU, reportada originalmente en [TuMe, 1972]. En primer lugar, veremos
la recurrencia en la cadena a-FPU y la cadena S-FPU con los parametros originales. Después, se mostrara
que los promedios de las energias de los modos se estabilizan en unas cantidades que nada tienen que ver
con una equiparticién de la energia. Para finalizar, reproduciremos el resultado de Tuck y Menzel sobre
una recurrencia de las recurrencias FPU: la superrecurrencia FPU.

Recurrencia FPU

En este espacio se van a recrear las simulaciones originales de la cadena FPU y a comentar los resultados.
No reproduciremos todas las figuras que se muestran en [FPU, 1955], tan solo las m4s significativas y con
relacion a sus resultados fundamentales. Hablamos de las simulaciones de las cadenas a-FPU y -FPU
con un tamano N = 32. Se escoge un estado inicial en el que la cadena describe medio periodo de la
funcién seno, es decir, con toda la energia inicialmente en el primer modo normal. Esto resulta en las
siguientes condiciones iniciales, definidas para cada j =1,...,32:
0 "y 0

¢\ = sin(jm /(N +1)), PV =o. (4.1)
Tomando todo esto en consideracién, puede calcularse la energia del sistema en cada caso:

E, =0,074713, Eg =0,076743, (4.2)

donde el subindice « se refiere a que es la energia de la cadena a-FPU, y de la misma manera para 3. En
lo que sigue, se distinguiran los resultados de uno y otro sistema por el subindice. Recordemos que no se
indican las unidades de las magnitudes porque todas ellas se muestran en unidades arbitrarias con las que
trabaja la maquina. Puede pensarse que todas ellas tienen unidades del sistema internacional. Con las
condiciones dadas y tomando los valores K = m = 1, simulamos las cadenas a-FPU y 8-FPU originales.

31
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Figura 4.1: Se muestran varios ciclos de la recurrencia FPU en la cadena o-FPU a la izquierda, y a la
derecha puede verse el primer ciclo en detalle. Se han utilizado los parametros del experimento FPU, es
decir, N = 32, a = 0,25 y un estado inicial descrito por las igualdades 4.1.
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Figura 4.2: A la izquierda se muestran varios ciclos de recurrencia de la cadena S-FPU y a la derecha se
muestra el primero de tales ciclos en detalle. Se han utilizado los parametros del experimento FPU, que
son N = 32, § =8 y un estado inicial descrito por las igualdades 4.1.

En las figuras 4.1 y 4.2 vemos varios ciclos de la recurrencia FPU de cada una de las cadenas, y también
el primero de los ciclos en detalle. Se muestran tan solo las energias de los modos con menor frecuencia,
ya que son los que acumulan la mayor parte de la energia del sistema durante todo el ciclo. En general,
sucede que todos los modos ganan algo de energia en algiin momento del ciclo, salvo en el caso de la
cadena B-FPU en la que los modos pares no obtienen energia en absoluto y los valores de sus energias son
comparables a la magnitud de los errores por redondeo. La causa de esto es la simetria en el hamiltoniano
de la cadena [-FPU que comentamos en el capitulo anterior, que provoca que el sistema evolucione
simétricamente. Es decir, un estado inicial simétrico respecto del centro de la cadena lleva a un estado
ulterior igualmente simétrico, y es que los modos normales con r impar son simétricos en este sentido,
mientras que aquellos con r par son antisimétricos. Ademas de que la energia estd localizada en unos pocos
modos normales, esta no se reparte igualmente entre ellos sino que va compartiéndose entre los distintos
modos, y estos van describiendo una serie de maximos que mas o menos se repiten en los ciclos siguientes.
El inicio de cada ciclo de recurrencia FPU lo marca un méximo en la energia del modo fundamental.

Podemos hacer algunas medidas. Por ejemplo, tras el primer ciclo de recurrencia FPU, el modo funda-
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mental experimenta una pérdida relativa de energia de 0,019 en la cadena a-FPU, y de 0,004 en la 5-FPU.
También podemos medir el tiempo que tarda en completarse el primer ciclo de la recurrencia FPU:

to = 153,4T, tg = T4,76TY,

que lo mostramos en unidades del periodo del modo fundamental T; = 27/wq, que puede aproximarse
por T' =~ 2N cuando N > 1. En lugar del tiempo de duracién del ciclo de recurrencia podemos hablar
del periodo de la recurrencia FPU en el sentido siguiente. Habitualmente se suceden muchos ciclos de
recurrencia FPU (no siempre) y ademds aparecen de manera casi periddica. Por lo tanto, podemos llamar
periodo de la recurrencia FPU al promedio de las duraciones de todos estos ciclos. Entonces, podemos
obtener las siguientes estimaciones de los periodos de la recurrencia FPU:

T, = 155,07}, Ty = 74,55T).

Los valores de los promedios son muy similares, con una diferencia relativa de 0,015 a lo sumo. Esto nos
dice que los ciclos de recurrencia FPU, si bien no duran lo mismo, si que tienen una duracién similar.

Promedios de Energias en el Experimento FPU

Inicialmente, Fermi, Pasta y Ulam esperaban que el sistema FPU evolucionase hacia la equiparticiéon de
energia, es decir, hacia un estado estacionario donde las energias de los modos permanecen iguales en
promedio. A fin de comprobarlo, trataron de representar graficamente los sucesivos promedios temporales
de la energia cinética de los modos que adquirian una energia significativa. Se ha reproducido este mismo
resultado, pero utilizando las energias totales de los modos en lugar de usar solo sus energias cinéticas.
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Figura 4.3: Energias promedio de los modos normales en funcién del tiempo. A la izquierda, la cadena
«-FPU original de la figura 4.1, y a la derecha, la cadena S-FPU original de la figura 4.2.

En la figura 4.3 se han representado los promedios temporales de las energias de los modos més bajos
de las cadenas a-FPU y B-FPU vistas en el apartado previo. Recordemos que estos promedios se toman
como la media de los valores medidos desde el inicio. Se observa que lejos de darse la equiparticién de la
energia, ambos sistemas evolucionan hacia otro tipo de configuraciéon. Hoy en dia se sabe que la cadena
FPU llega a la equiparticion de la energia tras un cierto tiempo. Sin embargo, no puede ignorarse que
antes de llegar a ese estado final los promedios de las energias se estabilizan en unos valores concretos
que nada tienen que ver con la equiparticién de la energia. En este punto, la cadena FPU se encuentra
en el estado metaestable.

Superrecurrencia FPU

En este apartado se reproducen las simulaciones de Tuck y Menzel sobre la superrecurrencia de la cadena
FPU. Recuperando los valores de las simulaciones originales (véase las figuras 4.1 y 4.2), se lleva a cabo
un par de simulaciones mas largas con el fin de observar esta superrecurrencia.
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Figura 4.4: Se muestra la energia del modo fundamental en funcién del tiempo para las cadenas a-FPU y
B-FPU de las figuras 4.1 y 4.1, a izquierda y derecha respectivamente. Cada méximo local de las figuras
corresponde con un ciclo de recurrencia FPU, y puede verse un ciclo de superrecurrencia en ambos casos.

En la figura 4.4 se observa que pasados muchos ciclos de la recurrencia FPU, el modo fundamental empieza
a recobrar poco a poco una mayor porcién de la energia inicial. El punto en el que esta sucesiéon de picos
del estado fundamental llega a su méximo, se considera el fin de un ciclo de superrecurrencia. Al igual
que con la recurrencia, sucede que si se sigue simulando la cadena por un tiempo mayor, esta aparecera
sucesivas veces aunque en este caso los ciclos tienen duraciones muy distintas en general. Ademsds, est4 el
hecho de que en la cadena 5-FPU se pierde el comportamiento de las recurrencias mucho antes de llegar
a la termalizacién, como veremos mas adelante.

4.2. Herramientas para la Caracterizacion de Macroestados.

Dedicaremos este espacio a describir una serie de herramientas y procedimientos que podremos utilizar
a la hora de caracterizar a los macroestados de la cadena FPU. En particular hablaremos del espectro
FPU, que no es otra cosa que la representacion de los promedios temporales de las energias de los modos,
y veremos que se cumple la ley exponencial (1.8) que se introdujo en el primer capitulo. Ademsds, el
espectro nos permitiré ver como evolucionan los promedios de las energias en diferentes escalas de tiempo
del sistema, pudiendo estimar de manera muy tosca el tiempo de termalizaciéon. Para poder hacer esto
de manera mds precisa, introduciremos un procedimiento basado en la funcién de entropia S (1.5).

Evolucién de las Cadenas FPU Originales

En este apartado abordaremos la cuestién de cémo se comportan las cadenas a-FPU y 8-FPU originales
hasta que alcanzan la equiparticiéon de la energia. Es evidente que en cierto momento debe darse una
transicion desde el macroestado inicial hasta aquel en el que se tiene la equiparticion de la energia, ya
que para que cambien los promedios de las energias de los modos debe de cesar la recurrencia FPU.

En la figura 4.5 se ha representado la evolucién de la cadena a-FPU durante un tiempo del orden de 10°
veces el periodo fundamental 77 de la cadena. Podemos observar que la cadena sigue mostrando el mismo
comportamiento de recurrencia. Esto implica que la mayor parte de la energia del sistema permanece
confinada en los modos de frecuencias bajas por un tiempo muy largo, y también que no se ha dado
la termalizacién del sistema. Acompanamos esta gréafica con la funcién S (1.5), que comentaremos més
adelante y que nos dice que efectivamente no se ha dado la equiparticiéon de la energia.

Se representa el caso de la cadena B-FPU original en la figura 4.6, y también otra cadena S-FPU con
el mismo valor de N = 32. Hemos dibujado el primer modo impar y el primer modo par para examinar
el fenémeno siguiente. En ambos casos vemos que al principio solo adquieren energia los modos impares
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Figura 4.5: A la izquierda se muestra la evoluciéon de la cadena a-FPU de la figura 4.1 para un tiempo
relativamente alto (2-10% T3). A la derecha se tiene la funcién de entropfa S (1.5) para el mismo sistema
simulado hasta la misma escala de tiempos.
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Figura 4.6: A la izquierda, una simulacién de la cadena S-FPU con los datos de la figura 4.2, y lo mismo
puede verse a la derecha, pero tomando los valores 8 = 0,613944 y £ = 1.

mas bajos, aunque inicamente representamos el modo fundamental. Pasados unos 600 periodos del modo
fundamental, las energias de los modos pares se vuelven significativas y el comportamiento recurrente cesa
poco después. Como se vera en la seccion siguiente, este par de sistemas son equivalentes en el sentido de
que deberian comportarse igual salvo por un reescalamiento de las energias. No obstante, vemos que se
comportan de manera diferente cuando los modos pares adquieren cierta parte de la energia del sistema.
Esto ltimo es efecto de los errores por redondeo de la méquina, dado que la simetria de la cadena S-FPU
hace que los modos pares aumenten su energia.

El Espectro FPU

La representacion de los promedios temporales vista en la figura 4.3 es ineficiente si consideramos que
estamos ante un macroestado que se mantiene por un largo tiempo. Una forma més limpia de hacerlo
es mediante el espectro FPU, nombrado asi en concordancia con el uso de la transformada discreta de
Fourier (DFT) para encontrar los modos normales en el caso con condiciones de contorno periédicas.
El espectro FPU son las energias promedio calculadas para algin tiempo y representadas frente a los
distintos indices r de los modos. De este modo, resulta facil anadir las energias para el resto de modos
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con una escala logaritmica. Analicemos los espectros FPU de las simulaciones originales.
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Figura 4.7: A la izquierda vemos el espectro FPU de la cadena a-FPU original (ver figura 4.1) para varios
o6rdenes de magnitud del tiempo en unidades del periodo fundamental T;. A la derecha se muestra el
espectro FPU para un par de 6rdenes de magnitud sucesivos, en los que se realiza un ajuste exponencial.
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Figura 4.8: Tomando la cadena S-FPU de la figura 4.2 se muestra, a la izquierda, su espectro FPU para
distintos 6rdenes de magnitud del tiempo en unidades del periodo fundamental 7;. A la derecha puede
verse el espectro FPU a tiempo 77 junto con un ajuste exponencial para los modos impares.

Para el caso de la cadena o-FPU (figura 4.7), observamos que el espectro FPU describe una recta en
escala logaritmica, cumpliendo con la ley exponencial (1.8). El hecho de que para el tiempo 77 no se
ve una recta completa se debe a los errores por redondeo, ya que los valores fuera de la recta son de
é6rdenes de magnitud comparables. Nos fijamos en que los espectros hasta el orden de 10T} son rectas en
la escala exponencial que de cierta manera se estabilizan en una recta. Los espectros siguientes describen
aproximadamente esa misma recta pero con valores algo diferentes. Considerando la discusion tedrica
del trabajo [LoPa, 2006]," diremos que el tiempo en el que se estabiliza esta pendiente es el tiempo de
formacién del estado metaestable de la cadena a-FPU.

Pasamos a la figura 4.8, la cual contiene los espectros de la cadena [S-FPU original. En primer lugar,

INo cubriremos el apartado teérico aqui, pero esencialmente nos referimos a la correspondencia que muestra entre la
formacién de la onda de choque en la solucién continua que modula a la cadena a-FPU con la aparicién de ondulaciones
en la recta exponencial que pueden verse a partir de un orden de magnitud de 1047} .
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observamos que la termalizacién ha tenido lugar en un tiempo cuyo orden de magnitud es 10*7T;. Obser-
vamos que los modos pares adquieren energia aunque por la condicién inicial simétrica no deberia ser asi
y deberia de alcanzarse la equiparticion, si acaso, inicamente entre los modos impares.

Entropia de la Informacién como Marcador de la Termalizacién
La funcién S (1.5) definida a partir de la entropia de la informacién, como ya se anticipd, sirve como
un buen indicador de la termalizaciéon de un sistema. Tratemos de entender, de manera mas visual, las

propiedades que ya hemos visto sobre esta funcién con el siguiente ejemplo.
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Figura 4.9: Entropia S calculada en funcién de las energias instantdneas de los modos y representada
frente al tiempo para las cadenas a-FPU (izquierda) y S-FPU (derecha) de las figuras 4.1 y 4.2.

En la figura 4.9 mostramos las funciones S que toman como variables las energias de los modos en lugar
de sus promedios temporales, todo esto en relacién con los sistemas estudiados en las figuras 4.1 y 4.2.
Observamos que como en el estado inicial toda la energia se encuentra en un tunico modo, entonces el
valor de S es maximo al inicio. Seguidamente, vemos que los valores de S oscilan de manera sincronizada
con el modo fundamental (véase la figura 4.4 de la superrecurrencia). Esto es porque en cada subida de
energia del modo fundamental, este es muy dominante respecto del resto y eso eleva el valor de S. En
general, el valor de S no baja de 0,5 y esto se debe a que la energia estd localizada en unos pocos modos
normales. Notemos como el valor de S es relativamente alto cuando las distribuciones de energias no son
equitativas. Ahora, examinemos el valor de la funcién S para la cadena G-FPU durante todo el proceso
de termalizacion.

Se ha querido comparar la diferencia entre tomar como variables las energias de los modos y tomar sus pro-

medios temporales. Por la propia definicion de S, es evidente que el promedio temporal de S (E1,...,EN)
difiere de S(E1,...,EN). Esto es debido a que la cadena no estd estdtica en un microestado donde las
energfas de los modos son siempre idénticas, sino que lo son en promedio. Por este motivo, S(F1,..., En)

se aproximara mucho mas a 0. Esto es muy conveniente porque nos permite dar un criterio objetivo para
tomar el tiempo de termalizacion. En nuestro caso, diremos que el tiempo de termalizacién se alcanza
en el instante en el que S(E1,...,Ex) = 0,001, y con esto hemos medido un tiempo de termalizacién
para la cadena S-FPU original de tierm g = (1,8 - 105)T1. Observemos una diferencia sustancial entre la
funcién S de la cadena a-FPU de la figura 4.5 con la funcién S de la 5-FPU (figura 4.10 a la derecha),
y es que en el primer caso la entropia se estabiliza en un valor durante todo el estado metaestable, y
en este sentido, no puede evidenciarse que tal cosa ocurra para la cadena S-FPU. Una posible razon es
la presencia de los modos pares, los cuales ganan energia gradualmente hasta llegar a la termalizacién,
como puede verse en el espectro FPU de la figura 4.8.
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Figura 4.10: Entropia S de la cadena -FPU de la figura 4.2 simulada durante un tiempo suficiente
como para alcanzar la equiparticion de la energia. A la izquierda se calcula en funcion de las energias
instantaneas de los modos y a la derecha, en funcién de los promedios temporales de estas energias. Notese
la diferencia entre la escala lineal a la izquierda y logaritmica a la derecha.

4.3. Parametros de la Cadena FPU.

En esta seccion hablaremos sobre los pardmetros que caracterizan a cada una de las cadenas FPU que
se comportan cuantitativamente diferentes, en contraposicién con los pardmetros del hamiltoniano (2.7)
que son redundantes en ese sentido. Probaremos la existencia de un parametro que caracteriza el com-
portamiento de sistemas FPU con un mismo tamano N. Tras esto, discutiremos sobre la aparicién de
recurrencia en funcién de los parametros del sistema.

Parametros Redundantes y Sistemas FPU Equivalentes

Consideremos el hamiltoniano (2.7) de la cadena FPU, y veamos qué pardmetros son redundantes. Ya
comentamos en su momento que m y k se toman como la unidad porque supone un coste computacional
menor y porque no afecta a los resultados salvo en la escala de las unidades. Notese que cambiar m por
m/, por ejemplo, es como estudiar el hamiltoniano original pero con un cambio de variables dado por
p’ = (m/m/)p, y en definitiva es el mismo sistema pero reescalado. Puede darse un argumento similar
para x. Lo que haremos a continuacion sera utilizar esta idea para tratar de encontrar familias de sistemas
que se comporten de manera idéntica, salvo en un reescalamiento de las unidades. Es decir, dado un NV
fijo, consideremos un hamiltoniano del tipo (2.7) con 8 = 0, el cual denotaremos por Hy;y, + aHpe, con
Hj;;,, el hamiltoniano lineal (2.7) con @ = 8 = 0. Sus ecuaciones del movimiento para unas variables ¢, p
vienen dadas por las ecuaciones 2.6. Ahora, aplicamos la transformacién de coordenadas g = vq’, p = vp'
con v una constante real no nula. El resultado son las siguientes ecuaciones del movimiento:

) /

q4; = Pj

. 2 2

Py = —6(24; = dur — dj—1) = (a7) [(¢j — ¢5-1)* = (41 — 4)°] ,
para cada j = 1,...,N. Se han obtenido las ecuaciones del movimiento de otro sistema a-FPU cuya
constante del término de perturbacién es o’ = ary. Queremos que ambos sistemas se comporten igual, y
para ello no solo es necesario que tengan las mismas ecuaciones del movimiento, sino que las condiciones

iniciales en ambos tienen que ser en algiin sentido compatibles. Para hacer esto, es necesario que sus
energias coincidan y para ello aplicamos las transformaciones al hamiltoniano:

Hlin(q,p) + OéHper(%p) = '72Hlin(qlvpl) + a’YBHper(q/ap/) = 72 [Hlin(q/ap/) + O/Hper(qlvpl)}v

y de este modo se obtiene la condicién:
Q’E = d?F/, (4.3)
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donde E es la energia del sistema original y E’ la del transformado para algin estado inicial particular.
Ademas, notemos que por la forma que tienen las transformaciones de coordenadas, se sigue las mis-
mas relaciones de proporcionalidad para las energias de los modos (incluso para la potencial y cinética
individualmente), por lo que esta condicién es ademds suficiente para que los sistemas se comporten
cuantitativamente igual salvo por un reescalamiento en las energias por un factor 2. Este argumento
puede adaptarse al caso de la cadena S-FPU y se obtendria la condicién necesaria y suficiente siguiente:

BE =f('E'. (4.4)
Pasamos a representar varios sistemas equivalentes segtin la caracterizacion que hemos dado por las
ecuaciones (4.3) y (4.4). En primer lugar, haremos una normalizacién de energias para las cadenas a-

FPU y 5-FPU originales, en el sentido de que calculamos unos parametros qporm V Bnorm que diremos
normalizados mediante las ecuaciones (4.3) y (4.4):

Qnorm = 6,833 1072, Brorm = 6,139 - 1071
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Figura 4.11: Simulaciones de las figuras 4.1 y 4.2, pero cambiando la energia del sistema por £ =1y los
parametros de la perturbacién por sus correspondientes normalizados Qorm ¥ Bnorm.-

t/ 2;0’(04 HEW’{uf

Figura 4.12: Se muestran un par de sistemas equivalentes de la cadena a-FPU con N = 37 y con un
estado inicial caracterizado por las relaciones Ey4 = 3Esp v Esy = 7Fa; y por tener p» =0,...,0. El de
la izquierda utiliza los valores F = 1, a = 1, y el de la derecha toma sus equivalentes E =4y o = 1/2.
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Como era de esperar, la cadena a-FPU se comporta de manera idéntica a la original (figura 4.11), y
también podemos decir lo mismo para la cadena S-FPU. En la figura 4.12 se tiene otro ejemplo de un
par de sistemas a-FPU con pardmetros que satisfacen las relaciones (4.3) y (4.4). Observamos que se
comportan idénticamente. Un ejemplo mas viene dado en la figura 4.6, aunque en este caso no se observa
un comportamiento idéntico debido a lo que ya se discutié alli.

Parametros en la Aparicién de la Recurrencia FPU

Las primeras respuestas al experimento FPU barajaban una elecciéon patoldgica de los pardmetros del
sistema. En concreto, se hablaba de que la eleccién del tamano N del sistema podia ser la causa de
la recurrencia FPU. En [FPU, 1955], el tamano del sistema se escoge una potencia de 2 con el fin de
simplificar los calculos, cosa que fue necesaria dada la capacidad de la computadora de la que se disponia
entonces. J. Ford sefiald, pocos afios después de finalizar el experimento FPU, que las resonancias internas
debian jugar un papel importante en el comportamiento del sistema, y argumenté que tinicamente una
eleccién de N primo o una potencia de 2 podia dar lugar a la recurrencia FPU. En 1961, Tuck y Menzel
aportaron la primera prueba experimental de que efectivamente se tenia recurrencia para la cadena a-
FPU con N = 17 (primo). En aquel entonces, desmentir la afirmacién de Ford no era tan sencillo como
puede resultar a dia de hoy. A nosotros nos tomard unos sencillos ejemplos ver que puede obtenerse
la recurrencia FPU para cualquier valor de IV, al menos dentro del rango de valores en el que puede
practicarse la simulacion. En la figura 4.13 pueden verse tanto la simulacién de Tuck y Menzel para
N = 17 como otro par de simulaciones con un N que no es potencia de 2 ni primo.
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Figura 4.13: Se muestran varios sistemas FPU con un estado inicial dado por el modo fundamental con
energia 1. El de la izquierda es un a-FPU con N = 17 y a = @porm- El del centro es también un a-FPU
normalizado, pero esta vez con N = 42. El de la derecha es una cadena S-FPU con N = 105y 8 = Bnorm-

Otra objecién al trabajo de Fermi, Pasta y Ulam era que el estado inicial escogido puede jugar un papel
determinante en la apariciéon de la recurrencia. Notemos que estamos hablando sobre si aparece o no la
recurrencia FPU, y no sobre si ciertos estados iniciales llevan a la formacién de un conjunto de estados en
el que se mantiene la mayor parte de la energia, como ocurre si se escoge el modo fundamental como el
estado inicial. En el propio reporte del experimento FPU, puede verse unas pruebas con estados iniciales
diferentes de aquel en el que la energia se encuentra en el modo fundamental.

En la figura 4.14 se incluyen varias simulaciones con estados iniciales diferentes. La grafica de la izquierda
nos muestra el caso de una funcién diente de sierra, que es una funcién simétrica respecto del centro de
la cadena que Fermi, Pasta y Ulam utilizaron en su reporte original. Con el ejemplo de la derecha, vemos
que la simetria tampoco juega ningun papel a la hora de si aparece o no la recurrencia, pues hemos dado
a la cadena un estado inicial antisimétrico y aun puede verse una cierta recurrencia en las energias de
los modos adyacentes a aquel que tenia la energia inicial. Notemos que la grafica comienza en el tiempo
9071, ya que hasta este punto se tiene que casi toda la energia permanece en el modo inicial.

Sobre la cuestion de si los estados iniciales afectan en la aparicién de recurrencia (nos referimos a estados
con una energia moderada), merece la pena mencionar el trabajo [BaPo, 2005], en el que se habla de un
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Figura 4.14: Se tienen un par de sistemas S-FPU con 8 = 1/2. El de la izquierda tiene N = 26 y su
estado inicial es una funcién diente de sierra con energia £ = 0,75. El de la derecha, en cambio, tiene
N = 23 y un estado inicial antisimétrico en el que toda la energia estd en el modo 7ss.

fenémeno conocido como Blow-Up y en el que sus autores ofrecen una explicacién tedrica basada en la
forma normal de Birkhoff. La tesis principal que sostienen es que la aparicién de recurrencia en las cadenas
a-FPU, B-FPU y 4-FPU (esto es, tomando términos con exponente 5 en el potencial) no dependen de
la distribucién inicial de las energias de los modos, es decir, que es indiferente meter toda la energia en
el modo fundamental que distribuirla de cualquier otra forma. Ademds, para la cadena FPU donde el
término no lineal del hamiltoniano va con exponente 6, esta propiedad se pierde; y para un exponente 7
o mayor, estos autores alegan que no se da la recurrencia en ningin caso.

Llegados a este punto, ya hemos visto qué condiciones no influyen en la aparicién de recurrencia FPU.
Una condicién que si que influye es la energia total del sistema. Ocurre que cuando la energia de un
sistema FPU es relativamente alta, entonces no aparece la recurrencia y si que se observa una rapida
tendencia hacia la equiparticién de la energfa. En la subseccion precedente, ya vimos la relacién entre el
parametro de la perturbacién y la energia del sistema que ha de darse para que un par de sistemas se
comporten idénticamente. Entonces, da lo mismo aumentar la energia que aumentar o o 8. Sin embargo,
esta energia limite es diferente para distintos tamanos NV de un sistema FPU. Izrailev y Chirikov fueron
los primeros en hablar del llamado umbral de estocasticidad, que son los valores de las energias criticas
para distintos tamanos de los sistemas FPU a partir de las cuales no aparece la recurrencia, sino que se
tiene una répida tendencia hacia la equiparticién de la energia.

4.4. Tiempos Caracteristicos de la Recurrencia.

En esta seccidn vamos a estudiar los tiempos de recurrencia y de superrecurrencia de la cadena FPU. Dado
que la recurrencia de estados aparece de manera casi periddica, hablaremos del periodo de recurrencia
FPU en lugar del tiempo de recurrencia FPU, que es el tiempo que tarda en completarse el primer ciclo
de la recurrencia. Suponiendo que se tiene sucesivos ciclos de la recurrencia FPU de forma indefinida
y llamando ¢, al tiempo comprendido desde el inicio del movimiento hasta el final del k-ésimo ciclo de
recurrencia FPU, definimos el periodo de la recurrencia FPU como la cantidad siguiente:

.tk
Trpu = klggo?’

que puede estimarse como el promedio de los tiempos de sucesivos ciclos. Esta misma idea se traslada a
la superrecurrencia, pero en este caso, veremos que no hay casi periodicidad en los ciclos. Haremos este
estudio para la cadena a-FPU, dado que la 8-FPU resulta problematica a la hora de medir estos periodos
de recurrencia.
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Periodo de la Recurrencia FPU

En este apartado se ponen a prueba las relaciones de Zabusky (1.6) y de Toda (1.7) para la cadena o-FPU.
Llevamos a cabo dos tandas de medidas de los periodos de la recurrencia FPU para sistemas a-FPU con
un estado inicial donde toda la energia la tiene el modo fundamental, la energia total del sistema es 1, y
se varfa el pardmetro N fijando a?E en el valor del sistema a-FPU original (véase la figura 4.1).
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Figura 4.15: Representacion del logaritmo natural de los periodos de recurrencia FPU en unidades del
periodo fundamental frente al logaritmo del tamafio N. Se miden unos sistemas a-FPU con estado inicial
el modo fundamental, energfa del sistema E =1y con & = aporm 2 la izquierda y o = 1/3 a la derecha.
Los valores de N van desde 24 a 256 a la izquierda y de 6 a 20 a la derecha.

Si nos fijamos, el denominador de la ecuacién (1.6) es una funcién del pardmetro o?E, es decir que
Vaa = Va2E, y entonces podemos simplificar (1.6) como la siguiente ecuacién de ajuste:

Trpy/TL = CN3/2, (4.5)

donde C es una constante real. Para el caso de la ecuacién (1.7) podemos escribir lo mismo si consideramos
la aproximacién 77 ~ 2N para N > 1. Las medidas de los periodos de recurrencia para la cadena a-FPU
pueden verse en la figura 4.15, donde se ha utilizado la constante a2 F del sistema FPU original en la de la
izquierda y a?E = 1/9 en la de la derecha. Se ha hecho un ajuste a la ecuacién 4.5, resultando en fracaso
para ambos casos. Tras comprobar que los resultados se han obtenido de la manera que consideramos
correcta, se ha optado por realizar un ajuste a una ecuacién del tipo Trpy /Ty = C1 N2, Se ha observado
que en ambos casos el valor de Cy es muy préximo a 5/4, y por lo tanto, se ha decidido finalmente ajustar
los datos a una relacién del tipo siguiente:

Trpy /Ty = CN°/4,

con C una constante positiva. En la figura 4.15 puede comprobarse la bondad de estos ajustes. Se descono-
ce la causa de esta discrepancia. Por un lado, no se tiene capacidad de comprobar que las ecuaciones (1.6)
y (1.7) sacadas de [DPR, 2005] sean fieles a los trabajos originales de Zabusky y de Toda, dado el celo con
el que las editoriales se reservan estos documentos de referencia obligada, y tampoco es posible reproducir
sus razonamientos porque requieren de un manejo de ciertos temas que exceden a las pretensiones de este
escrito. Ademads, no debe olvidarse que los citados trabajos se desarrollaron en una época relativamente
temprana de la aparicién de [FPU, 1955] y que en la actualidad pueda existir alguna revisién de estos
resultados que desconocian Dauxois y sus colaboradores, y con la que tampoco nos hemos cruzado.

También se han querido medir los periodos de recurrencia para la cadena S-FPU, pero no se ha podido
conseguir una cantidad de medidas suficiente con un valor SE fijo como para tratar de encontrar la
relacién entre los periodos de recurrencia y N. La causa es el fenédmeno que vimos reflejado en la figura
4.6, que es el hecho de que la cadena 3-FPU pierde la recurrencia enseguida.? Es cierto que se completa

2Nos referimos aqui a que se pierde el perfil de recurrencia FPU inicial y no a que se destruye el estado metaestable, el
cual ya vimos que perdura hasta tiempos del orden de 10°T} en la figura 4.10.
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Figura 4.16: Varias simulaciones de sistemas S-FPU con 8 = Bhorm v N = 16,20,24 de izquierda a
derecha. El estado inicial es una mezcla del modo fundamental y el segundo modo, con la misma energia
ambos y una energia total de 1. Las barras verticales negras muestran las casi recurrencias de estados.

algin ciclo de la ‘recurrencia’, pero si no se ven varios ciclos, no puede decirse que este sea propiamente
el ciclo de una recurrencia y el analisis no tendria sentido. También hemos tratado de estudiar un estado
inicial que no sea simétrico, pero no ha sido posible. En la figura 4.16 vemos que para este caso no siempre
aparecen recurrencias, pero es que tampoco son periédicas.

Periodo de la Superrecurrencia FPU

En este apartado veremos los tiempos de superrecurrencia medidos para los sistemas a-FPU que se
describen en la figura 4.15. Dadas las dificultades a la hora de medir la recurrencia FPU en varios de los
sistemas S-FPU, se descarta estudiar la superrecurrencia FPU en general.
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Figura 4.17: Representacion del logaritmo natural de los tiempos de la superrecurrencia FPU para los
sistemas a-FPU de la figura 4.15.

Los resultados pueden verse en la figura 4.17. En el caso de N pequenos, el de la derecha, se han tomado
unas medidas que no parecen seguir ningun tipo de correspondencia. A la izquierda hemos representado
tUnicamente N a partir de 24 y observamos que los datos se agrupan en una recta en la escala logaritmica.
Se ha realizado un ajuste a la siguiente ecuacién:

Tsppu /Tt = CNT/4,

donde C es una constante positiva y se denota por Tsppy al tiempo del primer ciclo de la superrecurrencia.
En general, los ciclos de superrecurrencia no aparecen con una periodicidad precisa.
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4.5. Localizacién de la Energia en la Cadena FPU y Termaliza-
cion.

En esta seccién vamos a tratar el asunto de la localizacién de la energia en la cadena FPU mientras
tiene lugar el estado metaestable. La técnica de andlisis que vamos a utilizar es original del articulo
[BGG, 2004], en el que se trabaja con una cadena FPU mixta, es decir, con « y 8 no nulos simultdnea-
mente. Aqui estudiaremos las cadenas a-FPU y 8-FPU por separado. Ademas, veremos si con las medidas
que obtengamos para la cadena o-FPU se cumplen las ecuaciones (1.9) y (1.10).

Medida del Paquete de Modos Caracteristico

Aqui trataremos de objetivizar la observacién de que la energia de la cadena FPU se encuentra confinada
en unos pocos modos de frecuencias bajas durante la recurrencia FPU y si el estado inicial tiene su energia
Unicamente en estos modos. Definimos las siguientes magnitudes, que llamamos paquetes de modos:

§ =E +...+E,,

para cualquier r = 1,..., N. Si la energia estd contenida inicialmente en el modo fundamental, se tendra
que todos los paquetes &,...,En toman el valor de la energia total del sistema, pero gradualmente
la energia irda fluyendo entre los modos mas bajos, de manera que se tendra algin r minimo para el
cual el valor de &£. no haya descendido significativamente en promedio. Dicho &, se dice paquete de
modos caracteristico del sistema FPU al que corresponda. También se define la frecuencia de corte, que
denotamos por we.;+, como la frecuencia por debajo de la cual los modos se encuentran dentro de este
paquete. Es decir, con las notaciones que se viene utilizando, la frecuencia de corte seria w;..

Definidos estos conceptos, ahora necesitaremos algin marcador experimental para medir este paquete
de modos caracteristico de forma sistemética. Para ello utilizaremos las cantidades &1 /FE,...,En/E, que
siempre se encuentran entre 0 y 1. Diremos que el tiempo de relajacién de un paquete &, es el minimo
tiempo para el que &,/ E queda por debajo de un valor de corte que fijaremos en 0,8. Literalmente estamos
diciendo que un paquete alcanza su tiempo de relajacién si en promedio contiene menos de un 0,8 de
la energia total del sistema. Entonces, el paquete de modos caracteristico serd aquel que quede justo
por encima de este valor de corte durante el estado metaestable. También diremos que el tiempo de
formacion del estado metaestable, que denotamos por t,,.t4, €s el tiempo de relajacion del paquete £,_1
si suponemos que el paquete caracteristico es &,.. Con todo esto, pasemos a estudiar los sistemas a-FPU
y B-FPU originales normalizados. Los resultados pueden verse en la figura 4.18.
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Figura 4.18: Se han representado algunos de los paquetes de energias para los sistemas a-FPU y 5-FPU
de las figuras 4.1 y 4.2, respectivamente.
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Para el sistema a-FPU se tiene que el paquete caracteristico es £4, mientras que para la S-FPU ha sido
&3. Los tiempos de formacién del estado metaestable han sido, en cada caso:

tgr?e)ta = 34322 Tla t(ﬁ) = 38,46 Tl.

meta

Frecuencia de Corte y Formacién del Estado Metaestable

En este apartado repetimos el procedimiento anterior para toda una coleccién de sistemas a-FPU con
distintos valores de E'y N, tomando como estado inicial el modo fundamental y con el valor a = apnorm.-
La idea es ver que se cumplan las relaciones cualitativas (1.9) y (1.10).
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Figura 4.19: Valores de las frecuencias de corte medidos para una coleccién de sistemas a-FPU con pardame-
tro amorm v de las posibles combinaciones de los otros parametros N = 32,48,60 y £ = 0,5,1,2,4,8. Se
represntan las frecuencias de corte en funcién de las energias especificas y en escala logaritmica.

Realizamos las medidas pertinentes para obtener las frecuencias de corte y las representamos en la figura
4.19. Se ha llevado a cabo el ajuste correspondiente a la ecuacién (1.10), que también puede verse en la
grafica y resulta razonable.
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Figura 4.20: Tiempos de formacién del estado metaestable para los sistemas a-FPU estudiados en la figura
4.19. A la izquierda, se representan estos tiempos frente a la cantidad Ne—'/2 4¢3/ de la ecuacién (1.9),
y a la derecha, se representan en escala logaritmica frente a las energias especificas e.
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Las medidas de los tiempos de formacién de los estados metaestables pueden verse representadas en
la figura 4.20. La gréafica de la izquierda contiene el ajuste dado por la ecuacién 1.9. También hemos
encontrado la siguiente ley empirica razonable, cuyo ajuste puede verse a la derecha y sigue la ecuacién
siguiente:

donde C es una constante positiva.
Tiempo de Termalizacion en la Cadena g-FPU

Para concluir este estudio del sistema FPU se pretendié estudiar la termalizacién en la cadena o-FPU para
comprobar que se sigue la ley (1.11), pero esto no es posible debido a los altos tiempos de termalizacién
y a que se maneja un equipo modesto. En su lugar estudiaremos la termalizacién en la cadena 5-FPU,
la cual alcanza la equiparticién de la energia en un tiempo mas bajo. Trataremos de obtener una ley
empirica para el tiempo de termalizacién y discutiremos sobre el caracter de esta termalizacién en vista
de la simetria del hamiltoniano de la cadena S-FPU.

Hemos medido los tiempos de termalizacion de varios sistemas S-FPU con 8 = B,0rm, partiendo de un
estado inicial dado por el modo fundamental con energia 1 y tomando diferentes valores de N. En la
figura 4.21 se han representado las funciones de entropia S para obtener los tiempos de termalizacién, y
estos se han representado a la derecha frente al tamano N de cada sistema.
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Figura 4.21: A la derecha vemos los tiempos de termalizacién de unas cadenas S-FPU con 8 = Brorm,
estado inicial con energia 1 en el modo fundamental y para los valores N = 16, 20, 24, 28, 32. Las medidas
de los tiempos de termalizaciéon se han obtenido con las funciones de entropia S representadas a la
izquierda, tomando el primer tiempo en el que dichas funciones cruzan el valor 0,001.

En la grifica de la derecha puede apreciarse un ajuste a una ecuacién del tipo C;1 N2 con Cy, Cy unas
constantes. Hemos tratado de obtener alguna relacién empirica parecida a (1.11) pero no ha surtido
efecto.
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Conclusiones.

En lineas generales, hemos visto que en la cadena FPU se forma un primer estado aparentemente esta-
cionario al que llamamos el estado metaestable. Este se forma muy rapido en comparacién con su tiempo
de vida. Ademads, cuando el estado inicial viene dado por el modo fundamental, este estado metaestable
viene caracterizado también por un paquete de modos caracteristico que contiene a la mayor parte de la
energia en promedio. Pasado un largo tiempo en comparacién con los periodos de recurrencia FPU y de
superrecurrencia FPU, ocurre que el sistema evoluciona hacia otro estado en el que se tiene la equiparti-
ciéon de la energia. En particular, hemos observado que los tiempos de termalizacién de la cadena S-FPU
se encuentran en torno a 10° veces el periodo de su frecuencia fundamental (para ciertos valores de los
pardmetros). Para la cadena a-FPU no hemos podido observar ningin caso de termalizacién, debido a
las limitaciones de nuestro equipo y a que el tiempo de termalizacién en este sistema es significativamente
mayor.

Hay que destacar el papel de las técnicas que se han empleado para la medida de las cantidades ca-
racteristicas de los sistemas FPU. El espectro FPU, como se ha visto, describe unas rectas en escala
logaritmica. Con el paso del tiempo, estas rectas van disminuyendo su pendiente hasta estabilizarse en
una recta especifica. Hemos visto que esto sucede para la cadena o-FPU, y se relaciona con la formacién
del estado metaestable. Otra herramienta de las que hemos visto es la representacién grafica de los pa-
quetes de energia. Esto sirve para establecer un criterio fijo a la hora de estimar el tiempo de formacién
del estado metaestable y la frecuencia de corte de un sistema FPU concreto. Por ltimo, queda la funcién
S que se define a partir de la entropia de la informacién y que se utiliza como un indicador del grado de
cercania del sistema a la equiparticién de la energia. En su momento se discutié que S debia ser funcién
de los promedios de las energias en lugar de tomarse como los S en funcién de las energias instantdneas
de los modos.

Consideremos un par de sistemas FPU con el mismo tamano N y donde las coordenadas ¢q,p de estos
sistemas mantienen la misma proporcionalidad para un par de soluciones particulares. Hemos visto que
dichos sistemas son cuantitativamente idénticos salvo un reescalamiento en las energias si satisfacen la
igualdad (4.3) para el caso en que son un par de cadenas a-FPU o la igualdad (4.4) si se trata de cadenas
B-FPU. Esta propiedad supone que en el caso ampliamente estudiado de un estado inicial donde toda la
energia se encuentra en el modo fundamental, los inicos pardmetros necesarios para caracterizar a cada
una de las cadenas a-FPU o 8-FPU sean el tamano del sistema N y la energfa especifica ¢ = E/N. Este
hecho se manifiesta, por ejemplo, en que las leyes cualitativas que se presentaron en el primer capitulo
para la cadena a-FPU con un estado inicial dado por el modo fundamental, dependan a lo sumo de 2
parametros, excluyéndose el pardmetro de la perturbacion a.

Se ha comprobado de manera experimental que la pequena recopilacién de ecuaciones cualitativas que
damos en el primer capitulo se cumplen, excluyendo a las ecuaciones mas viejas (1.6) y (1.7) que estiman
el periodo de la recurrencia FPU. En su lugar, hemos observado que se cumple la siguiente relaciéon para
los periodos de la recurrencia FPU en la cadena a-FPU:

Trpy /T = Crpy N4,

47
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con C'rpy una constante positiva. Esta ecuacién ha resultado ser valida tanto para N grandes como para
los valores de N pequenos que se han medido.

También se ha formulado otra relacién cualitativa para el caso de la superrecurrencia en la cadena a-FPU,
que es la siguiente:
7/4
Tsppu/Ti = CsppuNT/4,

donde Cgppy es una constante positiva. Se observa que la dependencia con N es diferente del caso de la
recurrencia FPU. Ademas, se vio que los tiempos de superrecurrencia para N bajos no siguen esta ley.

Para concluir, en las medidas del tiempo de formacion del estado metaestable, hemos advertido que se
cumple una relacién més sencilla que la que propone la ecuacién (1.9), y es la siguiente:

1
tmeta = Cmeta \/E )

donde C,etq €s una constante positiva. Esta ecuacion resulta en un ajuste mas preciso que la ecuacion
(1.9) para los datos que se han medido.
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