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y siempre está ah́ı para apoyarte



Agradecimientos

Estos cuatro años de carrera no han sido nada fáciles, han estado repletos de fracasos y victorias
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Resumen

Las perovskitas han cobrado mucha importancia en el ámbito tecnológico en los últimos años, par-
ticularmente por su potencial en células solares de alta eficiencia y sus propiedades ferroeléctricas.
Presentan una estructura qúımica general ABX3, donde A y B son cationes y X t́ıpicamente es
un anión ligero. En las perovskitas, la rotación de los octaedros BX6 es el fenómeno estructural
más común, produciendo una reducción en la simetŕıa de la simetŕıa de la estructura, lo que afecta
directamente a sus propiedades macroscópicas. La configuración de rotación más común, según la
notación de Glazer, es a−b+a−, la cual da lugar a una estructura ortorrómbica perteneciente al
grupo espacial Pnma.

El factor de tolerancia de Goldschmidt, propuesto en 1926, permite predecir la estabilidad de las
estructuras de perovskita y la presencia de rotaciones en ellas. Este modelo considera a los iones
como esferas y evalúa como se acomodan en la estructura en base sus radios iónicos, poniendo el
foco en la relación de tamaño de los cationes. Aunque ha demostrado ser útil para predecir la esta-
bilidad estructural de sistemas cristalinos simples, presenta limitaciones en casos más complejos.

En este trabajo se han utilizado métodos de primeros principios, implementados en el programa
CRYSTAL17, para analizar la estabilidad de estas estructuras cristalinas. El estudio se ha centrado
en la perovskita NaMgF3, comparándola con estructuras similares en las que se han sustituido los
cationes, por otros de mayores y menores tamaño. En primer lugar se han comprobado las predic-
ciones de estabilidad y rotación según Goldschmidt, para posteriormente descomponer la enerǵıa
total en sus diferentes componentes. Por último, se ha realizado un análisis de cuencas atómicas
basado en la teoŕıa de átomos en moléculas de Bader.

Los resultados obtenidos siguen las tendencias marcadas por el parámetro de tolerancia de Goldsch-
midt para predecir la estabilidad en las estructuras estudiadas. Sin embargo, se observaron dos
comportamientos inesperados. En primer lugar, la enerǵıa cinética parece jugar un papel crucial
en la reducción de la enerǵıa total, en contraste con las expectativas iniciales; y por otra parte, las
variaciones energéticas durante las rotaciones están fuertemente ligadas a los aniones desplazados,
mientras que los cationes no desempeñan un rol determinante.
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Abstract

Perovskites have gained significant importance in the technological field in recent years, particu-
larly for their potential in high-efficiency solar cells and their ferroelectric properties. They present
a general chemical structure ABX3, where A and B are cations and X is typically a light anion.
In perovskites, the rotation of BX6 octahedra is the most common structural distortion of the
cubic structure, which reduces the symmetry of the structure and directly affects its macroscopic
properties. The most common rotational configuration, according to Glazer’s notation, is a−b+a−,
which results in an orthorhombic structure belonging to the Pnma space group.

The Goldschmidt tolerance factor, proposed in 1926, allows for predicting the stability of perovski-
te structures and the presence of rotations within them. This model treats ions as hard spheres and
evaluates how they fit into the structure based on their ionic radii, focusing on the size relationship
between the cations. Although it has proven useful in predicting the structural stability of simple
crystalline systems, it has limitations in more complex cases.

In this work, first-principles methods as implemented in the CRYSTAL17 program, have been used
to analyze the stability of these crystalline structures. The study has focused on the perovskite
NaMgF3, comparing it with similar structures where the cations were substituted for other with
similar chemical properties but different size. First, stability and rotational predictions according
to Goldschmidt tolerance facto were verified, and then the total energy was decomposed into its
different components. Finally, an atomic basin analysis was performed based on Bader’s atoms-in-
molecules theory.

The results obtained follow the tendencies provided by the Goldschmidt tolerance factor in the
stability of the five structures. However, two unexpected behaviors were observed. Firstly, kinetic
energy appears to play a crucial role in reducing the total energy, contrary to initial expectations;
and secondly, energy variations during rotations are strongly linked to the displaced anions, while
the cations do not play a determining role.
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1 Introducción

En la era moderna, los materiales con estructura perovskita han emergido como una de las áreas
de investigación más relevantes dentro de la f́ısica de la materia condensada. Estos materiales, que
presentan una gran variedad estructural y qúımica, destacan por sus propiedades únicas y aplica-
ciones tecnológicas. Un ejemplo notable es el titanato de bario (BaTiO3), muy estudiado por su
comportamiento ferroeléctrico [1]. Otro caso importante es el del BiFeO3, que exhibe propiedades
multiferroicas [2]. El uso de la ingenieŕıa de interfaces ha dado lugar a, por ejemplo, la aparición
de superconductividad entre las perovskitas LaAlO3 y SrTiO3 [3].

Actualmente, las perovskitas h́ıbridas orgánico-inorgánicas, como el CH3NH3PbI3, han demostra-
do una alta eficiencia en la absorción de luz y en el transporte de carga [4]. Estas perovskitas
han revolucionado el campo de las células solares en la última década, logrando un aumento en la
eficiencia de conversión superior al 15% [4] y ofreciendo mejoras significativas en estabilidad [5],
superando aśı a la tecnoloǵıa de generaciones anteriores basadas en haluros metálicos [6].

Por otro lado, las perovskitas inorgánicas como el BaTiO3 y el PbTiO3 han sido ampliamente es-
tudiadas debido a sus propiedades ferroeléctricas, que se atribuyen a las distorsiones espontáneas
en los octaedros TiO6 [7], que generan dipolos eléctricos espontáneamente, dando lugar a ferro-
electricidad. Más allá de las propiedades ferroeléctricas clásicas, las peĺıculas delgadas de BaTiO3

ha mostrado un gran potencial para su aplicaciones en dispositivos nanoelectromecánicos [8] por
su sensibilidad a los campos eléctricos y su alto desempeño a altas frecuencias.

Junto a estos avances aparecen desaf́ıos importantes, como la estabilidad y la toxicidad de ciertas
perovskitas, ya que algunas de las más prometedoras en aplicaciones solares o con propiedades
ferroeléctricas contienen elementos tóxicos para el ser humano, como pueden ser el Plomo o Pala-
dio; o no son estables a largo plazo, como es el caso del CH3NH3PbI3 por ser altamente higroscópico.

En este contexto, la qúımica computacional, a través de métodos “ab initio” o de primeros prin-
cipios, permite hacer predicciones sobre las propiedades de nuevos compuestos antes de su śıntesis
experimental, lo resulta especialmente valioso para enfrentar los desaf́ıos de estabilidad y toxicidad,
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1. Estructura de una perovskita Introducción

ya que permiten explorar de forma rápida y barata muchos escenarios experimentales.

1.1. Estructura de una perovskita

Las perovskitas son una clase de materiales que se caracterizan por su estructura cristalina (Fig.
1.1), que sigue la fórmula general ABX3. En esta fórmula, A y B son cationes, mientras que X es
un anión, comúnmente ox́ıgeno (O), flúor (F), cloro (Cl), o bromo (Br).

La estructura cristalina ideal de las perovskitas es cúbica, como se muestra en la Figura 1.1. En
esta disposición, el catión A se sitúa en el centro, mientras que los cationes B se ubican en los
vértices. Cada catión B está rodeado por seis aniones X, formando un octaedro BX6. Estos octae-
dros están conectados entre śı creando una red tridimensional altamente simétrica. Sin embargo,
esta simetŕıa cúbica tiende a deformarse espontáneamente, en muchos casos por su composición
qúımica, o debido a efectos externos de temperatura y presión. Como resultado, los octaedros BX6

rotan con respecto a su posición inicial, alterando aśı las propiedades del material.

Figura 1.1: Estructura de una perovskita cúbica ABX3. Se representan en naranja el catión B, en
amarillo el A y en gris los aniones X Se destacan en naranja semitransparente los octaedros BX6

formados por aniones X rodeando a cationes B. Los tamaños de los átomos son orientativos.

Las distorsiones más comunes que rompen la simetŕıa cúbica son las ferroeléctricas y las rotaciones
de los octaedros BX6. En las distorsiones ferroeléctricas, el catión A o B se desplaza de su posición
central en la estructura cúbica, rompiendo la estructura centro-simétrica y generando un dipolo
en la red [9].
Por otra parte, pueden aparecer rotaciones de los octaedros BX6 alrededor de uno o más ejes. Estas
rotaciones pueden ocurrir en distintas direcciones y con diferentes magnitudes, lo que da lugar a
una variedad de patrones de rotación que alteran las interacciones entre átomos y, en consecuen-
cia, influyen en las propiedades f́ısicas del material, como sus propiedades magnéticas, ópticas y
de transporte .
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1. Estructura de una perovskita Introducción

Figura 1.2: Esquema de una rotación en fase sobre el eje [010], denotada como a0b+a0 según la
notación de Glazer.

En contraste con las distorsiones ferroeléctricas, las rotaciones de los octaedros BX6 se deben a
desplazamientos de los aniones X. Tradicionalmente se entiende que estas distorsiones ocurren por-
que los aniones X son desplazados para acomodarse entre los cationes de mayor tamaño, A y B [10].

Figura 1.3: Estructura de una perovskita ortorrómbica tras la rotación a−b+a−, dando lugar a una
sistema cristalino del grupo Pnma. En la imagen de la izquierda se observan principalmente las
rotaciones en fase sobre el eje [010], mientras que en la de la izquierda se aprecia la deformación
en antifase sobre [101].

El método estándar para describir las rotaciones de los octaedros en sistemas cristalinos es la nota-
ción de Glazer [11]. Esta notación asigna una letra a cada ángulo de rotación alrededor de los tres
ejes cristalográficos principales ([100], [010] y [001]). El supeŕındice de dicha letra indica el sentido
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2. Modelos que explican las rotaciones Introducción

de rotación de los octaedros adyacentes a lo largo de ese eje: + si rotan en fase, − si lo hacen en
antifase y 0 si no rotan. La repetición de una letra indica que la misma rotación se aplica a varios
ejes. Por ejemplo, una rotación en fase en el eje [010] se denota como a a0b+a0 (Fig. 1.2), indicando
que no existen rotaciones en los ejes [100] y [001], pero presenta una rotación en fase en el eje [010].

Existen muchas rotaciones de los octaedros que derivan en diferentes grupos espaciales [11], pero
la más común es la rotación a−b+a−, que da lugar a una estructura ortorrómbica Pnma (Fig. 1.3),
en notación de Hermann–Mauguin [12].

1.2. Modelos que explican las rotaciones

Uno de los modelos más fundamentales para entender las rotaciones en perovskitas es el parámetro
de tolerancia de Goldschmidt [13]. Este parámetro proporciona información sobre la estabilidad
estructural de las perovskitas empleando un modelo en el que interpreta a los iones como esferas
ŕıgidas con un radio determinado desde un punto de vista geométrico.
La premisa inicial de este modelo es que la estabilidad de la estructura aumenta cuando los iones que
la componen poseen el tamaño óptimo para colocarse en la estructura cúbica (Fig. 1.1) ajustándose
perfectamente los unos a los otros. Este concepto se ilustra en las Figuras 1.4 y 1.5.

Figura 1.4: Configuración de ideal de iones
BX.

Figura 1.5: Configuración de ideal de iones
AX.

En la primera de las estructuras (Fig. 1.4) se observa cómo los átomos B y X ocupan toda la
distancia de la arista de la celda unidad ℓ, por lo que cumplen la relación de la Ecuación 1.1. Y,
de la misma forma (Fig. 1.5) el ion central A y los iones X situados en los centros de las aristas
deben de ocupar todo el plano a media altura de la celda cúbica de la perovskita; lo que implica
la relación de la Ecuación 1.2.

ℓ = 2 (rB + rX) (1.1) d = 2 (rA + rX) (1.2)

En ambas expresiones rA y rB son los radios iónicos de los cationes A y B, respectivamente, y rX
es el radio del anión X.

En base a lo anterior, en la configuración ideal de la celda cúbica se cumpliŕıa, tanto Ec. 1.2 como
Ec. 1.1, y relacionando la longitud de uno de los lados ℓ con la de la diagonal d se obtiene la
relación ideal entre los radios de los tres iones (Ec. 1.3).
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3. Objetivos Introducción

√
2 ℓ = d =⇒

√
2 (rB + rX) = (rA + rX) (1.3)

El parámetro de tolerancia de Goldschmidt (1.4) se define como el cociente entre ambos lados de
la Ecuación 1.3, y proporciona una medida de la distorsión de la estructura de perovskita respecto
a la configuración cúbica ideal.

t =
rA + rX√
2 (rB + rX)

(1.4)

Aunque el desarrollo anterior sugiera que el parámetro de Goldschmidt indica una mayor estabili-
dad estructural cuanto más cercano sea a la unidad, no es del todo cierto. Experimentalmente se
ha comprobado que el valor del parámetro de Goldschmidt t se encuentra en el rango de 0.825 a
1.059 para estructuras estables [14] siendo los valores cercanos al ĺımite inferior indicativo de una
una mayor predisposición a las rotaciones en la estructura.

En esencia, la estabilidad de la estructura, según el parámetro de Goldschmidt, depende de la prin-
cipalmente de la relación entre los radios iónicos rA y rB. Aunque el radio del anión rX también
está incluido en la ecuación, influye mucho menos en el resultado, dado que aparece en numerador
y denominador (Ec. 1.4).

Este factor de tolerancia ha sido ampliamente empleado a lo largo de los años, realizando pre-
dicciones en su mayoŕıa correctas. Sin embargo, este modelo muestra limitaciones: funciona bien
cuando X es un anión pequeño como el flúor, pero resulta menos efectivo para aniones más pesados
o perovskitas h́ıbridas como el CH3NH3PbI3. Por ello, a lo largo de los años se han desarrollado
parámetros alternativos, aunque todos siguiendo la idea básica del equilibrio entre los tamaños de
los iones [14].

A pesar de la simplicidad del concepto, identificar a los iones como esferas duras con un radio
definido crea problemas cuando se interpreta desde un enfoque riguroso en relación a la mecánica
cuántica. Según esta, no es posible definir un radio atómico (o iónico) en sentido clásico, ya que sus
órbitas se describen mediante funciones de onda probabiĺısticas. Por lo tanto, aunque el concepto
de radio atómico es útil para la comprensión básica, no refleja completamente la complejidad de
las interacciones electrónicas.

1.3. Objetivos

En este trabajo, se estudiará la capacidad del parámetro de tolerancia de Goldschmidt para prede-
cir la estabilidad y las rotaciones presentes en perovskitas ortorrómbicas Pnma, utilizando herra-
mientas computacionales basadas en métodos “ab initio” o de primeros principios. Estos métodos
son capaces de realizar predicciones con una alto grado de precisión partiendo únicamente de la
geometŕıa del sólido. Además, no requieren parámetros experimentales como entrada; trabajan
exclusivamente con las constantes fundamentales y aproximaciones bien establecidas para calcular
las propiedades de un sistema, incluso si este no existe en la naturaleza.
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4. Estructura del trabajo Introducción

Dicha capacidad es particularmente útil para analizar cómo diferentes iones con el mismo número
de oxidación, pero diferente radio iónico afectan tanto la estabilidad, como las rotaciones, algo que
no es posible de analizar emṕıricamente ya que no todos los compuestos se presentan en la natura-
leza. En este caso, los análisis se centrarán en el sistema cristalino NaMgF3, muy estudiado y bien
caracterizado experimentalmente, y se compararán los resultados con sistemas de los que no se han
obtenido datos experimentales, como son el LiMgF3 y el KMgF3, donde se ha sustituido el ión de
Na+ por un elemento de mayor radio iónico (K+), y por uno con menor radio (Li+); ó el NaBeF3 y
el NaCaF3, donde el Be

2+ posee un radio menor al Mg2+, mientras que el radio del Ca2+ es mayor.

En base a lo anterior, se presentan los objetivos espećıficos para este trabajo:

Comprobar la estabilidad de las perovskitas, y compararlas con lo predicho por el parámetro
de Goldschmidt t. Compararla también con sistemas reales si es posible.

Obtener las enerǵıas de estabilización de las rotaciones para los múltiples sistemas y com-
probar en qué casos la rotación es más fuerte.

Estudiar las contribuciones energéticas en las rotaciones para verificar si es la repulsión
electrostática entre electrones, sugerida por la importancia de los radios iónicos, la causante
de las inestabilidades.

Realizar un análisis topológico de la enerǵıa y la densidad electrónica, para estudiar deforma-
ciones en la densidad u otras propiedades, e identificar a los iones que se vean más implicados
en la rotación.

Cumplir con estos objetivos permitirá obtener una visión completa sobre la utilidad del paráme-
tro de tolerancia de Goldschmidt para predecir la estabilidad y las rotaciones en perovskitas or-
torrómbicas. Al combinar la comparación con sistemas reales y un análisis detallado de las con-
tribuciones energéticas y deformaciones en la densidad electrónica, se podrá entender mejor qué
factores son los responsables de las inestabilidades que derivan en las rotaciones de los octaedros.

1.4. Estructura del trabajo

Este trabajo se divide en cuatro caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se ha introducido el proyecto des-
tacando su importancia en la actualidad, tanto en el contexto tecnológico como en el académico.
Además, se han presentado los fenómenos, teoŕıas y modelos, en los que se basa la investigación
junto con los objetivos espećıficos y la ĺınea de investigación seguida.

El segundo caṕıtulo está dedicado a explicar las bases teóricas de los cálculos de primeros princi-
pios, detallando los métodos computacionales empleados y su implementación. Aqúı se describen
también los fundamentos de la teoŕıa de átomos en moléculas, que resultarán esenciales para el
análisis de los resultados en caṕıtulos posteriores.

El tercer caṕıtulo, el más extenso del trabajo, se centra en la presentación y discusión de los re-
sultados. Esta sección se organiza en tres partes: la primera aborda el análisis estructural, donde
se estudian y optimizan las geometŕıas de perovskitas en fase cúbica y ortorrómbica (Pnma), in-
cluyendo una fase rotada. En la segunda parte, se realiza un análisis energético de las rotaciones,
identificando los ángulos que minimizan la enerǵıa y evaluando el impacto de cada una de las
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4. Estructura del trabajo Introducción

contribuciones energéticas. La tercera parte consiste en un análisis, a través de la teoŕıa de átomos
en moléculas, en el que se examina la deformación en cada uno de los iones como consecuencia de
la rotación; y su contribución energética, con el objetivo de identificar qué iones son responsables
de los pozos de enerǵıa que inducen las rotaciones. A lo largo de esta sección, se han comparado
sistemáticamente los resultados obtenidos para un sistema estable (NaMgF3) con sistemas simila-
res (LiMgF3, KMgF3, NaBeF3 y NaCaF3).

El último caṕıtulo presenta las conclusiones generales del trabajo, recapitulando los resultados
más relevantes en relación a los objetivos iniciales. También se discuten las implicaciones de los
resultados obtenidos, las preguntas que plantean y las posibles ĺıneas de investigación abiertas para
abordarlas.
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2 Metodos

En esta sección se detallan los métodos computacionales empleados para obtener los resultados
presentados en este trabajo aśı como la teoŕıa en la que se basan. En las primeras secciones se
expondrán los conceptos básicos como el Hamiltoniano (Sec. 2.2) y la aproximación adiabática
(Sec. 2.3). Posteriormente se desarrollará el método de Hatree-Fock (Sec. 2.4) para sentar las
bases de la Teoŕıa Funcional de la Densidad (ó DFT) (Sec. 2.5), el método que implementa el
programa CRYSTAL17 para realizar cálculos de primeros principios. Por último, se explicará
de forma resumida la Teoŕıa de Átomos en Moléculas de Bader (Sec. 2.6), y la descomposición
espacial de la enerǵıa cinética (Sec. 2.7), conceptos que serán clave para obtener los resultados que
se exponen en el siguiente caṕıtulo.

2.1. Métodos de primeros principios

Para explorar los detalles de las estructuras de perovskita se han utilizado herramientas de qúımi-
ca computacional que permiten simular y analizar sistemas. A través del uso de modelos, esta
disciplina facilita comprender y predecir propiedades de los sistemas, permitiendo caracterizar
compuestos sin necesidad de sintetizarlos previamente. Para poder llegar a la causalidad de los
fenómenos observados se encara el tema desde un punto de vista microscópico, en el que se estudia
el comportamiento de núcleos y electrones para inferir como forman moléculas microscópicas y
estas, a su vez, presentan propiedades macroscópicas observables y medibles.
Una excelente técnica para obtener información de moléculas y sólidos son los cálculos de primeros
principios. Estos métodos se basan en la resolución de la ecuación de Schrödinger usando como
datos experimentales las constantes universales (e−, h̄ , me, ...). Dentro de estos métodos, en los
últimos años, la Teoŕıa Funcional de la Densidad ha cobrado especial importancia por su versatili-
dad, y por el aumento en eficiencia computacional que presenta frente a otros métodos de primeros
principios, como, por ejemplo, los basados en la función de onda electrónica [15].

La resolución de problemas mediante DFT aplicación implica la integración entre teoŕıa, algo-
ritmos y recursos computacionales, aśı como el desarrollo de modelos cada vez más precisos que
permitan analizar fenómenos de mucha menor magnitud. Como consecuencia de esto, la qúımica
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2. Hamiltoniano Metodos

computacional requiere de modelos computacionales precisos, algoritmos eficientes y gran cantidad
de hardware, aśı como un profundo entendimiento de los fundamentos teóricos para poder llevar a
cabo un detallado análisis de los resultados y extraer las conclusiones correctas. Todo esto convier-
te al estudio de sistemas cristalinos con métodos de primeros principios en un campo altamente
sofisticado y de gran complejidad.

2.2. Hamiltoniano

Para describir las interacciones entre los diferentes átomos del sistema se plantea un Hamiltoniano
que encapsule las enerǵıas cinéticas y potenciales entre núcleos y electrones.

A nivel molecular, la fuerza electromagnética domina las interacciones entre electrones y núcleos,
en forma de atracción y repulsión entre las cargas positivas de los núcleos, y negativas de los
electrones. Las tres fuerzas fundamentales restantes, nuclear fuerte, electro-débil y gravitatoria,
contribuyen de forma suficientemente débil como para ser despreciadas.

En un sistema compuesto por n electrones y N núcleos, la enerǵıa total del sistema viene descrita
por la suma de sus componentes cinéticas y potenciales [16]. La contribución de la enerǵıa cinética
por el conjunto de electrones se corresponde con la Ecuación 2.1, donde las coordenadas de los
electrones se denotan como r⃗n, y me es la masa del electrón. La contribución nuclear a la enerǵıa
cinética sigue la Ecuación 2.2, donde la posición de cada uno de los núcleos se denota como R⃗N ,
y su masa como mN .

T̂e =
∑
n

p̂2n
2me

= −
∑
n

h̄2

2me
∇2

r⃗n (2.1)

T̂N =
∑
N

p̂2N
2mN

= −
∑
N

h̄2

2mN
∇2

R⃗N
(2.2)

Por otro lado, la enerǵıa potencial total del sistema se descompone en tres términos. La repulsión
entre los electrones, representada por el operador V̂e−e, la repulsión entre núcleos, representado
con V̂N−N , y la atracción entre electrones y núcleos, como V̂e−N .

V̂e−e =
1

2

∑
n̸=j

e2

4πε0 |r⃗n − r⃗j |
(2.3)

V̂N−N =
1

2

∑
N ̸=J

ZN ZJ e
2

4πε0 |R⃗N − R⃗J |
(2.4)

V̂e−N = −1

2

∑
n,N

ZN e2

4πε0 |R⃗N − r⃗n|
(2.5)

En la primera de las expresiones (Ec. 2.3), la repulsión entre electrones, los ı́ndices n y j corres-
ponden a una pareja de electrones, siendo r⃗n y r⃗j sus respectivas posiciones.
En la segunda expresión (Ec. 2.4) se toma en cuenta la repulsión nuclear entre cada pareja de
núcleos N y J , donde cada uno tiene una carga con ZN y ZJ . Una vez más R⃗N y R⃗J son las
posiciones correspondientes a cada par de núcleos.
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3. Aproximación adiabática Metodos

Por último en la tercera expresión se considera la atracción entre entre núcleos y electrones, justi-
ficando el signo menos al inicio de la Ecuación 2.5.

En las tres se incluye un factor de reducción 1/2, para evitar el doble conteo debido al sumatorio
simultáneo de ambos ı́ndices.
El Hamiltoniano total del sistema, que depende tanto de las posiciones de los núcleos {R⃗} como
de las posiciones de los electrones {r⃗}, se expresa como:

Ĥ({R⃗}, {r⃗}) = T̂N + T̂e + V̂N−N + V̂e−N + V̂e−e (2.6)

En esta expresión, el Hamiltoniano agrupa las diferentes contribuciones de enerǵıa en operadores
espećıficos: la enerǵıa cinética de los electrones (Ec. 2.1), la enerǵıa cinética de los núcleos (Ec.
2.2), la repulsión electrostática entre electrones por (Ec. 2.3), la repulsión entre núcleos (Ec. 2.4),
y finalmente, la atracción entre electrones y núcleos (Ec. 2.5).
Por otra parte, el sistema debe cumplir la ecuación de Schrödinger, por lo que deben de existir
funciones de onda que sean autoestados del Hamiltoniano, cuyos autovalores sean la enerǵıa del
sistema [17].

Ĥ({R⃗}, {r⃗}) ψ({R⃗}, {r⃗}) = E ψ({R⃗}, {r⃗}) (2.7)

Una vez planteada la función de onda total (Ec. 2.7), se entenderá de forma impĺıcita su depen-
dencia de las posiciones electrónicas y nucleares a partir de ahora.
La Ecuación 2.7 es la expresión más general y básica que describe cualquier sistema cristalino, no
obstante, debido a la gran cantidad de variables implicadas en esta expresión, no es posible resolver-
la para sistemas de más de unas pocas part́ıculas. Por lo que para obtener tanto las enerǵıas como
las correspondientes funciones de onda, es necesario simplificarla y reducir su coste computacional.

2.3. Aproximación adiabática

La gran diferencia de masa entre los núcleos y los electrones sugiere que el movimiento electrónico
no afecta de manera instantánea a las posiciones nucleares. Esta separación entre posiciones nu-
cleares y electrónicas motiva la descomposición, sin pérdida de generalidad, de la función de onda
total, en un producto de funciones

ψ({R⃗}, {r⃗}) = Ψe({r⃗}, {R⃗}) Ξn({R⃗}) (2.8)

donde la función de onda nuclear Ξn no depende de forma expĺıcita de las posiciones nucleares.
Con la misma motivación, es posible agrupar los términos del Hamiltoniano total, separando la
enerǵıa cinética nuclear del resto de términos, que serán agrupados en un Hamiltoniano electrónico
(Ĥe).

Ĥ({R⃗}, {r⃗}) = T̂n + [T̂e + V̂nn + V̂ne + V̂ee] = T̂n({R⃗}) + Ĥe({R⃗}, {r⃗}) (2.9)

En la Ecuación 2.9, el término de enerǵıa cinética asociado a los núcleos T̂n no depende de las
posiciones electrónicas.
Las funciones electrónicas deben ser autoestados del Hamiltoniano electrónico, por lo que, basándo-
nos en la Ecuación 2.9 se puede afirmar que los autovalores de la enerǵıa electrónica de dichos
autoestados dependerán de las posiciones nucleares.
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4. Hartree-Fock Metodos

Ĥe({R⃗}, {r⃗}) Ψi({R⃗}, {r⃗}) = Ei({R⃗}) Ψi({R⃗}, {r⃗}) (2.10)

Una vez definidas las funciones y operadores que van a ser utilizados se vuelve a la motivación de
la aproximación adiabática: el movimiento de los núcleos es tan lento que no va a tener un impacto
instantáneo sobre el movimiento de los electrones. El significado matemático de esta expresión es
que el operador momento respecto a las coordenadas nucleares aplicado sobre la función de onda
electrónica es un valor despreciable, por lo que el momento lineal de los núcleos también lo es, y
por tanto el operador enerǵıa cinética aplicado sobre las funciones de onda electrónicas, también
tendrá un valor despreciable.

∇⃗n Ψe ≈ 0 ⇒ p⃗ 2
n ≈ 0 ⇒ T̂n Ψe ≈ 0 (2.11)

Planteando la ecuación de Schrödinger general del sistema y desarrollando bajo la aproximación
adiabática, es posible llegar a la siguiente expresión en notación de Dirac:

|Ψe⟩ [T̂n + E({R⃗})] |Ξn⟩ = |Ψe⟩ E |Ξn⟩ (2.12)

Donde E({R⃗}) son los autovalores del Hamiltoniano electrónico, y E los del Hamiltoniano total.
Para un conjunto normalizado de autoestados electrónicos (||Ψe||2 = 1), multiplicando ambas
expresiones por el complejo conjugado de la función de onda electrónica, se obtiene la siguiente
igualdad:

[E(R⃗) + T̂n] |Ξn⟩ = E |Ξn⟩ (2.13)

Al resolver la ecuación de Schrödinger tomando el conjunto de posiciones de los núcleos como
parámetros conocidos ({R⃗}) se obtienen las diferentes superficies de enerǵıa adiabáticas (o “Adia-
batic Potential Energy Surfaces - APES”), sobre las que se desplazan los núcleos.

Es importante remarcar que la aproximación adiabática no arroja resultados precisos en el caso
de que las superficies de enerǵıa intersequen entre śı, o en el caso de que la velocidad nuclear no
sea despreciable, como ocurre frecuentemente con átomos ligeros, como el H.

2.4. Hartree-Fock

Una vez separadas las variables y simplificada la expresión de la función de onda electrónica que
se desea, el siguiente paso seŕıa obtenerla.
Desgraciadamente, la magnitud del problema y la gran cantidad de átomos presentes en los sistemas
cristalinos, imposibilitan el hecho de encontrar una solución anaĺıtica a la ecuación de Schrödin-
ger es imposible, por esto se ha de recurrir a métodos de cálculo numérico capaces de dar una
aproximación lo suficientemente precisa de la función de onda.
Los métodos actuales, en su mayor parte, son descendientes del introducido originalmente por
Hartree [18]. Este método teńıa como objetivo obtener las funciones de onda de orbitales por
medio de un procedimiento de campo auto-consistente (“Self consistent field - SCF”).
Este es un método iterativo, en el cual, en cada uno de sus pasos, se va refinando y mejorando la
función de onda resultante del previo, hasta que la obtenida no difiera sustancialmente de la ante-
rior. Cabe remarcar que cuanto más aproximada sea la función de onda inicial, menos iteraciones
se realizarán.
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4. Hartree-Fock Metodos

En el método original de Hartree, la función electrónica total, de un estado cualquiera, se describ́ıa
como el producto de funciones de onda esṕın orbitales a un solo electrón:

Ψe({r⃗}) = ψa(r⃗1)ψb(r⃗2)ψc(r⃗3) ... ψz(r⃗N ) (2.14)

En esta ecuación N denota el número total de spin orbitales (ψi).
Esta expresión para la función de onda total viola el principio de exclusión de Pauli, que postula
que para una part́ıcula fermiónica la función de onda que describa su estado en el sistema ha de ser
antisimétrica. Fock introdujo esta corrección en un art́ıculo publicado poco después que el original
de Hartree [19].
Para solucionar esto, Slater propuso usar, como candidato a la función de onda, un determinante
donde estuvieran presentes todas las combinaciones entre part́ıculas y orbitales. El denominado
determinante de Slater genera una función totalmente antisimétrica ante cualquier intercambio.

Ψe({r⃗}, R̃) =

(
1

N !

)1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ψa(r⃗1) ψb(r⃗1) · · · ψz(r⃗1)

ψa(r⃗2) ψb(r⃗2) · · · ψz(r⃗2)
...

...
. . .

...

ψa(r⃗N ) ψb(r⃗N ) · · · ψz(r⃗N )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.15)

En la expresión anterior se denota a la configuración de las posiciones nucleares, que afectan como
parámetros, como R⃗.
Para obtener la función de onda final se emplea teoŕıa variacional, en la cual la función de onda
proporcionada debe minimizar la enerǵıa del sistema respecto a unos parámetros, en este caso a
la forma de los orbitales ψ (Ec. 2.14). Una vez se ha definido el Hamiltoniano electrónico en la
Ecuación 2.9, y la función de onda en la Ecuación 2.15, se puede calcular la enerǵıa del estado
fundamental. Evaluando el Hamiltoniano electrónico sobre la función de onda se obtienen los
siguientes términos.

EHF =

N∑
i

ti + ven,i +

N∑
j>i

(Jij −Kij)

+ vnn (2.16)

En esta expresión aparece el término de enerǵıa cinética del electrón i, como ti, la enerǵıa po-
tencial de atracción del electrón con los núcleos, como ven,i, y la enerǵıa potencial repulsiva entre
los núcleos, como vnn. Además de estos términos, también aparecen la enerǵıa de repulsión Cu-
lombiana entre diferentes densidades de electrones, Jij , y la de intercambio, Kij , que viene de la
antisimetrización de la función de onda.
Durante el proceso iterativo de Hartree-Fock el objetivo es minimizar la enerǵıa del sistema respecto
a la forma de los orbitales del sistema (ψa). Mediante este proceso se obtienen las ecuaciones de
Hartree-Fock, que acopladas proporcionan la forma de los orbitales ψa [20], en esta sección no se
va a indagar en la derivación matemática porque no está alineado con los objetivos del trabajo.ti + ven,i +

N∑
j>i

(Jij −Kij)

ψi(r⃗) = εiψi(r⃗) (2.17)

Según lo que presenta la Ecuación 2.17, el electrón i no observa una contribución de cada uno de
los demás electrones del sistema, sino que observa el campo medio que todos ellos producen, como
se observa en el término del sumatorio[21].
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Por último, un método auto-consistente debe tener una tolerancia de enerǵıa entre dos pasos para
detenerse. En consecuencia, la enerǵıa resultante de Hartree-Fock (EHF ) no se corresponde de
forma exacta a la enerǵıa del sistema. Esta diferencia se conoce como la enerǵıa de correlación.

Ec = Eexact − EHF (2.18)

El método de Hartree-Fock, es un método iterativo de campo promedio, que gracias a su eficien-
cia computacional en relación a la precisión de sus resultados, ha sido empleado durante mucho
tiempo para estudiar las propiedades microscópicas en materiales, pero no por ello deja de ser una
resolución numérica basada en aproximaciones.
Las posteriores mejoras o alternativas a este método tienen como objetivo reducir la discrepancia
entre los resultados obtenidos mediante el método Hartree-Fock y los valores experimentales. Esto
requiere el desarrollo de técnicas más sofisticadas para modelar y calcular la enerǵıa de correlación.

2.5. Density Functional Theory (DFT)

El método de Hartree-Fock es muy eficiente para describir con precisión sistemas qúımicos relativa-
mente simples. Sin embargo, a medida que el número de electrones en la celda unidad aumenta, el
número de determinantes de Slater aumenta y la complejidad del cálculo incrementa rápidamente.
Esta limitación motivó el desarrollo de métodos de cálculo que, al añadir complejidad al sistema,
no aumentaran el número de operaciones de forma drástica.

En este contexto, los f́ısicos Hohenberg y Kohn propusieron un método para calcular las propie-
dades atómicas haciendo uso de la densidad [22]. Esto permitió expresar la enerǵıa del sistema
como un funcional de la densidad, que depende de tan solo 3 coordenadas espaciales [23], en lugar
de emplear la función de onda multielectrónica, la cual depende de 3N coordenadas, siendo N el
número de electrones en el sistema.

ρ(r⃗) = N

∫
· · ·

∫
|ψ(x⃗1, x⃗2, ..., x⃗N )|2 ds1 dx⃗2 ... dx⃗N (2.19)

La ventaja principal que presenta este método frente a Hatree-Fock recae sobre el hecho de que
la enerǵıa del estado fundamental del sistema es un funcional único de la densidad electrónica,
y como se puede en la Ecuación 2.19, la densidad electrónica solo depende de las 3 coordenadas
espaciales, mientras que la función de onda de Slater depende de 3N coordenadas.

La existencia de un funcional único para el estado fundamental del sistema fue probada por el
primer teorema de Kohn [22]:

El potencial externo Vext(r⃗) es, a diferencia de una constante, un funcional único
de la densidad electrónica ρ(r⃗) (Ec. 2.19). Por extensión, el potencial Vext(r⃗) fija
el operador Hamiltoniano, de lo que se deduce que el estado fundamental de un
sistema es un funcional único de la densidad electrónica.

Comparándolo con el método de Hartree-Fock, en el que se obtiene una enerǵıa del estado fun-
damental aproximada, partiendo de una descripción exacta de la función de onda del sistema;
empleando la densidad electrónica como elemento central del desarrollo, es posible la obtención de
la enerǵıa de forma exacta a costa de requerir un funcional de la densidad que proporcione una
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descripción exacta de la función de onda.

Por otra parte se define la enerǵıa del sistema en el estado fundamental como la suma de las enerǵıas
cinética electrónica y de interacción electrón-electrón, recogidas en el funcional de Hohenberg-Kohn
(FHK [ρ]); y un funcional de un potencial externo debido a la configuración del sistema VNe [21].

E0[ρ] = FHK [ρ] +

∫
ρ(r⃗) VNe dr⃗ (2.20)

Como se ha mencionado anteriormente, dentro del potencial de Hohenberg-Kohn se agrupan los
funcionales de las enerǵıas cinética electrónica y de la repulsión electrón-electrón.

FHK [ρ] = T [ρ] + Eee[ρ] = ⟨ψ|T̂ + V̂ee|ψ⟩ (2.21)

Por desgracia, actualmente no se conocen las formas de ninguno de los dos funcionales del término
FHK [ρ], por lo que no es posible calcular la enerǵıa del estado fundamental de forma exacta em-
pleando este método.

El problema de como obtener la densidad electrónica ρ(r⃗) sin recurrir de forma directa a la función
de onda de Slater se soluciona al tener en cuenta el segundo teorema de Kohn.

Definiendo una densidad ρ0 para el estado fundamental ρ(r⃗) tal que ρ(r⃗) > 0 y∫
ρ(r⃗) dr⃗ = N , Eexc ≤ Ev[ρ], donde Ev[ρ] es el funcional de la enerǵıa E0 para E

correspondiente a un potencial externo Vext(r⃗) y Eexc es la enerǵıa exacta corres-
pondiente a la solución de la ecuación de Schrödinger para el estado fundamental.

En esencia lo que postula este teorema es un principio variacional, donde la enerǵıa total de un
sistema, expresada como un funcional de la densidad electrónica, alcanza su valor mı́nimo cuando
la densidad utilizada es la verdadera densidad del estado fundamental del sistema [20].

E0 ≤ E[ρ̃] = ENe[ρ̃] + Eee[ρ̃] (2.22)

En base a la expresión anterior se establece que la DFT puede ser empleada como un método
variacional que permita obtener el estado fundamental del sistema, minimizando el funcional de
la enerǵıa respecto a la densidad electrónica [20].

2.5.1. Método de Kohn-Sham

A pesar de que los teoremas de Hohenberg-Kohn ofrecen un método variacional muy útil para
aproximar la enerǵıa del estado fundamental de un sistema, no poseen la suficiente potencia para
proporcionar un análisis desglosado de los componentes cinéticos y potenciales de dicha enerǵıa, de-
bido al desconocimiento de la forma de los dos funcionales de enerǵıa cinética y repulsión electróni-
ca (Ec. 2.21). En 1965, un año más tarde de la publicación de Hohenberg y Kohn [22], Kohn y
Sham publicaron un art́ıculo [21] en el que se propońıa un método práctico para calcular la enerǵıa.

En dicho art́ıculo se propońıa interpretar los sistemas como gases de electrones independientes no
interactuantes con la misma enerǵıa y densidad electrónica que el sistema real. La principal venta-
ja que presentaba esta interpretación es que existe un funcional conocido para la enerǵıa cinética
respecto a la densidad electrónica.
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En base a esta interpretación se obtiene el Hamiltoniano de un sistema de N part́ıculas (Ec. 2.23).

ĤS = −1

2

N∑
i

∇⃗2
i +

N∑
i

VS(r⃗i) (2.23)

En esta expresión el potencial VS(r⃗i) se identifica con un potencial efectivo en el que se agru-
pan, además de los potenciales del Hamiltoniano total del sistema (2.9), las restantes interacciones
electrónicas y cinéticas que se han dejado atrás como consecuencia de considerar a los electrones
como no interactuantes [23].

De la misma forma que en la sección 2.2 es posible obtener la expresión análoga al Hamilto-
niano electrónico para este nuevo sistema. Los spines orbitales deben de cumplir la ecuación de
autovalores planteada por el mismo:(

−1

2
∇⃗2 + VS(r⃗)

)
ψi = εiψi (2.24)

Como condición adicional, el conjunto de orbitales de Kohn-Sham deben de mantener la densidad
electrónica que presentaba el sistema original ρ0(r⃗) , lo que se traduce en la expresión Ec. (2.25).

ρS(r⃗) =

N∑
i

∑
s

|φi(r⃗, s)|2 = ρ0(r⃗) (2.25)

Con esta propuesta se puede aproximar el funcional FHK [ρ]. Para el nuevo sistema se propone un
funcional en el cual śı que se conocen las formas de TS [ρ] y de J [ρ] (Ec. 2.26), por lo que tan solo
el término restante debe ser aproximado.

F [ρ] = TS [ρ] + J [ρ] + EXC [ρ] (2.26)

Donde TS [ρ] representa el funcional de la enerǵıa cinética del sistema de electrones no interactuante,
J [ρ] el de la interacción Culombiana clásica entre dichos electrones, y EXC [ρ] el nuevo funcional de
intercambio y correlación (no confundir con el potencial de intercambio de Hartree-Fock Ec. (2.16)).
El término EXC [ρ], en este caso agrupa interacciones de electrones entre ellos, contribuciones
relacionadas a la antisimetrización y posibles efectos cinéticos no clásicos; en general partes que
contribuyen mucho menos a la enerǵıa total y para los cuales no se conoce la forma del funcional.

EXC [ρ] = (T [ρ]− TS [ρ]) + (Eee[ρ]− J [ρ]) = TC [ρ] + Encl[ρ] (2.27)

Además de estas pequeñas contribuciones al intercambio, agrupadas en el término Encl de la
Ec. (2.27), también es necesario tener en cuentas las variaciones en enerǵıa cinética y repulsión
Culombiana que aparecen al suponer un sistema electrones libres y no interactuantes.
En esta ĺınea de pensamiento se puede redefinir el funcional de intercambio como la diferencia entre
en funcional de Honenberg-Kohn (Ec. 2.21) y los funcionales conocidos para la enerǵıa cinética
TS [ρ] y la repulsión J [ρ] del gas de electrones libres (Ec. 2.27).
De esta forma se han encapsulado las contribuciones menores y las diferencias en las interacciones
Culombianas Encl[ρ], aśı como la diferencia proveniente de la enerǵıa cinética TC [ρ], dentro del
funcional de intercambio EXC [ρ].
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5. Density Functional Theory (DFT) Metodos

VS(r⃗) =

∫
ρ(r⃗2)

r12
dr⃗2 + VXC(r⃗1)−

M∑
A

ZA

r1A
(2.28)

Se presenta la Ecuación 2.28 en unidades atómicas para facilitar la legibilidad.
Tras desarrollar el funcional de intercambio junto al Hamiltoniano de la Ec. (2.23) es posible en-
contrar el potencial VS tal que la enerǵıa del nuevo sistema sea igual a la del original (Ec. 2.28).

El método de Kohn-Sham presenta ventajas significativas frente a otras alternativas, en especial
en relación al análisis de la enerǵıa cinética. Pero, a pesar de ello, la elección del funcional de
intercambio EXC [ρ] puede influir significativamente en los resultados. Diferentes aproximaciones
para EXC pueden llevar diferentes resultados para las enerǵıas del sistema [24].

2.5.2. Especificaciones del cálculo

Como se ha mencionado anteriormente, los cálculos se realizaron utilizando el código de CRYS-
TAL17 [25]. Para describir la estructura electrónica, se ha empleado el método de la teoŕıa del
funcional de la densidad (DFT) con un funcional de gradiente generalizado (GGA), es necesario
tener en cuenta que este método tiende a sobrestimar el parámetro de malla de la estructura.

Para describir la estructura electrónica se utilizaron bases de orbitales atómicos Gaussianos con-
tráıdos (CGFs) tipo pobTZVPrev2 para representar los orbitales de Bolch. Estas bases son ade-
cuadas y han sido optimizadas para ser empleadas en múltiples estructuras de sólidos cristalinos
[26].

Por último, para el cálculo de la enerǵıa en la estructura, el programa discretiza las regiones en el
espacio rećıproco empleando una malla de Monkhorst-Pack.

2.5.3. Malla de Monkhorst-Pack

El método de resolución del problema electrónico en sólidos, requiere la discretización del espacio
rećıproco para realizar las integrales sobre la primera zona de Brillouin. En este contexto, la malla
de Monkhorst-Pack [27] es un enfoque ampliamente utilizado para generar un conjunto uniforme
de puntos en dicho espacio (Ec. 2.29).

En el programa CRYSTAL17 los parámetros del mallado se introducen dentro del campo Shrink
[25], en los cuales (S1, S2 y S3) se determinan el número de divisiones en cada una de las direcciones
del espacio rećıproco (⃗a∗, b⃗∗ y c⃗∗).

V⃗n1,n2,n3 =
n1
S1
a⃗∗ +

n2
S2
b⃗∗ +

n3
S3
c⃗∗ (2.29)

Los coeficientes ni recorren lo naturales desde 0, hasta Si − 1, y cada uno representa un punto del
mallado.

Aumentar el número de divisiones incrementa la precisión del cálculo, pero también incrementa
el coste computacional. Por esta razón, antes de comenzar con los cálculos, es necesario realizar
un análisis de convergencia para establecer el tamaño óptimo de la malla, balanceando precisión
y recursos computacionales.
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6. Teoŕıa de átomos en moléculas Metodos

2.6. Teoŕıa de átomos en moléculas

Para interpretar los resultados de los cálculos de primeros principios es importante utilizar algún
método para representar la distribución electrónica en los átomos. Por ejemplo, para cuantificar
la ionicidad de un compuesto. Las primeras técnicas que fueron desarrolladas, que a d́ıa de hoy
siguen siendo las más utilizadas, son las llamadas cargas de Mulliken.

Las cargas de Mulliken se calculan a partir de la matriz de solape de funciones atómicas S · D,
que refleja la distribución electrónica. En la diagonal de dicha matriz se agrupan las densidades
electrónicas en ese orbital, mientras que fuera de la diagonal se consideran los elementos de solape
entre varios orbitales.
Para obtener la carga total de un átomo es necesario sumar todas las contribuciones de orbitales
atómicos que pertenecen a ese átomo. Sin embargo, surge el problema de los elementos de solape
entre orbitales de diferentes átomos, ya que el coeficiente es un producto entre diferentes orbitales,
y es necesario dividir el elemento de la matriz entre los dos. El criterio de Mulliken es el más simple
y comúnmente empleado para esto, propone dividir equitativamente la contribución del elemento
entre los dos orbitales involucrados [20].

Si bien el análisis de población de Mulliken es un método sencillo para estimar la distribución de
carga, su arbitrariedad ha incentivado el desarrollo de nuevos enfoques. La Teoŕıa de Átomos en
Moléculas (QTAIM) [28], propuesta por Richard F. W. Bader, ofrece una descripción más rigurosa
al analizar la molécula en términos de su densidad electrónica. Este método permite definir de
forma precisa los volúmenes atómicos y cuantificar la densidad electrónica asociada a cada átomo
y enlace.

Usando la topoloǵıa de la distribución de densidad es posible inducir diferentes propiedades sobre
las posiciones de los núcleos y las zonas de enlace. Los núcleos atómicos dentro de la celda generan
zonas de alta densidad de carga, mientras que las zonas de enlace presentan concentraciones mucho
más pequeñas.

Figura 2.1: Ĺıneas de campo para un potencial en una molécula de ejemplo. Se observan claramente las
diferentes cuencas atómicas. Imagen tomada de [29].

Analizando la densidad de carga alrededor de una molécula de ejemplo (Fig 2.1), se pueden obser-
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7. Descomposición espacial de la enerǵıa cinética Metodos

var los máximos alrededor de los núcleos. Es posible probar que necesariamente tiene que haber
un máximo de carga alrededor de cada núcleo, pero está fuera del propósito de esta investigación.

Richard Bader propuso en su teoŕıa de Átomos en Moléculas la división del espacio alrededor de
estos máximos de carga correspondientes a cuencas atómicas.

Las fuertes variaciones de las ĺıneas de campo del potencial, como se puede observar en la Figura
(2.1), motivan la introducción del gradiente de densidad [28]. Este gradiente tiene como objetivo
suavizar las concentraciones de carga alrededor de los núcleos, reduciendo los “picos”. En un
espacio tridimensional se define el gradiente de la densidad de la siguiente forma:

∇⃗ρ =
∂ρ

∂x
u⃗x +

∂ρ

∂y
u⃗y +

∂ρ

∂z
u⃗z (2.30)

La densidad de carga ρ genera un potencial electrostático en el espacio que a su vez genera una
fuerza sobre cualquier elemento con carga. La forma de dicho potencial se debe a la densidad, por
lo que su topoloǵıa es la misma.
Por consiguiente, sin pérdida de generalidad, es posible emplear el potencial electrostático (V )
para obtener los mismos parámetros que se esperaŕıan derivar del estudio de la densidad de carga.
El gradiente de potencial en un espacio tridimensional se definirá como:

∇V =
∂V

∂x
u⃗x +

∂V

∂y
u⃗y +

∂V

∂z
u⃗z (2.31)

Una part́ıcula cargada sometida a este campo será empujada a lo largo de una de las ĺıneas del
campo, desde zonas con mayor potencial, hasta las regiones de mı́nimos. Las ĺıneas de campo
siguen la dirección de la fuerza asociada al potencial:

F⃗ = −∇⃗V (2.32)

Las ĺıneas de campo dividen la región en diferentes cuencas, como se puede ver en la Figura (2.1).
Cada una de estas cuencas está delimitada por las zonas de mı́nimo potencial, o valles, donde
convergen muchas ĺıneas de campo.
La teoŕıa propone la identificación de cada una de las regiones con una cuenca atómica diferente.
De esta forma se divide el espacio de acuerdo con la topoloǵıa, y se hace posible asignar enerǵıas
cinéticas o potenciales de forma más rigurosa para cada átomo, evitando la equipartición propuesta
por el criterio de Mulliken.

2.7. Descomposición espacial de la enerǵıa cinética

En un sistema compuesto por varios átomos existe la posibilidad de que formen enlaces qúımicos
siempre y cuando este nuevo estado reduzca la enerǵıa del sistema. En un enlace, los electrones
se concentran en la zona entre los núcleos, produciendo una atracción efectiva entre dichos núcleos.

Tradicionalmente, se han estudiado estos enlaces desde la enerǵıa potencial electrostática debida a
las fuerzas de atracción y repulsión entre núcleos y electrones (Ec. 2.3, Ec. 2.4 y Ec. 2.5). En 1962
Klaus Ruedenberg publicó un art́ıculo en el que resaltaba la importancia de la enerǵıa cinética de
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7. Descomposición espacial de la enerǵıa cinética Metodos

los electrones en el proceso de enlace [30], donde la redistribución de la densidad electrónica al-
rededor de la zona de enlace conllevaba una drástica reducción de la enerǵıa cinética de los mismos.

Para obtener la enerǵıa cinética asociada al sistema se calcula el valor esperado de la enerǵıa
cinética para una base de orbitales atómicos ψ. La expresión resultante para la enerǵıa cinética es
la siguiente:

〈
T̂
〉
=

∫ OC∑
n=0

ψ∗
n

∇⃗2

2me
ψn dr

3 (2.33)

A partir de la cual se puede extraer la definición de densidad de enerǵıa cinética:

tH =
OC∑
n=0

ψ∗
n

∇⃗2

2me
ψn (2.34)

En estas ecuaciones se realiza la integral a todo el espacio de la suma de la enerǵıa cinética para
cada uno de los orbitales atómicos ocupados (OC), donde las funciones ψn son las funciones de los
orbitales atómicos. Sin embargo, es posible dividir el espacio total en cuencas atómicas, empleando
los argumentos de la Teoŕıa de Átomos en Moléculas (Sec. 2.6) y asignar a cada uno de los iones
la enerǵıa cinética en el interior de su cuenca. De esta forma es posible obtener las contribuciones
de enerǵıa cinética de cada uno de los iones en la estructura.

A la enerǵıa cinética procedente de la integración de esta densidad (Ec. 2.34) se denomina enerǵıa
cinética Hamiltoniana, y puede ser tanto positiva como negativa.
Por otra parte, es posible manipular la expresión general (Ec. 2.33) para descomponer el gradiente
al cuadrado ∇⃗2 en un producto de dos gradientes simples. Resultando la siguiente expresión:

〈
T̂
〉
=

∫ OC∑
n=0

OC∑
m=0

|⟨ψn|∇⃗|ψm⟩|2

2me
dr3 (2.35)

Es importante resaltar que la descomposición de la enerǵıa cinética en las diferentes cuencas no se
altera al analizar tL y tH . De esta expresión se extrae su correspondiente densidad de enerǵıa:

tL =

OC∑
n=0

OC∑
m=0

|⟨ψn|∇⃗|ψm⟩|2

2me
(2.36)

La enerǵıa cinética resultante de esta expresión se denominará como enerǵıa cinética Lagrangiana,
y, a diferencia de su contraparte Hamiltoniana (Ec. 2.34), solo puede tomar valores positivos.

A pesar de que el resultado de la enerǵıa cinética debeŕıa de coincidir para ambas expresiones, ya
que representen la misma magnitud f́ısica y el integrando es el mismo, en realidad no proporcionan
resultados idénticos, debido a la integración numérica.
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3 Resultados y análisis

Los resultados presentados en esta sección han sido obtenidos con las herramientas computaciona-
les expuestas en la Sección de métodos 2. Dichas técnicas han permitido el análisis de la estructura
electrónica de diferentes sistemas cristalinos con estructura de Perovskita.

Antes del análisis, es necesario optimizar el mallado del espacio rećıproco para garantizar sufi-
ciente precisión en los resultados. También se debe llevar a cabo el ajuste del parámetro de malla
en la fase cúbica, y, en base a él, optimizar la geometŕıa de la fase ortorrómbica. Finalmente, se
caracterizaron las dos rotaciones, especificando el motivos y los ángulos que las definen.

En la primera fase del análisis se han estudiado las rotaciones (o “tiltings”) de los octaedros (3.3)
en los sistemas cristalinos, descomponiéndolas en dos rotaciones independientes: fase y antifase.
Se ha analizado la enerǵıa en función del ángulo de rotación para comprobar si dichos sistemas
presentaŕıan rotación, y en caso de presentarla, qué componente de la enerǵıa lo favorece.

En una segunda fase se ha realizado un análisis topológico de la enerǵıa cinética en la celda uni-
dad, y posteriormente, con el objetivo de identificar los átomos que afectan en mayor medida a la
rotación, se ha separado la enerǵıa en cuencas atómicas (2.6).

3.1. Optimización del mallado del espacio rećıproco

Para realizar los cálculos energético sobre las estructuras cristalinas es necesario discretizar el
espacio rećıproco. El programa CRYSTAL17 emplea una malla de Mockhorst-Pack como se ha
mencionado en la sección de métodos (2.5.3), con un número de divisiones en cada eje especifica-
das en el input de cada ejecución.

La optimización se ha realizado para la fase cúbica del sistema cristalino NaMgF3, ya que será la
principal estructura estudiada. No obstante, los resultados obtenidos son lo suficientemente genera-
les como para aplicarse al resto de sistemas ya que comparten el mismo grupo espacial, estructura
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2. Fase cúbica Resultados y análisis

Figura 3.1: Enerǵıa de convergencia alcanzada por los cálculos en función del número de divisiones
kb en el espacio rećıproco en cada dirección de la fase ortorrómbica.

y solo presentan variaciones ligeras en sus parámetros de malla.

La estructura presenta una celda ortorrómbica en la que se cumple que a ≈ c ≈ b/
√
2, siendo a, b,

y c los parámetros de malla en las tres direcciones espaciales. Al transformar estos ejes al espacio
rećıproco, se cumple que a∗ ≈ c∗ ≈

√
2 b∗.

Para lograr un mallado lo más homogéneo posible, los ejes mayores a∗ y c∗ contendrán un mayor
número de divisiones que su contraparte b∗, siguiendo la relación ka = kc ≈ kb/

√
2. El parámetro

elegido para la optimización ha sido el número de puntos a lo largo del eje menor, kb.
Los resultados obtenidos (Fig. 3.1) muestran una abrupta cáıda en la enerǵıa de convergencia
alrededor de kb = 7 . Empleando la relación mencionada anteriormente se obtiene que las divisiones
en los dos ejes restantes son ka = kc ≈ 10.
Estos parámetros aseguran una resultado preciso dentro de una margen de tolerancia de ±0.05
eV, lo que se considera suficiente para realizar una análisis cuantitativo fiable de los resultados
obtenidos en futuras secciones.

3.2. Fase cúbica

En esta sección se explorará la fase cúbica del compuesto debido a ser la geometŕıa de mayor
simetŕıa dentro de la estructura cristalina y representa la celda primitiva de la perovskita.

La fase cúbica pertenece al grupo espacial Pm-3m [12]. Como se puede observar en la Figura (3.2),
al ser una estructura cúbica, los 3 parámetros de malla coinciden |ac| = |bc| = |cc|.
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2. Fase cúbica Resultados y análisis

El átomo A se ubica en el centro de la celda, los átomos B ocupan las posiciones de los vértices,
y, por último los átomos de flúor F están situados en los centros de las aristas.

A (Li, Na, K)

B (Be, Mg, Ca)

F

c

a

b

Figura 3.2: Estructura de la celda cúbica de una perovskita de composición ABF3.

Usando esta estructura de alta simetŕıa se ha mapeado la enerǵıa de dicha celda en función del
parámetro de malla (Fig. 3.3) de una celda de NaMgF3.
Como se ha mencionado anteriormente (Sec. 2.5.2), el programa ha empleado un funcional con una
Aproximación de Gradiente Generalizado (GGA) [25]. Hay que tener en cuenta que los métodos
que emplean esta aproximación sobreestima el parámetro de red.

Figura 3.3: Relación entre la diferencia de enerǵıa y el parámetro de malla de la fase cúbica para
una perovskita de composición NaMgF3 .
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2. Fase cúbica Resultados y análisis

En la Figura (3.3) se aprecia un mı́nimo de enerǵıa alrededor de a = 3.94Å.

Debido a que posteriormente se estudiarán las propiedades energéticas de sistemas similares (Sec.
3.4), es pertinente optimizar su parámetro de malla. En primer lugar se sustituye en átomo A (Fig.
3.2), el Na, por sus vecinos en la tabla periódica, Li (Fig. 3.4) y K (Fig. 3.4), para observar como
las variaciones en el radio iónico afectan a las rotaciones en las perovskitas (Sec. 1.3).

Figura 3.4: Relación entre la enerǵıa de la celda
unidad cúbica de una perovskita de composición
LiMgF3.

Figura 3.5: Relación entre la enerǵıa de la celda
unidad cúbica de una perovskita de composición
KMgF3.

Se ha realizado el mismo análisis para los sistemas sustituyendo el Mg por Be (Fig 3.6), y por Ca
(Fig. 3.7). Los resultados de los parámetros de red obtenidos se recogen en la Tabla 3.1

Figura 3.6: Relación entre la enerǵıa de la celda
unidad cúbica de una perovskita de composición
NaBeF3.

Figura 3.7: Relación entre la enerǵıa de la celda
unidad cúbica de una perovskita de composición
NaCaF3.

En los resultados recogidos en la tabla (3.1) se puede observar que a medida que disminuye el
número atómico, también lo hace el parámetro de malla, y cuando aumenta, también aumenta
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3. Fase ortorrómbica Resultados y análisis

dicho parámetro.

Este comportamiento lleva a pensar que el radio atómico juega un papel determinante en el paráme-
tro. Los aumentos/disminuciones que presentan los alcalinos (1s) son mucho menores que los de
los alcalino-térreos (2s).

Composición a (Å) aexp (Å)

NaMgF3 3.94 3.84

LiMgF3 3.91 -

KMgF3 4.04 3.989

NaBeF3 3.56 -

NaCaF3 4.45 -

Tabla 3.1: Parámetros de malla que minimizan la enerǵıa de la celda cúbica calculada y parámetros
de malla experimentales obtenidos en [31] y [32].

La búsqueda bibliográfica ha revelado una notable ausencia de datos experimentales o computacio-
nales para los sistemas analizados. Esta limitación se atribuye, en gran medida, a la ausencia en
la naturaleza de muchas de las especies estudiadas.

Los dos valores obtenidos presentes en la tabla (3.1) para el NaMgF3 y el KMgF3 con mayores a lo
esperado, con una desviación del ±2.5% y ±4% respectivamente. Ambas han sido sobreestimadas,
probablemente debido al empleo de una aproximación de gradiente generalizado (GGA) (Sec.
2.5.2).

3.3. Fase ortorrómbica

En la sección anterior se discutió la estructura cúbica debido a su alta simetŕıa. Sin embargo,
cuando se consideran las rotaciones, la simetŕıa del sistema disminuye, haciendo más óptimo el
uso de una celda ortorrómbica (Fig. 3.8). Esta celda pertenece al grupo espacial Pnma y se ca-
racteriza por tener dos ejes menores, a y c, y un eje mayor b que se relacionan mediante la Ec. (3.1).

|a| = |c| = |b|√
2

(3.1)

En la estructura ortorrómbica (Fig. 3.8) se destacan en color naranja los octaedros BF6 formados
por seis átomos de flúor rodeando un átomo B. La importancia de estos recae en que, a pesar de
que la estructura cristalina sufra deformaciones, la geometŕıa de los octaedros no es modificada
significativamente, ya que rotan manteniendo sus ángulos mayormente intactos.

A partir del parámetros de malla cúbico (Sec. 3.2), se puede relacionar la celda cúbica con la
ortorrómbica mediante a =

√
2ac, donde ac es el parámetro cúbico y a uno de los ejes menores de

la ortorómbica.
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3. Fase ortorrómbica Resultados y análisis

a

b

c

Figura 3.8: Estructura ortorrómbica de una pervoskita.

Utilizando esta relación, se calcularon los ejes a, b y c para cada una de las estructuras. Posterior-
mente, se realizó una optimización geométrica utilizando el parámetro OPTGEOM del programa
CRYSTAL17. Este proceso ajusta los parámetros de malla iniciales para optimizar la geometŕıa
de la celda unidad. Los resultados obtenidos se presentan en la Tabla 3.2.

Composición
Calculado Experimental

a(Å) b(Å) c(Å) a(Å) b(Å) c(Å)

NaMgF3 5.5685 7.7495 5.4165 5.3603 7.666 5.4884

LiMgF3 5.5268 7.8160 5.5268 - - -

KMgF3 5.7262 8.0983 5.7262 - - -

NaBeF3 5.0352 7.1224 5.0352 - - -

NaCaF3 6.2908 8.8968 6.29113 - - -

Tabla 3.2: Parámetros de malla optimizados para las estructuras ortorrómbicas. Tan solo se han
encontrado datos experimentales para el NaMgF3 [31].

Al igual que para la geometŕıa cúbica, no ha sido posible encontrar valores reales o procedentes
de simulaciones de los parámetros de malla más allá del compuesto NaMgF3 [31]. Y, una vez más,
los valores obtenidos son ligeramente mayores a los experimentales, lo cual se atribuye a la misma
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4. Fase ortorrómbica rotada Resultados y análisis

causa, muy probablemente se deba al uso de un método de Gradiente Generalizado (GGA).

A pesar de haber realizado las optimizaciones pertinentes para la celda ortorrómbica, no se han
empleado dichos datos para las simulaciones de ninguna de las posteriores secciones, todos ellos
se basan en las optimización de parámetros de la celda cúbica como se menciona en la sección
anterior (Sec 3.2).

3.4. Fase ortorrómbica rotada

Como se introdujo en la sección 1.2, la estabilidad estructural de las perovskitas se evalúa mediante
el parámetro de tolerancia de Goldschmidt (Sec. 1.2), representado por la letra t, donde los radios
atómicos de los iones rA, rB y rF son los únicos factores determinantes (Ec. 3.2).

t =
rA + rF√
2 (rB + rF )

(3.2)

En un estudio del año 2019 publicado por Christopher J. Bartel [14] se propuso un nuevo paráme-
tro de tolerancia (Ec. 3.3) para estudiar la estabilidad de las perovskitas formadas con halógenos
más pesados. No obstante, los resultados también mostraban un mayor éxito en la predicción de
estabilidad de perovskitas con aniones ligeros, como el flúor.

El parámetro de tolerancia de Balter (τ), además de los radios iónicos, toma en cuenta expĺıcita-
mente el número de oxidación del catión alcalino. Para las estructuras que conciernen a esta tesis
se cumple que nA = 1.

τ =
rF
rB

− nA

(
nA − rA/rB

ln(rA/rB)

)
(3.3)

Para los valores de los radios iónicos se han empleado los radios de Shannon [33]. Representan el
radio efectivo de los iones en función de su número de coordinación, a pesar de que se supone que el
radio iónico, por definición, es una caracteŕıstica de un ión aislado. El Litio presenta una excepción:
su número de coordinación en esta estructura seŕıa 12, pero debido a su pequeño tamaño y carga
efectiva es improbable que pueda acomodarse en un entorno rodeado de 12 aniones (Sec. 1.2), por
lo que se ha aproximado su radio iónico con una regresión lineal a partir de los datos previos [33],
resultando rLi = 1.28 Å.
En la Tabla 3.3 se recogen los valores de ambos parámetros de tolerancia para todas las estructuras.

Composición t τ

NaMgF3 0.943 3.72

LiMgF3 0.904 3.87

KMgF3 1.031 3.55

NaBeF3 1.090 4.59

NaCaF3 0.827 4.50

Tabla 3.3: Parámetro de tolerancia de Goldschmidt y parámetro de Bartel [14] para las 5 compo-
siciones de perovskitas.
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Una estructura es considerada estable cuando su parámetro de tolerancia de Goldschmidt se en-
cuentra en el rango 0.825 < t < 1.059 [14], y tiende presentar rotaciones en los octaedros cuanto
más se acerque al ĺımite inferior.
En base a los valores de la Tabla 3.3 y al criterio previo, los más estables seŕıan el NaMgF3, el
LiMgF3 y el KMgF3; mientras que el NaBeF3 no se formaŕıa, y el NaCaF3 podŕıa llegar a formarse,
pero presentando una fuerte deformación de los octaedros.

Por otra parte, empleando el parámetro de tolerancia alternativo, se considera estable siempre que
τ < 4.18 [14]. Siguiendo este criterio solo seŕıan estables el NaMgF3, el LiMgF3 y el KMgF3.

3.4.1. Descomposición de las rotaciones: fase y antifase

Las rotaciones de los octaedros en la celda ortorrómbica Pnma se representan en las siguientes
Figuras (Fig. 3.9 y Fig. 3.10). Las rotaciones siguen un patrón a−b+a− [34] según la notación de
Glazer (1.2).

Figura 3.9: Vista a lo largo del eje [0 1 0] de una
perovskita que presenta rotación en sus octaedros.

Figura 3.10: Vista a lo largo del eje [1 0 0] de una
perovskita que presenta rotación en sus octaedros.

El desplazamiento de los octaedros puede descomponerse en dos contribuciones distintas. La pri-
mera es a0b+a0, que corresponde a una rotación en fase alrededor del eje b. Los átomos de flúor
sobre el plano [1 0 1] se desplazan de forma alterna, acercándose y alejándose del centro (Fig. 3.11).

El ángulo de rotación caracteŕıstico se define a partir de la Ec. 3.4, donde el parámetro c′ es la
coordenada de motivo del flúor implicado.

θp = arctan(1− 4c′) (3.4)
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Figura 3.11: Vista sobre el eje [0 1 0]. Esquema
de desplazamiento de los flúors implicados en la
rotación en fase. En rojo, el ángulo caracteŕıstico
de la rotación.

Figura 3.12: Vista sobre el eje [0 1 0]. Visualiza-
ción de la rotación en fase de los octaedros sobre
el plano [1 0 1].

La segunda es a−b0a−, que representa una rotación en antifase alrededor de los ejes a y c. Los
átomos de flúor sobre el plano [1 1 0] inclinando los octaedros como se observa en la Figura 3.11.

Figura 3.13: Vista sobre el eje [1 0 0]. Esquema
de desplazamiento de los iones de flúor implicados
en la rotación en antifase. En rojo, el ángulo carac-
teŕıstico de la rotación.

Figura 3.14: Vista sobre el eje [1 0 0]. Visuali-
zación de la rotación en antifase de los octaedros
sobre el plano [0 1 1].

El ángulo de rotación caracteŕıstico se define a partir de la Ec. 3.5, donde una vez más, el parámetro
c′ es la coordenada de motivo del flúor implicado.
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θa = arctan

(
4c′√
2

)
(3.5)

3.5. Enerǵıas de estabilización de rotaciones

En esta sección se analizará el comportamiento de la enerǵıa en la celda ortorrómbica en función
del ángulo de rotación asociado a los desplazamientos descritos en la sección anterior. El objetivo
principal es identificar los ángulos de rotación que se corresponden a configuraciones de enerǵıa
mı́nima, lo cual indica una posición de equilibrio estable.

Un sistema puede presentar tanto equilibrio estable como inestable. En un equilibrio estable, la
enerǵıa alcanza un mı́nimo para un desplazamiento atómico δR; es decir, ante cualquier perturba-
ción, la estructura tenderá a regresar a dicha configuración de forma natural. Por el contrario, en
un equilibrio inestable el sistema se encuentra en un máximo relativo, y las perturbaciones empu-
jan al sistema hacia una configuración de menor enerǵıa, y no es posible devolverla a la posición
de inicial sin un aporte energético externo.

Para las perovskitas la configuración sin rotación se corresponde a una posición de equilibrio. El
objetivo de esta sección es determinar si se trata de uno estable o inestable y, en caso de ser
inestable, identificar el ángulo de rotación que lleva al sistema a un equilibrio estable.

3.5.1. Rotación en fase

En primer lugar, se han realizado varios cálculos para el NaMgF3. El procedimiento seguido ha
consistido ne cambiar la geometŕıa siguiendo los patrones mostrados en la Sección 3.4 , manteniendo
fija la geometŕıa de los octaedros (Sec. 3.4), pero variando las posiciones de los aniones F.

Figura 3.15: Distribución de la diferencia de enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento de
la rotación en fase para el NaMgF3.
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Para cada una de las configuraciones obtenidas, se ha calculado la enerǵıa de la celda unidad y los
resultados de han representado en la Figura 3.15.

Se corrobora que la configuración inicial sin rotación en este sistema se corresponde a un equilibrio
inestable. El mı́nimo de enerǵıa se encuentra en un ángulo θp = 13.49◦, por lo que la estructura
cristalina presentará octaedros inclinados.

Se han realizado los mismos cálculos para las 4 estructuras cristalinas con composiciones similares
mencionadas en la Sección 3.2 (Fig. 3.16, Fig. 3.17, Fig. 3.18 y Fig. 3.19).

Figura 3.16: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en fase para el LiMgF3.

Figura 3.17: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en fase para el KMgF3.

Figura 3.18: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en fase para el NaBeF3.

Figura 3.19: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en fase para el NaCaF3.

Los resultados muestran que tanto en el KMgF3 como en el LiMgF3 los mı́nimos de enerǵıa se
encuentran en un ángulo de rotación de θp = 17.74◦, lo que sugiere una estructura cristalina si-
milar al NaMgF3. En el caso del NaBeF3, se observa un ligero mı́nimo en θp = 4.57◦, aunque la
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profundidad del pozo de enerǵıa es considerablemente menor, alrededor de ≈ 10−3 eV.

Por último, se observa que los mı́nimos energéticos más pronunciados se encuentran en las perovs-
kitas con menor parámetro de tolerancia (Tab. 3.3), y siendo, a rasgos generales, más evidente
cuanto menor sea dicho parámetro.

3.5.2. Rotación en antifase

Se ha realizado un análisis similar al de sección anterior para la rotación en antifase.
La perovskita de NaMgF3 presenta una estructura similar de doble pozo similar, con un equilibro
inestable en θa = 0◦ y con dos pozos de enerǵıa simétricos para ambos sentidos de rotación. En este
caso no se han recogido datos en dirección positiva y negativa de la rotación, se han centrado las
simulaciones en una sola dirección, por lo que en ninguna de las siguientes figuras se aprecia el pozo.

Figura 3.20: Distribución de la diferencia de enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento de la rotación
en antifase para el NaMgF3.

En la Figura (3.20) se observa un mı́nimo alrededor de θa = 12.41◦.

Una vez más, con el objetivo de analizar cómo variaciones en el radio de los iones implicados en
la estructura de la perovskita afecta a las rotaciones se ha repetido el procedimiento para los 4
sistemas alternativos (Fig. 3.21, Fig. 3.22, Fig. 3.23 y Fig. 3.24).
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Figura 3.21: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en antifase para el LiMgF3.

Figura 3.22: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en antifase para el KMgF3.

Figura 3.23: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en antifase para el NaBeF3.

Figura 3.24: Distribución de la diferencia de
enerǵıa en función del ángulo de desplazamiento
de la rotación en antifase para el NaCaF3.

Sigue un comportamiento similar al mostrado en la sección anterior 3.5.1. Para el LiMgF3 y el
NaCaF3, el mı́nimo de enerǵıa es mucho más pronunciado que para el caso base, encontrándose en
un ángulo de θa = 17.74◦. Tanto para el KMgF3 como para el NaBeF3, la rotación no es energéti-
camente favorable.

Estos resultados siguen la ĺınea de lo predicho con el parámetro de Goldschmidt [35]. Como se
observa en la Tabla 3.3, las perovskitas con un parámetro de tolerancia más más bajo poseen
mayor tendencia a rotar para minimizar la enerǵıa de la celda.

3.6. Descomposición de la enerǵıa

Continuando con la estructura planteada en la sección de objetivos, en esta sección se comparará
la influencia de la enerǵıa cinética y la enerǵıa potencial para determinar cuál de las dos es la que
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más contribuye a las rotaciones.

El modelo de Goldschmidt destaca la importancia del cociente entre los radios iónicos de los catio-
nes A y B (rA/rB). Basándonos en este modelo, se esperan dos resultados clave: en primer lugar,
que la influencia de la repulsión electrostática domine claramente sobre el efecto de la enerǵıa
cinética; y segundo, que en las perovskitas donde el catión A tiene un número atómico menor que
el catión B, la enerǵıa potencial electrostática disminuya más bruscamente cerca de la posición de
equilibrio en comparación con el resto.

En la primera subsección, se analizará la rotación en fase de los octaedros, y posteriormente, se
estudiarán los efectos en la rotación en antifase. En ambos casos, se compararán los resultados del
NaMgF3 con los del resto de estructuras estudiadas, de la misma forma que en la sección anterior.

3.6.1. Rotación en fase

En primer lugar, se han realizado cálculos detallados para la perovskita de NaMgF3 durante la ro-
tación en fase de los octaedros para descomponer la enerǵıa total en la enerǵıa cinética electrónica,
y la suma de las enerǵıas potenciales de repulsión electrón-electrón, núcleo- núcleo, y la atractiva
electrón-núcleo, bajo el nombre de enerǵıa potencial. El objetivo es ver el efecto sobre la enerǵıa
total de cada una de las componentes, cinética y potencial, para diferentes ángulos de rotación. En
la Figura 3.25 se muestran los resultados de esta descomposición para desplazamientos alrededor
de la posición inicial.

En todas las figuras se representan las variaciones de las enerǵıas cinética, potencial y total respecto
a la geometŕıa no deformada.

Figura 3.25: Variaciones de las enerǵıas cinética, potencial y total respecto a la geometŕıa no
deformada. Giro en fase del NaMgF3.
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En la Figura 3.25 se observa que, para ángulos de rotación de hasta 20◦, la enerǵıa potencial
aumenta, mientras que la enerǵıa cinética disminuye simétricamente respecto al 0◦, como era de
esperar (Sec. 3.5.1.) A esta escala ambas presentan una tendencia no lineal. La magnitud de las
variaciones energéticas, tanto cinética como potencial, es un orden de magnitud mayor que la va-
riación en la enerǵıa total.

Por otro lado, es importante destacar que ninguna de las componentes presenta un mı́nimo en la
posición de estabilización θp = 13.49◦ (Sec. 3.5.1). Ambas componentes tienden a compensarse
entre ellas pero, en contra de lo que se esperaba observar, es la enerǵıa cinética la responsable de
la disminución de la enerǵıa.

Figura 3.26: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en fase del LiMgF3.

Figura 3.27: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en fase del KMgF3.

Figura 3.28: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en fase del NaBeF3.

Figura 3.29: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en fase del NaCaF3.

Para comprobar si este fenómeno ocurre sistemáticamente en otras estructuras, se ha realizado la
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misma descomposición de la enerǵıa en las cuatro estructuras similares: LiMgF3, KMgF3, NaBeF3,
y NaCaF3. Las Figuras 3.26, 3.27, 3.28 y 3.29 muestran los resultados correspondientes a estas
perovskitas.

En primer lugar, se ha ampliado el rango de rotación hasta 30◦ con el objetivo de analizar la
tendencia de la enerǵıa potencial y cinética más allá del mı́nimo sugerido por la Figura 3.25.

Respecto a las dos estructuras que presentan rotación (Sec. 3.5.1), el LiMgF3 (Fig. 3.26) y el
NaCaF3 (Fig. 3.29), ambas siguen la misma tendencia observada en la Figura 3.25 para el NaMgF3,
donde la enerǵıa cinética disminuye mientras que la potencial aumenta. En la Figura 3.26, corres-
pondiente al LiMgF3, se observa que esta tendencia persiste hasta un ángulo alrededor de 20◦,
donde la enerǵıa potencial alcanza un máximo y comienza a disminuir, mientras que la enerǵıa
cinética llega a un mı́nimo y empieza a aumentar. Sin embargo, este mı́nimo está muy alejado del
ángulo óptimo de rotación (Sec. 3.5.1), y se encuentra en un régimen donde la enerǵıa total es
mayor incluso que la de la estructura no rotada. Por otro lado, en el NaBeF3, un sistema que no
presenta rotación, se aprecia un comportamiento inicial similar, con la enerǵıa cinética disminu-
yendo y la potencial aumentando (Fig. 3.28), pero ambas enerǵıas alcanzan sus extremos relativos
rápidamente, cambiando luego la tendencia. Este efecto es aún más pronunciado en la Figura 3.27
para el KMgF3, donde apenas se observa el primer comportamiento, ya que la enerǵıa potencial
disminuye rápidamente mientras que la enerǵıa cinética aumenta.

En ninguno de los casos la enerǵıa potencial desempeña un papel decisivo en la enerǵıa total; es
la disminución de la enerǵıa cinética la que provoca los mı́nimos de enerǵıa en las configuraciones
rotadas.

3.6.2. Rotación en antifase

En segundo lugar se ha realizado un análisis muy similar al anterior para la rotación en antifase,
enfocando en comprobar si se repiten los comportamientos excepcionales de la enerǵıa cinética de
la sección anterior.

En primer lugar se ha analizado la estructura NaMgF3 (Fig. 3.30). En este caso se ha reducido la
región de interés alrededor del ángulo óptimo de rotación θa = 12.41◦.

Los resultados del NaMgF3 (Fig. 3.30) muestran un comportamiento similar al observado en la
sección anterior (Sec. 3.6.1). La enerǵıa cinética sigue siendo la que disminuye, mientras que la
enerǵıa potencial permanece continúa aumentando respecto a la posición de equilibrio. Los órdenes
de magnitud también coinciden, con variaciones en la enerǵıa potencial y cinética aproximadamen-
te un orden de magnitud mayores que las de la enerǵıa total. Además, los extremos relativos de
ambas componentes, cuando están presentes, se encuentran en ángulos de rotación mayores, fuera
del rango estudiado.
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Figura 3.30: Variaciones de las enerǵıas cinética, potencial y total respecto a la geometŕıa no
deformada. Giro en antifase del NaMgF3.

Se aplicó el mismo análisis a las rotaciones en antifase de las perovskitas LiMgF3, KMgF3, NaBeF3

y NaCaF3. Los resultados se muestran en las Figuras 3.31, 3.32, 3.33 y 3.34.

Figura 3.31: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en antifase del LiMgF3.

Figura 3.32: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en antifase del KMgF3.

Para obtener una visión más general del comportamiento de la enerǵıa se ha escogido un mayor
rango de interés, que recorra desde la posición inicial en θmin = 0◦, hasta ángulos mayores que los
de equilibrio θmax = 25◦. A diferencia de las rotaciones en fase no se incluyen ángulos de rotación
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negativos, ya que son simétricos respecto a la posición inicial θ = 0◦.

Figura 3.33: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en antifase del NaBeF3.

Figura 3.34: Variaciones de las enerǵıas cinética,
potencial y total respecto a la geometŕıa no defor-
mada. Giro en antifase del NaCaF3.

Los resultados muestran que las perovskitas que rotan en antifase son LiMgF3 (Fig. 3.31) y NaCaF3

(Fig. 3.34, al igual que en la rotación en fase (3.6.1). En estos casos, la disminución de la enerǵıa
cinética es, una vez más, la principal responsable de la reducción en la enerǵıa total. Ambas
enerǵıas alcanzan sus extremos relativos más allá del ángulo de equilibrio, donde la enerǵıa total
supera la del estado no rotado, lo que indica que esa configuración no es estable. En las que
no rotan, KMgF3 (Fig. 3.32 y NaBeF3 (Fig. 3.33, la enerǵıa cinética tiende a aumentar mucho
antes, mientras que la enerǵıa potencial disminuye. En ambos tipos de rotación, fase y antifase, se
observan comportamientos similares.

3.7. Análisis de las cuencas atómicas

El análisis previo reveló que la enerǵıa cinética es, al contrario de lo que se esperaba, el factor
principal que impulsa las rotaciones de los octaedros en las estructuras.

Para comprender mejor este fenómeno, se ha realizado un análisis topológico de la enerǵıa cinética.
Este análisis permite visualizar la distribución espacial de la enerǵıa cinética y su forma alrededor
de los iones. Para llevar a cabo este estudio, se ha utilizado el programa TOPOND [29], que ha
generado un mapa detallado de la enerǵıa cinética.

En primer lugar se han comparado los resultados de la enerǵıa cinética Lagrangiana con la Hamil-
toniana (Sec. 2.7), con el objetivo de seleccionar para el análisis la que mayor grado de precisión
aportara. Para la comprobación simplemente se ha comparado el valor de la enerǵıa cinética de
toda la estructura con la suma de las enerǵıa cinéticas Lagrangiana y Hamiltoniana individua-
les de cada átomo de motivo, y el resultado ha sido consistente a lo largo de todos los sistemas
analizados: la enerǵıa enerǵıa cinética Hamiltoniana presentaba desviaciones del orden de 10−5%
respecto a la enerǵıa total, mientras que las desviaciones en la Lagrangiana eran mucho mayores,
con desviaciones de orden de 10−4%.
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Seguidamente se ha realizado una mapa de la topoloǵıa de la enerǵıa cinética Hamiltoniana para
la rotación en fase de la perovskita de NaMgF3. La Figura 3.35 muestra el mapa de la enerǵıa
cinética en la configuración no rotada, mientras que la Figura 3.36 presenta el mismo mapa para
una rotación de gran amplitud, más allá del ángulo de estabilización.

Al observar las figuras, se puede apreciar que los valores de enerǵıa cinética son significativamente
más altos alrededor de los núcleos, mientras que las regiones interatómicas presentan valores mu-
cho menores.
En ambas figuras, la enerǵıa cinética alrededor de los iones de magnesio se distribuye uniforme-
mente en todas las direcciones, formando una estructura muy circular, achatada en los extremos
cerca de la zona de enlace con los Mg.

Sin embargo, los iones de flúor muestran un comportamiento distinto. En la fase no rotada (Fig.
3.35), la enerǵıa cinética en la periferia del flúor se extiende notablemente hacia los átomos de
magnesio, manteniendo una forma simétrica, pero alejándose mucho del perfil circular de los mag-
nesios. Este comportamiento indica una deslocalización de los pares de electrones enlazantes entre
ambos iones. Además, se observan dos pequeños picos de enerǵıa cerca del núcleo, situados en
lados opuestos y alineados en la dirección complementaria al enlace.

Figura 3.35: Distribución espacial en escala lo-
gaŕıtmica de la enerǵıa cinética Hamiltoniana en
la fase no rotada de NaMgF3. Vista a lo largo del
eje [0 1 0].

Figura 3.36: Distribución espacial en escala lo-
gaŕıtmica de la enerǵıa cinética Hamiltoniana en
el NaMgF3, con una rotación en fase θp = 21.8◦.
Vista a lo largo del eje [0 1 0].

Al comparar con la estructura tras una rotación significativa (Fig. 3.36), se notan dos cambios
importantes. En primer lugar, la distribución de la enerǵıa cinética alrededor de los iones de flúor
se deforma drásticamente, derivando hacia el ion de flúor más cercano. Esto muestra que la enerǵıa
cinética se redistribuye en respuesta a la rotación, rompiendo la forma esférica que el modelo de
GoldSchmidt 1.2 induce a pensar. En segundo lugar, el par de picos de enerǵıa cinética cerca del
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núcleo se reduce a uno solo, orientado hacia el ion de flúor más cercano. Esta nueva distribución
genera valles y máximos en las regiones interatómicas, lo que podŕıa tener implicaciones en la
estabilidad de la fase rotada.

Se han analizado múltiples ángulos de rotación, tanto en fase como en antifase, y se ha extendido
el estudio a todas las perovskitas mencionadas previamente, independientemente de si presentan o
no una rotación observable. Dado que la deformación en consistente a lo largo de todas las estruc-
turas y tipos y ángulos de rotación, no se han incluido todas las imágenes en esta sección, pero los
resultados reafirman las conclusiones extráıdas sobre el NaMgF3.

3.7.1. Atom-Type-Based Potential (ATBP)

En la sección anterior se ha visto cómo la distribución de la enerǵıa cinética en los átomos de
magnesio y flúor no se comporta de la misma forma bajo las rotaciones, siendo que una se deforma
mientras que la otra permanece inalterada. Esto motiva el desarrollo de esta sección, en la que se
analizarán las contribuciones energéticas de cada uno de los átomos equivalentes en la celda unidad.

Para obtener la contribución de cada una de las enerǵıas se empleará el programa CRYSTAL17,
como en muchas otras partes del trabajo, que implementa una división energética entre átomos no
equivalentes haciendo uso de la teoŕıa de átomos en moléculas 2.6. En esta sección, a diferencia
de las anteriores, solo se han estudiado aquellas perovskitas que śı presentan rotación: NaMgF3,
LiMgF3 y NaCaF3.

En el motivo de la perovskita ABF3 del grupo espacial Pnma, hay dos átomos de flúor no equiva-
lentes, el primero en la posición (0.5, 0.25, 0) en coordenadas fraccionarias, al que se denominará
como Ftop y que participa tando en las rotaciones en fase como en antifase; y el segundo con las
coordenadas (0.25, 0, 0.75), identificado como Flat, pero, a diferencia de su homólogo, no participa
en las rotaciones en fase. Es importante señalar que la rotación en fase solo involucra a los Ftop,
mientras que la rotación en antifase involucra a ambos.

Figura 3.37: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en fase del NaMgF3.

Figura 3.38: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en antifase del NaMgF3.
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En primer lugar, se han obtenido los resultados para el NaMgF3, tanto para la rotación en fase
(Fig. 3.37) como para la de antifase (Fig. 3.38).

La enerǵıa del Na aumenta, mientras que la del Mg disminuye, ambas parecen no ser afectadas
significativamente por la rotación. En la rotación en fase, la enerǵıa del Flat disminuye ligera y
uniformemente, mientras que en la rotación en antifase, en la que śı se desplaza el ión, también
disminuye uniformemente, pero con una magnitud de aproximadamente el doble. Por último, en
la rotación en fase, los Ftop son los que más reducen su enerǵıa, alcanzando un mı́nimo cerca del
ángulo de equilibrio; en la rotación en antifase se observa una reducción similar, pero no se alcanza
el mı́nimo, probablemente debido al rango de interés seleccionado.

Como se ha mencionado previamente, se ha realizado el mismo análisis para las perovskitas de
LiMgF3 y NaCaF3, en este caso aumentando el rango de interés de la rotación en antifase hasta
θmax ≈ 25◦.

Figura 3.39: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en fase del LiMgF3.

Figura 3.40: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en antifase del LiMgF3.

Figura 3.41: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en fase del NaCaF3.

Figura 3.42: Variación de la enerǵıa por cuencas
atómicas en la rotación en antifase del NaCaF3.
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En todos los casos las variaciones de la enerǵıa para ambos cationes siguen el mismo comporta-
miento. El catión A (Li ó Na) aumenta su enerǵıa progresivamente con la rotación, mientras que
la enerǵıa del catión B (Mg ó Ca) disminuye uniformemente.

En la rotación en fase (Fig. 3.37, Fig. 3.39 y Fig. 3.41) se observa claramente que la enerǵıa cinética
se ve muy influenciada por las variaciones en la enerǵıa de los Ftop. Mientras que los Flat, que no
participan en esta rotación, presentan variaciones de enerǵıa muy pequeñas y sin extremos relati-
vos, comportamiento idéntico al de los cationes.

Por último, en las rotaciones en antifase (Fig 3.40 y Fig. 3.42.) los Ftop siguen jugando un papel
fundamental, pero se reduce su contribución a la enerǵıa total. No obstante, los Flat, que śı toman
parte en esta rotación, presentan un comportamiento similar al de los Ftop: aumentan su contri-
bución a la enerǵıa total respecto a la rotación en fase, y su variación pierde el carácter lineal,
apareciendo un mı́nimo relativo más allá del ángulo de rotación estable.

En base a lo analizado está claro que la enerǵıa de los átomos de flúor que participan en las rota-
ciones juegan un papel decisivo en las estabilidad, mientras que los cationes quedan relegados a un
segundo plano. Esto se presenta como un hecho sorprendente, ya que el parámetro de GoldSchmidt
está fuertemente relacionado con la relación entre los radios iónicos de los cationes rA/rB.
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4 Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han empleado métodos de primeros principios para analizar estructu-
ras cristalinas tipo Perovskita. Han arrojado resultados precisos para sistemas estables y presentes
en la naturaleza como el NaMgF3, pero también para otras que no, como el LiMgF3.

Un aspecto central de la investigación ha sido evaluar hasta qué punto el parámetro de Goldsch-
midt, basado en el radio iónico, es fiable para describir las deformaciones en perovskitas. Se ha
comprobado que predice correctamente tanto la estabilidad de la estructura como la aparición de
rotaciones en los octaedros. Además, se han comparado con las predicciones del parámetro τ de
Balter [35], y concuerdan pese a ligeras desviaciones.

A partir de la descomposición de la enerǵıa se ha concluido que la enerǵıa cinética juega un papel
determinante en las rotaciones a−b+a−. Este resultado contradice directamente a la idea de que
son las repulsiones electrostáticas debido a la superposición de radios atómicos las que empujan a
la estructura a deformarse.

El parámetro de Goldschmidt produce predicciones correctas para los sistemas estudiados basándo-
se en los radios iónicos, a pesar de que la repulsión electrostática no es la contribución energética
principal. En base a lo argumentado anteriormente se plantea la posibilidad de que el radio iónico
no sea el factor mas relevante en la estabilidad de la molécula, y que otras caracteŕısticas de los
iones o de los enlaces sean más determinantes.

Por otra parte el análisis topológico muestra que la distribución de la enerǵıa cinética alrededor del
núcleo de los átomos de flúor se deforma notablemente y rompe la forma aproximadamente circular
que debeŕıa de tener si los iones fueran esferas ŕıgidas con un radio iónico fijado (Sec. 1.2), sino
que se deforma para acomodarse a la configuración final. Esto sugiere una mayor deslocalización
de los electrones de las capas más externas, reduciendo la repulsión electrostática con el resto de
electrones del sistema, [36] y con ello la enerǵıa total.

Por último, se ha analizado la enerǵıa cinética por cuencas atómicas. Y los resultados muestran
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que son los átomos de flúor, especialmente los Ftop situados en el plano ac, los que provocan esa
disminución de la enerǵıa. En la rotación en antifase se observa que, si los Flat mantienen su posi-
ción inicial, la enerǵıa cinética asociada a su cuenca atómica no disminuye.

La definición matemática del parámetro de Goldschmidt (Ec. 1.4) sugiere que los radios iónicos
de los cationes A y B son los factores determinantes en las rotaciones (Sec. 1.2) de los octaedros,
mientras que la influencia de los aniones se ve relegada a un segundo plano. Sin embargo, los
resultados obtenidos indican que los aniones que se desplazan durante estas rotaciones son los que
mayormente influyen en la enerǵıa del sistema.

Además, se ha observado que los iones de flúor desplazados tienden a alejarse de los cationes de
mayor tamaño, lo que los lleva a aproximarse entre ellos. Este comportamiento genera una mayor
deslocalización electrónica hacia la región interatómica, como se aprecia en la Figura 1. Este
fenómeno sugiere la posibilidad de una interacción débil, posiblemente de carácter antienlazante,
entre los iones de flúor.
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