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Resumen Este Trabajo de Fin de Grado aborda el problema del unfolding en
estadistica, centrado en la estimacion de distribuciones verdaderas a partir de ob-
servaciones distorsionadas por dispositivos de mediciéon imperfectos. A lo largo del
estudio, se exploraron y compararon diversas técnicas, como los minimos cuadrados,
la regularizacion de Tikhonov y el método iterativo con early stopping. Cada meto-
dologia presenta ventajas y limitaciones que dependen de la condicién del problema
y de la calidad de los datos. Se destaco la importancia de una adecuada seleccién
de los coeficientes de regularizacion y del nimero de iteraciones para balancear el
sesgo v la varianza, y evitar tanto el sobreajuste como la pérdida de informacion
relevante. Los resultados obtenidos subrayan la necesidad de un enfoque adaptati-
vo, que considere las caracteristicas especificas de cada problema para garantizar
estimaciones precisas y estables.

Abstract This Bachelor’s Thesis addresses the problem of unfolding in statis-
tics, focusing on estimating true distributions from observations distorted by imper-
fect measurement devices. Throughout the study, various techniques were explored
and compared, including least squares, Tikhonov regularization, and the iterative
method with early stopping. Each methodology presents advantages and limitations
depending on the problem’s condition and the quality of the data. The importance
of proper selection of regularization coefficients and the number of iterations was
highlighted to balance bias and variance, avoiding both overfitting and loss of rele-
vant information. The results obtained underscore the need for an adaptive approach
that considers the specific characteristics of each problem to ensure accurate and
stable estimates.

Palabras Clave Unfolding estadistico, Regularizacién de Tikhonov, Itera-
ciones de D’Agostini, Sesgo, Varianza.
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Capitulo 1

Introduccion

El unfolding en estadistica se refiere al problema de estimar la distribucién a
nivel de particula de alguna cantidad fisica de interés a partir de observaciones
distorsionadas por un dispositivo de medicién imperfecto. Se trabaja con espectros,
con espectro nos referimos a una representacion de la distribucion de eventos fisicos
observados o medidos, generalmente en funciéon de una variable fisica como la energia,
el momento, o alguna otra magnitud relevante. En mediciones experimentales, como
las realizadas en fisica de particulas, el espectro observado suele estar afectado por
la resolucion finita de los detectores, lo que significa que el espectro verdadero se ve
“desenfocado” o “difuminado”.

El problema de unfolding es precisamente inferir el espectro verdadero (o el
“espectro” que se medirfa sin los efectos de resolucion del detector) a partir del
espectro observado que ha sido distorsionado por estas limitaciones. Este proceso
implica resolver un problema inverso, donde se intenta corregir las distorsiones y
recuperar el espectro verdadero a partir de las observaciones.

Generalmente es usado para lograr uno o més de los siguientes objetivos:

1. Comparacién de la medicién con teorias futuras.

2. Comparacion de experimentos con diferentes respuestas.
3. Entrada a un anélisis posterior.

4. Analisis exploratorio de datos.

5. Problemas de inversion, aparentemente sencillos, pero que en casos realistas
son mal definidos o planteados.

La aproximacién a los problemas de unfolding suele ser mediante simulaciéon. Sin
embargo, vamos a abordarlo de otra forma, méas analitica, que aunque implica apro-
ximaciones, permite entender mejor los resultados. Ademas, en muchos casos el
problema resulta ser lineal por lo que la solucién es exacta.

Este trabajo se organiza de la siguiente manera:

En el Capitulo 2, se presenta el marco tedrico esencial para entender el pro-
blema del unfolding en estadistica. Se comienza con la formulacién del problema,
describiendo la relacion matemaética entre el espectro verdadero y el espectro dis-
torsionado debido a las imperfecciones en la mediciéon. A continuacion, se exploran
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diversas metodologias para abordar el unfolding, incluyendo el ajuste por méaxima
verosimilitud, el uso de minimos cuadrados, y la regularizaciéon de Tikhonov. Se
introduce también el método iterativo con early stopping, explicando su aplicacion
en situaciones donde el problema es mal condicionado. Finalmente, se discuten los
calculos necesarios para evaluar el sesgo, la varianza y la correlacion en las estima-
ciones obtenidas.

En el Capitulo 3, se aplica la teoria a un caso practico, comenzando con la
eleccion y justificacion de la matriz de dispersion K, un componente crucial para
modelar correctamente el problema. Este capitulo detalla como se pueden aplicar
los métodos de minimos cuadrados sin regularizaciéon para resolver el problema de
unfolding. Se examinan las consecuencias de utilizar diferentes configuraciones de
la matriz K y como estas afectan a la precision y estabilidad de las estimaciones
obtenidas.

En el Capitulo 4, se exploran en detalle las metodologias de regularizacion,
con especial énfasis en la regularizacion de Tikhonov y el uso de descomposiciones
en valores singulares (SVD unfolding). Se analiza como estas técnicas pueden me-
jorar la estabilidad de las soluciones en problemas mal condicionados, y se discute
la importancia de una adecuada selecciéon de ¢ para minimizar el sesgo y la varian-
za. Este capitulo también incluye un analisis comparativo de diferentes enfoques de
regularizacion, destacando sus ventajas y limitaciones en distintos escenarios expe-
rimentales.

El Capitulo 5 se centra en el método iterativo con ’early stopping’, una técnica
que permite evitar el sobreajuste en problemas mal condicionados. Se compara su
eficacia con la regularizaciéon de Tikhonov y se analizan los resultados obtenidos
a través de una o varias iteraciones. En particular, se enfatiza que en situaciones
donde el problema esta bien condicionado, el estimador de maxima verosimilitud
es adecuado sin necesidad de early stopping, mientras que en problemas mal con-
dicionados, detener las iteraciones en el momento oportuno es crucial para obtener
estimaciones fiables.

Finalmente, en el Capitulo 6, se presentan las conclusiones del trabajo, desta-
cando las circunstancias en las que es recomendable aplicar técnicas de regularizacion
para resolver problemas de unfolding mal condicionados. Se subraya la importancia
de ajustar cuidadosamente los parametros de regularizacion y el nimero de ite-
raciones para obtener resultados robustos, evitando tanto el sobreajuste como la
subestimacion de la incertidumbre en los datos.

Con esta estructura, el trabajo busca proporcionar una comprension integral del
problema del unfolding, combinando un enfoque teérico riguroso con aplicaciones
practicas detalladas para la resolucion efectiva de problemas estadisticos complejos.



Capitulo 2

Marco Teoérico

Comprender las herramientas matemaéticas y estadisticas que subyacen al proceso
de unfolding es esencial para abordar los desafios que este presenta. En el corazén
de esta problemética se encuentran conceptos como la verosimilitud, los minimos
cuadrados y la regularizacion, cada uno jugando un papel crucial en la correcciéon
de las distorsiones introducidas por los dispositivos de medicion.

En este capitulo, exploraremos el marco teérico que sustenta el unfolding, desglo-
sando las ecuaciones y los métodos que permiten transformar un espectro alterado
en una estimacion confiable del espectro verdadero. La mayoria de los resultados
discutidos en el apartado 2.1 estan basados en el trabajo Uncertainty Quantification
in Unfolding Elementary Particle Spectra at the Large Hadron Collider [1], mientras
que los del apartado 2.2 y 2.3 se fundamentan en Unfolding: A Statistician’s Pers-
pective [2|. Por otro lado, los conceptos y resultados presentados en el apartado 2.4
estan basados en el trabajo clésico de A. N. Tikhonov, Solution of Incorrectly For-
mulated Problems and the Regularization Method [3](1963). Desde la formulacion del
problema hasta las estrategias més avanzadas, como la regularizacion de Tikhonov
y los métodos iterativos, este capitulo sienta las bases matemaéticas y conceptuales
necesarias para avanzar en el analisis del unfolding.

2.1. Formulacién del problema

Sea f el espectro verdadero y g el espectro alterado a nivel del detector. Deno-
temos el espacio verdadero por Ty el espacio alterado por S (ambos tomados como
intervalos en la recta real para simplificar). f y ¢ son las funciones de intensidad del
espectro. Los dos espectros estan relacionados por

o(s) = / k(s 1) (1) dt.

donde el nicleo alterado k representa la respuesta del detector o la convolucion y
esta dado por

k(s,t) =p(Y =s| X =t, X observado) P(X observado | X = t),

donde X es un evento verdadero e Y el evento alterado correspondiente.
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El problema generalmente se discretiza utilizando histogramas, se discretiza la
variable y cuenta el nimero de observaciones en los rangos correspondientes (a veces
también se utilizan splines). Sean {T;}7_; y {S;}7, particiones del espacio verdadero
T y del espacio suavizado S. El histograma alterado y = [y1, . .., y,]” tiene una media

,u:[fslg(s)ds, e fsng(s)ds}T

Y la cantidad de interés es:

A= [le fyde, o [y f(@) dt]T

Los histogramas con las medias estan relacionados por p = K\, donde los elementos
de la matriz de respuesta K estan dados por

fs fT t)dtds

= ij

El modelo estadistico discretizado se convierte en

K; = P(evento alterado en el bin i | evento verdadero en el bin j)

y ~ Poisson(K\)

Y lo que deseamos es hacer inferencias sobre A\ bajo este modelo.
La primera idea que surgen observandolo es hacer un ajuste por maxima verosi-
militud para obtener el estimador .

2.2. Ajuste por maxima verosimilitud

La funciéon de verosimilitud en el unfolding es:

i i Zg 1KZJ)‘
L) =ply [ A) =] plwi | 1) = H( )

=1

e Tia Kok e R

Esta funcion utiliza nuestro modelo de regresion de Poisson para vincular las obser-
vaciones y con el A desconocido. La funcién de verosimilitud juega un papel clave
en todos los métodos razonables de unfolding. En la mayoria de los problemas esta-
disticos, el maximo de la funcién de verosimilitud, o equivalentemente el maximo de
la funcién de verosimilitud logaritmica, proporciona una buena estimaciéon del valor
desconocido .

En problemas mal condicionados, esto generalmente no es el caso, pero la solucion
de méaxima verosimilitud aiin proporciona un buen punto de partida.

Cualquier histograma que maximice la verosimilitud logaritmica del problema
de unfolding se llama estimador de méaxima verosimilitud XMLE de A. Por lo tanto,
queremos resolver:

mdxlogp(y | ) = > [yz' log (Z KMJ) D IL 2"

i=1 j=1 j=1

-+ const
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Teorema 2.2.1 (Vardi et al. (1985)) [4/ Supongamos que K;; > 0 y y # 0.
Entonces, se cumple lo siguiente para la verosimilitud logaritmica logp(y | \) del
problema de unfolding:

1. La verosimilitud logaritmica tiene un mdximo.

2. La verosimilitud logaritmica es concava y, por lo tanto, todos los maxrimos son
maximos globales.

3. El mdzimo es 1unico si y solo si las columnas de K son linealmente indepen-
dientes.

Entonces, si las columnas de K son linealmente independientes, existe un tnico
estimador de maxima verosimilitud logaritmica. Queda ver como obtenerlo.

Proposicion 2.2.2 Sea K una matriz cuadrada invertible y supongamos que A=
K=ly > 0. Entonces, \ es el estimador de mdzima verosimilitud (MLE) de X.

Es decir, la inversion de la matriz nos proporciona el MLE si K es invertible y la
estimacion resultante es positiva.

Cabe senalar que este resultado es més restrictivo de lo que puede parecer: K a
menudo no es cuadrada; incluso si K fuera cuadrada, a menudo no es invertible; y,
aunque K fuera invertible, K !y a menudo contiene valores negativos.

2.3. Problema de minimos cuadrados

Nosotros consideraremos y ~ N (K, 1) como se explicara en el Apartado 3.1,
con esta aproximacion, el problema anterior se convierte en el siguiente problema
de minimos cuadrados:

7 . 2
min | K3 —

donde K € R™? N e R y y € R™.
Este problema siempre tiene una solucién, aunque puede no ser tnica. Una so-
lucién siempre estd dada por la pseudoinversa de Moore—Penrose de K:

S\LS = KTy.

Cuando hay multiples soluciones, la pseudoinversa da aquella con la norma mas
pequena. Cuando K tiene rango completo de columnas, la soluciéon es tinica. En este
caso, la pseudoinversa esta dada por:

K'=(K"K)'K",
Por lo tanto, la solucién de minimos cuadrados es:
As = (KTK)"'Ky.

Pero surgen problemas cuando la matriz K"K estd mal condicionada (tiene
autovalores muy cercanos al 0), ya que entonces surgen oscilaciones grandes no
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fisicas en esos casos. En estos casos decimos que el sistema lineal © = K\ estéd
mal condicionado. Cuando esto sucede, histogramas verdaderos A\; y Ay que son
muy diferentes pueden transformarse en histogramas alterados p; y g2 que son muy
similares. Como resultado, distinguir entre A\; y Ay basandose en datos alterados en
el espacio S es muy dificil.

Para prevenir esto surgen las regularizaciones, mediante términos de penalizacion,
o la detencion prematura en métodos iterativos.

2.4. Regularizacion de Tikhonov

La Regularizaciéon de Tikhonov utiliza una funcién de regularizacion para con-
trolar los resultados obtenidos. Se trata de estimar A resolviendo:
min [(y — KXN)"(y — K\) + 6P(\)]

AER™

El primer término como en el problema de minimos cuadrados, el segundo penaliza
las soluciones no fisicas, y el coeficiente de regularizacion 6 > 0 regula la influencia de
la regularizacion (vemos que si 6 = 0 se estaria resolviendo el problema de minimos
cuadrados del Apartado 2.3 anterior). Algunas funciones de regularizacion son:

» Curvatura: P(\) = ||R)||?, donde R es un operador discretizado de la segun-
da derivada. Esto se puede calcular numéricamente, usando las derivadas por

diferencias finitas: A B — £ n)
r+h)— Jlx—
)~ -

Y se llega a que la primera y segunda derivada discretas en un punto x; son
respectivamente: «, = x,41 — x; y @ = x;41 — 2x; + x;,_1, y entonces la matriz

R es:
-1 1 0 0O O
1 -2 1 0 0
0 1 -2 0 O
R= .
0O 0 O -2 1
0O 0 O 1 -1

Ahora, nosotros en nuestro caso, anadiendo este término al MLE tenemos:

min [(y — K\ (y — KX\ + 5HR)‘H2}

AER™

que por [2] se resuelve como Uy = A con:
U=(K'K+dR'R) "K'
= SVD unfolding: (Hocker and Kartvelishvili, 1996) 5]

A 2

PO =R | ™ ,
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donde MM es una una referencia previa para A con todas las componentes
distintas de cero. Aqui el problema nos queda asi:

min [(y — KN) " (y — KX) + 8| R(A/AYO)|?]

MERP
Y tomando
WLC 0 0
|0 0
— 2
0 o --- /\%LC

se puede linelizar asi (en el Apartado 4.2. profundizaremos en los célculos):

~

A=Uy=(K'K+3dS"R"RS) 'Ky

» TUnfold: (Schmitt, 2012) [6]:

P(A) = [[R(A = AMO)|J?

Aqui tenemos:

min [(y — K)\)T(y — K\) 4 0||R(\ — AMC)”Z}

AERP

Que por [2] se resuelve como:

A= (KTK +6(R"R))™ (KTy +6(RTR)AVC)
Lo que se puede escribir como
A=Uy+ (K"K +6(R"R)) " §(RTR)AMC

como transformacion afin sobre .

2.5. Meétodo iterativo con ’early stopping’.

Si consideramos la funciéon de verosimilitud, a pesar de los problemas que surgian
cuando no se cumplian las hipotesis de la Proposicion 2.2.2., el MLE siempre se pue-
de encontrar computacionalmente utilizando el algoritmo esperanza-maximizaciéon
(EM) (Dempster et al. (1977)) [7].

Este es un algoritmo iterativo es muy usado para encontrar soluciones de maxima
verosimilitud en problemas con pocas observaciones.

Partiendo de algtn valor inicial A(¥) > 0, la iteracion EM para el unfolding se da
por: [2]

(k) n
)\(k+1) _ )‘j Kijy;

S - , Jg=1....p
J Zi:l K i=1 21:1 Kil)‘l(k)
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La convergencia de esta iteracion hacia un MLE (es decir, () k—> S\MLE) fue
—00

probada por Vardi (Vardi et al. (1985)) [4]. Este algoritmo es conocido como la
iteracion D’Agostini.

Pero, desafortunadamente, el MLE en si mismo es a menudo inutil. Debido a la
naturaleza mal planteada del problema, exhibe grandes fluctuaciones no fisicas. En
otras palabras, la funcién de verosimilitud por si sola no contiene suficiente informa-
cién para restringir la solucion. A medida que la iteracion EM avanza, las soluciones
suelen mejorarse primero, pero en algiin punto comienzan a degradarse. Esto se de-
be a que el algoritmo empieza a sobreajustarse a las fluctuaciones de Poisson en
y. Este comportamiento se puede aprovechar deteniendo la iteracion antes de que
comiencen a aparecer oscilaciones no fisicas. El nimero de iteraciones k se convierte
ahora en un parametro de regularizaciéon que controla el equilibrio entre ajustar los
datos y mitigar caracteristicas no fisicas.

2.6. Calculo del sesgo, la varianza y la correlaciéon

En el contexto del unfolding, es fundamental evaluar la precision y la fiabilidad
del estimador obtenido. Dos métricas clave para este analisis son el sesgo (bias) y la
varianza (variance) del estimador.

El sesgo mide la diferencia sistematica entre el valor esperado del estimador y
el valor verdadero de la cantidad que se quiere estimar. En otras palabras, el sesgo
indica cuénto se desvia en promedio el estimador de la realidad. Formalmente, dado
un estimador A de un parametro A, el sesgo se define como:

~

Bias(A) = E[A] — A
Por otro lado, la varianza refleja la dispersion de las estimaciones en torno a su
valor esperado. Una varianza alta indica que las estimaciones individuales fluctian

considerablemente, lo que puede dificultar la obtencién de conclusiones precisas. La
varianza del estimador se define como:

~

Var(}) = E {@ - Em)?}

La covarianza en el contexto del unfolding mide cémo varfan conjuntamente dos
componentes del estimador de los espectros ajustados. Estéd dada por:

Cov(hr, Ao) = B [( — B (s — B[A))]

La correlaciéon en el unfolding cuantifica la relacion lineal estandarizada entre
dos componentes ajustados del espectro y se define como:

COV(S\l, 5\2)

\/Var(j\l) - Var(\s)

En el proceso de unfolding, la matriz de la aplicacion lineal U y la matriz de res-
puesta K permiten expresar estos conceptos matricialmente. El sesgo del estimador
se puede representar mediante la matriz B:

Piide =
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B=U-K-1I,

Ya que: R R
Bias(A) = E[A] = A=Uy— A= (UK — )\

Donde I, es la matriz identidad de tamano n. Esta expresion captura el desvio
sistematico introducido por el método de unfolding.

Asi mismo, la varianza del estimador se puede cuantificar mediante la siguiente
expresion:

Var=U'U

Esta matriz proporciona una medida de la dispersion en las estimaciones obteni-
das mediante el procedimiento de unfolding, cabe recordar que por construcciéon
Var(y) = 1. Para la matriz de Correlacion extraemos la diagonal de la matriz de
varianza para formar la matriz diagonal D de varianzas:

D = diag (Var(ey), Var(es), ..., Var(e,))

Donde D;; = Var(e;) = Var;; es la varianza del i-ésimo componente.
La matriz de correlaciéon Corr se obtiene estandarizando la matriz de varianza.
Primero calculamos la matriz D~'/2, que es la raiz cuadrada inversa de D:

D~ Y2 — dia, ! , ! e ! )
& <\/Var(el) \/Var(eg) Var(en)

Luego, la matriz de correlacion se calcula como:

Corr = D™Y% . Var- D™1/2

Por lo que dado el estimador )\ el sesgo de \ viene dado por )\ B- )\T la
varianza viene dada por Var()\) =\ Var - AT.Y dados los estimadores )\1 y )\2, la
covarianza de A y )\2 es Cov()\l, )\2) = )\, Var- )\2 , v la correlacion entre M y Ao es
Piky = Ap - Corr - )\T

Estos métodos son utilizados para calcular el sesgo, las varianzas, las covarian-
zas y las correlaciones de los estimadores obtenidos mediante la regularizacion de
Tikhonov con curvatura, el SVD Unfold y una iteraciéon del método iterativo con
‘early stopping’, tras los calculos detallados que se presentaran en el Apartado 5.1
y para calcular la varianza de estimadores obtenidos por TUnfold, pero para el sesgo
de del TUnfold y para més iteraciones del método D’Agostini no funciona. En el
caso del TUnfold, ya que el estimador viene dado por

A=Uy+ (K"K +6(R"R)) " §(RTR)AMC

El término de la derecha es costante y no afecta a la varianza por lo que esta se
calcula a partir de U como en los otros métodos, cabe remarcar que esta U es
ademas idéntica a la de la regularizacion por la derivada. Sin embargo el término de
la derecha si que afecta al calculo del sesgo que se calculara explicitamente como:

~

Bias(A) = A — g = Uy + (KK +6(RTR)) " 6(RTR)AMC — 2
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Donde y = Kxy.

Para el método D’Agostini en el que se hara uso de un zq inicial para calcular el
sesgo explicitamente.

Para calcular el sesgo y la varianza a mas iteraciones del algoritmo del algoritmo
de D’Agostini lo representamos como:

)\estimado = fn (Y)

Donde excepto para n = 1, la f es dificil de obtener analiticamente, pero es posible
calcularla iterativamente. Entonces, el sesgo de A lo calculamos de la siguiente forma:

Partimos de un valor inicial real xg, y obtenemos un y dado por y = Kuzg. El
sesgo serd zg — £, (Kzg) calculado explicitamente.

Para calcular la varianza explicitamente es un poco mas complicado, para obtener
la varianza, y para que sea manejable, se puede hacer una aproximacion lineal, que
tiene sentido si la varianza de entrada (que tomaremos como 1, por la distribucion
N(Kz,1)) como se verd en en el Apartado 3.1) es pequena. Nos quedamos con
el primer término del desarrollo en serie. Explicamos por qué funciona para una
variable:

Supongamos que tenemos z que sigue N(zg,1) v y = f(z). Desarrollamos en
serie de Taylor de primer orden y nos queda

y = [f(z) = f(xo) + ['(wo)(x — o)

Son todas constantes salvo f'(zg)x, por lo que sabemos que

Yy~ N(f(%)af’(%))

donde hemos usado que o(x) = 1, lo que justifica la aproximacion.
Podemos calcular esto numéricamente, usando las derivadas por diferencias fini-
tas que expusimos en el Apartado 2.4

fle+h) = flz—h)
2h

f'(x) =

La idea es hacer esto coordenada a coordenada.
Para calcular la varianza de la coordenada i-ésima, se utiliza el siguiente algorit-
mo, modificando un poco arriba y abajo la componente i-ésima de p. Algo como:

2h

o(fu(Kxo)) =
donde

:c0+:m0+(0,0,0,...,h,0,0,0)

To~ = xo — (0,0,0,...,h,0,0,0)

Esto serfa o, y la varianza es el cuadrado de esta cantidad.
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2.7. Problemas y dificultades del Unfolding

Al realizar un unfolding sobre una medicién, uno de los principales desafios es la
eleccion del pardmetro de regularizacion, como 9 en la regularizacion de Tikhonov
o el namero de iteraciones en el método de D’Agostini. Este pardametro controla la
suavidad de la solucién, influyendo directamente en la precision del espectro estima-
do.

El principal problema radica en que este pardametro es dificil de determinar a
priori, ya que su valor 6ptimo depende de los datos observados. Una elecciéon inco-
rrecta puede distorsionar el resultado: un valor demasiado alto suaviza excesivamente
la solucién, mientras que uno demasiado bajo permite que las fluctuaciones y erro-
res dominen. Por ello, es esencial seleccionar este parametro basdndose en criterios
objetivos y métodos empiricos que consideren la calidad del ajuste, como la mini-
mizacion de discrepancias con simulaciones o el anélisis de estabilidad del resultado
obtenido, en el Capitulo 4 se profundizarad un poco més en este tema .

En el Capitulo 2, hemos detallado la formulacién matemética del problema
del unfolding y explorado técnicas clave como la regularizaciéon de Tikhonov y los
minimos cuadrados. Ademés, hemos introducido métodos para evaluar la precision
de las estimaciones mediante el cilculo del sesgo y la varianza.

Con esta base teérica, estamos preparados para aplicar estas técnicas a proble-
mas especificos, analizando como se comportan en la practica y optimizando los
resultados. A partir de ahora, pondremos en préctica lo aprendido para evaluar su
efectividad en casos concretos.



Capitulo 3

Presentacion del problema

En el Capitulo 3, daremos el siguiente paso aplicando la teoria desarrollada en
un caso practico. Comenzaremos con la presentaciéon de un problema especifico de
unfolding, donde abordaremos la eleccion y justificacion de la matriz de dispersion
K en nuestro caso, esencial para modelar correctamente la relaciéon entre el espectro
verdadero y el observado. A través de este analisis, exploraremos cémo los métodos
de minimos cuadrados pueden aplicarse directamente para resolver el problema,
centrandonos en el impacto de la estructura de K en los resultados obtenidos. Este
capitulo permitira evaluar como las decisiones iniciales influyen en la precision y
estabilidad de las estimaciones.

3.1. Eleccion de K y Justificacion

En nuestro caso consideramos K, que es una matriz de migracion definida como:

p  1—2p P e 0
K = 0 D 1-2p -+ 0
0 0 p 1—p

donde y e R", A e R*", n € N, y p € [0,0,5].

En el problema general, K se suele calcular con simulacién, lo que también pue-
de generar distintos problemas de regularizacién o matrices mal condicionadas. La
razon de nuestra eleccion de K es que buscamos algo manejable, general y que tenga
sentido. Buscamos matrices de migracion en las que solo se permite que haya migra-
cion al canal de al lado en funciéon de una probabilidad p, con las que estudiaremos
casos muy diagonales. Cabe remarcar que estamos quedédndonos con los casos donde
la dimension de y es igual que la de A (es decir, que la matriz K es cuadrada), lo
que no siempre es asi. Lo hacemos para simplificar el problema nuevamente, pero
algunos calculos matriciales se mantienen en los otros casos.

Ademés de esto, vamos a considerar y ~ N(K\, 1), ya que la normalizacion es
adecuada cuando las cuentas son altas. Por lo tanto, es un problema particular pero
sigue siendo bastante general.

14
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Como hemos comentado antes, los problemas surgen cuando K ' K esté mal con-
dicionada. Por lo tanto, los problemas serdn mas pronunciados (y la regularizacion
sera mas necesaria) en los valores de p donde la matriz K" K tenga autovalores muy
pequenos, lo cual puede llevar a inestabilidad numérica y a la necesidad de técnicas
de regularizacion para asegurar soluciones estables y bien condicionadas. Todas las
graficas de este capitulo han sido obtenidas a partir de [12].

3.2. Ajuste por maxima verosimilitud

Si consideramos el caso 6 X 6 entonces tenemos la matriz

1—0p P 0 0 0 0
P 1—-2p P 0 0 0
K 0 P 1—-2p P 0 0
0 0 P 1-2p P 0
0 0 0 D 1-2p »p
0 0 0 0 P 1—0p

Entonces, los valores de p en [0,0,5] para los que K tiene un autovalor 0 son:

p:2—\/§x0,268, pzl, y p:1

3 2
Estos puntos valores son de vital importancia ya que es para estos valores para los
que se hace necesaria la regularizacion como veremos mas adelante y, al tomar y ~
N(KA\, 1), el ajuste de méaxima verosimilitud se convierte en el siguiente problema
de minimos cuadrados:

min [|[K\ — g%,
AERS

que se resuelve con la pseudoinversa como se expuso en el Apartado 2.3.

G000

el
el

5000 '|

4000 ||

varlance

3000 [ | |

2000 |
|

1000 [ | |
I | )

] \\ —

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
p

1]

Figura 3.1: Varianza de los canales externo e; y central ez para p € [0,0,5] en el caso
6 x 6 resuelto por minimos cuadrados sin regularizacion.



CAPITULO 3. PRESENTACION DEL PROBLEMA

16

Indice de Correlacion e, ye,

™,
\
\
\

{\ /
0.8 /

\
041 3

/ \
02r 5

Indice de Correlacion
(=}
|
|
|
\
\
|
\

A
04l

h f
4 L L L L L s -,
] 0.05 01 015 02 025 03 0.35

p

Figura 3.2: Indice de correlacion entre el canal externo e, y el central es para p €
[0,0,5] en el caso 6 x 6 resuelto por minimos cuadrados sin regularizacion.

Como se puede observar en la Figura 3.1, la varianza de los estimadores se dispara
para los valores de p que hacen que K tenga autovalores muy cercanos a (. También
es remarcable que el indice de correlacion entre e; y e3 es cercano a 1 cuando p se
acerca a p = 2 — V3~ 0,268 y p = %, y a —1 para valores de p cercanos a p = %,
como se puede observar en la Figura3.2. Esto significa que en los valores de p que
hacen que K tenga autovalores muy cercanos a 0, la relacion es casi lineal (positiva
o negativa) perfecta entre ambos estimadores.

En este Capitulo 3, hemos aplicado la teorfa de minimos cuadrados a un caso
practico de unfolding. A través de la eleccion y anélisis de la matriz de dispersion
K, hemos demostrado cémo la estructura de K afecta significativamente los resul-
tados obtenidos. Los calculos realizados han permitido observar que, en problemas
bien condicionados, los minimos cuadrados proporcionan estimaciones precisas. Sin

embargo, en casos donde la matriz K estda mal condicionada, las soluciones pueden
presentar inestabilidades.



Capitulo 4

Método de Tikhonov

En el Capitulo 4, nos enfocaremos en técnicas de regularizacién para mejorar la
estabilidad de las soluciones en problemas mal condicionados de unfolding. En par-
ticular, exploraremos la regularizacion de Tikhonov y su aplicaciéon en la resolucion
de sistemas lineales afectados por la presencia de autovalores pequenos en la matriz
de dispersién K. Analizaremos como la regularizacion ayuda a controlar el equilibrio
entre el sesgo y la varianza, y discutiremos la seleccion adecuada del coeficiente de
regularizacion d para obtener estimaciones mas robustas y fisicamente plausibles. Se
ha hecho uso de [12] para la obtencion de graficas.

4.1. Curvatura

Tenemos

min [(y — KA)"(y — KX) + 6[|RA|]

AER™

y podemos reescribir la funciéon objetivo de la siguiente manera:

2

(v = KN (g = KX) + 3IRAJ® = | KA =y + [ VORA|I* = H (fa(fz) e (‘8)

Que nos da un problema de minimos cuadrados como el que expusimos antes, por
lo que el minimizador viene dado por:

X:(f%Y<®

Como ker(K) Nker(R) = {0}, el minimizador es tnico y se puede simplificar de
la siguiente manera:

17
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NI
(A () () ()

(KT VORT) (\/[—(R))_l (KT VBRT) (g)
— (K"K +6R"R) K'y.

El problema es lineal sobre y dado un coeficiente de regularizacion  tomando

U=(K'K+0R'R) "K'

y 6 =0, 0,1, 1 salen las siguientes matrices U para el caso 3 x 3.: (el
hace que K sea mal condicionada en el caso 3 x 3)

Para p = %
valor p = %
0,50 0,50 —1,50
U= 1,50 0,00 2,50
—1,00 0,50 0,00

0,95 0,33 —0,28

U,=1| 033 033 033
—0,28 0,33 0,95
0,56 0,33 0,10
Us= 10,33 033 0,33
0,10 0,33 0,56

Como se puede observar, la matriz U se transforma para reflejar una mayor suavi-
dad, eliminando entradas cercanas a cero o con valores negativos a medida que
aumenta. Al incrementar 0, las matrices U pasan de tener valores méas dispersos vy,
potencialmente, negativos, a tener valores mas uniformes y positivos.

Volviendo al caso 6 x 6 anterior se puede observar como aumentando el valor de
0 se reduce considerablemente la varianza, eso si, se aumenta el sesgo como se puede
ver en las siguientes Figuras 4.1a y 4.1b

4.2. SVD unfolding

Tomando
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Grafica bias/3 para p=0.3 Grafica Varianzald para p=0.3
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(a) Grafica del sesgo (b) Grafica de la varianza
Figura 4.1: Sesgo (bias) y la Varianza del canal externo e; y del central e3 para

9 € (0,01, 1] en el caso 6 x 6 para el método de Tikhonov regularizado con la derivada.

como en el Apartado 2.4, se tiene que

>
g
Q

>
=
[@!

P(A) = ||R = ||RSA|I

>

MC
P
Y entonces el problema de minimos cuadrados queda tal que asi:

min [(y — KA)" (y — KX) + 8[| RSA|?]

AERP
que con un razonamiento parecido al de antes se llega a

.|.
3 K Y T TpT =1 07
A:(\/(_SRS) (O):(K K+0S'R'RS) K'y

Lo que nos lleva a:

U=(K'K+6S"TR'RS) K’
Para p = % y 0 =0, 0,1, 1 salen las siguientes matrices U para el caso 3 x 3 usando
)\MC = [1, 2, 1]

0,50 0,50 —1,50

U= 15 000 250
~1,00 0,50 0,00
0,86 0,25 —0,36
Uy=1| 050 050 0,50

-0,36 0,25 0,86

0,48 0,25 0,02
Us= 1050 050 0,50
0,02 0,25 0,48
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Y si usamos Aye = 10 * [1, 2, 1], salen:

0,50 0,50 —1,50
U= 150 000 250
~1,00 0,50 0,00

1,00 025 —0,50
U,=1| 050 050 0,50
—0,50 0,25 1,00

0,08 0,25 —0,48
U;=1| 050 050 0,50
~048 0,25 0,98

Aqui, de la misma forma que sucedia cuando se regularizaba con la derivada, la
matriz U se va suavizando a medida que d aumenta. Es notable que se suaviza mas
“rapido” (a menor ) con la primera referencia Ay = [1,2, 1] que con la segunda
Ave = 10 % [1,2,1] que tiene més oscilaciones y es una referencia menos acertada.
Por lo que en ese caso habrd que considerar tomar un § mayor para solventar la
mala eleccion de \ys¢ teniendo en cuenta como afectard esto a la varianza.

En las siguientes Figuras 4.2 observamos lo explicado aqui, se nota como para
todo p € [0,0,5] para los mismos coeficientes de regularizacion § = 0,1y § = 1 con
Ave = [1,1,4,5,2,1] el sesgo es mayor, pero la varianza (sobretodo para e3) y la
correlacion entre e; y es son menores que para Ay = 10 [1,1,4,5,2,1]

4.3. TUnfold

Aqui tenemos:

min [(y — KA) " (y — KA) + 0| R(A = AM9)|)?]

AERP
Haciendo los calculos como antes se llega a:

(y = KN (y = KX) + 6RO = X2
= [KX =yl + 3| R(A = AM)|?

“(3s)>~ (i)

2 (4.2)

Que nos da:

A= (gR)T (ﬁé&m) = (K"K +8(RTR)) " (K Ty +6(RTRIAM)

La transformaciéon afin discutida en el Apartado 2.4 indica que la varianza de
los estimadores obtenidos mediante el método TUnfold es idéntica a la obtenida al
regularizar por la curvatura (como se comenté en Apartado 2.6). No obstante,
TUnfold introduce un sesgo hacia el vector AMC, lo que permite reducir el sesgo
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en comparacion con el método de la derivada. Este sesgo dirigido hacia AM€ puede

mejorar la precisiéon de la estimacion, siempre que AMC se elija adecuadamente. Por
tanto, una buena eleccion de \M€ es crucial, ya que permite minimizar tanto el
sesgo como la varianza, optimizando la calidad del estimador final. En el siguente
Apartado 4.4 se profundizard mas en esto.

4.4. Eleccién del coeficiente de regularizacion o.

Como hemos comentado previamente, el coeficiente de regularizacion § es funda-
mental en el unfolding de Tikhonov. En problemas de unfolding, que son tipicamente
mal planteados, la regularizacion mediante 0 equilibra el ajuste a los datos con la
estabilidad de la solucion. Especificamente, d controla la suavidad del estimador,
previniendo oscilaciones no fisicas y filtrando el ruido en los datos.

La seleccién adecuada de 0 se basa en minimizar la funcién de intercambio sesgo-
varianza (Bias/Variance Trade Off), que mide la suma del sesgo al cuadrado y
la varianza de todos los canales del estimador, en funcién de 6. Un 6 maéas alto
introduce mayor suavidad (aumentando el sesgo) pero reduce la varianza al suprimir
fluctuaciones. El valor 6ptimo de § es aquel que minimiza esta funcién, logrando
un equilibrio entre precision y estabilidad, lo que resulta en una solucién robusta
y fiable. Este enfoque garantiza que el Unfolding de los datos observados sea lo
suficientemente suave para ser fisicamente plausible, pero lo suficientemente ajustado
a los datos para minimizar la incertidumbre en las predicciones.

En el caso 6 x 6 que consideramos antes, si hacemos Unfolding por Tikhonov
regularizado por la derivada, los valores de § que minimizan la funcién de intercambio
sesgo-varianza son d &~ 0,58 y § ~ 3,18 para p = 0,1 y p = 0,3 respectivamente como
observamos en la Figura 4.3. Esto nos lleva a pensar que lo que se venia intuyendo,
segin p se acerque a los valores que hacen K mal condicionada serd mas necesaria
la regularizacion, por ende, mayor coeficiente de regularizacion 0.

En las Figuras 4.4 y 4.5 se puede observar que si lo hacemos por SVD con
Ave = [1,1,4,5,2,1] los valores de § son 0 ~ 2,76 y § ~ 11,68 para p = 0,1 y
p = 0,3 respectivamente; y si lo hacemos Ay = 10 % [1,1,4,5,2,1] sale 6 > 100
para p = 0,1 y p = 0,3. Esto resalta, la importancia de hacer una buena eleccion de
Ave ya que una mala eleccion dispara la varianza y hace neccesario un coeficiente
de regularizacion muy grande.

En las Figuras 4.6, 4.7 y 4.8, observamos como para distintas matrices M (con
el arreglo A\yy¢ = M) nos salen distintos valores § que minimizan la funciéon de
sesgo-varianza para el caso TUnfold. En la Figura 4.6 el valor de § tiende a infinito
yva que el \pc que estamos considerando es exactamente xy por lo que, cuanto
menos se consideren los datos observados y més precision se consigue. En el segundo
caso estariamos tomando Ayc = [1,1,1, 1,1, 1], con este vector los valores de § que
minimizan son ¢ &~ 27,64 y 6 ~ 31,52 para p = 0,1 y p = 0,3 respectivamente. Para
el altimo caso, tomando un vector desescalado Ay = 10 [1,1,1,1,1,1] los valores
de 6 que minimizan quedan ¢ ~ 0,019 y § =~ 0,022 en los respectivos valores de p,
aqui lo que sucede es que el valor de § disminuye para regular la desproporciéon de
Auc- Seria interesante estandarizar Ay;¢, ya que nos daria una vision mas clara de
como afecta el coeficiente de regularizacién 6 lo que nos permite compararlo mas
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facilmente con otros métodos.

En este Capitulo 4, hemos explorado la regularizacion de Tikhonov como una
herramienta clave para mejorar la estabilidad en problemas de unfolding mal condi-
cionados. A través de su aplicacion, hemos visto cémo el parametro de regularizacion
0 permite controlar el equilibrio entre sesgo y varianza, logrando soluciones més es-
tables y evitando oscilaciones no fisicas en los resultados. Los analisis realizados
subrayan la importancia de seleccionar adecuadamente § para obtener estimaciones
fiables, destacando la utilidad de la regularizacion en situaciones donde los métodos
sin regularizacion fallan.
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Figura 4.2: Sesgo (bias) y varianza del canal externo e; y del central es, y del indice de
correlacion de ey con ez para p € [0,0,5] en el caso 6 x 6 para el método de Tikhonov
regularizado con SVD para Ao = [1,1,4,5,2,1] y para Ay = 10 [1,1,4,5,2, 1].
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Figura 4.3: Suma del cuadrado del sesgo mas la varianza para § € [0,1,5], p=0,1y
p=0,3 en el caso 6 x 6 con el método de Tikhonov regularizado con la derivada.
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Figura 4.4: Suma del cuadrado del sesgo maés la varianza para ¢ € [0,1,14], p = 0,1
y p=0,3 en el caso 6 x 6 con el método SVD para A\yc = [1,1,4,5,2,1].
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Figura 4.5: Suma del cuadrado del sesgo méas la varianza para 6 € [5,100], p = 0,1
y p=0,3 en el caso 6 x 6 con el método SVD para A\ye =10 % [1,1,4,5,2,1].
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Figura 4.6: Suma del cuadrado del sesgo mas la varianza para ¢ € [0,1,100], p = 0,1
y p = 0,3 en el caso 6 x 6 con el método TUnfold para zy = [1,2,3,4,5,6] y
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Figura 4.7: Esta grafica muestra el la suma del cuadrado del sesgo mas la varianza

para § € [0,50], p = 0,1 y p = 0,3 en el caso 6 x 6 con el método TUnfold para
ro=[1,2,3,4,5,] y Aye = diag([1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6]) * x0.
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Figura 4.8: Suma del cuadrado del sesgo més la varianza para ¢ € [0,0,1], p = 0,1
y p = 0,3 en el caso 6 X 6 con el método TUnfold para zy = [1,2,3,4,5,6] y
Ave = 10 * diag([1,1/2,1/3,1/4,1/5,1/6]) % 20



Capitulo 5

Método iterativo con ’early stopping’

En el unfolding estadistico, donde se busca recuperar distribuciones verdaderas
a partir de datos observados distorsionados, el método iterativo con ’early stopping’
se destaca como una técnica fundamental para evitar el sobreajuste. Este capitulo
se divide en dos partes principales. En la primera, se examina el comportamiento
del método tras una tnica iteraciéon, comparandolo con otros enfoques como la re-
gularizacion de Tikhonov, para evaluar su eficacia inicial. En la segunda parte, se
analiza el efecto de realizar miltiples iteraciones, destacando cémo la eleccion del
ntmero 6ptimo de iteraciones es crucial para balancear adecuadamente el sesgo y la
varianza. Este analisis detallado subraya la importancia de detener las iteraciones
en el momento adecuado para obtener estimaciones precisas y estables en problemas
mal condicionados. Se ha usado [12] para obtener las gréficas de este capitulos.

5.1. Una iteracion

Cada iteracion del algoritmo D’Agostini se puede expresar como lineal (como
hicimos con la regularizacién de Tikhonov), dado un A*), de esta manera:

(k)
(k+1) My Kayi
)\1 > Kia Zl:l S K,L-l/\gk)
AL A Z Kinyi
n —_—tngt
Zz lK i=1 Zl 1 Zl/\<k)
O
> Ka L}ﬁ .. %(k) U1
0 AL 0 Sy Kua® Sy K|
= S Ke : : Y2
” k k
O O ASL’“) lL:1 Kll)‘l( ) Zl 1 "l>‘( ) y’n
K’.
i=1Lin

Que es igual a:

27
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A 0 0 1 0 e 0
i Kia “ Sy Kua® ) Y1
Al 0 1 ... 0
0 ST K2 0 KT > K2l>‘z(k> Y2
(%) 0 0 oo 1 Y
R, v S n k n
O 0 Z?:l Kin Zl:l Knl/\l( )
Lo que haciendo
(%)
)\1
g 0 0 0
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Nos queda tal que asi:
)\(k—i-l) — PKTQy

Por lo tanto, U = PK () es la matriz asociada a la aplicacion lineal de una iteracion
del algoritmo de D’Agostini. Cabe remarcar que las matrices P y () son dependientes
del Ay que se use a una iteracion, por lo que no es posible linealizarlo asi para mas
iteraciones. Podemos calcular la matriz del sesgo B y la de varianza Var a partir de
U, lo que nos permite comparar una iteracion de este método con los de Tikhonov.
Por ejemplo, si tomamos \g = [1,1,1,1,1,1] aumenta el sesgo y disminuye la va-
rianza de ez y disminuye el sesgo y aumenta la varianza de e; en relaciéon con lo
que sucede si usamos A\g = [1, 1,4, 5,2, 1] que tiene més oscilaciones como se puede
observar en la Figuras 5.1 y 5.2

5.2. MaAs iteraciones

Para maés iteraciones, no se puede linealizar por lo que la varianza y el sesgo
los obtenemos para un xy real con el que calculamos el respectivo y alterado y
calculamos la varianza y el sesgo como se coment6 en los Apartados 2.5 y 2.6. Si
consideramos el caso 6 x 6 y tomamos zy = [5,4,7,2,8,1], \; es el respectivo a 10°~!
iteraciones del algoritmo para i = 1,2, 3,4 partiendo de una estimacién inicial plana
X = [1,1,1,1,1,1] y otra con mas oscilaciones A\g = [1,4,8,8,4, 1], para casos con
menos p = 0,1 y méas incertidumbre p = 0,26 (el segundo cercano al punto critico:
p =~ 0,268).
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Figura 5.2: Sesgo y varianza de e; y e3 para una iteracion del algoritmo partiendo
de \g =[1,1,4,5,2,1] con p € [0,0,5].

= Poca incertidumbre p = 0,1: Como se puede observar en las Figuras 5.3 y 5.4,
en los casos con poca incertidumbre, donde la matriz K esta bien condicio-
nada, independientemente de usar un \y mas plano o con més oscilaciones el
estimador \ es casi igual a xy a partir de las 10 iteraciones del proceso, el
sesgo en ambos casos se hace casi nulo y la varianza queda igual a 1, que es la
varianza de xg.

Como habfamos comentado previamente en el Apartado 2.2, cuando la ma-
triz K esta bien condicionada y es cuadrada con K ~'y > 0 el algoritmo obtiene
el estimador de maxima verosimilitud logaritmica \y;7 g, que proporciona una
buena estimacion.

= Mucha incertidumbre p = 0,26: En este caso no sucede como con p = 0,1
en el sentido de que el sesgo de los estimadores no se anula en menos de mil
iteraciones como se puede observar en las Figuras 5.5 y 5.6. Es notable también
que el sesgo se mantiene mayor y la varianza se mantiene menor en los canales
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Figura 5.3: Graficas con los valores, el sesgo y la varianza de \; para 1,10, 100, 1000

iteraciones del método iterativo con ’early stopping’ con p = 0,1 partiendo de Ay =
1,1,1,1,1,1]

para los que la estimacion inicial Ay es menos precisa que en los canales donde
si que es mas acertada.

Elegir el nimero de iteraciones en el algoritmo de D’Agostini es clave para equilibrar
el ajuste adecuado de los datos y evitar el sobreajuste. En las primeras iteraciones,
el sesgo es alto y la varianza baja, pero a medida que aumentan, el sesgo disminuye
y la varianza aumenta, acercando la solucién a los datos. Sin embargo, demasiadas
iteraciones pueden llevar a un sobreajuste, donde el modelo ajusta el ruido en lu-
gar de la distribucion real. La parada temprana (’early stopping’) es esencial para
detener el proceso antes de este punto, logrando un balance 6ptimo entre sesgo y
varianza (Bias/Variance Trade Off). La seleccion precisa del nimero de iteraciones
se ajusta mediante simulaciéon por distintos métodos.

En este capitulo, hemos explorado el método iterativo con ’early stopping’ como
una estrategia clave en el unfolding estadistico. A través del analisis de una tnica
iteracion, hemos demostrado como este método se compara favorablemente con otros
enfoques, como la regularizacion de Tikhonov, en términos de control del sesgo y
la varianza. Al extender el analisis a miltiples iteraciones, se ha demostrado que,
cuando el problema esta bien condicionado, el estimador de maxima verosimilitud es
una buena estimacioén por si mismo, lo que hace innecesario el uso de 'early stopping’.



CAPITULO 5. METODO ITERATIVO CON "EARLY STOPPING’

31

Grafica Aiteraciones

8
7 £
£\
/7N
°f 4 X
77 \\
g £ N
56, AR/ A x
- ~¢ 4 o o
4t = \
4 \
‘\
\
3 \
Vi
2 )

Grafica sesgoliteraciones

1 1.5 2 25 3 3.5 4
canales

(a) Valores

Varianza

j}y\ T 6
I\ o % —sesgo
/ \ a 5 1]
/ G ——sesgo A,
/ ek 4t ———sesgo A,
,-f iy sl —————sesg0 Ay
- \\ I A —sesgo A,
- -} 3
2
7 L -
i [ 3
/ WA 21
/ @
/ ) 8
/ & o
/ 4 1
/ N
\ 5
b
\ L
3 -3
@
4.5 5 55 6 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5 55

09r

08

071

06

05

0.4

0.3

canales

(b) Sesgo

1 56 2 25 3 35 4 45 5 55 B
Canales

(¢) Varianza
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Sin embargo, en situaciones donde el problema es mal condicionado, detener las
iteraciones en el momento adecuado se vuelve esencial para evitar el sobreajuste y
garantizar estimaciones robustas.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo, hemos abordado el problema de unfolding en estadistica, cen-
trandonos en la estimacion de distribuciones verdaderas a partir de observaciones
distorsionadas. A lo largo del estudio, se han explorado diversas metodologias, como
los minimos cuadrados, la regularizacion de Tikhonov, haciendo énfasis en la regu-
larizacion con la curvatura, el enfoque de SVD y TUnfold, y el método iterativo con
‘early stopping’. Cada técnica ha demostrado sus ventajas y limitaciones en funcién
de la condicion del problema y la calidad de los datos.

En particular, se ha resaltado la importancia de la elecciéon adecuada del co-
eficiente de regularizacion y del nimero de iteraciones en los métodos iterativos.
Estos parametros son cruciales para equilibrar el sesgo y la varianza, evitando tan-
to el sobreajuste como la pérdida de informacion relevante. Recomendamos utilizar
métodos que introducen regularizacion, como Tikhonov o early stopping, cuando el
problema estd mal condicionado, es decir, cuando la matriz de dispersién es mal
condicionada o tiene autovalores muy cercanos al cero. En estos casos, con la re-
gularizacion se permite introducir sesgo a los resultados para limitar la varianza y
obtener una solucién mas estable y fisica.

Por otro lado, cuando el problema esta bien condicionado y se puede resolver por
minimos cuadrados directamente, no recomendamos someter la soluciéon a un sesgo
innecesario. En estas situaciones, al no haber una varianza significativa, los minimos
cuadrados ofrecen una soluciéon precisa sin necesidad de regularizacion adicional.

En resumen, la aplicacion de estos métodos en el problema del unfolding ha
permitido una comprension méas profunda de los desafios y las técnicas disponibles
para abordar problemas inversos mal planteados. Los resultados obtenidos subrayan
la necesidad de un enfoque cuidadoso y adaptado a las caracteristicas especificas de
cada caso, garantizando estimaciones precisas y estables en el contexto de mediciones
experimentales.
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Apéndice A

Anexo A: Regularizaciéon de
Tikhonov. Graficas adicionales.

Graficas adicionales para la regularizacion de Tikhonov que se han realizado
para llegar a los resultados obtenidos en el cuerpo del estudio pero que no se han
considerado relevantes suficientes para comentarlas en el cuerpo.
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Figura A.1: Sesgo del canal externo e; y el central es para p € [0,0,5] en el caso
6 x 6 para el método de Tikhonov regularizado con la derivada para 6 = 0,0,1,1
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Apéndice B

Anexo B: Método iterativo con ’early
stopping’. Graficas adicionales.

Graficas adicionales para el método iterativo con ’early stopping’ que se han
realizado para llegar a los resultados obtenidos en el cuerpo del estudio pero que no
se han considerado relevantes suficientes para comentarlas en el cuerpo.
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Apéndice C

Anexo C: Intercambio sesgo-varianza

(Bias-Variance Trade Off). Gréficas
adicionales.

Graficas adicionales para la funciéon de intercambio sesgo-varianza que se han
realizado para llegar a los resultados obtenidos en el cuerpo del estudio pero que no
se han considerado relevantes suficientes para comentarlas en el cuerpo.
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Figura C.1: Sesgo y la raiz de varianza del canal externo e; y del central e; para

p=0,1,0,3 en el caso 6 x 6 para el método de Tikhonov regularizado con la derivada
para ¢ € [0, 1].
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Figura C.2: Sesgo y raiz de la varianza del canal externo e; y del central e; para
p=0,1,0,3 en el caso 6 x 6 para el método de Tikhonov regularizado con SVD para
d€ 0,1y Aye =1[1,1,1,1,1,1],[1,1,4,5,2,1],10 « [1, 1,4, 5,2, 1]
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Figura C.3: Suma del cuadrado del sesgo mas la varianza para ¢ € [0,1,3], p = 0,1
y p=0,3 en el caso 6 x 6 con el método SVD para A\yec =[1,1,1,1,1,1].



