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Resumen

En la teoria de juegos, uno de los conceptos fundamentales es el equilibrio de Nash,
que describe una situacién en la que ningin jugador puede mejorar su resultado cambiando
solo su propia estrategia, dado que las estrategias de los deméds jugadores estan fijas. Este
concepto es fundamental, sobre todo en el drea de la economia, ya que permite modelar y
entender comportamientos estratégicos.

Este trabajo se centra, por una parte, en la existencia de equilibrios de Nash, y por
otra, en la caracterizacién de estos. Utilizando teoremas de punto fijo damos condiciones
suficientes para asegurar su existencia tanto en juegos de estrategia pura como en juegos de
estrategia mixta. Ademads, exploramos la complejidad de estos equilibrios mediante conjun-
tos semialgebraicos, demostrando que cualquier conjunto semialgebraico compacto se puede
expresar como la proyeccién del conjunto de equilibrios de Nash de un juego.

Palabras clave: juegos, estrategias, equilibrios de Nash, teoremas de punto fijo, conjuntos
semialgebraicos.

Abstract

In game theory, one of the fundamental concepts is Nash equilibrium, which describes a
situation where no player can improve his outcome by changing only his own strategy, given
that the strategies of the other players are fixed. This concept is fundamental, especially in
the area of economics, since it allows for modeling and understanding strategic behaviors.

This work is focused on the existence of Nash equilibria and their characterization. By
using fixed point theorems, we give sufficient conditions to ensure their existence in both
pure strategy games and mixed strategy games. Moreover, we explore the complexity of these
equilibria by means of semialgebraic sets, showing that any compact semialgebraic set can
be expressed as the projection of the set of Nash equilibria of a game.

Keywords: games, strategies, Nash equilibria, fixed point theorems, semialgebraic sets.
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1. Introduccion

El objetivo de este trabajo de fin de grado es explorar y demostrar la existencia y ca-
racterizacion de los equilibrios de Nash. Este trabajo se divide en tres capitulos principales:
el primero se centra en las definiciones fundamentales para la comprension del trabajo, el
segundo en la demostracion de la existencia de equilibrios de Nash mediante teoremas de
punto fijo y el tercero explora la complejidad de los equilibrios de Nash a través de los con-
juntos semialgebraicos. La idea para el tema de este trabajo surgié tras cursar la asignatura
Mathematical Economics and Finance en la Universita degli Studi Dell’Aquila. Parte de este
trabajo se basa en los apuntes de dicha asignatura [4].

El primer capitulo, Juegos y Equilibrios de Nash, presenta las bases tedricas necesarias
para entender los equilibrios de Nash. Comenzamos introduciendo las definiciones esenciales
de un juego, equilibrio de Nash en estrategias puras, y extendemos el concepto a estrategias
mixtas. A lo largo del capitulo, se presentan ejemplos que muestran diferentes escenarios
de equilibrios de Nash. Dos de estos ejemplos muestran juegos donde existen equilibrios en
estrategias puras, mientras que otro muestra un juego donde tales equilibrios no existen,
pero si se puede encontrar un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

El segundo capitulo, Ezistencia de equilibrios de Nash, se dedica a la existencia de equi-
librios de Nash. Las demostraciones de tales teoremas se basan en teoremas de punto fijo,
para ello se introduce y se demuestra el Lema de Sperner, Teorema de Brouwer y Teorema
de Kakutani. Ambos teoremas, bajo condiciones especificas aseguran que existe un punto
fijo de una funcién o de una funcién de correspondencias. Los dos resultados principales que
se demuestran son:

Un juego estratégico tiene un equilibrio de Nash siempre que ciertas condiciones se cum-
plan: cada jugador debe tener un conjunto de acciones que sea no vacio, compacto y convexo,
y las preferencias del jugador deben ser continuas y quasi concavas. Esto asegura que bajo
estas condiciones, es posible encontrar al menos un equilibrio de Nash en estrategias puras.

El segundo resultado importante se refiere a los juegos estratégicos finitos, donde se de-
muestra que siempre existe un equilibrio de Nash en estrategias mixtas. Esto significa que
incluso en situaciones donde no hay un equilibrio en estrategias puras, al permitir que los ju-
gadores usen estrategias mixtas (es decir, seleccionen aleatoriamente entre varias estrategias
puras), se garantiza la existencia de un equilibrio de Nash.

El tercer capitulo, Caracterizacion de Equilibrios de Nash mediante Conjuntos Semial-
gebraicos, se centra en el estudio de la complejidad de los equilibrios de Nash en juegos de
estrategia mixta a través de conjuntos semialgebraicos. El analisis en este capitulo demuestra
que cualquier conjunto semialgebraico puede ser representado como el conjunto de equilibrios
de Nash de algin juego.

El teorema clave de este capitulo muestra que, dado un conjunto semialgebraico no vacio
y compacto, es posible construir un juego binario en el que la proyeccién de su conjunto
de equilibrios de Nash es precisamente ese conjunto semialgebraico. Después, ampliamos
este resultado a un conjunto semialgebraico compacto dentro de un espacio mas grande.
Este segundo resultado demuestra que, para cualquier conjunto semialgebraico no vacio y
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compacto en el espacio de los pagos, existe un juego en el que la proyeccion del conjunto de
pagos de equilibrio de Nash corresponde exactamente a ese conjunto semialgebraico.

Estos resultados subrayan la increible flexibilidad y riqueza de la teoria de juegos cuando
se consideran los equilibrios de Nash en el contexto de conjuntos semialgebraicos. Permiten
entender mejor cémo los equilibrios de Nash pueden surgir en escenarios con una estructura
compleja.

En conclusion, este TFG ofrece una visién detallada de los equilibrios de Nash, desde su
existencia hasta su caracterizacién en términos de conjuntos semialgebraicos. Los resultados
presentados ademas de explicar los conceptos tedricos de los equilibrios de Nash, muestran
también las aplicaciones practicas en diversos campos que estudian decisiones estratégicas y
sus resultados.



2. Juegos y equilibrios de Nash

2.1. Introduccién a la teoria de juegos

La teoria de juegos es un conjunto de herramientas disenadas para ayudarnos a compren-
der los fenémenos que observamos cuando los jugadores interactian. Las ideas fundamentales
que sostienen esta teoria son que quienes toman decisiones buscan objetivos exdgenos bien
definidos (actian de manera racional) y consideran su conocimiento o expectativas sobre el
comportamiento de otros jugadores (razonan estratégicamente).

Los modelos de teoria de juegos son representaciones bastante abstractas de situaciones de
la vida real. Su abstraccion les permite ser utilizados en un nimero muy grande de fenémenos.
Por ejemplo, la teoria de equilibrio de Nash ha sido utilizada para estudiar competencias
oligopdlicas y politicas.

El limite entre la teoria de juegos pura y aplicada es difuso, ya que algunos desarrollos
en la teoria pura fueron motivados por problemas que surgieron en las aplicaciones.

La teoria de juegos utiliza las matematicas para expresar sus ideas de manera formal.
Una formulacién matematica facilita definir conceptos precisamente, para verificar la consis-
tencia de las ideas y explorar las implicaciones de las suposiciones. En este capitulo se van
a mostrar definiciones y resultados de manera precisa, intercalandolos con motivaciones e
interpretaciones de los conceptos.

Un juego es una descripcion de una interaccion estratégica que incluye las restricciones
en las acciones que los jugadores pueden jugar y los intereses de los jugadores, pero no
especifica las acciones que juega cada jugador. Una solucién es una descripcién sistematica
de los resultados que pueden surgir en una familia de juegos. La teoria de juegos sugiere
soluciones razonables para clases de juegos y examina sus propiedades.

En todos los modelos de teoria de juegos, la entidad basica es un jugador. Un jugador
puede interpretarse como un individuo o como un grupo de individuos tomando una de-
cisién. Una vez se define el conjunto de jugadores, se puede diferenciar entre dos tipos de
juegos: aquellos en los que los conjuntos de posibles acciones de jugadores individuales son
primitivos y aquellos cuyos conjuntos de posibles acciones conjuntas de grupos de jugadores
son primitivos. En este trabajo se va a trabajar con el primer tipo, juegos no cooperativos.

Un juego estratégico es un modelo de una situacién en la que cada jugador escoge su
plan de accién de una vez y las decisiones de todos los jugadores se toman simultaneamente.
Es decir, cuando un jugador escoge su plan de acciones no conoce los planes del resto de
jugadores. El equilibrio de Nash es la solucion mas utilizada para juegos estratégicos. De
aqui en adelante, cuando nos referimos a juego nos estamos refiriendo a juegos estratégicos.

El modelo que se va a estudiar asume que cada jugador es racional, en el sentido de que
él es consciente de sus alternativas, forma expectativas sobre algo desconocido, tiene prefe-
rencias claras y elige su accion deliberadamente después de algin proceso de optimizacion.
Es un modelo racional de eleccion.

El primer problema que nos encontramos cuando empezamos con este trabajo fue la falta
de buenas referencias sobre la Teoria de Juegos desde el punto de vista matematico y la
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mayoria de las definiciones en los textos eran informales. Conseguimos encontrar el libro [6]
y la mayor parte de las definiciones presentadas en este capitulo se basan en él.

2.2. Juegos de estrategias puras

Definicién 2.1 (Relacién de preferencia). Dado un conjunto A no vacio, una relacion de
preferencia es una relacion binaria R que es:

e Total: Para todo a,b € A, se tiene aRb o bRa.
e Reflexiva: Para todo a € A, aRa.

e Transitiva: Para todo a,b,c € A si aRb y bRc, entonces aRc.
Para a,b € A se denota aRb por a 2 b.

Definicién 2.2. Si A esta dotado de una topologia, diremos que una relacion de preferen-
cia = en A es continua siempre que dos sucesiones (a¥), y (b*), en A convergen a a y b
respectivamente y para todo k, a® > b*, entonces a > b.

Definicién 2.3 (Juego). Un juego estratégico consiste en una tupla (N, (A;),(Z;)) donde:
e N es un conjunto finito de jugadores

e Para cada jugadori € N, A; es un conjunto no vacio, las posibles acciones del jugador
1.

e A=A, x...x Ay, llamaremos perfil a un elemento a € A.

e Para cada jugador i € N, 2, es una relacion de preferencia en A (la relacion de
preferencia del jugador i).

Frecuentemente, se especifica la relacion de preferencia de un jugador i dando una funcion
de pagos u; - A — R. En este caso, la relacion de preferencia es a Z; b <> w;(a) > u;(b).
Los valores de esa funcion son los pagos. En ese caso, el juego se denota por (N, (A;), (u;)).

Proposicion 2.4. Dada una funcion de pagos u; : A — R y la relacion de preferencia 2;
inducida, se tiene que si u; es continua, entonces =,; también lo es.

Demostracion. Se tiene que =; es continua si teniendo que (a*), — a, (b*), — by a* =, b
entonces a =; b. Partiendo de las condiciones iniciales y de que w;(a) > u;(b) <> u;(a) 2; u;(b)

a® > b o ui(aF) > i (bY)
Como u; es continua

limy_ootis (a¥) = u;(a)

limny— sott; (DF) = (D)

Luego, u;(a) > u;(b) <> a =, b. O



CAPITULO 2. JUEGOS Y EQUILIBRIOS DE NASH 7

Un juego estratégico en el que hay dos jugadores puede ser descrito como en la siguiente
tabla, donde las acciones de un jugador estan en las filas y las del otro en las columnas. Los
dos ntumeros en la celda de la fila r y columna ¢ son los pagos de los jugadores cuando el
jugador de las filas elige r y el de las columnas elige c. Entonces, en el ejemplo de la tabla,
el conjunto de acciones del jugador de las filas es {T, B} y el del jugador de las columnas
{L, R}, y por ejemplo el pago del jugador de las filas cuando se juega (T,L) es w; y el pago
del de las columnas es ws.

L R
T | wy,we | 21,22
Bl yi,92 | 21,2

El equilibrio de Nash captura un estado estable del desarrollo de un juego estratégico
en el que cada jugador mantiene la expectativa correcta sobre el comportamiento del otro
jugador y actia de manera racional.

Definicién 2.5 (Equilibrio de Nash). Sea (N, (A;),(Z;)) un juego estratégico. Para cada
1 € N, tenemos A_; = HjeN\Z. A; y dado un perfil a € A tenemos a_; = (a;)jen\iy € A—i.
Identificaremos cada elemento a € A con (a_;, a;).

En estas condiciones, un equilibrio de Nash es un perfil a* € A de acciones tal que para
todo jugador i € N se tiene

Va, € A;  (a*;,af) 2 (a”,, a;) (2.1)

Entonces, para que a* sea un equilibrio de Nash se necesita que ningun jugador i tenga
una accion que produzca un resultado que prefiera al generado cuando elige af, dado que
todos los demds jugadores j eligen su accion de equilibrio aj. En resumen, ningin jugador
puede desviarse de manera rentable, fijadas las acciones de los demds jugadores.

La siguiente reformulacion de la definicion a veces es util. Para cualquier a_; € A_; se
define el conjunto de las mejores acciones del jugador v dado a_; como:

Bi(a,i) = {ai € Al . Va; € Al (a,i,ai) > (a,i,ag)} g Az (22)

Entonces, un equilibrio de Nash es un perfil de acciones a* tal que
a; € Bi(a*;) Yie N (2.3)

Ejemplo 2.6 (El dilema del prisionero). FEste es un problema cldsico de la teoria de juegos.
Estudia los incentivos que tienen dos sospechosos de un robo para delatar a su companero o
no. El problema es el siguiente: dos sospechosos de un crimen estan en celdas separadas. St
ambos se delatan, cada uno serd condenado a 3 anos de cdrcel. Si solo uno de ellos delata
al otro, €l delator serd libre y el delatado serd condenado a 4 anos. Si ninguno de los dos
delata al otro, ambos serdan condenados a 1 ano de cdrcel. Ambos prisioneros deben tomar la
mejor decision sin saber la estrategia del otro.

Delatar | No delatar
Delatar 3,3 0,4
No delatar 4,0 1,1
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Lo mejor para ambos seria no delatarse el uno al otro, pero la unica manera de asegurarse
una condena menor sin saber la estrategia del otro es delatando.

e Si el prisionero 1 decide delatar, entonces el prisionero 2 delatard también, (Dela-
tar, Delatar).

e Si el prisionero 1 decide no delatar, entonces el prisionero 2 decidird delatar, (No
delatar, Delatar).

e Si el prisionero 2 decide delatar, entonces el prisionero 1 delatard también, (Dela-
tar, Delatar).

e Si el prisionero 2 decide no delatar, entonces el prisionero 1 decidird delatar, (Dela-
tar,No delatar).

Por lo tanto, el unico equilibrio de Nash del juego es que ambos prisioneros tomen la decision
de delatarse, (Delatar,Delatar) y el pago seria (3,3).

Utilizando el lenguaje de la Definicion 2.5, vamos a ver que el equilibrio de Nash es el
perfil a*=(Delatar,Delatar). En este ejemplo, a} es la eleccion del prisionero 1, Delatar, y
al es la eleccion del prisionero 2, Delatar. a* es el conjunto de perfiles que no es el del
prisionero 1, como en este juego solo hay dos jugadores: a* | = a3 y a*, = aj. El conjunto de
mejores acciones By(a* ) = {Delatar} y By(a*,) = {Delatar}. Por lo tanto, a} € By(a*;) y
ay € By(a*,), a*=(Delatar,Delatar) es, efectivamente, un equilibrio de Nash.

Ejemplo 2.7 (Juego de estrategias puras sin equilibrio de Nash). El siguiente ejemplo
se trata de un juego con dos jugadores, cada uno tiene que elegir cara o cruz. Si ambos
coinciden en la eleccion, el jugador 1 le tiene que dar un euro al jugador 2. Si sus elecciones
son distintas, el jugador 2 le tiene que dar un euro al jugador 1.

Cara | Cruz
Cara | —1,1 | 1,—1
Cruz | 1,—-1 | —1,1

e Si el jugador 1 elige cara entonces, el jugador 2 elegird cara, (Cara,Cara).
e Si el jugador 1 elige cruz entonces, el jugador 2 elegird cruz, (Cruz,Cruz).
e Si el jugador 2 elige cara entonces, el jugador 1 elegird cruz, (Cruz,Cara).

e Si el jugador 2 elige cruz entonces, el jugador 1 elegird cara, (Cara,Cruz).

Por lo tanto, no hay ningun equilibrio de Nash de estrategia pura, ya que los intereses de los
jugadores son opuestos. Un juego como este se llama estrictamente competitivo.

Ejemplo 2.8. Para este ejemplo hemos buscado una funcion f(x,y) en el cuadrado unidad

que tenga un equilibrio de Nash en el centro (%, %) Donde x ey son los jugadores del juego.

La funcion debe cumplir las siguientes condiciones:

e Six escoge 3 debe quedar la siguiente funcion f(3,y) = y(y —1) y la mejor opcidn que
puede escoger y es %
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Figura 2.1: Representacion gréfica f(x,y)

e Siy escoge % debe quedar la siguiente funcion f(x, %) = z(x—1) y la mejor opcion que
puede escoger T es +.

2
11y _ 1
e f(3:3) =1
Usando interpolacion, encontramos el polinomio:

3 3
fla,y) = —2* + 5oy —y* — o — qy+1

Ordendndola y sacando factor comin, nos queda:

f(x,y):—(x—%)Q-i-E)(x—%) (y—%)—(y—%>2+}l (2.4)

representada grdficamente en 2.1
La funcion verifica todas las condiciones anteriores, y por tanto tenemos un equilibrio de

Nash en el punto (%, %) Ademds se pueden encontrar otros dos equilibrios de Nash. Six =1,

tenemos la ecuacion 2.5 )
5 1 1
1 _° _ -\ _Z 2.
FLy) =3 (y 2> (y 2> (2.5)

Vamos a estudiar sus mdzrimos y minimos y su comportamiento

f1y) = %y+1=0=>y= —2
En (=00, —2) la funcién decrece y en (—2,00) la funcion crece. Por lo tanto, como y € [0, 1]
y la funcion es creciente en este intervalo, alcanzard su mdximo en y = 1. Por simetria
cuando y = 1 estamos en la misma situacion y el valor maximo se consigue en x = 1. Por
lo tanto, el punto (1,1) es un equilibrio de Nash.
Razonando de la misma manera con el punto (0,0), cuando y = 0, tenemos la ecuacion
2.6 y estudiamos su comportamiento.

F(@,0) = (x—%f—g <x—%) (2.6)
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1.5 A

0.5 1

Figura 2.2: f,(z,y) vy f,(z,y)

En (—o0, —%) la funcidn crece, en (—%, o0) la funcion decrece, por lo tanto, encontramos un
mdzximo en r = —%, pero x € [0,1] y en ese intervalo la funcion decrece, entonces alcanzard
su mdzximo en x = 0. Por simetria, cuando x = 0, f(0,y) alcanza su mdzimo en y = 0.
Podemos concluir entonces que el punto (0,0) es también un equilibrio de Nash.

Para ver los equilibrios de Nash mds claros se representan en la Figura 2.2 las derivadas
parciales, 2.7, de la funcion 2.4

Fo(zy) = —25+ 5y — g _0 (2.7)
fy(z,y) = =2y + 5z — g =0 (2.8)

En la Figura 2.2 estan representadas en rojo las funciones 2.7, se ve claramente que la
interseccion de estas es un equilibrio de Nash. Se podria pensar que en las diagonales también
hay equilibrios de Nash, pero si x escoge %, el maximo de f (%,y) es 1. Sin embargo, si y
escoge 1, el maximo de f(x,1) es 1, como ya hemos visto. Por lo tanto, no hay equilibrio de
Nash. Lo mismo pasa con cualquier otro punto del cuadrado en el que pensemos. Por lo que

los tinicos equilibrios de Nash son en (3,1),(0,0) y (1,1).

2.3. Juego y equilibrio de Nash de estrategias mixtas

En esta seccién se van a introducir, partiendo de juegos finitos de estrategias puras, los
juegos de estrategia mixta y se va a definir el equilibrio de Nash en este tipo de juegos.
La nociéon de equilibrio de Nash de estrategia mixta esta disenada para modelar un estado
estable de un juego en el que las elecciones de los participantes no son deterministas, sino
que estan reguladas por reglas probabilisticas.

Sea (N, (4A;), (u;)) un juego de estrategia pura donde cada A; es finito. Asociamos a
cada conjunto de acciones A; del jugador 7 un conjunto de distribuciones de probabilidad
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A(A;) independiente de las distribuciones del resto de jugadores. Un elemento «; € A(A;),
es una estrategia mixta del jugador ¢. Si cada jugador 7 juega siguiendo la distribucién de
probabilidad «;, el pago esperado del jugador j sera:

Uj(ag,...,an) = Z H a;(a;)uj(a)

a€A ieEN

En este caso, el jugador j debe buscar la distribucién de probabilidad «; que maximice esta
esperanza.

Definicién 2.9. Sea (N, (A;), (u;)) un juego de estrategia pura, donde los A; son conjuntos
finitos. La extension mizta del juego estratégico es (N, A(A;), (U;)) donde

Ui [[A4) —R

JEN

manda cada o € HjeN A(A;) ala esperanza bajo w; de la probabilidad sobre A que es inducida

poT (v
= (I as(a))ui(a) (2.9)

acA jeEN

Definicién 2.10. Un equilibrio de Nash de estrategia mixta de un juego estratégico es el
equilibrio de Nash de su extension mizta.

Sea G = (N, (A;), (u;)) un juego finito de estrategia pura, a* € A un perfil. Para cada 1,
sea e; la distribucién de probabilidad degenerada en la que e;(af) = 1. En este caso, el pago
Ui(ey,...en) = u;(a*). De esta manera, podemos considerar el conjunto A; y los pagos como
un subconjunto del juego de estrategia mixta. Con esta correspondencia tenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 2.11. Si G = (N, (A;), (w;)) es un juego finito de estrategia pura y a* es un
equilibrio de Nash de G, entonces (e1,...,en) € [[jen A(A;) es un equilibrio de Nash de
estrategia mizta.

Demostracion. Sea a* un equilibrio de Nash de estrategia pura. Veamos que (ey,...,ex) €
[;cn A(A;) es un equilibrio de Nash de estrategia mixta. Para ello, seai € N y a; € A(AZ)
tenemos que comprobar que Us(ey, ..., €, 1,05,€i41,...,enx) < Ui(ey, ... en) = u;(a*).

Dado cualquier b € A;, tenemos que 0 < «;(b) < 1 Y D pea, @i(b) = 1. Y como a* es un
equilibrio de Nash u;(a*;,b) < u;(a*;,a*). Asi:

(e_i, ) Zal ui(a Zal wi(a®;,a") = u;i(a”;, a").

beA; beA;

Por lo tanto, (eq,...,exn) es un equilibrio de Nash de la extensién mixta del juego de estra-
tegias puras G. [

Se acaba de argumentar que el conjunto de equilibrios de Nash de un juego estratégico es
un subconjunto de su conjunto de equilibrios de Nash de estrategia mixta. Sin embargo, cada
juego en el que cada jugador tiene un nimero finito de acciones tiene al menos un equilibrio
de Nash de estrategia mixta, como demostraremos en el Teorema 3.33.
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Ejemplo 2.12 (Extensién mixta del juego de estrategias puras sin equilibrio de Nash). Se
presenta en este ejemplo el mismo juego que en el Ejemplo 2.7, pero ahora vamos a extenderlo
a un juego de estrategias mixtas y buscamos equilibrios de Nash de estas estrategias.

Vamos a representar los pagos de los jugadores de la siguiente manera:

Cara Cruz

Cara ((-1,1) (1,-1)
Cruz ((1,—1) (—1,1))

El juego estratégico de estrategias puras es:
G = (2, {cara, cruz}®, u;)

con u; : A; — R los pagos de la matriz anterior.
La extension mizta del juego estratégico, teniendo en cuenta que A(A;) = 1[0,1], es:

G = (2,[0,1]*, U;)

Ui : [0, 1]2 — R
(1, 00) = U(@) =3 4ea (HjeN a;j(az))uia)

Entonces, oy es la probabilidad de que el jugador 1 escoja cara y s es la probabilidad de que
el jugador 2 escoja cara.

U1 :Oél(—()ég—f-(]_—(]12))+(1—()11)(042— (1 —042))
Uy =—(2a; — 1)(2a — 1)

Uy =ag(on—(1—a))+ (1 —a)(—on+ (1 —))
U2 = (20&1 — 1)(20{2 — 1)

U, va a alcanzar su mdzimo cuando:

Ulal == —20é1(20é2 - 1) =0
U1a2 = —QOZQ(QOQ - 1) =0

Entonces, Uy alcanza su mdzrimo en oy = % Y Qg = % Por simetria Uy alcanza su mdzximo
en ay; = % Y g = % Por lo tanto, existe un equilibrio de Nash de estrategia mizta en
(041? 042) = (%’ %)

En este ejemplo se puede ver como el mismo juego estratégico no tiene un equilibrio de
Nash en estrategias puras, pero si un equilibrio de Nash en estrategias miztas.



3. Existencia del equilibrio de Nash

3.1. Simplices

En este capitulo, tal y como se ha mencionado en la introduccion, se van a demostrar dos
teoremas para la existencia de equilibrios de Nash. El primero de ellos va a proporcionar,
bajo unas condiciones, un equilibrio de Nash en juegos de estrategia pura. Con el segundo
se demuestra que cualquier juego estratégico finito tiene un equilibrio de Nash.

La demostracion de estos dos teoremas son a través del Teorema de punto fijo de Kakutani
y para llegar a este, se demuestran primero el Lema de Sperner y el Teorema de punto fijo
de Brouwer. Tanto el Teorema de Kakutani como el de Brouwer se demuestran primero para
unas condiciones mas especificas y luego se generalizan.

Las definiciones, teoremas y sus respectivas demostraciones de este capitulo se han desa-
rrollado en base a las referencias [3], [9] y [5].

Definicién 3.1. Un conjunto S C R"™ es convezxo si Vx,y € S y A € [0,1] se tiene que
A+ (1=Nyes.

En lo siguiente, el vector ¢ en el conjunto de vectores z!,...,2™ se va denotar como
x', mientras que la componente i del vector z se va a denotar como x;. Y el conjunto

{1,...,m} = [m].
Definicién 3.2. Y 7" Nz’ es una combinacion conveza de x*,..., 2™ si \; > 0 para todo
i€ [m]yd ", N =1. Es estrictamente positiva si para todo i € [m], A > 0.

m

m

Definicién 3.3. Para A C R, la envolvente convera de A, denotada como co(A), es el
conjunto de todas las combinaciones convexras de puntos en A:

co(A) = {Zm:)\ia:i:a:ieA,)\izO,Vie [m] i/\izl} (3.1)

i=1 i=1
Definicién 3.4. Los puntos z*,...,2™ € R™ son afinmente independientes si, para cuales-
quiera escalares Ao, ..., A\pm € R reales, las siguientes ecuaciones:

=0 1=0

mmplican que \g = ... = A, = 0.
Los puntos xg, . .., T, son afinmente independientes si, y sélo si, los vectores x1— g, xo—
Xo, ... Ty, — To Son linealmente independientes.

Definicién 3.5. Un m-simplex es el conjunto de todas las combinaciones convexas estricta-
mente positivas de un conjunto afinmente independiente a un elemento (m+1). Un m-simplex

T con vértices afinmente independientes x°, ..., 2™ estd definido por:
T:xo---xm:{Z)\ixi:)\i>O,Vie{O,...,m} ZAZ:1} (3.3)
i=0 i=0

13
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Definicién 3.6. Un m-simplex cerrado con vértices en los vectores afinmente independientes

2% ..., 2™ es la envolvente convexa del conjunto de vectores {z°,... x™}:
T:ajo---xm:{Z)\ixi:)\iEO,Vie{O,...,m} Z)"'Zl} (3.4)
i=0 i=0

Definicién 3.7. Si k < m, entonces el k-simplex % - - - 2™ es una cara de 2°--- 2™, donde
Q0y- -yl €40,...,m} yipg < --- <iy. Hay que tener en cuenta que un m-simplex cerrado
es también la union de todas las caras de un m-simplex con los mismos vértices.

Definicién 3.8. El m-simplex estindar es

{fye R iy, > 0,0 € {0,....m}p, > "y =1} = €---e™. Se denota la clausura del
m-simplex estindar como /\,,, que se le llama el m-simplex estandar cerrado. (Cuando la
m estd clara por el contexto se puede escribir simplemente A\ ).

Definicién 3.9. Sea T un m-simplez, se define el didmetro del simplice como la mayor
distancia entre cualquier par de puntos del simplice, es decir,

diam(T) = sup |z — y|| (3.5)

z,yeT

Teorema 3.10. Sea T' un m-simplez, el diametro de un simplice, la mayor distancia entre
cualquier par de puntos del simplice, se alcanza en los vértices.

Demostracion. Sea {vy,...v,} el conjunto de vértices y sean z e y dos puntos del simplice,

T = f:Ai’Ui Yy = iﬂﬂ%
i=0 i=0

con \; >0, 1, >0y > " N =>1"p; = 1. La distancia entre z e y es:

lz =yl = llz = pivill
i=0

Como Y " i =1

m m m m
o= 3l = 13w = 3 ] < 3 gl i
=0 =0 1=0 =0

Sea v, el vértice del simplice donde la distancia entre un vértice y = alcanza su maximo

m m
D nille =il < pille = vall = o — v
1=0 =0

Razonando de la misma manera, existe otro vértice del simplice v, de manera que
[l = o] < [Jox = va]

Tomando maximos obtenemos que el didmetro se alcanza en los vértices. O
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Definicién 3.11. Si T = 2% --- 2™ es un m-simplex, una subdivision simplicial de T es una
coleccion finita de simplices {T; : i € [n]} (llamada subsimplices) tal que

e Vi,j € [n] setiene T,NT; =0 o T,NT; =T,; donde T}; es una cara comin de T; y T;.

El diametro de una subdivision simplicial es el diametro del subsimplice mds largo de la
subdivision.

Definicién 3.12. Sea T = 20 - - - ™ simplicialmente subdividido. Sea V la coleccion de todos
los vértices del subsimplice. Para v =Y " Na' € T y X(v) = {i : \; > 0}. Diremos que

una funcion X 1 V. — {0,...,m} que satisface \(v) € X(v) es una funcion de etiquetado
apropiada de la subdivision. Un subsimplice es completamente etiquetado si A\ asume todos
los valores 0, ...,m en su conjunto de vértices.

Definicién 3.13. Sea S un m-simplezx, con un conjunto de vértices {p,- - pm}, la subdivision
baricéntrica de S subdivide S en (m + 1)! subsimplices mds pequenos. Cada uno de los
subsimplices corresponde a una permutacion distinta del conjunto de vértices.

Cada subsimplice tiene un conjunto de vértices {vo,...vy,}. Dada una permutacion de
los vértices o = (0¢, . ..,0m), los vértices v; se construyen de la siguiente manera:

e vy es el baricentro del vértice {py,}
e vy es el baricentro del conjunto de vértices {Dyy, Do, }

e vy, es el baricentro del conjunto de vértices {Dyy, - - - s Do,

El baricentro de un conjunto de puntos es el punto que se encuentra en el centro de esos
puntos, considerando la media aritmética de sus coordenadas. Para el conjunto de puntos
{Po,---,pm}, €l baricentro se calcula como:

1 7

Ejemplo 3.14. Tenemos un 2-simplex, es decir, un triangulo con un conjunto de vértices
{po = (0,0),p1 = (3,1),p> = (1,0)}. Las posibles permutaciones de los vértices son 3! = 6,
por lo tanto, la subdivision baricéntrica constard de 6 subsimplices. Las permutaciones son:

(Po,p17p2)
(o, P2, 1)
(1, P0; P2)
(P1>P2>Po)
(p27p07p1)
(]927}7171?0)

Cada permutacion define un subsimplice de la subdivision baricéntrica. Tomando la primera
permutacion ((0,0), (3,1),(1,0)), tomamos:
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P P

Figura 3.1: El 2-simplex y su subdivisién baricéntrica

e El baricentro de {po}, vo = po = (0,0).

e El baricentro de {po,p1}, v1 = po;pl = (ia %)

e El baricentro de {po, p1,p2}, vy = BB — (1 2).

Asi, con el conjunto de vértices {(0,0), (3, 3), (5, 3)} creamos el primer subsimplice de la sub-
divsion. Haciendo el mismo proceso con las demas permutaciones creamos los 6 subsimplices.

Teorema 3.15. Sea S un m-simplex, consideremos su subdivision baricéntrica. Sea T uno
de los subsimplices de la subdivision baricéntrica, entonces

diam(T) < o 1dz’am(S)

m+
Demostracion. Por induccién en m, para un 1-simplex, con un conjunto de vértices {xg, x1}
tras realizar la subdivisién baricéntrica tenemos dos simplices con los conjuntos de vértices
{zo, 2fn} y {;, 32} El didmetro de la subdivisién baricéntrica serd menor o igual a
la distancia entre uno de los vértices del simplice y alguno de los vértices de la subdivisién

1
[zo — vl = [lz1 — wil[ = 3llwo — 21

En el caso de un m-simplex, con un conjunto de vértices {xo,...x,,}, tomamos un
subsimplice de la subdivisién baricéntrica con vértices {po, ..., pn}. Por el Teorema 3.10,

sabemos que el didmetro de este subsimplice se alcanza en dos vértices p;, p;.
Si p; y p; estdn en una cara R de S de dimensién r,

Ipi = psll < . j; 1diam(R) < " 1diam(S) < — ldiam(S)
La otra posibilidad es que uno de los vértices sea el baricentro, p;, pm
_a:o—l—...—{—:zci _:1:0+...+xm
PSP T et

Entonces, por el Teorema 3.10 la distancia entre p; y p,, estara acotada por la distancia entre
p; y un vértice z; de S, luego ||p; — pml| < ||z — pml|-

Do T
H i=0Li D i Ti

m+1 m+1

T — anjZ
J m+1

i — )
HZ m+1
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Aplicando la desigualdad triangular

> < d Ny =il = ——= llz; —aill < > " diam(S) =
—~ m+1 _m—i—li:OHx] zil m+1i:0”m3 xH_m—l—li:O tam(5)
i#]j i#]
:mrj_ldiam(S)

]

Corolario 3.16. Sea S un m-simplex y € > 0 existe una subdivision simplicial de manera
que el diametro de cada subsimplice sea menor que e.

Demostracion. Por el Teorema 3.15, sabemos que el diametro de cada subsimplice T' de la
subdivision esta acotado por

diam(T) < diam(S)

m+1

Si realizamos una segunda subdivisién, el diametro de cada subsimplice T; estd acotado por

m

m —diam(T) < (—1>2 diam(S)

di T,) <
iam( 2>_m+ S

Después de k subdivisiones el didmetro de cada subsimplice T} estara acotado por
k
diam(T},) < _m diam(S)
M= \ml

m

k
—) . Entonces, podemos encontrar
m—+1 ’

Cuanto més grande se hace k, mas pequeno se hace (
un k lo suficientemente grande para el cudl

k
m .
(m——l—l) dzam(S) < €
k
m €
" < -
<m + 1) diam(S)

Aplicando logaritmos a ambos lados
k
AL R e
n(m—l—l) <diam(S))
m €
k-ln| —— In| ———
" (m—l— 1) = (diam(S))

In (75)
Por lo tanto, podemos elegir un k lo suficientemente grande para garantizar que el didmetro

de los subsimplices después de k subdivisiones va a ser menor que €. O
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3.2. Lema de Sperner

Lema 3.17 (Sperner). Sea T = a9--- 2™ subdividido simplicialmente vy etiquetado por la
funcion \. Entonces, hay un nimero impar de subsimplices completamente etiquetados.

Demostracion. La prueba es por induccion en m.

Cuando m = 0, el simplice consiste en un tnico punto z°. Este punto lleva la tnica eti-
queta posible, 0, y por lo tanto, hay exactamente un subsimplice completamente etiquetado,
que es el propio z°.

Se asume ahora que la hipdtesis de induccion es cierta para m — 1 y se demuestra para

m. Sea:

e C es el conjunto de los m-simplex completamente etiquetados (aquellos donde cada
etiqueta de {0,...m} aparece exactamente una vez)

e A es el conjunto de los m-simplex casi completamente etiquetados, es decir, aquellos
tales que el rango de A es exactamente {0,...,m — 1}.

e B es el conjunto de los (m — 1)-simplex en la frontera que llevan todas las etiquetas
{0,...,m—1}.

e F es el conjunto de los (m — 1)-simplex que llevan todas las etiquetas {0,...,m — 1}.

Un (m — 1)-simplex o bien se encuentra en el borde y es la cara de un m-simplex en la
subdivisién o es una cara comun de dos m-simplex. Se puede ver esta situacién como un
grafo, como una colecciéon de nodos y aristas. Se construye el grafo de la siguiente manera:
D = CUAUB es el conjunto de nodos y E el conjunto de aristas del grafo. Una arista
e € Fyunnodo d € D son incidentes sid € AUC y e es una carade d o e =d € B.

El grado de un nodo d, 6(d), es el nimero de lados incidentes a d. Si d € A, entonces
una etiqueta esta repetida y exactamente dos caras de d pertenecen a F, entonces su grado
es 2. El grado de d € BUC es 1. Por otra parte, cada arista es incidente exactamente a dos
nodos. Si un (m — 1)-simplex se encuentra en el borde y lleva etiquetas {0,...,m — 1} es
incidente a si mismo (como un nodo en B) y a un m-simplex (que debe ser un nodo en A o
C). Si un (m — 1)-simplex es una cara comun de dos m-simplex, entonces cada uno de los
m-simplex pertenece a A o C'.

1 deBUC
5(d>:{2 de A

Por la teoria de grafos, se sabe que la suma de los grados de todos los nodos es el doble del
nimero de lados, ., 0(d) = 2|E|. Es decir, mientras cada lado estd unido exactamente a
dos nodos, contando el nimero de lados incidentes en cada nodo y suméandolos, cada lado

cuenta dos veces.
Dado que 6(d) =2side Ay §(d) =1side BUC, entonces:

> 8(d) =2/A| +|B| +|C]

deD

Como Y ,.p0(d) = 2|E| = 2|E| = 2|A| + |B| + |C]
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Luego, |B| + |C| es par, y como por hipdtesis de induccién | B| es impar , se tiene que |C|

es impar.
Por lo tanto, se deduce que el nimero de subsimplices completamente etiquetados |C| es
impar. [

3.3. Teorema de Brouwer

Lema 3.18. Siz,yc AN, yx <y (r; <y; parai=0,...m), entonces x =y

Demostracion. Como x,y € A, se sabe que > " x; = Y - y; = 1. Para demostrarlo por
contradiccién, primero se asume que z; < y; para algin j € {0,...,m}. Como z < y, sigue
que z; < y; para todo i € {0,...,m}, entonces 1 = Y " x; < > " y; = 1, contradiccién.
Entonces x; > y; para todo i € {0,...,m}, pero como se tiene que x; < y; para todo
i € {0,...,m}, latinica opcion es que x; = y; para todoi € {0,...,m}, porloquex =y. O

Teorema 3.19. Sea f: A, — A, continua. Entonces, [ tiene un punto fijo.

Demostracion. Sea e > 0, por el Corolario 3.16 podemos subdividir A en subsimplices de
didmetro < e siendo V' es el conjunto de vértices de la subdivisién. Se define la siguiente
funcién de etiquetado A : V. — {0,...,m} como: A(v) € {ig,...,ixy N{i : fi(v) < v;},
v € 2% ... 2% y es un vértice del subsimplice z% - - - 2% . La interseccién es no vacia porque
considerando la suma de las coordenadas

m k
= E U’i = E ’Uij
J=0

1=0

y si fi(v) > v; para todo i € {ig, ..., i}, se tendria

k m
1= Z >Zf% ) > v =) vi=1

i=0 §=0 i=0

una contradiccién, ya que entonces deberia existir al menos un i tal que f;(v) < v;. Por como
estda definida A, satisface la hipdtesis del Lema de Sperner, A\,, es un m-simplex cerrado
subdividido simplicialmente y etiquetado por la funciéon A, entonces existe un subsimplice
completamente etiquetado, T;. Si se hace un refinamiento de esta subdivision, es decir, una
subdivision simplicial que también sea subdivision simplicial del subsimplice T}, se consigue
un nuevo subsimplice T, C T;. Por lo tanto, se consigue 77 D Ty D T3... y como A, es
compacto y el didmetro es cada vez mas pequeno, esta secuencia de subsimplices tiene una
interseccién no vacia que contiene un tinico punto z. Como f es continua se tiene f;(z) < z;,
i=0,...,m asi que por el Teorema 3.18 f(z) = z. ]

Definicién 3.20. Un conjunto A es homeomorfo a un conjunto B si existe una funcion
continua biyectiva h : A — B con inversa continua. La funcion h es un homeomorfismo.

Corolario 3.21. Sea K homeomorfo a AN y f : K — K continua. Entonces, f tiene un
punto fijo.
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Demostracion. Dado que K es homeomorfo a A, existe un homeomorfismo h : A — K con
h continua y biyectiva y con inversa continua h™!' : K — A.

Considerando la funcién compuesta h=to foh : A — /\ es continua por ser composicién
de funciones continuas.

Entonces, por el Teorema 3.19, cualquier funciéon continua de un m-simplex a si mismo
tiene al menos un punto fijo. Aplicando el teorema a la funcién h=! o f o h, existe un 2’ tal
que h™'o foh(z) =7,

Sea h(z') = z, como h es homeomorfismo, es inyectivay h™!(z) = 2/, entonces h™!(z) = 2/,
y h™1(f(2)) = h7'(2). Aplicando h en ambos lados de la igualdad

h(R*(f(2)) = h(h™'(2)) vy por lo tanto f(z) =z

Entonces, se demuestra que existe un z € K tal que f(z) = z, es decir, f tiene un punto
fijo en K. m

Teorema 3.22 (Brouwer). Sea K C R"™ un conjunto convezo y compacto y sea f : K — K
continua. Entonces, f tiene un punto fijo.

Demostracion. Como K es compacto, esta contenido en algin simplex suficientemente gran-
de T. Esto se debe a que cualquier conjunto compacto puede ser encerrado en un simplex de
dimension adecuada.

Se define h : T — K estableciendo h(z) igual al punto en K més cercano a x, el cual
existe por ser K compacto y es unico por ser convexo.

e Existencia: consideramos la funcién distancia d : K — R con d(y) = ||z — y||* donde
| - || denota la norma euclidiana y d mide la distancia entre cualquier par de puntos
z,y € K. Por un Corolario del Teorema de Weierstrass, sabemos que una funcién
continua en un conjunto compacto alcanza sus valores maximos y minimos, y como d
es continua, existe al menos un punto en K donde d alcanza su valor minimo.

e Unicidad: Por reduccién al absurdo, vamos a suponer que existen dos puntos diferentes
Y1, Y2 € K que minimizan la distancia a z. Entonces, ||z —y;| = ||z —y2|| = min ||z —y||.
yeK

Si 91, y2 minimizan la distancia a x, como K es convexo, cualquier punto en el segmento
entre este par de puntos estd en K. En particular, escogemos el punto intermedio y3 =
%, sabemos que su distancia al punto x sera mayor que la distancia de cualquiera
de los dos puntos y1, y2 a x, es decir, ||z — y3|| > ||z — y1|| = ||z — y2||. Ademas,

Y1+ Y2
2

1 1
[ = ysl| = ||= = < slle =l +5llz =2l = llz =yl = [lz = e

Entonces, ||z — y1]| = ||z — y2|| = ||z — ys3]|, pero en un segmento o en una recta no
puede haber tres puntos equidistantes a un punto dado, porque una recta y una esfera
se cortan como méaximo en dos puntos. Por lo que llegamos a una contradiccion.

Demostremos ahora que la funcién b : T — K es continua. Recordemos que h(x) es el
punto y, € K que minimiza la distancia a z, d(z) = mingek||lz — y|| = ||z — h(z)| y como
hemos visto antes, h(x) es tnico. Para demostrar la continuidad veamos que sea {z,} una
sucesién de T tal que x, — = cuando n — oo entonces h(z,) — h(z).
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Como K es compacto {h(x,)} tiene al menos una subsucesién convergente {h(z,, )} que
converge a algin punto y € K. Tenemos entonces que:

Tp, >y h(z,)—vy
|zn, — h(z, )| = ||z —y| cuando k — co

Por definicién de h(x), y debe ser el punto en K més cercano a x, es decir:

lz =yl = llz = h(z)]]

Por lo tanto, y = h(z). Entonces, la subsucesion convergente {h(x,)} converge a h(x). Como
el limite de cualquier subsucesién convergente es unico, toda sucesién {h(z,)} converge a
h(zx).

Se considera ahora la composicién foh: T — K C T, que por el Teorema 3.19 tiene
al menos un punto fijo z.

Ese punto fijo no puede pertenecer a T \ K, ya que f o h te lleva a K. Entonces, z € K
y foh(z) =z, ademas h(z) = z, por lo que f(z) = z.

Se demuestra entonces que existe al menos un punto z en K tal que f(z) = z, es decir,
f tiene al menos un punto fijo en K. O]

3.4. Teorema de Kakutani

Definicién 3.23. El conjunto de partes de X es el conjunto 2% = {A: A C X}. Es decir,
es el conjunto de subconjuntos de X.

Definicién 3.24. Una funcion de correspondencia ¢ del conjunto X a'Y puede ser definida
como ¢ : X — 2Y donde ¢(x) # 0 para todo v € X.

Definicién 3.25. Sean X e Y subconjuntos de R™, una funcion de correspondencia ¢ :
X — 2Y tiene un grafo cerrado si el conjunto {(x,y) : y € ¢(x)} es un subconjunto cerrado
de X X Y. En otras palabras, para todas las secuencias (x,) y (yn) tal que x, converge a x
Y Y converge ay Yy Y, € ¢(x,) para todo n € N, entonces y € ¢(x).

Lema 3.26 (Teorema del punto fijo de Kakutani para simplices). Sea S un simplice cerrado
en R"™. Si la funcién de correspondencias ¢ : S — 2° tiene un grafo cerrado, y ¢(x) es no
vacio y convexo para todo x € S, entonces existe un punto fijo x* de X

Demostracion. Sea S un n-simplex, se considera la subdivisién baricéntrica m de S. Sigue
de esto que esta subdivisién tiene, para algin k£ € N, k subsimplices de S, donde cada
subsimplice es un n-simplex con el conjunto de n + 1 vértices.

Se considera un subsimplice de la subdivision baricéntrica de Sy se denota su conjunto de
vértices como {vp, ...,v,}. Para cada i € {0,...,n} y; va a ser un punto tal que y; € ¢(v;).

Se define ahora una funcién f,, : S — S. V es el conjunto de todos los vértices distintos
de los subsimplices de la subdivisién de S. Para cada v € V, se toma un y, € ¢(v). Un
v en S que es vértice de méas de un subsimplice de la subdivision, solo se le asignard un
Yy € ¢(v). Paratodo s € S, s estd contenido en algiin subsimplice con el conjunto de vértices
{vo, ..., v, }. Por definicidn, se puede escribir s como s = Y 6;v;, donde 0; > 0Vi € [n]U{0}
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y Yo ob; = 1. Entonces, se define f(s) como f(s) = Y " ,6,y;. Intuitivamente, la funcién
manda todos los subsimblices de la subdivision de S a subsimplices de S.

Como f,, es una funcién continua desde el conjunto convexo, compacto S a si mismo,
se puede aplicar el Teorema de Brouwer (3.22), y entonces, existe un punto fijo z* de f,.
Ahora, se puede construir una secuencia de estos puntos fijos (z},), donde z, es como se ha
definido arriba para la subdivisién baricéntrica m. Como (z,) esta definida en el conjunto
compacto S, por Bolzano-Wirestrauss, (z},) tiene alguna subsecuencia que converge a algin
xT*.

Para cualquier m € N; la subdivisién m contiene al menos un subsimplice que contie-
ne a x*. Se elige uno de estos subsimplices y se denota el conjunto de sus vértices como
{vg*,...v"}. Con cada subdivisién, la méaxima distancia entre z* y los vértices se acerca a 0.
Entonces, para cualquier i € [n] U {0}, la secuencia (v]"),,en converge a x*, ya que con cada
subdivision la distancia entre los vértices y z* estan decreciendo continuamente, siendo 0 su
limite inferior.

Se considera ahora la secuencia (Y[ )men, donde y" = f,,,(v/"). Como (y")men estéd defi-
nida en el conjunto compacto S, debe tener una subsecuencia que converja a algin y;.

Como y" = fm(v") € ¢p(v]") paratodo m € N, por definicién de f,,,, y como las secuencias
convergen ((v;) — z* y (y;) — vy;), por definicién de un grafo cerrado, yi € ¢(z*) para
todo i € [n] U {0}.

Finalmente, z* estd contenido en la envolvente convexa de vértices y; y la imagen ¢(z*)
es convexa por definicién, entonces, =* € ¢(x*).

]

Definicién 3.27. Dados dos espacios X, Y, donde Y C X, una funcion continua r : X —
Y es una retraccion si para todoy € Y, r(y) = y.

Definicién 3.28. Sea S un conjunto no vacio, compacto y convexo, la funcion de corres-
pondencias ¢ : S — 25 es uper semicontinua si dos secuencias cualesquiera (z,,) y (yn) en
S convergen a x ey respectivamente y si y, € ¢(x,) para todo n € N entonces y € ¢(x).

Teorema 3.29 (Punto fijo de Kakutani). Sea S un conjunto no vacio, compacto y convezo
de R™. Si la funcién de correspondencias ¢ : S — 2° tiene grafo cerrado y ¢(x) es no vacio
y convexo para todo x € S, entonces, existe un punto fijo x* de ¢.

Demostracion. Para cualquier conjunto compacto y convexo X, existe algin simplice cerrado
S tal que X C S. Un simplice cerrado en R™ es un conjunto convexo definido por n+1 puntos
afinmente independientes.

Se puede definir entonces, una retraccién continua ¢ : S — X. Es decir, ¢(z) = aVz €
X. Por lo que la composicién ¢ o1 : S — 2% C 2% es una funcién de correspondencias
que tiene grafo cerrado porque la composicion de funciones continuas y funciones de corres-
pondencia con grafo cerrado preserva la propiedad de tener grafo cerrado. Entonces es uper
semicontinua desde el simplice cerrado S a 2°.

Aplicando el Teorema del punto fijo de Kakutani para simplices (3.26), existe un punto
fijo 2* € S tal que, z* € po(z*) C X. Como z* € Sy z* € (pot)(z*) C X entonces,
x* € X y por defincién de una retraccién ¢(z*) = z*. Finalmente, z* € ¢ o ¢(z*) = ¢(z*),
es decir,x* € ¢(x*) y x* es un punto fijo de ¢. O
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3.5. Teoremas de existencia de equilibrios de Nash

Definicion 3.30. Una relacion de preferencia 2; sobre A es quasi concava en A; si para
todo a* € A, el conjunto {a; € A; : (a*;,a;) Z; a*} es convezo.

Teorema 3.31. El juego estratégico (N, (A;),g;) tiene un equilibrio de Nash si para todo
1€N

e FEl conjunto de acciones A; del jugador i es un subconjunto no vacio compacto y convero
de un espacito Euclideo.

e La relacion de preferencia 2; es continua y quasi concava en A;.

~ot

Demostracion. Se define un B : A — A con A = [[,.y A tal que B(a) = [[;cy Bi(a—;)
donde B;(a_;) es el conjunto de mejores respuestas del jugador ¢ dado el perfil de acciones
de los demas jugadores a_;
Bi(a,i) = {CLZ‘ c Az : Va; c Al (a,i, ai) zl (a,i, a;)}
Por lo tanto, B;(a_;) es el conjunto de acciones a; que son al menos tan buenas como
cualquier otra accién a) dada la accién de los demds jugadores a_;.

e Paratodoi € N el conjunto B;(a_;) es no vacio ya que 2; es continua y A; es compacta.
Esto asegura que siempre hay al menos una mejor respuesta.

e Para todo i € N el conjunto B;(a_;) es convexo ya que 2; es quasi concava en A;.

Esto significa que cualquier combinacién convexa de mejores respuestas también es
una mejor respuesta.

e B tiene grafo cerrado porque 2; es continua. Esto significa que si una secuencia de

~l
puntos a® converge a a y una secuencia b¥ converge a b con b* € B(a*), entonces
b € B(a).

Aplicando el Teorema de Kakutani (3.29), como B es una correspondencia con grafo
cerrado, B(a) es no vacio, compacto y convexo para todo a € A, B tiene un punto fijo.
Luego

Luego, existe un punto fijo a* € A tal que a* € B(a*). Este a* es un equilibrio de Nash
ya que a* € B;(a*;) Vi € N. Es decir, cada jugador i estd eligiendo una mejor respuesta
dada la eleccion de los demaés jugadores. O]

Observacion 3.32. En la definicion 2.9, hemos definido el conjunto de estrategias mixztas
del jugador i como A(A;). Este conjunto se puede identificar con el conjunto de vectores
(P1s- -y Dmi) conpe >0 Yk y> 0" pr =1, donde py, es la probabilidad con la que el jugador
i juega su estrategia pura k. El conjunto de vectores /\(A;) es, por tanto, un simplice cerrado.
Este conjunto es no vacio, convexo y compacto.

Teorema 3.33. Cualquier juego estratégico finito tiene un equilibrio de Nash de estrategia
mizta.
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Demostracion. Se considera el juego estratégico G = (N, (A;), (u;)) donde:
e N es el conjunto de jugadores
e A; es el conjunto de acciones del jugador 7
e u; es la funcién de pagos del jugador @

Para cada jugador i, m; es el nimero de miembros del conjunto de acciones A;. Como
hemos visto en la observacién anterior el conjunto A(A;) se puede identificar con el conjunto
de vectores (pi,...,pmi) con py >0 Vky > 7" p, =1

La esperanza del pago u; es lineal en las probabilidades py, y por lo tanto, lo serd también
la funcién de pagos esperada. La funcién de pagos esperada es continua ya que es lineal y
es una suma finita de funciones continuas. Para ver que la funciéon de pagos esperada es
quasi concava basta con ver que para cualquier combinacion convexa de dos estrategias
(pi, qi) el pago esperado de esta combinacién es mayor o igual que el menor de los dos pagos
de cada una de las estrategias. Como la funcién de pagos esperada es lineal, el pago de
cualquier combinacién convexa de p;, ¢; sera una combinacién convexa de los pagos de cada
una. Por el Teorema de equilibrios de Nash para juegos finitos, existe un perfil de equilibrio
de Nash de estrategias mixtas si las funciones de pago son continuas y quasi concavas en sus
propias estrategias. Dado que las condiciones del Teorema 3.31 se cumplen, se puede aplicar
el teorema y por tanto, existe un perfil de estrategias mixtas p* tal que ningiin jugador puede
mejorar su pago esperado cambiando unilateralmente su estrategia mixta. Es decir, p* es un
equilibrio de Nash de estrategias mixtas para el juego G. O]



4. Caracterizacion mediante conjuntos
semialgebraicos

4.1. Introduccién a los conjuntos semialgebraicos

En este capitulo se va a explorar la complejidad de los posibles equilibrios de Nash
en juegos de estrategia mixta. Los conjuntos semialgebraicos son aquellos que se pueden
describir mediante ecuaciones e inecuaciones polinémicas.

Al demostrar que cualquier conjunto semialgebraico puede ser la proyeccién de un con-
junto de equilibrios de Nash de algin juego, se esta mostrando que los equilibrios de Nash
pueden ser tan complejos como se desee, ya que los conjuntos semialgebraicos pueden re-
presentar una amplia variedad de formas y estructuras en el espacio. Esto implica que, los
jugadores pueden optar diferentes estrategias que, en conjunto, mantienen en equilibrio el
juego, lo que presenta una diversidad de estratégicas. Estos juegos son de gran ayuda para
la comprensién de fenémenos sociales, econémicos y bioldgicos.

Gran parte de este ultimo capitulo esta fundamentado en la referencia [8].

4.2. Conjuntos semialgebraicos

Definicién 4.1. De acuerdo con la definicion del libro Algorithms in Real Algebraic Geo-
metry, [1], definimos los conjunto semialgebraicos de R™ como la familia de conjuntos mds
pequena de R™ que contiene los conjuntos algebraicos y los conjuntos definidos por inecuacio-
nes polindmicas, es decir, un conjunto de la forma {x € R" : P(x) > 0} para algin polinomio
P e R[Xy,..., X,] y que la union e interseccion finita de estos conjuntos es un conjunto de
la misma forma y el complementario también.

Sean P y Q) polinomios con coeficientes en R, cualquier conjunto semialgebraico en R™
es la union finita de conjuntos de la forma {x € R™: P(x) = 0,Q1(z) > 0,...,Qs(x) > 0}.

Definicién 4.2. Siguiendo los apuntes de la asignatura de Cdlculo de Probabilidades [7], sea
Q un conjunto no vacio y sea o C P(Q)). Diremos que una familia de conjuntos A es una
algebra si se cumplen las siguientes condiciones:

e (Jco.
e 5i A€ o, entonces, A° € 0.
o Si{Ay,..., A} CT A, entonces U | A; € A.

Podemos identificar entonces el conjunto de todos los conjuntos semialgebraicos de R"”
como una algebra.

25



CAPITULO 4. CARACTERIZACION MEDIANTE CONJUNTOS SEMIALGEBRAICOS26

Teorema 4.3. Por el Teorema 2.7.1 (Teorema de Finitud) del libro [2], sea A C R"™ un
congunto semialgebraico cerrado. Entonces A es una union finita de conjuntos semialgebraicos
de la forma:

{zr eR": fi(z) >0,..., fs(x) >0} (4.1)
donde f1,...,fs € R[Xy, ..., X,].

Ejemplo 4.4. Sea A = {(z,y) € R? : 2%(x — 1) — y*> > 0} un conjunto semialgebraico
representado grdficamente en 4.1. Por la teoria de conjuntos semialgebraicos [2] sabemos
que la clausura de un conjunto semialgebraico es un conjunto semialgebraico (cerrado). Por
lo que se puede escribir como indica el Teorema de finitud, 4.3. Podriamos pensar que este
conjunto es A = {(x,y) € R? : 22(x — 1) — y* > 0} por la continuidad de la funcion debe ser
AC{(x,y) €R?: 2%(x — 1) —y? > 0}. Pero, en este conjunto aparece el punto (0,0) que no
estd en la clausura de A, y como se puede observar en la Figura 4.2, es un punto aislado.
Para evitar eso, podemos escribirlo como A = {(z,y) € R? : 2?(z—1)—y* > 0,z—1 > 0}.

Figura 4.1: {(z,y) € R? : 2%(z — 1) — y* > 0} Figura 4.2: {(z,y) e R? : 2%(z — 1) — y*> > 0}

En particular, un subconjunto compacto E de R" es semialgebraico si y solo si existen
dos enteros positivos A y B y polinomios en n variables P, con 1 <a < A, 1 <b < B tal
que:

E=|]J({z eR": Py(z) <0} (4.2)

Teorema 4.5 (Teorema de proyeccién de conjuntos semialgebraicos). La imagen de un
subconjunto semialgebraico de R™ x R¥ bajo la proyeccion natural R™ x RF —s R™ es un
conjunto semialgebraico.

Definicién 4.6. Una funcion f(x1,...,x,) es multiafin si cada término en su expansion
polinomica tiene grado menor o igual a 1.
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Lema 4.7. Sea P un polinomio en las variables x1,...,x,, con grado estrictamente menor
a 27 en cada variable, entonces existe una funcion multiafin f : R™ — R tal que para todo
(x1,...,2,) € R"

Pz, a) = f(a, a3 2 a2, (4.3)

’rrn n

Demostracion. Cualquier entero positivo m se puede escribir como suma de potencias de 2
(desarrollo binario de m). Entonces, si m < 29, existen nimeros €y(m),...,€,(m) en {0,1}
tal que m = >_1_, ex(m)2¥, por lo tanto,

q—1

o = [T a2y

k=0

. . . : -1
Luego, si reemplazamos cualquier z}" que aparece en el polinomio P por [[i_, (zu)%*, y

denotamos la expresion resultante como f(z19,...,%1(g—-1)s- -+ Tnos - - - s Tn(g—1)), €sto define
una funcién f : R™ — R tal que P(xq,...,x,) = f(x%o, o ,x%qil, o ,xio, o ,xiqil) para
cualquier (zy,...,z,) € R". Como todo ¢;(m) es 0 o 1, f es afin en cada variable. O

Proposicién 4.8. Sea S = {P < 0} C R* entonces, existe un conjunto de polinomios
multiafines en n(2q — 1) variables

{f7 bio—ai0, a11 —b10@10, - - - ; bro—no, An1 —bpolno, - - - 7bn(q—2) —0an(g—-2), an(q—l)_bn(q—Q)an(q—Q)}

tal que la proyeccion sobre R* del conjunto {f < 0,byg—a19 = 0, a1 —bipaip =0, . .. s Ap(g—1)—
bug-2)an(g-2) = 0} S R*7D 5 S

Demostracion. Usando el lema anterior existe una funcién multiafin f en ng variables,
10, - - - A1g—1, G205 - - -, A2g—1, - - - Ao, - - - , Ang—1, qUe satisface la ecuacién

P(Il, Ce ,ZEn) = f(al(), e ,alq_l,ago, Ce ,CLQq_l, e Apoy - 7anq—1)-

Para cada variable x; de P introducimos las variables auxiliares y polinomios correspon-
dientes para representar las potencias necesarias en f. Queremos que:

2
ajp = a1

2 _
ayp = a2
2 _
@1 (g—2) = A1(g—1)
2 _
an(qu) = Qn(g-1)

Para lograr esto, anadimos los siguientes polinomios auxiliares: b;; — a;; = 0 para asegurar
que by = a;; ¥ ai(j+1) — bijai; con i =1,...ny j=0,...,q— 2. Finalmente, definimos el
conjunto 7' C R™29=1 comor

T = {aw0,- -, ang=1), 010, - - -, bu(g—2); f(@10, - - -, An(g—1) < 0,05 — a;; = 0, a;(j+1) — bija;; = 0}

Los polinomios auxiliares garantizan que las variables a;; representan las potencias necesarias
de las x; en f, por lo tanto, la proyeccién de T sobre R” es el conjunto S. O
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4.3. Construccion del juego

Definicién 4.9 (Juego binario). Un juego se considera binario si cada jugador tiene solo
dos estrategias puras. Y como antes, se identifica la estrategia mizta del jugador niumero 1
con la probabilidad x; que estd asignada a la primera de sus dos acciones puras.

Antes de introducir los teoremas, vamos a aclarar la notacién. Solo se consideran juegos
binarios y se denotan las dos estrategias puras de cada jugador como Top y Bottom.

Es conveniente utilizar la misma notaciéon para el nombre de un jugador y su probabilidad
de jugar Top, excepto que para poder distinguir entre jugadores y estrategias, se utilizan
letras mayusculas para jugadores. Por lo tanto, los n jugadores béasicos llevan los nombres
X1, Xo... X, vy x; es la probabilidad de que el jugador X; juegue Top.

Se definen los juegos binarios dando los pagos de cada jugador cuando él elige Top o
Bottom, como una funcién de los perfiles de estrategia mixta de sus oponentes (mds precisa-
mente, de su probabilidad de jugar Top). Estas expresiones van a ser siempre multiafines en
las probabilidades de jugar Top de los oponentes (es decir, afin respecto a la probabilidad de
jugar Top de cada oponente), asegurando de que corresponden a los pagos en la extension
mixta de un juego binario. Por ejemplo, el primer juego tendra (por lo menos) dos jugadores,
Xo y X3, jugando Top con probabilidad x, y xg respectivamente, jugando Bottom con pro-
babilidad (1 —x,) y (1 — ) respectivamente, y con pagos si juegan Top o Bottom descritos
por las siguientes tablas:

T| x T | z,
Bz Jugador Xpg B,

(2) Jugador X,
donde z es un numero real en [0, 1]. Esto significa que los pagos de los jugadores X, y Xz
son Tox + (1 — x4)x3 ¥ 224 + (1 — x5)z respectivamente. Dejando que X, sea el jugador
de fila y X3 el de columna, la correspondiente matriz de pagos seria

T B
T r,1 x,x
B 1,0 0,z
independientemente de cualquier otra accién de otro jugador.

Lema 4.10. Sea z € [0,1]. En cualquier juego con 2 jugadores cuyos pagos vienen dados
por 4.3 y un numero arbitrario de otros jugadores sin pagos especificados, se tiene que, en
cualquier equilibrio, x, = x.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, asumimos por una parte que z, > x. Entonces el
jugador Xj juega Top, ya que el pago es mayor, luego x3 = 1. Entonces xg > z, > x, por
lo tanto el jugador X, juega Bottom, ya que el pago es mayor y z, = 0. Mientras x € [0, 1],
esto contradice que z, =0 > .

Por otra parte, si se asumiera que z, < z, el jugador Xz jugaria Bottom, ya que el pago
serfa mayor, luego 3 = 0. Entonces x5 < z, < z, por lo tanto el jugador X, jugaria Top y
xo = 1. Mientras x € [0, 1], esto contradice que z, = 1 < z. Por lo tanto, x, = . O
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Lema 4.11. Sea i € {1,...,n}. Se considera un juego con n jugadores basicos Xy ... X, vy,
al menos, 2q jugadores adicionales X, Yir, 0 < k < q— 1, cuyos pagos vienen dados por la
siguiente tabla (donde, como en todas las tablas de pagos, T y B corresponden a las acciones
de los jugadores).

T ‘ x; L T ‘ Tik
Jugador X, ‘ J =071 Jugador Y, T
Bl va B | i [T @i
En cualquier equilibrio, para cualquier k € {0,...,q — 1}, zj = (:E,)2k

Demostracion. La demostracién es por induccion en ¢. El caso ¢ = 1 es el caso del Lema
4.10 aplicado a los jugadores X,y e Yip con x, = i, 3 = Yio, Yy T = ;. Se asume que el
resultado es cierto anadiendo 2(¢ — 1) jugadores. Por la hipétesis de induccién x;, = (x;)%*
para k =0,...q — 2. Es decir,

q—2

T H Tij = H )2j

7=0

Para ver que el resultado siga siendo cierto cuando se anaden 2q jugadores es suficiente
demostrar que es cierto también para k = ¢ — 1. Con la hipdtesis de induccion y aplicando
el Lema 4.10 a los jugadores Xy, e Yip con k = 0,...,2(¢ — 1) con xo = Tk, Tp = Yir, ¥
T =x; Hf o Tij se demuestra que, en cualquier equ1hbr10

Q
;d

Tik = T Hrm] = [[ ()* = (2:)*

J

I
o

]

El lema anterior 4.11 nos va a permitir, para cualquier polinomio F,;,, anadir un jugador
cuyo pago en equilibrio cuando juega Top es igual a Py (x1, ..., 2,).

4.4. Caracterizacion de los conjuntos semialgebraicos
cerrados compactos como equilibrio de Nash

Teorema 4.12. Sea E = Ule N {z € R : Py(x) < 0} un subconjunto de [0,1]" no
vacio, compacto y semialgebraico entonces existe un juego binario de N jugadores (N > n)
tal que la proyeccion de su conjunto de equilibrios de Nash en sus primeras n coordenadas
(las de los primeros n jugadores) sea igual a E.

Ademds, si d es una cota superior de los grados de Py, entonces, el niumero de jugadores
necesarios estda acotado por

N <1+ AB +n(3 + 2Iny(d))

Demostracion. Sea d < 29. Se empieza con un juego con n jugadores basicos Xi,..., X, , vy
para cada i € {1,...,n}, 2q jugadores adicionales con pagos
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T ‘ i [15) 2 T | Tik
Jugador X t11j=0"Y Jugador Y, e

B ‘ Yik B ‘ Li HJ’=0 Lij
Por el Lema 4.11, en un punto de equilibrio, z;, = (2;)?". Sea & = (10, - - -, T1(g—1)s - - - » Tns - - - s Tn(g—1)) 5
para cualquier polinomio P, se define f,;, como en el Lema 4.7 y por lo tanto, en equilibrio
Pu(z1,...,2,) = fa(Z). Como f, es multiafin, se puede anadir un jugador S, jugando
Top con probabilidad s,, y con pago

T | faup(2
Jugador S B / bo(x)

Se anade también un jugador U, jugando Top con probabilidad u, y con pago

T | TToy D25 S
J d U a=1 b=1“a
ugador B ‘ 5
Finalmente, sea z = (z1,...,2,) cualquier elemento de F y los pagos de los n jugadores
iniciales (X;) son

T ‘ (zi — xi0)u

Jugador X; B ‘ 0

Luego el juego tiene (1 + AB) jugadores adicionales, mas 2(1+ Iny(d)) para definir los pagos
del jugador X;, entonces
N <1+ AB+n(3+ 2Iny(d))

Mas precisamente, si d(i) es el grado méximo en x; del polinomio P,;, entonces se necesita
como méaximo N =14+ AB +3n+ 2, Iny(d(7)) jugadores.

Veamos ahora que la proyeccién de los equilibrios de Nash de este juego que hemos cons-
truido es E, para ello vamos a demostrar que sea = (1, ..., x,) las n primera coordenadas
de un equilibrio, que x € E es una condicién necesaria y suficiente.

Supongamos primero que z = (x1, ..., Z,) son las n primeras coordenadas de un equilibrio
y asumimos que z ¢ E. En equilibrio, se tiene f,;(%) = Py(z). Ademds, como = ¢ FE, para
cada a, existe un b tal que P, (x) > 0 y entonces sq, = 1. Luego,

y u = 1. Como z € FE, debe haber un i tal que z; # z;. En cualquier equilibrio x; = x;.
Si w9 < z; entonces, (z; — x)u > 0, luego x; = 1 y como en cualquier equilibrio z; = x;0,
i = 1, se llega a una contradiccion ya que 1 = x;0 < z; < 1. Si x;0 > 2z; esto implica que
(zi —xio)u < 0y x; =0 = x;, por lo que 0 < z; < ;0 = 0, contradiccién.

Hemos probado que es necesario que x € E, veamos ahora que es suficiente.

Sea r € FE, se considera el siguiente perfil: z;, = yi = (:cz)?k para todo ¢ y k, u = 0,
Sap = 0 81 Py(z) < 0y 1 delo contrario. Todos los jugadores Xy, y Yix son indiferentes, y
jugadores X; también, ya que u = 0. Los jugadores Sy, no tienen desviaciones rentables por
construcciéon. Finalmente, como x € E, entonces existe a tal que para todo b, s, = 0, luego

A B
[13 =0

a=1 b=1
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y el jugador U es indiferente. O]

Ejemplo 4.13. Se tiene un conjunto E = {z?+ 23 —1 < 0}N{—23 — 23 +1 < 0}, entonces
por el lema 4.7 se tiene:

fi(x10, 11, T20, T21) = T11 + o1 — 1, fa@10, T11, 20, To1) = —T11 — Ty + 1

Por lo tanto, va a haber dos jugadores bdsicos X1, Xo, 4 jugadores de la forma X;; y otros
4 de la forma Y;; coni={1,2} yj={0,1}, 2 jugadores S; y un jugador U.

Jugador Xio % Jugador Yig g 9;110
Jugador X1y g 9€1y'1f1o Jugador Y, g xlx-lilo
Jugador Xz %‘;TQO Jugador Ya g 2220
Jugador Xy g x2?2f20 Jugador Y g&]
Jugador Sy g fi= $11(;|- T — 1 Jugador Sy g Jo= —35110— Top +1
Jugador U g 51 g 52
con z=(1,0) € E:
Jugador X, g u —5’10)16 Jugador X, g _?10“

Por el Teorema 4.12 E es un subconjunto de [0, 1) no vacio, compacto y semialgebraico,
entonces existe un juego binario de 13 jugadores tal que la proyeccion de su conjunto de
equilibrios de Nash en sus primeras 2 coordenadas (las de los primeros 2 jugadores) es igual
aF.

(a,b) es un equilibrio <= x19 = a (entonces, x1; = a®) y xo9 = b (entonces, To; = b*)

Luego,

T‘aQ—i—bQ—l T‘—aQ—bQ—kl
Jugador Sy 5 ‘ 0 Jugador S 5 ‘ 0
Entonces,
Jugador U L] 51+ s

B 0



CAPITULO 4. CARACTERIZACION MEDIANTE CONJUNTOS SEMIALGEBRAICOS32

e Sia’+ 0’ —1>0=s=1y—-a*-0*+1<0=5,=0
Entonces, s1+so=1=u=1

Tl 1l—-a T|-b

Jugador X, 5 5 Jugador X, 510

Como a € [0,1] y b € [0, 1] hay tres opciones:

ea=0yb=1

St a = 0 el jugador X; va a elegir jugar T, entonces vr1 = 1 y como x1 = a

contradiccion.
T0 T|0
Jugador X ?‘T Jugador X, ?‘T

ea=1yb=0
El jugador X, puede elegir Top y el jugador Xy puede elegir Bottom, por lo tanto,
este es un equilibrio, (a,b) = (1,0) = z.

eac(0,1) ybe (0,1) Siae€ (0,1), Xy elige T, entonces x1 = 1 y como x; = a
contradiccion. Si b € (0,1), X5 elige B, entonces x5 = 0 y como x5 = b contradic-
cion.
Por lo tanto, si a®> +b* —1 > 0 solamente hay un equilibrio de estrategias miztas
en el punto z = (1,0)

¢ Sia?+ 0 —-1<0=35=0y—-a?-0*+1>0=s5,=1

Entonces, s + s = 1 = u = 1 y razonando de la misma manera que en el caso

anterior, se llega a que hay un equilibrio de Nash de estrategias miztas en el punto
z=(0,1).

e i+ —1=0=5,=25, Yy So=25y = u€c{1,0}

e Stu=1

T|1—-a T| —b

Jugador X, B 0 Jugador X 510

Razonando de la misma manera que en los casos anteriores, se llega a que hay un
equilibrio de Nash de estrategias miztas en el punto z = (0,1).

o Siu=20
T0 T|0
Jugador X ?‘T Jugador X, ?‘T

El jugador X, puede elegir Top y el jugador Xy puede elegir Bottom, por lo tanto,
este también es un equilibrio siempre y cuando s; = so = 0
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Por como hemos construido el juego, si tomamos como punto base el punto z, siempre
va a haber un equilibrio de Nash en ese punto z, independientemente de los valores de u
y S;. Por lo que necesitamos que z € E. Los unicos puntos, aparte del punto z, que son
proyecciones de equilibrios de Nash son aquellos en los que u = s1 = so = 0.

Corolario 4.14. Sea E = |J* N2 {z € R" : Py(z) < 0} un conjunto de R" no vacio,
compacto y semialgebraico entonces existe un juego binario de N jugadores tal que la proyec-
cion de su conjunto de pagos de equilibrio de Nash en sus primeras n coordenadas es igual a
un conjunto homeomorfo a F.

Demostracion. Dado que E es un conjunto compacto en R”, se utiliza una transformacién
lineal para ajustarlo dentro del cubo unitario [0, 1]".

La transformacién lineal es —D + 2Dz, donde D es una cota positiva tal que £ C
[—D, D|". Se aplica a cada coordenada x; de E. Esta transformacién da lugar a un conjunto

transformado
E'={zeR" - D+2Dzx € E}

que es un subconjunto de [0, 1]", porque todos los puntos de E’ estén en el cubo [—D, D]™.
Siz € F', y x; es una de sus coordenadas, entonces x; € [—D, D], si a € E es tal que
—D +2Da = x, entonces —D < —D +2Da; < D, por lo que 0 < a; < a;. Ademaés, E’ es un
conjunto semialgebraico, ya que lo podemos expresar como:

A B
E' =[] \{z € R": Py(~D +2Dx) < 0}

a=1b=1

Se utiliza la transformacion y se aplica la construccion del Teorema 4.12 para adaptar el
juego binario, de manera que los jugadores Yjy tienen pagos estratégicamente equivalentes
a —D + 2Dx; cuando juegan en equilibrio. Reemplazando los pagos del jugador Y;y por el
pago estratégicamente equivalente:

B ‘ —D +2Dux;
Esto implica que los pagos en equilibrio de Nash de los jugadores Yy reflejan la posicién

x; en el conjunto E. Asi se construye un juego binario donde los jugadores tienen estrategias
que reflejan las coordenadas de E’ en [0, 1]™. O
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