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Resumen

Una mirada matematica al cubo de Rubik

En este trabajo se estudia el cubo de Rubik con una perspectiva matematica. Para
ello se introduce la notacién de Singmaster que permite describir cualquier cubo in-
dependiente a los colores del mismo, describir el movimiento de los cubiletes al rotar
las caras del cubo y con ello establecer la estructura de grupo del conjunto de todas
los operaciones sobre el cubo de Rubik. Asi hemos llegado al primer teorema fun-
damental del cubo de Rubik, que da condiciones necesarias y suficientes para que
una colocacion aleatoria de los cubiletes de una configuracién se pueda resolver sin
necesidad de desmontar el cubo. Este resultado nos permitird, entre otras, determi-
nar el cardinal del grupo del cubo de Rubik, el nimero de configuraciones y llegar
al segundo teorema fundamental, que da condiciones necesarias y suficientes para
que exista una secuencia de giros de las caras del cubo que transforme una configu-
racion inicial dada en otra final. Terminaremos con la primera cota para el Ntimero
de Dios, que es el maximo ntimero de giros necesarios para resolver cualquier cubo.

Palabras clave: Cubo de Rubik, Teoria de Grupos, Teoria de Grafos, Combinatoria.

A mathematical view of the Rubik cube

In this work we analyse the Rubik cube from a mathematical point of view. For this
we have introduced Singmaster’s notation, which allows to describe any Rubik cube
regardless of the choice of colors. This also allows to describe the movement of the
cubicles when we rotate any of the faces of the cube, and stablish a group structure
of the set of all moves on the Rubik cube. Thereafter, we introduce the first funda-
mental theorem of the Rubik cube, which gives necesary and suficient conditions to
claim whether a cube, whose cubicles have been randomly assambled, can be solved
rotating its faces. Then, we are able to introduce further results, as the cardinality of
the Rubik’s cube group and the second fundamental theorem, which gives neces-
sary and suficient conditions for a given move to exist. Finally, we go over the God’s
Number, that gives the minimum number of moves that allows to solve any cube.

Keywords: Rubik Cube, Group Theory, Graph theory, Combinatorics.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El cubo de Rubik es probablemente el puzzle mds popular jamas vendido. Fue in-
ventado en 1974 por Ernd Rubik, y desde su salida al mercado gané una gran popu-
laridad, vendiéndose hasta 350 millones de unidades para el afio 1980. En 1981, el
matematico estadounidense, David Singmaster publicé Notes on Rubik’s Magic Cube’
[11], el primer analisis del cubo de Rubik, en el que daba un algoritmo para resol-
verlo.

Cuando este puzzle de combinacién fue introducido al ptiblico, los esfuerzos se cen-
traron principalmente en resolverlo. En la actualidad, el cubo de Rubik sigue siendo
un objeto de gran popularidad, aunque el enfoque sobre el mismo ha cambiado:
por un lado existen las llamadas competiciones de Speed-cubing, que consisten en
resolver cubo de Rubik mezclados de forma aleatoria en el menor tiempo posible
siendo el record establecido el 14 de junio de 2023 de 3.134 segundos [8]; por otro
lado, también existe interés en encontrar el menor niimero de movimientos posibles
para resolver cualquier configuraciéon del cubo de Rubik. A este nimero se le co-
noce en el entorno del cubo de Rubik como el “Ntmero de Dios”. La respuesta a
esta tltima pregunta se resolvi6 en 2010, y se determiné que el Ntimero de Dios es
20, lo cual quiere decir que se puede resolver el cubo de Rubik, cualquiera que sea
la configuracioén inicial, en 20 pasos o menos. El Nimero de Dios tan solo acota el
ntimero minimo de movimientos para resolver cualquier cubo, sin embargo, todavia
no se conoce el algoritmo que genere ese camino minimo. Por lo tanto, los esfuerzos
actuales se centran en encontrar esa secuencia de 20 movimientos 0 menos.

El cubo de Rubik se ha estudiado desde diferentes areas del conocimiento, como
la informatica, la ingenieria y las matematicas. De hecho, en matematicas se puede
describir el cubo de Rubik mediante la teoria de grupos, de forma que las diferentes
transformaciones y configuraciones del cubo forman un subgrupo del grupo de per-
mutaciones generado por las diferentes rotaciones de las caras del cubo. Ademas, la
teoria de grupos permite comprender el funcionamiento del cubo.

En este trabajo, introduciremos la notaciéon necesaria para describir las diferentes
configuraciones del cubo de Rubik y cémo las rotaciones de las caras afectan a dichas
configuraciones. Ademads, se mostraran algunos resultados sobre el cubo de Rubik
que permitirdn dar la demostracion del teorema fundamental del cubo de Rubik,
un teorema de vital importancia en este campo, no por su complejidad, sino por su
impacto en la teoria del cubo de Rubik, ya que permite conocer qué colocacion de las
pegatinas del cubo de Rubik se puede alcanzar mediante alguna secuencia de giros
de las caras del cubo.
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Las figuras o esquemas del cubo de Rubik incluidas en este trabajo son de creacién
propia. Estas han sido generadas empleando el paquete tikz que permite generar
dibujos, el paquete rubikcube que dentro de tikz permite dibujar el esquema de
un cubo de Rubik y rubikrotation que permite generar nuevas configuraciones del
cubo de Rubik, introduciendo una secuencia de rotaciones de las caras del cubo de
Rubik.

1.2. Conceptos preliminares

En esta seccién introduciremos los conceptos mateméticos necesarios para desarro-
llar la teoria del cubo de Rubik. Dirigimos al lector a [7] para un mayor detalle de
los conceptos de algebra de esta seccién y [10], Capitulo 11 para conceptos de grafos
y algoritmos de busqueda.

Empezaremos por dar una definicién precisa del concepto intuitivo cara de un cubo,
que nos servird para referirnos a diferentes partes que conforman al cubo. En efec-
to, en el contexto de politopos, se definen las caras de un politopo [2] de la forma
siguiente.

Definicién 1.1 (Politopo).
Un politopo es la envoltura convexa de un conjunto finito de puntos.

Definicién 1.2 (Cara).

Una cara de un politopo P es la interseccién de P con un hiperplano de soporte H.
Un hiperplano de soporte es aquel que divide el espacio en dos semiespacios, y es tal
que P estd completamente contenido en alguno de esos dos semiespacios cerrados y
talque HNP # Q.

De acuerdo a la Definicién 1.2, los conjuntos @ y C son ambas caras de C, llamadas
caras impropias. El resto de las caras de C son caras propias. Con la definicién dada,
las aristas que unen los vértices de un cubo también son caras del mismo. Por otro
lado, también existe el concepto de faceta de un politopo.

Definicién 1.3 (Faceta).
Se llama faceta de un politopo de dimensién #n a una cara de dimensién n — 1 del
mismo.

Sin embargo, la teorfa de politopos no es necesaria para desarrollar la teoria del
cubo de Rubik y dado que el concepto de faceta no es necesariamente conocido por
los lectores de este texto, haremos un abuso de notacién y llamaremos cara del cubo a
las facetas que lo conforman.

Definicién 1.4 (Cara de un cubo).
Llamamos cara de un cubo a cada una de las 6 facetas del politopo que define dicho
cubo.

Otro concepto que se manejard durante el trabajo es el de grupo.
Definicién 1.5 (Grupo).

Un grupo es un par (G, %), donde G es un conjunto no vacio y * es una aplicacién

*x: GXG—=G
(a,b) — axb,
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donde G x G = {(x,y) : x,y € G} es el producto cartesiano de G consigo mismo y
ademds verifica las siguientes propiedades:

» Propiedad asociativa: (x xy) xz = x % (y x z), Vx,y,z € G.
» Existencia de Elemento Neutro: 3e € Gtalqueexx = xxe = x, Vx € G.

» Existencia de inverso: para todo x € G, 3x’ € Gtal que x x ¥’ = x'x x = ¢g,
donde e es el elemento neutro de G.

Definicién 1.6 (Grupo abeliano).
G se dice grupo abeliano si es grupo y ademés a-b = b -a para todo a,b € G. En
caso contrario se dice no abeliano.

A partir de este, surge la necesidad de introducir la definicién de subgrupo.

Definicién 1.7 (Subgrupo).
Dado (G, -) un grupo, un subgrupo de G es un subconjunto no vacio H C G que a
su vez es grupo.

Definicién 1.8 (Clase lateral).
Dado G un grupo y S un subgrupo de G, dado un elemento g € G, llamamos

» ¢H = {gh: h € H} es una clase lateral a izquierda de H en G.
» Hg = {hg: h € H} es una clase lateral a derecha de H en G.

Definicién 1.9 (Grupo generado por X).

Sea (G, ) un grupo y X un subconjunto no vacio de G. Llamamos subgrupo ge-
nerado por X a la interseccién de todos los subgrupos de G que contienen a X, lo
denotamos por (X), i.e.,

(X) := N H.

XCH,Hsubgrupo de G

La siguiente proposicion caracteriza los elementos de un subgrupo generado.

Proposicién 1.2.1.
Sea (G, ) un grupo y X un subconjunto no vacio de G, entonces (X) estd formado
por los productos de los elementos de X y sus inversos, es decir,

(X) ={x]'x?---xy:reN, x; € X, ¢, € {1, —1}}

Existe un conjunto especial de grupos que se llama grupo ciclico

Definicién 1.10 (Grupo ciclico).
Un grupo (G, -) es ciclico si estd generado por un solo elemento, es decir, G es ciclico
siy solo si existe a € G tal que G = (a)

Otro concepto que surgird de forma natural al estudiar el cubo de Rubik es el de
permutacion.

Definicién 1.11 (Permutacién).
Sea X un conjunto no vacio, llamamos permutacion a toda aplicacién biyectiva o :
X — X.

Definicién 1.12 (Grupo de permutaciones).
Sea X un conjunto no vacio. El conjunto de permutaciones de X con la composicién
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de aplicaciones como operacién es un grupo y se denomina grupo de permutaciones
de X, (S(X), o) donde

S(X) :={c: X — X : oesbiyectiva}

Definicién 1.13 (Grupo simétrico).

Sea X, un conjunto finito con n € IN elementos. Podemos denotar sus elementos por
1,2,..,n, es decir, X, = {1,2,...,,n}. En este caso el grupo de permutaciones de X,
se denomina grupo simétrico y el conjunto de permutaciones se denota por S,,.

Definicién 1.14 (Permutaciones, Ciclos y Trasposiciones).
Sean i1, iy, ..., i} elementos de X,, distintos dos a dos. Se representa por (i1, 1, ..., ;) a
la permutacién que aplica

i1 — io, ih =13, ... , il — 11,

y que deja fijos los elementos de X, \ {i1, ..., i;}. Diremos que este tipo de permuta-
cién son ciclos de longitud /. Los ciclos de longitud 2 se denominan transposiciones.

Otro resultado relevante es el de la descomposicién de una permutacién en transpo-
siciones.

Teorema 1.2.2.
Toda permutacion de S, con n > 2 se puede expresar como composiciéon de trans-
posiciones (no necesariamente disjuntas ni de manera tinica).

Teorema 1.2.3.
Sea ¢ € S, una permutaciéony 1, ..., T, T, ..., Ts € S, transposiciones. Si se cumple
que

g:Tl...Tr:fl...fS

Entonces 7 y s tienen la misma paridad, es decir, ambos ntimeros son pares o ambos
son impares.

Definicién 1.15 (Permutaciones pares e impares).

Sea ¢ € S, una permutacion. Si o descompone en un nimero par de transposiciones,
decimos que ¢ es una permutacién par y si ¢ descompone en un ntiimero impar de
transposiciones, decimos que ¢ es una permutacién impar. Definimos el indice de
una permutacién como:

i(0) = 1 sic es par

—1 sic esimpar

Definicién 1.16 (Grupo Alternado Ay).
Se llama grupo alternado de n elementos al subgrupo de las permutaciones pares de
Sn.

Un concepto ligado al de grupo es el de accién de un grupo sobre un conjunto. Este
serd util porque los giros de las caras del cubo de Rubik y sus combinaciones tendran
un efecto sobre el conjunto de las configuraciones del cubo, que serd en efecto una
accion de grupo.
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Definicién 1.17 (Accién de un grupo sobre un conjunto).
Una accién de un grupo G sobre un conjunto X es una funcién - : G x X — X (de-
notada como g - x para § € Gy x € X) que satisface las siguientes dos propiedades:

1. Propiedad de identidad: Para todo x € X, e- x = x, donde e es el elemento
neutro de G.

2. Propiedad de asociativa: Para todos g,h € Gyx € X, (gh) -x =g (h-x).

En este trabajo veremos también que podemos observar el cubo de Rubik como un
grafo. Dicho grafo serd un grafo de Cayley que definimos a continuacioén.

Definicién 1.18 (Grafo de Cayley de un grupo).

Dado G un grupo, y S € G un subconjunto cerrado por inversos (si s € S entonces
s € S), el grafo de Cayley de este grupo es aquel cuyos vértices son los elementos
de G y dos vértices x,y € G estdn conectados por una arista si x 'y € S.

Otro concepto importante en el contexto de grafos que se usard en el trabajo es el de
distancia entre dos vértices y didmetro.

Definicién 1.19 (Distancia entre vértices).

La distancia entre dos vértices de un grafo es el nimero de aristas del camino mas
corto entre ellos. Si los vértices nos son accesibles a través de un camino, entonces la
distancia es infinita.

Definicién 1.20 (Didmetro de un grafo).
El didmetro de un grafo es la distancia méxima entre cualesquiera dos vértices.

Dado un &rbol, podemos explorar todos sus vértices a través del algoritmo de bts-
queda en profundidad. Dicho arbol sera un grafo G conexo, cuyo conjunto de vérti-
ces denotamos por V' y las aristas por E.

Entrada: Grafo G = (V, E), nodo inicial s
Resultado: Nodos visitados en el grafo
para cada vértice u € V hacer
| visitado[u] < falso;

fin
DFS-Visitar(s);
procedimiento DFS-Visitar (u):
visitado[u| < verdadero;
para cada v adyacente a u hacer

si visitado[v] = falso entonces

‘ DFS-Visitar(v);

fin

fin

fin
Algoritmo 1: Busqueda en Profundidad (DFS)

Relacionado con esto definiremos el método de biisqueda en una profundidad dada.

Definicién 1.21 (Basqueda en profundidad d).
El método de buasqueda en profundidad d, es el método de explorar en profundidad
restringido al drbol con vértices a distancia menor o igual que d de la raiz.






Capitulo 2

Cubo de Rubik como objeto
matematico

El cubo de Rubik original es un cubo con 6 caras, cada una de las cuales se divide en
una malla 3 x 3 con 9 pegatinas de colores. El cubo de Rubik consiste de 26 pequefios
subcubos (el centro o nticleo del cubo no se considera). Cada una de estas 26 piezas
tiene una parte oculta que apunta hacia el interior del cubo y que se ensambla con
las piezas de su entorno. Por otro lado, la pieza central de cada cara est4 fija al nticleo
del cubo, de forma que s6lo puede rotar sobre si misma, lo que permite al resto de las
piezas encajadas a su alrededor rotar, trasladando los subcubos a nuevas posiciones.

En la Figura 2.1 se muestra a la izquierda una ilustracién del cubo de Rubik don-
de las pegatinas de cada cara tienen todas el mismo color y a su derecha el cubo
obtenido mediante una cierta secuencia de rotaciones de las caras del mismo.

y AR A4
y AR AR 4

FIGURA 2.1: Dos ilustraciones del cubo de Rubik. A la izquierda el
cubo de Rubik resuelto, a la derecha el cubo obtenido mediante una
cierta secuencia de rotaciones de las caras del cubo.

El objetivo del cubo de Rubik es el siguiente: partiendo del cubo de Rubik resuelto,
donde cada cara tiene un sélo color, se desordenan sus piezas mediante una secuen-
cia aleatoria de giros de sus caras y que serd desconocida para el jugador. Una vez
ahi, el jugador debe encontrar una secuencia de giros que resuelva el cubo, es decir,
que cada cara tenga un tnico color.

Existen ademads multiples variaciones del cubo de Rubik original, asi como cubos de
Rubik 2 x 2,7 x 7, Megaminx [14], Pyraminx [13].
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2.1. Cubiculos y cubiletes

Para poder describir el cubo de Rubik y hablar de sus distintos elementos, es ttil
introducir los conceptos de cubilete y cubiculo traducidos de los términos cubie y cu-
bicle empleados por David Singmaster [11], quién publicé en 1979 el primer andlisis
matemadtico del cubo de Rubik y cuya notacién es empleada de forma general por el
resto de autores.

Definicién 2.1 (Cubilete y Cubiculo).
= Llamaremos cubilete a cada uno de los 26 subcubos que conforman la parte
visible del cubo de Rubik

= Llamaremos cubiculo a las posiciones en el espacio ocupadas por los 26 cubile-
tes.

FIGURA 2.2: En la figura de la izquierda se resaltan dos ejemplos de

cubiletes: el cubilete en la parte superior izquierda del cubo y el cu-

bilete en la parte del frente, derecha. En la figura de la derecha se
muestra un hueco que es un cubiculo del cubo de Rubik.

Los cubiculos son posiciones espaciales que se mantienen fijas al rotar las caras del
cubo, por lo que establecen un marco de referencia. De esta forma, al aplicar un giro
sobre una de las caras del cubo, los cubiculos no cambian de posicién mientras que
los cubiletes pasaran a ocupar nuevos cubiculos.

No todos los cubiletes y cubiculos del cubo de Rubik son iguales, de hecho, distin-
guimos tres tipos que definiremos como cubilete (6 cubiculo) esquina, borde y centro
traducidos de los términos corner, edge y center empleados por Singmaster.

Definicién 2.2 (Cubiletes y Cubiculos Esquina, Borde y Centro).

= Se llama cubilete esquina al cubilete con tres caras visibles. Un cubo de Rubik
tiene 8 cubiletes esquina. Los cubiculos esquina seran los cubiculos ocupados
por los cubiletes esquina.

= Se llama cubilete borde a los que tienen 2 caras visibles. El cubo de Rubik tiene
12 cubiletes borde. Los cubiculos borde serdn los ocupados por los cubiletes
borde.

= Se llama cubilete centro a los que sélo tienen una cara visible. Hay 6 de estos,
uno por cada cara del cubo. Los cubiculos centro son los ocupados por los
cubiletes centro.
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FIGURA 2.3: Cubiculos borde en azul, esquina en amarillo y cubiculos
centro en gris.

2.2. Movimientos y coloraciones del cubo de Rubik

Las tinicas operaciones posibles sobre el cubo de Rubik para variar la posicién de
los cubiletes son las rotaciones de las 6 caras del cubo. Existen operaciones aparente-
mente diferentes, como la rotacién de una seccién central, 6 la seccién central junto a
una cara paralela, sin embargo, estas siempre se pueden descomponer como rotacio-
nes de algunas de las 6 caras seguidas de rotaciones del cubo completo. Por ende, se
trabajara solamente con rotaciones de las 6 caras sin considerar rotaciones del cubo
completo si no se especifica lo contrario. En la Figura 2.4 se muestra un giro de la
cara superior.

FIGURA 2.4: Giro de la cara superior del cubo. Los cubiletes centrales
quedan fijos.

El hecho de trabajar sin rotar el cubo completo, permite con facilidad llegar a las
siguiente observacion.

Observacion 1. Dado que al aplicar una rotacién de cualquier cara del cubo de Rubik
el cubilete centro no se mueve a un nuevo cubiculo, el color de la cara visible del
cubilete centro determina el color de la cara que ocupa al resolver el cubo.

Ahora sabemos que el color final tras resolver el cubo de Rubik serd el determinado
por los cubiletes centro. En cambio, no resulta ttil trabajar con colores en el cubo de
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Rubik. Esto se debe a que la eleccién de colores de un cubo no es universal y depende
también de cémo se coloquen dichos colores, es decir, se pueden asignar los mismos
6 colores a las caras de dos cubos de forma que estos no se puedan trasformar el uno
en el otro mediante rotaciones. Un ejemplo que lo prueba es el siguiente: dados dos
cubos resueltos, el primero de los cuales tiene la cara superior blanca, la del frente
naranja y la de la derecha verde; el otro cubo, su cara superior es blanca, la del frente
verde y la de la derecha naranja. Solo podemos intentar transformar un cubo en el
otro mediante rotaciones del cubo completo, sin embargo, no es posible llevar a cabo
dicha transformacién. Diremos que son cubos con coloraciones distintas.

Introducimos ahora el concepto de coloracion.

Definicion 2.3 (Coloracién del Cubo).

Llamaremos coloracién de un cubo a la asignacién de colores a las caras del mismo.
Dos coloraciones de un cubo se consideran equivalentes si una es una rotacioén del
cubo completo de la otra.

A partir de esta definicién podemos introducir la siguiente proposicién obtenida a
partir de un ejercicio propuesto en las notas de Signmaster, aunque la demostracién
de la misma es de elaboracién propia. Este resultado serd importante para la elecciéon
de la notacién del cubo.

Proposicién 2.2.1.
Existen 30 coloraciones posibles no equivalentes del cubo 3 dimensional.

Demostracion. Considerar un cubo y 6 colores {a,b,c,d, e, f} distintos dos a dos. Sin
pérdida de generalidad, asumimos que el color f estd en la cara inferior. Se dan dos
casos:

= La cara del cubo con color e es colindante a la cara inferior de color f. En este
caso podemos situar el color e al fondo. Fijar estas dos posiciones evita rotacio-
nes del cubo que den configuraciones equivalentes. El niimero de coloraciones
posibles de las 4 caras restantes son 4!.

= Si el color e no es colindante, es decir, estd en la cara opuesta (arriba). Atn
existen rotaciones que dejan estos dos colores en la misma posicién. Fijamos el
color 4 al fondo. Existen 3! coloraciones posibles.

Por lo tanto, en total existen 3! + 4! = 30 coloraciones. O

Para evitar la confusién que pueda acarrear el uso de colores, se emplea una notaciéon
mads general usada por David Singmaster [11] que detallaremos mds en la Seccién
3.1, la cual no depende de la coloracién del cubo.

Notacidén 2.2.1 (Notaciéon de Singmaster).

Tomando las iniciales de las seis palabras en inglés para derecha, izquierda, frente,
atrds, arriba y abajo, es decir, Right, Left, Front, Back, Up, Down respectivamente,
etiquetamos cada cara del cubo de acuerdo a su posicion.

De esta forma, asignamos cara U a la cara situada en la zona superior. Como el
cubilete central es fijo, el color de su cara visible determina el color de la cara U. Tras
esto, se fija la cara que se encuentra de frente como cara F y el color de la cara visible
del cubilete central de esta cara determina el color de la misma. Una vez asignadas
estas dos etiquetas, el resto de las caras quedan determinadas respecto a estas. En la
Figura 2.5 se muestra el etiquetado de las caras de un cubo cualquiera.
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FIGURA 2.5: Etiquetado de las caras de un cubo de Rubik.

2.3. Operaciones sobre el cubo de Rubik

Dado que los giros siempre son de alguna de las 6 caras y solamente de estas, pode-
mos emplear la misma notacién para los giros.

Notacién 2.3.1.

Usaremos la misma notacién de R, L, F, B, U y D para referirnos a los giros de un
cuarto de vuelta en sentido horario de las caras R, L, F, B, U y D respectivamente.
Emplear la misma notacién no serd un problema, ya que especificard si se trata de
un giro o de la cara.

Para los giros en sentido antihorario usamos la notacién de potencias R-1 1 -1
B L u! y D! Esta notacién tomara sentido cuando consideremos los movimien-
tos como elementos de un grupo, donde el elemento inverso de un giro serd el giro
en sentido opuesto.

Para describir una secuencia de giros aplicada sobre el cubo de Rubik, empleamos
la notacion multiplicativa, de forma que si tenemos M; e M> dos giros cualesquiera,
siguiendo el convenio introducido por David Singmaster [11], M3 M} es la operacién
que primero aplica el giro de un cuarto de vuelta M; dos veces y después aplica M,.

Observacién 2. Las secuencias de giros pueden verse como palabras formadas por el
alfabeto {U, L, F, B, U, D, U~!, L', F~!, B, u-1, D1}

Notar que dos secuencias de giros diferentes, es decir, dos palabras diferentes, pue-
den tener el mismo efecto sobre el cubo de Rubik como UD y DU por lo que diremos
que son equivalentes y por tanto la misma operacién.

Definicién 2.4 (Palabras equivalentes).
Dos palabras X e Y se dicen equivalentes si tienen el mismo efecto sobre el cubo de
Rubik. En ese caso escribiremos X = Y y diremos que definen la misma operacion.

Cuando hablemos de una operacién sobre el cubo de Rubik, nos referiremos a una
secuencia de giros concreta, sin importar el representante de dicha operacién. Asi,
introducimos el conjunto de todas las operaciones en el cubo de Rubik.
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Definicién 2.5 (Conjunto de operaciones en el cubo de Rubik Rcs).

Se define el conjunto de operaciones en el cubo de Rubik como el conjunto de las
palabras en el alfabeto {U, D, F, B, R, L}, bajo la relacién de equivalencia descrita
en la Definicién 2.4. Se denota por Rcs.

Definicion 2.6 (Giro vacio).
Llamaremos giro vacio a la operacion sobre el cubo de Rubik que deja a este inva-
riante y lo denotaremos por I.

2.4. Longitudes de palabras y operaciones en el cubo

Con la Definicién 2.4, podemos escribir U* = I. Sin embargo, cuando aplicamos U*
giramos 4 veces un cuarto de vuelta la cara U y al aplicar I no hacemos nada con el
cubo. Esta nocién motiva la introduccion de la siguiente definicion, que cuenta todos
los giros de un cuarto de vuelta que tenemos que realizar para seguir la secuencia
de giros definida por una palabra dada.

Definicién 2.7 (Longitud de una palabra en la métrica de un cuarto de vuelta).
Dada una palabra en el alfabeto {U, L, F, B, U, D, U=, L', F~!, B~1, U1, D71},
llamamos longitud de la palabra en la métrica de un cuatro de vuelta al ntimero de
letras del alfabeto concatenado.

Sin embargo, también podriamos definir la longitud de una secuencia de giros sin
importar cuanto se rote cada cara, sino cuantas veces. Por ejemplo, en la secuencia
U?D se gira la cara U una vez y la cara D una vez, por lo que tendria longitud dos a
pesar de que haya 3 giros de un cuarto de vuelta.

Definicién 2.8 (Longitud de una palabra en la métrica de media vuelta).

Dada una palabra en el alfabeto {U, L, F, B, U, D, U2 12 F% B2 U? D%, U!, L1,
LB L ul, DY, u?L?%F%B2%U? DZ} de forma que si aparecen dos
giros de un cuarto de vuelta cémo M;M; se contrae como M?, llamamos longitud
de la palabra en la métrica de media vuelta al ntiimero de elementos del alfabeto
concatenado de dicho diccionario.

Para clarificar estas definiciones, mostramos un ejemplo de longitud de una palabra
en ambas métricas.

Ejemplo 2.4.1.

Con las definiciones anteriores, la palabra UFRRUD ! tiene longitud 6 en la métrica
de un cuarto de vuelta, ya que concatena 6 giros de un cuarto de vuelta. Si contrae-
mos los giros de la cara R con UFR?UD !, en la métrica de media vuelta su longitud
es 5.

También podemos definir la longitud de una operacion de la forma siguiente:

Definicién 2.9 (Longitud de una operacién en la métrica de un cuarto de vuelta).
Dado el conjunto de palabras o secuencias de giros que definen una cierta operacién,
llamamos longitud de la operacién en la métrica de un cuarto de vuelta al minimo
de las longitudes de esas palabras en la métrica de un cuarto de vuelta.

El giro vacio tiene longitud nula.

De forma andloga para la métrica de media vuelta.
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Definicién 2.10 (Longitud de una operacién en la métrica de media vuelta).
La longitud de una operacién en la métrica de media vuelta es el minimo de las lon-
gitudes de las palabras en la métrica de media vuelta que definen dicha operacion.

El giro vacio tiene longitud nula.
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Capitulo 3

Configuraciones del cubo de Rubik

Hasta ahora hemos hablado de posicién de las pegatinas del cubo y colocacién de
los cubiletes para describir de forma intuitiva el estado de un cubo. A partir de ahora
emplearemos el término configuracién del cubo para describir cémo se colocan los
cubiletes en el cubo.

Definicién 3.1 (Conjunto de configuraciones del cubo de Rubik S y el conjunto am-
pliado §*).

Llamaremos conjunto ampliado de configuraciones del cubo de Rubik al conjunto
de todas las configuraciones que se pueden alcanzar ensamblando todos los cubi-
letes del cubo. Por otro lado, llamaremos conjunto de configuraciones del cubo de
Rubik a aquellas configuraciones que se pueden alcanzar a partir del cubo resuelto
solamente rotando las caras del mismo.

Ademas, emplearemos la notacién de Singmaster, que permite describir configura-
ciones y definir las operaciones como permutaciones. También utilizaremos la nota-
cién introducida por Christoph Bandelow [1] que mediante una 4-tupla nos permi-
tird describir cualquier configuracién del cubo, ademads de las operaciones sobre el
mismo.

Estas dos notaciones seran ttiles para demostrar en el Capitulo 4 que Rc3 es un
grupo y que este define una accién de grupo sobre el conjunto de las configuraciones.

3.1. Notacién de Singmaster

En la Proposiciéon 2.2.1 de la Seccién 2 se da una idea de por qué no es conveniente
trabajar con los colores del cubo para describirlo. En su lugar usamos la notacién de
Singmaster que introducimos al principio de la Seccién 2.2, la cual no depende de la
coloracién del cubo.

La notacién de Singmaster nombra los cubiculos y cubiletes empleando las seis eti-
quetas posicionales.

Notacién 3.1.1 (Para cubiletes y cubiculos).

Partiendo del cubo resuelto, se etiquetan los cubiletes indicando las caras del cubo
que ocupan. Por ejemplo, el cubilete borde, que en la configuracion resuelta sus caras
ocupan la cara X y la cara Y del cubo, lo denotaremos como XY y nombraremos el
cubiculo que ocupa en la configuracién resuelta como xy.

Por otro lado, el cubilete esquina cuyas caras ocupan las caras X, Yy Z del cubo en
la configuracién resuelta se denotara por XYZ y ocupa el cubiculo xyz.
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Diremos que un cubiculo o un cubilete estd en la cara X si este toca dicha cara.

Notacién 3.1.2 (Orden de las siglas de cubiletes y cubiculo).

Respecto al orden de las siglas, los cubiculos y cubiletes borde no tienen un orden
candnico de las mismas. En el caso de los cubiletes esquina, existe cierto convenio:
se etiquetan respetando el sentido horario de las caras cuando se mira a esta esqui-
na desde el exterior del cubo. Un ejemplo para comprenderlo es el siguiente: en la
Figura 3.1 en la que se muestra el cubilete URF. En este, el sentido horario seria el
del ciclo de las caras U — R — F — U, con lo que, dependiendo cual sea la primera
letra, podemos escribir URF, FUR 6 RFU.

FIGURA 3.1: Cubilete URF, FUR 6 RFU.

Para conocer la etiqueta de cada cubilete cuando el cubo no esta resuelto, dado que
conocemos el color de cada cara cuando el cubo esta resuelto, el cubilete XY serd
el cubilete borde que tenga el color de la cara X y el color de la cara Y y de forma
andloga para los cubiletes esquina.

Para hacer referencia a una cara de un cubilete o un cubiculo, usaremos la misma
nomenclatura de los cubiletes o cubiculos de forma que la primera letra de la etique-
ta indicard a cudl de las caras del mismo hacemos referencia. Por ejemplo, la cara
XY es la cara del cubilete borde XY con el color de la cara X, y la cara YX serd la
que tenga el color de la cara Y del cubo. Para los cubiculos, la cara xy serd la cara del
correspondiente cubiculo situada en la cara X del cubo.

La idea de considerar las caras y el orden de las letras toma importancia al describir
cémo se mueven los cubiletes al aplicar una operacién sobre el cubo, tal y como se
describird en la Seccién 3.2. La Figura 3.2 recoge el etiquetado de las 54 caras de
todos los cubiculos del cubo.

En la Tabla 3.1 se recogen todas las etiquetas de cubiculos y cubiletes borde.
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Cubiculos Cubiletes

ufé fu
ul 6 lu
ub 6 bu
ur 6 ru
rf o fr
flolf
Ib 6 bl
br6rb
af o6 fd
dl 6ld
db 6 bd
dr 6 rd

TABLA 3.1: Etiquetas de cubiculos y cubiletes borde.

UF o6 FU
UL6 LU
UB 6 BU
UR 6 RU
RF 6 FR
FLOLF
LB 6 BL
BR 6 RB
DF 6 FD
DL6LD
DB 6 BD
DR 6 RD

En la Tabla 3.2 se recogen todas las etiquetas de cubiculos y cubiletes esquina posi-

bles.

Cubiculos Cubiletes
urf,rfué fur URF, RFU 6 FUR
ufl, flu6luf UFL, FLU 6 LUF
ulb, Ilbu 6bul  ULB, LBU 6 BUL
ubr, bru 6rub  UBR, BRU 6 RUB
dfr, frd 6rdf DFR, FRD 6 RDF
dif,1fd 6 fdl DLF,LFD 6 FDL
dbl,bld 61db  DBL,BLD 6 LDB
drb, rbd 6 bdr DRB, RBD 6 BDR

TABLA 3.2: Etiquetas de cubiculos y cubiles esquina.

Observacion 3. Dado que un cubilete no puede contener colores de caras opuestas,
ninguna etiqueta tendrd letras correspondientes a caras opuestas, por ejemplo, u 'y d
(arriba y abajo) no pueden estar en la misma etiqueta.

Definicién 3.2 (Conjunto de cubiculos borde y esquina).
Llamaremos & al conjunto de etiquetas de caras de todos los cubiculos borde y es-

quina del cubo de Rubik.
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FIGURA 3.2: Cubiculos con todas sus caras visibles etiquetadas. Ob-
servar que las 3 caras ocultas del cubo estds desplegadas para poder
observarse.

3.2. Operaciones vistas como permutaciones

Cualquier operacién sobre el cubo de Rubik da lugar a una reorganizacién de los
20 cubiletes no fijos del mismo. Dicha reorganizacién se puede observar como una
permutacion de los cubiletes.

Por ejemplo, si el cubilete del cubiculo uf] se mueve al cubiculo drb, escribimos
ufl — drb,

sin embargo, existen 3 maneras distintas de colocar un cubilete esquina en un cu-
biculo esquina. La ventaja de la notacién de caras elegida, es que la correspondencia
anterior indica, no s6lo a qué cubiculo se mueve cierto cubilete, sino también su
orientacion: la cara del cubilete que ocupaba la cara ufl ocuparé la cara drb y la ca-
ra del cubilete en flu ocupard la cara rbd y la cara del cubilete inicialmente en lu f
tomaré la cara bdr, resaltando la importancia del orden de las siglas.

Mediante esta notacién, podemos describir las permutaciones inducidas por las ro-
taciones U, D, F, B, Ry L. Se comprueba que la rotacién U se puede ver como una
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permutacion del conjunto X de caras de cubiculos

u:x -4
uf — ul
ufl — ulb
ul — ub
ulb — ubr
ub — ur
ubr — urf
ur — uf
urf — ufl

Por convencion, los cubiculos que no se mueven se dejan fuera de la lista, pero si
una pieza es torcida o girada, se debe incluir. Ademas, si se da la imagen de una
cara de un cubiculo ajao03 — B1B2B3, donde w;, B; € {u, f,1,b,r,d} parai =1,2,3,
la imagen de las otras caras del cubiculo cumplen azaza; — B2f3p1 v azainn —
B3B1P2. De igual forma, si la imagen de una cara borde 17y, — 162, donde 7;,9; €
{u,f,1,b,r,d} parai = 1,2, entonces, y27y1 +> 9201.

Nos resulta tutil emplear la notacién de ciclo (&, 8,y) donde &, B, v € X que indica
que x vaa 8, Bvaayyyaa. Laoperacion anterior se puede reescribir como un
producto de ciclos

U= (uf, ul, ub, ur)(ufl, ulb, ubr, urf).

Recogemos asi la descripcién en ciclos disjuntos de los 6 giros del cubo de Rubik [6]

(uf, ul, ub, ur)(ufl, ulb, ubr, urf)
(ur, br, dr, fr)(ubr, bdr, rdf, rfu)
(fu, fr, fd, f1)(fur, frd, fdl, flu)
(Iu, If, 1d, 1b)(luf, lfd, ldb, 1bu)
(bu, bl, bd, br)(bul, bld, bdr, bru)
(df, dr, db, dl)(dLf, dfr, drb, dbl)

u
R
F
L
B
D

3.3. Configuraciones - Notacion Christoph Bandelow

La notacién de Singmaster que describe los giros como permutaciones es ttil para
conocer coémo se mueven los cubiletes entre los cubiculos al aplicar una cierta opera-
cién, sin embargo, no es una notacién intuitiva para describir las configuraciones del
cubo. Por eso, empleamos la notacién introducida por Christoph Bandelow [1], que
permite expresar cualquier configuracion del cubo de Rubik mediante una 4-tupla.

La primera coordenada de la tupla indica el cubiculo ocupado por cada cubilete es-
quina, ignorando su orientacién. La segunda indica lo mismo para los cubiletes bor-
de. La tercera coordenada indica cémo se orienta cada cubilete esquina y la dltima
cOmo se orientan los cubiletes borde.
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Para indicar la posicién de los cubiletes se enumeran los cubiculos esquina del @

al y los cubiculos borde del al como se muestra en la Figura 3.3. Los
cubiletes se enumeran igual que el cubiculo que ocupan en la configuracién resuelta.

4 (3)

T
A 4
(AW ANy 4
L__J#" | L

2
J

@> 7 11
12 10

FIGURA 3.3: En la izquida una enumeracién de cubiculos esquina. En
la derecha, una enumeracion de cubiculos borde.

Singmaster Bandelow

Singmaster Bandelow

b 1
A 5]
ur L= |
3
ubr @ L:tjl( ﬁ
ulb @ b =
woo® w
7
i O (AN
b ® db 9]
dr ?
df
dl

TABLA 3.3: Correspondencia entre la notacién de Singmaster y Ban-
delow para cubiculos

La Tabla 3.3 incluye la correspondencia entre los cubiculos en la notacién de Sing-
master y la numeracién dada en la notacién de Bandelow.

Las posiciones de los cubiletes esquina y borde se pueden dar mediante un elemen-
to del grupo simétrico de 8 elementos y otro del grupo simétrico de 12 elementos
respectivamente, que serdn las dos primeras coordenadas de la 4-tupla e indicardn a
qué cubiculo se ha desplazado cada cubilete desde su cubiculo en la configuracién
resuelta. Entonces, si la primera coordenada de la 4-tupla fuese la permutaciéon en
notacién de ciclo (4, 7, 6), entonces, con la enumeracién de la Figura 3.3, el cubilete
ULB (que en la configuracién resuelta ocupa el cubiculo @) ocuparia el cubiculo

frd (etiquetado con el @), el cubilete FRD (que en la configuracién resuelta ocupa
el cubiculo etiquetado con el @) al fdl (etiquetado con el @) y el FDL (que en la
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configuracién resuelta ocupa el cubiculo etiquetado con el @) al ulb (etiquetado con
el @). Este ejemplo se ilustra en la Figura 3.4.

@ )

FIGURA 3.4: Ilustracién del movimiento de los cubiletes borde defi-
nido por el ciclo (4, 7, 6).

Respecto a la orientacién de los cubiletes en los cubiculos, cada cubilete esquina
se puede colocar de 3 formas diferentes en su cubiculo y los borde de dos. Para
describir la orientacién de los cubiletes, fijamos un signo + en una cara de cada
cubiculo y se usard como sistema de referencia. Un ejemplo se muestra en la parte
izquierda de la Figura 3.5. Enumeramos las caras de cada cubilete, de forma que en
la configuracion resuelta, la cara del cubilete que ocupa la cara del cubiculo con un
signo + tenga valor 0 y el resto se enumeran en sentido horario como se muestra en
la parte derecha Figura 3.5. Notar que el signo 4 toma una posicién en el cubiculo,
por lo que al rotar las caras del cubo, la posicién del signo + permanece fija pero los
numeros en las caras de los cubiletes si tomardn nuevas posiciones.

(@]

0

FIGURA 3.5: A la izquierda se marcan las caras de referencia de cada

cubiculo con una cruz. A la derecha se indica la enumeracién de las

caras de los cubiletes esquina y borde a partir de las caras de referen-
cia.

Mas formalmente, la notacién empleada por Bandelow da lugar a la siguiente defi-
nicién, que permite describir cualquier configuracién del cubo de Rubik.
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Definicién 3.3 (Vector de posicion).

Llamamos vector de posicién del cubo de Rubik a la tupla (p, o, v, w) donde p €
Ss, 0 € Sip recogen la posicién de los cubiletes en los cubiculos y v € Z8 y w € Z1?
la orientacion de los cubiletes.

p € Sg: p(i) = j siel cubilete esquina @ estd en el
cubiculo esquina @
o € S1p:0(i) = j siel cubilete borde | i |estd enel
cubiculo borde
v = (vq, 02, ..., v3) € Z§ = {0, 1, 2}% : v; es el ntimero de la cara del cubilete esquina
que ocupa la cara del cubiculo esquina @-ésimo
con el signo +.
w = (wy, wy, ..., wip) € Z3? . w; es el numero de la cara del cubilete borde

que ocupa la cara del cubiculo borde —ésimo
con el signo +.

Ejemplo 3.3.1.
Con la definicién anterior, la configuracién del cubo resuelta seria

(idg, idq, O3, 012)

donde id, es el elemento neutro del grupo simétrico de orden n y 0, es la n-tupla
de ceros. Esto quiere decir que, en la configuracion resuelta, el cubilete (tanto esqui-
na como borde) i-ésimo estd en el cubiculo id(i) = i y que todas las caras de los
cubiculos marcadas con un + estdn ocupadas por el 0 del respectivo cubilete.

Otro ejemplo menos trivial es el de la configuracién con vector de posicion ((1, 4, 3,
7,6),(1,2,7,11,8,3), (1,2,0,0,0,2,1,0),(0,0,1,0,0,0,1,1,0,0, 1, 0)) que se
muestra a la derecha de la Figura 3.7.

Proposicion 3.3.1 (Conjunto de configuraciones y conjunto ampliado).

El conjunto ampliado de configuraciones del cubo de Rubik coincide con el conjunto
S* 1= Sg X S1p X Zg X Z%z. Por lo tanto, se llama conjunto de configuraciones del
cubo de Rubik al subconjunto de configuraciones S C S* que se pueden alcanzar
mediante operaciones aplicadas sobre la configuracion resuelta y se introduce en el
siguiente capitulo.

Demostracién. Directo a partir de la Definicién 3.3 y la Definicién 3.1 ya que dicha
notacién permite describir cualquier colocaciéon de los cubiletes esquina (en los cu-
biculos esquina) y los cubiletes borde (en los cubiculos borde), lo que es lo mismo,
describe cualquier configuracién que se puede alcanzar desensamblando y volvien-
do a ensamblar todas las piezas del cubo de Rubik. O

Hasta el momento no hemos introducido herramientas que nos permitan saber qué
configuraciones de &* pertenecen a S. La notaciéon de Bandelow nos permitird dar
respuesta a esta pregunta en la Seccién 5.1 mediante el primer teorema del cubo de
Rubik.
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3.4. Operaciones — notacion de Bandelow

En la Seccién 3.3 hemos visto que podemos escribir las configuraciones del cubo de
Rubik como una 4-tupla. De esta forma, si aplicamos una operacién sobre un cubo,
el cubo resultante se describird mediante una nueva 4-tupla, es decir, las operacio-
nes mandan las 4-tuplas en otras 4-tuplas o lo que es lo mismo, podemos ver las
operaciones sobre el cubo de Rubik como endomorfismos en el conjunto S de confi-
guraciones del cubo de Rubik.

Proposicién 3.4.1 ([Lema 11.4, 4]).

Dada una configuraciéon del cubo de Rubik definida por el vector de posiciéon a :=
(p, 0, v, w) € S, el vector de posicion de la configuracion tras aplicarle un giro
M = (m,t,¢,9) € {R,L,U,D,F,Bysera M-a := (m, T, ¢, ¢) - (p, 0, v, w) =
(mop,To0,¢(v),P(w)) donde 7t € Ss, T € S1p, ¢ : Z3 — Z3y ¢ : Z3, — Z3, de
forma que la tupla (7, 7, ¢, ) viene dada en cada caso por:

R=1((2,3,8,7),(2,6,10,7),(v1,v7 + 1,02 4+ 2,04,05,06,vs + 2,03 + 1),

(w1, w7, w3, wy, ws, Wio, W2, Ws, W9, We, W11, W12))

L=((1,6,5,4),(5 12, 8,4),(vs +2,03,v3,05 + 1,06 + 2,01 + 1,07,03),

(w1, w2, w3, w5, W12, We, W7, Wa, Wy, Wio, W11, Ws))

U=1((1,432),(1,2,3,4),(v2,vs3,04,v1,05,06,07,08),

(wy, w1, W, W3, W5, We, W7, Ws, W9, W1g, W11, W12))

D =((58,76),(9 12,11, 10), (v1,v2, 03, v4,vs, U5, Vs, 07),

(w1, wa, w3, Wy, W5, We, W7, W, W1g, W11, W12, W9)

F=1((1,2,7,6),(3,,711, 8), (v + 1,v1 + 2,0v3,04,05,07 + 2,00 + 1, 03),
(w1, wy, wg + 1, wy, ws, we, w3 + 1, w1 + 1, w9, wig, wy + 1, w12)

B=1((8,3,4,5),(1,5,9,6),(v1,v2,v8+ 1,03 + 2,04+ 1,06, 07,05 + 2),

(we + 1, wa, w3, wa, w1 + 1, w9 + 1, w7, ws, ws + 1, wig, w11, w12))
Demostracién. Se deja la comprobacién al lector. O

Veamos un ejemplo de cémo los giros sobre las caras del cubo de Rubik afectan a las
configuraciones como se indica en la Proposiciéon 3.4.1.

Ejemplo 3.4.1.
Supongamos que partimos del cubo de Rubik en la configuracién resuelta, al que
le corresponde el vector de posicion a = (idg,id12,0s,012). Si aplicamos el giro U
tendremos:

U-a=((1,4,3,2),(1,2,3,4),0s, 01).

Si miramos a los cubiletes esquina en la Figura 3.6, vemos que el cubilete ULB ahora
ocupa el cubiculo ubr (enumerado con un @), el UBR ocupa el urf (enumerado con

un @), el cubilete URF ocupa el cubiculo uf] (enumerado con un @) y el UFL al
ulb (enumerado con el @). Y el resto de los cubiletes esquina siguen en la posicién
de partida. Respecto a los cubiletes borde, el UB pasa a ur (enumerado con un ),
el UR al uf (enumerado con el ) el UF al ul (enumerado con un ) yel UL al ub
(enumerado con el ).
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FIGURA 3.6: Giro U. Sélo se indica el efecto sobre los cubiletes esquina
por conveniencia.

Observando las orientaciones, si miramos a la Figura 3.6 nuevamente, las caras de
referencia de los cubiculos siguen ocupadas por las caras de los cubiletes enumera-
dos con un 0, por lo que la tercera y cuarta coordenada de la tupla seguira siendo
0.

Ahora aplicamos el giro F.

F-((1,4,3,2),(1,2,3,4),0s0)
=((1,2,7,6)(1,4,3,2),(3,7,11,8)(1, 2,3, 4),
(1,2,0,0,0,2,1,0),(0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0)) =
=((1,4,3,7,6),(1,2,7,11, 8, 3, 4),
(

1,2,0,0,0,2,1,0),(0,0,1,0,0,0,1,1,0,0,1,0))

FIGURA 3.7: Giro UF. S6lo se indica el efecto sobre los cubiletes es-
quina por conveniencia.

Observemos detalladamente el movimiento del cubilete UBR. En la configuracién
resuelta, este cubilete ocupa el cubiculo etiquetado con el @ Al aplicar el giro U,

vemos en la Figura 3.6 que pasa al cubiculo etiquetado con un (2). La primera coor-
denadadelatuplaU-a = ((1,4,3,2),(1,2,3,4), 0s, 012) indica que el cubilete del
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cubiculo @ pasa a ocupar cubiculo @ Al concatenar con un giro F como se ve en la
Figura 3.7, el cubilete que estaba en el cubiculo @, en este caso el UBR (6 el cubilete

@), ocupara el cubiculo @ Esto se indica en la primera coordenadade R - (U - a) =
((1,4,3,7,6),(1,2,7,11,8,3,4),(1,2,0,0,0,2,1,0),(0,0,1,0,0,0,1,1,0,0, 1, 0))
que expresa como el cubilete que en la configuracién resuelta ocupaba el cubiculo
esquina @, ocupard el cubiculo @

Veamos ahora el efecto del giro F sobre las orientaciones de los cubiletes y nos cen-
tramos en el vector de la tercera coordenada de la 4-tupla. La séptima coordenada
de este vector corresponde al cubiculo @ Tras aplicar el giro F que se ilustra en
la Figura 3.7, el cubilete que estaba en el cubiculo @ ocuparé el cubiculo @ La
cara de referencia del cubiculo @ estd en la cara U, por lo que al aplicar el giro F,
la cara del cubilete que ocupaba la cara de referencia del cubiculo ocupard la cara

R del cubiculo @ Podemos entender la nueva orientacion de dicho cubilete como
que ahora tiene un uno sobre la cara con una cruz.
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Capitulo 4

Grupo del Cubo de Rubik

Al aplicar una secuencia de giros que da una cierta operacion, es intuitivo pensar
que para deshacer el efecto de esa operacién basta repetir dicha secuencia en sentido
inverso, lo que lleva a pensar que el conjunto de todos las operaciones sobre el cubo
de Rubik tiene estructura de grupo.

4.1. El conjunto Rc; de operaciones sobre el cubo de Rubik
es un grupo

Proposiciéon 4.1.1.
El conjunto Rcs introducido en la Definicién 2.5 es el grupo generado por los ele-
mentos U, R, F, L, B, D, es decir,

Res = (U, R, F, L, B, D) (4.1)

Demostracion. » Claramente es un conjunto no vacio.

= La composiciéon de operaciones es operacion interna por la definicién de grupo
generado.

= El giro vacio I es el elemento neutro y pertenece al conjunto ya que U3U = I €
Res y que la composicién es operacion interna.

» Existencia del elemento inverso: basta considerar que todo elemento M ¢
Rc3 se puede descomponer en una secuencia de giros M = M;j--- M, con
M; € {U,F,R,B,D, L} parai = 1,...,n. Asi, el elemento inverso de M es
Mt =M' M 'yaque MM~ = My---M,M;'-- My =y M'M =
M; ' M;'My - - - M, = I donde aplicamos la propiedad asociativa asumida
como cierta y que para cada par de giros MI-MZ-_1 =1y Mz-_lMl- = I. Notese
que el inversode U, F, R, B, D, L son us, F3, R3, B3, D3, L respectivamente.

» La composicién de operaciones cumple la propiedad asociativa. Este concepto
no es trivial ya que no es evidente la idea de agrupar operaciones, aunque la
prueba de este punto es directa a partir de los conceptos introducidos en la Sec-
cién 3.2: la notacién de Singmaster permite ver los giros U, R, F, L, B, D como
permutaciones, lo que ayuda a entender la composicién de dos giros. Pode-
mos pensar en la operacién dada por la composicién de dos o més giros, como
aquella que arranca los cubiletes del cubo de Rubik y los recoloca igual que si
se hubieran concatenado los giros. Dado que la composicién de permutaciones
es asociativa, Rc3 también.
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O]

Una pregunta que nos podemos hacer sobre este grupo es si es conmutativo, y la
respuesta es directa.

Proposicién 4.1.2.
El grupo del cubo de Rubik no es conmutativo.

Demostracién. Basta considerar las operaciones U?>R? y R?U? que son distintas como
se muestra en la Figura 4.1. [

y AR A4
y AL 4

FIGURA 4.1: A la izquierda el cubo de Rubik tras aplicar la operacién
U?R? y ala derecha R*U?.

Una segunda pregunta que se puede plantear es sobre la cardinalidad del grupo.
Para ello hacemos primero la siguiente observacion.

Observacién 4. Hay una biyeccion directa entre el conjunto de operaciones Rc3 y el
conjunto de configuraciones del cubo &, asignando a cada operacion M € Rcs la
configuracién obtenida de aplicar M - (idg, idqp, Og, 012) (ver Prop. 4.3.2).

Proposicién 4.1.3.
El grupo del cubo de Rubik es finito.

Demostracion. El grupo del cubo de Rubik es biyectable con el conjunto S, que es
subconjunto de §*, el cual es finito, por lo tanto el grupo del cubo de Rubik es
finito. ]

De momento sélo tenemos las herramientas para saber que el grupo del cubo de Ru-
bik es finito, pero no para determinar su cardinal. El Primer Teorema Fundamental
del Cubo de Rubik permitird calcular de forma directa el cardinal de Rcs.

Sin embargo, podemos adelantar que el grupo del cubo Rubik, a pesar de sencillo, es
muy grande, por lo que es interesante estudiar subgrupos més pequefios generados
por movimientos mds simples o limitados. Se muestra como ejemplo uno de los
primeros subgrupos que se pueden estudiar que es el llamado Two-Squares, que es
el generado por el giro de media vuelta de dos caras.

4.2. Grupo Two-Squares

El grupo Two-Squares es el grupo generado por los giros de media vuelta de caras
contiguas. En este caso, estudiaremos el grupo generado por U? y R?.
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Observacién 5. El grupo de dos cuadrados no es abeliano. Ya hemos visto que U?R? #
R2U? en la Figura 4.1 de la pagina 28.

Una pregunta que puede surgir sobre el subgrupo generado, es sobre su cardinali-
dad, que se da en la siguiente proposicion.

Proposicién 4.2.1.
En el grupo (U?, R?) hay 12 operaciones distintas.

Para demostrar este resultado, comencemos primero dando el siguiente lema:

Lema 4.2.2.

La operacion (U?R?)® es igual al giro vacio. Ademads, (U>R?)® es la palabra formada
por la concatenacién de U? y R? de forma alternada de longitud en la métrica de
media vuelta mds corta que define la misma operacién que el giro vacio.

Demostracion. Sea M := (U%*R?)%, una palabra de longitud 12 en la métrica de me-
dia vuelta y veamos que coincide con la identidad. Para comprobar esta afirmacion
basta aplicar dicha secuencia de giros sobre un cubo de Rubik y observar que queda
invariante, lo cual se ilustra dividido en 12 pasos en la Figura A.1 del Apéndice A,
por lo tanto M = Id. En la misma ilustracién es directo ver que (U?R?)" # I para
0<n<6y(U*R*)"U? # Ipara0 < n < 6, luego (U*R?) es la concatenacién de U?
R? més corta que es igual al giro vacio. O

Lema 4.2.3.

Considerar los conjuntos U := {U?, U%R?,...} y R := {R?, R2U?, ...} cuyos elementos
son las operaciones definidas por palabras que concatenan u? y R? alternadamen-
te, de forma que las operaciones del primer conjunto estdn dadas por palabras que
comienzan con U? y los del segundo con R?. Entonces U = R bajo la equivalencia
dada en la Definicién 2.4.

Demostracion. Considerar la operacién dada por la palabra M := (U?R?)°. Por el
Lema4.22, M = 1.

Si multiplicamos por R? a la derecha de ambos lados de la igualdad M = Id, tenemos
MR? = R?,luego R*> € U = {U?, U?R?,...} dado que M comienza por U?2. Asimismo,
es directo que {R?, R?U?,...} C {U?, U?R?,...}. De forma andloga se tiene la inclusion
contraria. ]

Notar que estamos haciendo un abuso de notacién, ya que a pesar de que las pala-
bras de los dos conjuntos son distintas, nos estamos refiriendo al conjunto de opera-
ciones que definen las mismas.

Para conocer el cardinal del conjunto hay que saber cudntos elementos distintos tie-
ne, para lo cual introducimos el siguiente lema.

Lema 4.2.4.
Todas las palabras del conjunto {U?, U?R?, ...} de longitud menor que 12 (en la mé-
trica de media vuelta) definen operaciones distintas.

Demostracién. La afirmacién de este Lema es directa a partir de la Figura A.1, en la
que se comprueba que todas las operaciones son distintas. ]
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Demostracion de la Proposicién 4.2.1. Observar que U?U? = U* = [y R?R> = R* =,
por tanto, los elementos del grupo Two-Squares estard formado por secuencias de
giros R? y U?, es decir

(U? R?) = {U? UR? U*R?*U?,...} U{R? R?U? R*U?R?,...}

Por el Lema 4.2.3, los dos conjuntos de la unién definen las mismas operaciones.
Ademés, por el Lema 4.2.2, la secuencia U2RZU2R2UZR2U%R2U?R?*U2R?, de longi-
tud 12 en la métrica de media vuelta, es la primera que es igual al giro vacio y, por el
Lema 4.2.4, todas las concatenaciones de a lo sumo 12 giros U? y R? que comienzan
por U? son distintas, luego el conjunto de operaciones en las palabras {U?, U?R?, ...}
tiene cardinal 12, en consecuencia, el grupo (U2, R?) tiene cardinal 12. O

Otra pregunta que puede surgir al ver el patrén de las operaciones es si el grupo es
ciclico, es decir, si estd generado por un sélo elemento. En la siguiente proposicion
se prueba que no lo es.

Proposicién 4.2.5.
El grupo (U?, R?) no es un grupo ciclico.

Demostracién. Por las observaciones anteriores el grupo (U2 R?) =
{U?,U?R?, ..., (U*R?)®}. Supongamos por reduccion al absurdo que es cicli-
co, es decir, existe un elemento en el grupo que lo genera. Si dicho elemen-
to fuera de la forma U?---U? estd claro que no generaria el grupo, pues
(u?---u?? = Uu?---Uu%u?---Uu? = U?---R*R*---U%? = .. = Iy el grupo
tendria cardinal dos. Luego, debe ser de la forma U? - - - R?. Consideremos ahora
la potencia (U?---R?)". Tras contraer las secuencias de la forma (U?R?)® = I,
podemos escribir (U?--- R?)" = (U?R?)* con k = r mod 6, por lo que (U?- - - R?)
no genera las permutaciones terminadas con U?. Luego, (U?, R?) no es un grupo
ciclico. O

4.3. Accion del grupo de Cubo de Rubik sobre S

A lo largo de este trabajo se ha introducido la idea de que al aplicar una operacién
sobre un cubo en una configuracién dada, se genera una nueva configuracion. Ahora
veremos que en efecto, se trata de una accién del grupo del cubo de Rubik Rc3 sobre
el conjunto S dado en la Proposicién 3.3.1.

La afirmacion de que el grupo del cubo de Rubik Rc; define una accién sobre el
conjunto S* es intuitiva, sin embargo, los detalles de su demostracién serdn ttiles
en la demostracion del teorema fundamental del cubo de Rubik.

Proposicién 4.3.1.
El grupo del cubo de Rubik Rc3 define una accién sobre el conjunto S de configura-
ciones del cubo de Rubik .

Demostracién. Una operacion M € Rcz la escribimos como una secuencia de 7 giros
M= M;---M,conM; € {R,L,U,D,F,B}.Escribimos cada giro M; := (71, T;, i, ;)
como en la Proposicién 3.4.1, de forma que la concatenacién de dos giros M;M; =
(71 0 73, Tj © T, pj © Py, Y © i), por lo que podemos escribir M = (71,7,¢,9) =
(7Tno"'OnlzTnO"’Orllﬁl)no"’O¢1/1Pno"'01,b1)
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Ahora definimos la accién de las operaciones del grupo del cubo de Rubik Rc3 sobre
el conjunto de configuraciones del cubo.

-1 Rez X S — S*
(M,a) = M-a=(m,7,¢,9) (0,0,0,w) = (10p,Tor,¢(v) p(w))

En efecto, la aplicacion “-” define la accion de Rc3 sobre S*:
= Rcz es un grupo y §* es un conjunto.

» Dado s € §*,1a accién del giro vacio I(s) = s por lo que es el elemento neutro.

= Se cumple la propiedad asociativa, My (My - a) = (M My) - a, por la asociativi-
dad de la composicién de aplicaciones en cada coordenada.

O]

A partir de este resultado podemos caracterizar de la forma siguiente todos los ele-
mentos del conjunto S de configuraciones del cubo de Rubik .

Proposicién 4.3.2.
El conjunto S de configuraciones del cubo de Rubik es la érbita de (ids, idin, Os, 012)
por la accién de Rcs.

Demostracion. Directo a partir de la definicién de conjunto de configuraciones del
cubo de Rubik. O
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Capitulo 5

Teorema Fundamental del Cubo de
Rubik

Este capitulo se centra en la demostracién del teorema fundamental del cubo de Ru-
bik y sus consecuencias. Comienza con algunos resultados, que serdn ttiles para la
siguiente seccion. Otros resultados ayudaran a demostrar que las condiciones da-
das por el teorema son necesarias. Después, se dard una estrategia de resolucion del
cubo dividida en 4 pasos. Esta servird para demostrar que las condiciones del teo-
rema son suficientes para que una configuracién satisfaciendo dichas condiciones
se pueda resolver. Finalmente, se empleara el teorema fundamental para conocer el
cardinal del grupo del cubo de Rubik.

5.1. Primer teorema en teoria del Cubo

Teorema 5.1.1 (Teorema Fundamental de la Teoria del Cubo [Teorema 11.1, 4]).

El vector de configuracién del conjunto ampliado (p,0,v,w) € S* = Sg x Sz X
Z§ x Z}? pertenece al conjunto de configuraciones del cubo de Rubik S si y sola-
mente si se satisfacen las 3 condiciones:

- sign(p) = sign(0)
= 01 +0y+ - +vg =0 (mdd 3)
" Wi+ wy+ - wp =0 (mdd 2)

Para la demostracién del teorema seré 1til introducir las siguientes nociones.

Definicién 5.1 (Proyecciéon de cubiletes esquina).
Dado M = (7, T,¢, ) € Rcs, definimos la proyeccion de los cubiletes esquina,

CPe‘squina : RC3 — SS
M= (m,1,¢,9)— T

Definicién 5.2 (Proyeccion de cubiletes borde).

Prorde Rez — Sg
M= (m,1,¢,9)—T

Ademads, también serdn ttiles los siguientes lemas.
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Lema 5.1.2.
Para cualquier operacién M € Rcj se tiene sign(@porde (M)) = sign(@esquina(M)).

Demostracién. Dado que cualquier operacién M es una concatenacién de giros, es de-
cir, M=M;---M,conM; € {U, D, L, R, F, B} parai =1,...,n, sign(¢porse(M;)) =
sign(esquina(M;)) por la Proposicién 3.4.1 y el signo es un morfismo, es directo que
Sign((Pborde (M) ) = Sign((Pesquinu (M) ) . O

Lema 5.1.3.

Dada una configuracién (p, 0, v, w) € S*, al aplicar cualquier giro M €
{U, D, L, R, F, B}, la configuraciéon resultante M - (p, 0, v, w) = (o, 0/, v, w’)
cumple Y3 v; = Y8 v} (mod 3) y YRw =y w; (mod 2).

Demostracién. Cada giro suma 1 el mismo ntimero de veces que suma 2 en el vector
de orientacion de los cubiletes esquina, como se indica en la Proposicién 3.4.1 por lo
que no cambia el valor de Z? v} (mod 3).

Ademads, cada giro suma 1 en un ntimero par de coordenadas del vector de orienta-
cién de los cubiletes borde, por lo que no modifica el valor de ¥}* w! (méd 2). O

Con estos resultados podemos probar que las condiciones del teorema fundamental
son necesarias.

Demostracién del Teorema 5.1.1. Las configuraciones que se pueden alcanzar median-
te giros a partir de la configuracion resuelta son aquellas en la 6rbita de (ids, idqz, Og,
012). Como sign(ids) = sign(idi,) el Lema 5.1.2 nos dice que cualquier otra configu-
racién alcanzada a partir de esta tendra la misma paridad en la primera y segunda
coordenada de la 4-tupla y por el Lema 5.1.3 no cambiaréa la suma de las coordenadas
de los vectores de orientaciéon en médulo 3 y 2 respectivamente. O

5.2. Algunos resultados ttiles

En esta seccién introduciremos tres resultados sobre movimientos de cubiletes es-
quina y borde que serén ttiles para la demostracion de algunas proposiciones, que
a su vez se usardn para demostrar que las condiciones del teorema fundamental del
cubo de Rubik son suficientes. Estos lemas se enuncian como afirmaciones dentro
de las demostraciones de las proposiciones 11.6, 11.7, 11.8 y 11.9 en Group Theory and
the Rubik’s Cube de Janet Chen [4] y su demostracion se deja como ejercicio para el
lector. En este trabajo desarrollo dichas demostraciones.

Lema 5.2.1.

Dados dos cubiletes esquina C; y C; y dos cubiculos esquina ¢}, c, con C; # C;
y ¢} # ¢, existe una operacion M € Rcz que manda los cubiletes C; y C; en los
cubiculos ¢} y ¢} respectivamente.

Demostracién. Para probar la afirmaciéon del lema, basta encontrar una operaciéon
M € Rcs que satisfaga las condiciones. Llevar el cubilete C; al cubiculo ¢| es muy
sencillo. Mediante los giros L, L™}, R, R™! se puede trasladar cualquier cubilete es-
quina a la cara U o a la cara D y mediante U’ 6 D' podemos mover el cubilete a
cualquiera de los 4 cubiculos esquina de dicha cara. Por lo tanto, podemos asumir
que existe M; € Rcs que lleva el cubilete C; al cubiculo cj.
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Si tras aplicar M; el cubilete C, ocupa el cubiculo ¢/, tomamos M = M; y hemos
terminado. En caso contrario, queremos encontrar M, € Rcp que lleve C; a c’2 sin
mover C;. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ¢} = ufl, si no, podemos
reorientar el cubo completo de forma que al cubiculo ¢ le corresponda la etiqueta
ufl y deshacer la reorientacion al final. El siguiente paso es llevar el cubilete C; a la
cara D (sino lo estaba tras aplicar M;) mediante R, R-1 B6B! para no mover Cj.

Cuando C; esté en la cara D, podemos llevarlo por los 4 cubiculos esquina de la cara
D mediante D?, coni € {0,1,2,3} y si c} estd en la cara D, hemos terminado. Si por
el contrario ¢} estd en la cara U, podemos llevar C, al correspondiente cubiculo de
la cara D mediante D' con i € {0,1,2,3} y llevarlo a la cara U mediante R, R B
6 B™1. Luego, existe M, que lleva el cubilete C, al cubiculo ¢} sin mover el cubilete
C;1. Por lo tanto, M = M; M lleva los cubiletes esquina C; y C; a los cubiletes ¢} y ¢}
respectivamente.

O

Lema 5.2.2.
Dados tres cubiletes borde Cy, C; y Cs, existe una operaciéon M € Rcz que manda Cy
al cubiculo uf, Co auby Cs adb.

Demostracién. Girando las caras R, L, F 6 B podemos llevar el cubilete C; ala cara U
y girando la cara U llevarlo a uf, luego existe una operaciéon M; € Rcz que lleva a C;
a uf. Ahora, mirando a los cubiletes restantes, estd claro que mediante un giro de la
cara R, L 6 B se puede llevar el cubiculo C3 a la cara D y girando la cara down llevarlo
al cubiculo df. Llamaremos a esta operaciéon M, que ademads no cambia la posiciéon
del cubilete C;. Antendiendo a los cubiculos restantes, el cubilete C, debe estar en
la cara B o en las caras L 6 R. Mediante un giro L' 6 R’ coni € {0,1,2,3} podemos
llevarlo a la cara B, tras lo cual, seguido de otro giro B/ con j € {0,1,2,3} para llevar
a C; al cubiculo ub. Llamamos a esta operaciéon M3, que no mueve el cubilete C; ni
Cs. Finalmente, llevamos C; que estaba en el cubiculo df a db mediante D?. Por lo
tanto, M = My M,M3D? lleva C; a uf,CraubyCsadb. O

Lema 5.2.3.
Dados dos cubiletes borde C; y C;, existe una operacion M € Rcz que manda C; al
cubiculo ul, Cy a ur.

Demostracién. Primero, girando las caras R, L, F 6 B podemos llevar el cubilete C; a
la cara U y girando la cara U llevarlo a ul. Después, podemos llevar el cubilete C;
a la cara D si no lo estaba, mediante giros de las caras F, B 6 R que no mueven el
cubilete C;. Mediante D! para algun i € {0,1,2,3} podemos llevar el cubilete C, al
cubiculo dr y con R? llevarlo a ur sin mover el cubilete C;. O

5.3. Resolviendo el cubo en 4 etapas

En esta seccién introduciremos una estrategia dividida en 4 etapas que nos permitira
resolver el cubo de Rubik. Estas 4 etapas se presentan como 4 proposiciones en Group
Theory and the Rubik’s Cube de Janet Chen [4] que adoptaremos en este trabajo.

La primera de las 4 proposiciones afirma que podemos llevar todos los cubiletes es-
quina a su cubiculo correspondiente en la configuracién resuelta, no necesariamente
en la orientacion adecuada. La segunda proposicién prueba que una vez tenemos
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los cubiletes esquina en sus respectivos cubiculos, podemos orientarlos para que ca-
da uno tenga la misma orientacién que en la configuracion resuelta. Una vez ahi, la
idea es mover los cubiletes borde sin mover ningtin cubilete esquina. La siguiente
proposicién prueba que podemos llevar los cubiletes borde a su cubiculo en la con-
figuracion resuelta sin cambiar la posicién de los cubiculos esquina. En este punto
tenemos todos los cubiletes en los cubiculos que ocupan en la configuracion resuel-
ta. Sin embargo, los cubiculos borde no tienen por qué estar orientados igual que en
la configuracién resuelta. La tltima proposicién prueba que podemos orientar los
cubiletes borde no orientados.

Proposicién 5.3.1 ([Proposicién 11.6, 4]).
Dada una configuracion (p, o, v, w) € S*, en su 6rbita por Rcs existe una configu-
racion de la forma (idg, o/, v/, w’).

Demostracion. La idea de la prueba es encontrar una operacion M € Rcz con
cpesquim(M) =p 1 olo que es lo mismo, que Sg C i1 Pesguing. Como toda permu-
taciéon descompone en transposiciones, si consideramos S el conjunto Sg de traspo-
siciones de , entonces Sg = (S), por lo que es suficiente probar que S C i1 Pesquina-

Dada la transposicién (¢1, c2) € S, donde ¢; y ¢z son dos cubiculos esquina dis-
tintos y cualesquiera, encontramos M € Rcz de forma que ¢esquina(M) = (c1, c2).
Para construir M, primero consideramos la operacién My = ([D, R], F)? que cumple
Pesquina(Mo) = (3, 8). El corchete denota un conmutador que se define en la Nota-
cién 5.3.1. Para comprobar esta afirmacion, dirfjase a la Figura A.2 del Apéndice A,
en la que sélo los cubiletes esquina en los cubiculos @ (ubr)y (drb) se transpo-
nen, mientras que el resto de cubiletes esquina permanecen invariantes.

Por el Lema 5.2.1 existe una operacion M’ = (77, 7/,¢’,¢') € Rcs que manda el
cubilete del cubiculo ¢y al cubiculo @ yeldel c; al . De esta forma

qbesquina(M/MOM/il) - ¢esquinu(M/71)¢esquinu (MO)q)esquinu(M/)
=13, 8)n
= (7'71(3), '71(8))

= (c1, c2)

con lo que S C iM@esquina- Por lo tanto, existe M € Rcs de forma que ¢esquing (M) =
pfl, asi,
M- (p, 0, v, w) = (idg, o/, o', w').

Notacioén 5.3.1.
Dados dos giros X,Y € {R, L, U, D, F, B}, el conmutador de X e Y es [X,Y] :=
Xyx-ly-1.

Proposicién 5.3.2 ( [Proposiciéon 11.7, 4]).
Dada una configuracién (ids, o, v, w) con Z? v; = 0 (mdd 3), en su 6rbita por Res
existe una configuracion de la forma (ids, o/, 0g, w').

Demostracién. Partiendo de la configuracién inicial, dado que Y% v; = 0, podemos
llegar a otra en la que haya el mismo niimero de coordenadas que sean 1y 2 en el
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vector de orientacion de los cubiletes esquina, sin mover los cubiletes esquina de su
correspondiente cubiculo, sumando 1 y 2 en las coordenadas deseadas sin cambiar
los cubiletes esquina de su cubiculo:

Sean c; y ¢z dos cubiculos esquina cualesquiera. Veremos que existe M € Rcz que
cambia las orientaciones de los cubiletes esquina que ocupan dichos cubiculos pero
no afecta a ningtin otro cubilete esquina. Ademas, esa operacién M rota el cubilete
C1 que ocupa el cubiculo c¢; en sentido horario y el cubilete C; que ocupa el cubiculo
c» en sentido antihorario. Al girar un cubilete ubicado en el cubiculo esquina i-ésimo
en sentido horario, se modifica el vector v (tercera coordenada del vector de configu-
racion) de forma que suma 2 en la coordenada i-ésima de v (en médulo 3) y se suma
1 al girar en sentido antihorario (en médulo 3).

Al igual que en la prueba del Lema 5.3.1, encontraremos primero una opera-
cion My € Rcs que cambie la orientacion de sélo 2 cubiletes esquina cua-
lesquiera sin mover ningtn cubilete esquina de su cubiculo. Tomamos My =
(DR1)3(D'R)? que se puede escribir en descomposicién de ciclos disjuntos co-
mo (dfr, rdf, frd)(drb, rbd, bdr)(df, dr, fr, ur, br, db, dl). Esto se comprueba en la
Figura A.3 del Apéndice A. Luego, si C; y C2 son cubiletes en los cubiculos dfr y
drb respectivamente, el primero gira en sentido antihorario y el segundo en sentido
horario.

Ahora, dados dos cubiletes C; y C, no necesariamente en los cubiculos dfry drb, por
el Lema 5.2.1, sabemos que existe una operacion M’ € Rcz que manda el cubilete C;
al cubiculo dfr y el cubilete C, al cubiculo drb, luego, la operacion M = M’ MyM'~!
cambia la orientacion del cubiculo C; y C; en sentido antihorario y horario respecti-
vamente y no mueve los demas cubiletes esquina.

De esta forma obtenemos el mismo niimero de coordenadas con un 1 o con un 2.
Aplicando la misma estrategia, tomando pares de cubiletes con un 1 y con un 2,
giramos el primero en sentido antihorario y el segundo antihorario, llegando al re-
sultado deseado. ]

Proposicién 5.3.3 ([Proposiciéon 11.8, 4]).
Dada una configuracion (idg, o, 03, w) € S* con sign(c) = 1, en su 6rbita por Res
existe una configuracion de la forma (ids, idp, Os, w').

Demostracion. La estrategia de esta demostracion es encontrar una operaciéon M €
Rcz que cumpla ¢esguing(M) = ids y Pporde(M) = o~ !y que mantenga la orientacion
de los cubiletes esquina.

Como sign(c) = 1, entonces ol € Ajp, donde Aj es el grupo alternado de 12
elementos y por tanto. Como A, estd generado por 3-ciclos, basta ver que existe
M con las condiciones dadas para cualquier 3-ciclo (c1, ¢z, ¢3) pues o~ ! serd una
combinacién de estas.

La operacién My = LR~1U?L~'RB? descompone como (ub, uf, db) (ver Figura A.4
del Apéndice A) y cumple las condiciones requeridas para M. Por el Lema 5.2.2,
dados C;, C; y C3 tres cubiletes borde de los cubiculos c1, ¢; y c3 respectivamente,
existe M’ € Res que manda Cy a ub, Cy a uf y C3 db. Luego M = M'MyM'~! tiene
una descomposicion (c1, ¢z, ¢3). O
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Proposicién 5.3.4 ([Proposicién 11.9, 4]).
Dada una configuracién (ids, idqp,0,w) € S* con ]12 w; = 0 (m6d 2), en su Orbita
por Rcjs existe la configuracion (ids, idq,0,0).

Demostracion. Como 2}2 w; = 0 (modd 2), existe un numero par de coordenadas no
nulas, luego si probamos que, dado cualquier par de cubiletes borde, podemos cam-
biar su orientacién, el lema queda probado, ya que podemos cambiar la orientacion
de cada par de cubiletes a los que corresponden las coordenadas no nulas.

La operacion
My = LR'FLR'DLR'BLR'ULR'F'LR'D'LR™'B7'LR'U!

que se ilustra en la Figura A.5 del Apéndice A, es descrita por la permutacién
(Iu, ul)(ru, ur), es decir, cambia la orientacion de los cubiletes en los cubiculos Iu
y ru y no afecta a ningtin otro. Luego, para cada par de cubiletes C; y C, que co-
rresponden a coordenadas no nulas del vector w, existe una operacién M’ € Rcs
que lleva Cy a lu 'y C, a ru por el Lema 5.2.3. Luego M = M'MyM'~! cambia la
orientacién de C; y C; y hemos concluido la prueba. O

Demostracién del Teorema 5.1.1.

Para probar que las condiciones del teorema son suficientes, basta probar la existen-
cia de una operacién M € Rcz que resuelva cualquier cubo cuya configuracién ini-
cial cumpla las condiciones del teorema. Esto es directo a partir de las Proposiciones
5.3.1-5.3.4 aplicando las condiciones del teorema. Los Lemas 5.1.2 y 5.1.3 aseguran
que las condiciones de signo de la primera y segunda coordenada, y la suma de los
valores de los vectores de orientacién se mantengan en las cuatro etapas.

O]

El teorema fundamental del cubo permite calcular el cardinal del conjunto S de con-
figuraciones del cubo de Rubik y por tanto el del grupo del cubo de Rubik. Para ello,
primero introduciremos tres observaciones como lemas que serdn ttiles para probar
la cardinalidad del grupo de Rubik.

Lema 5.3.5.
Existe el mismo namero de configuraciones (p,0,v,w) € S* con sign(p) = sign(o)

que sign(p) # sign(o).

Demostracién. Construimos una biyeccién entre los dos conjuntos, que a cada confi-
guracion con sign(p) = sign(c), le asignamos la configuracién con los cubiletes de

los cubiculos urf y u fl intercambiados que tendra sign(p) # sign(c). O
Lema 5.3.6.
Existe el mismo namero de configuraciones (p,o,v,w) € S* con Z? v; = 0, con

Y80, =16conY?0v, =2.

Demostracién. Construimos una biyeccién entre los tres conjuntos, que a cada confi-
guracién con Y% v; = 0 le asignamos la configuracién que gira el cubilete del cubicu-
lo uf] una vez en sentido antihorario, que dara una configuracién con Y3 v; = 1. A
cada configuracién con Y% v; = 1 le asignamos la configuracién obtenida rotando el
cubilete del cubiculo uf] una vez en sentido antihorario obteniendo una configura-
cién con Y¥v; =2 O
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Lema 5.3.7.
Existe el mismo namero de configuraciones (p,o,v,w) € S* con

Y wp=1.

12

i w]—Oocon

Demostracién. Construimos una biyeccién entre los dos conjuntos, que a cada con-
figuracion con 2}2 w; = 0 le asignamos la configuraciéon que gira el cubilete del

cubiculo uf una vez de modo que 2]12 w; = 1. O

Proposicién 5.3.8.
El ntimero de posibles posiciones del cubo de Rubik es

157

5 = 2% .314.53.72 .11 = 43252003 274 489 856 000 ~ 2.3 - 10"’

S =

Demostracién. Comenzamos primero con un conjunto configuraciones ampliado
S* = Sg x S1p x Z8 x 7Z}?

que tiene cardinal
|S| =8!-12!.38.212

El conjunto S de configuraciones es el subconjunto de S* tal que

= Del Lema 5.3.5 deducimos que la mitad de las permutaciones de los cubiletes
borde y esquina son posibles por la condicién de paridad a) del Teorema 5.1.1.

= Del Lema 5.3.6 deducimos que un tercio de las orientaciones son posibles por
la condicién b) del Teorema 5.1.1.

= Del Lema 5.3.7 deducimos que la mitad de las orientaciones de las esquinas
son posibles por la condicién de paridad c) del Teorema 5.1.1.

de esta forma

ISI

S| = =2%.34.5.72.11

O]

A partir del primer teorema fundamental, en Group theory and the Rubik’s cube de
Lindsey Daniel [5] proponen el segundo teorema fundamental del cubo de Rubik,
que da un criterio sobre las operaciones que son posibles sobre el cubo.

Teorema 5.3.9 (Segundo Teorema Fundamental de Cubo de Rubik (Teorema 4.12
[5]).

Dada una 4-tupla M := (7, 7, ¢, ¢), define una operacioén sobre el cubo de Rubik, es
decir, M € Rc3 si y solamente si se satisfacen:

a Las permutaciones que describen los desplazamientos de los cubiletes esquina
y borde tienen la misma paridad .

b El namero total médulo 3 de ciclos de cubiletes esquina girado en sentido ho-
rario es igual al nimero de cubiletes esquina girado en sentido antihorario.

¢ Tiene un ntimero par de cubiletes borde reorientados.

Demostraciéon. Comenzamos probando la implicaciéon =). Sea M := (7,7, ¢,¢) €
Rc3 una operacion sobre el cubo de Rubik.
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a Directo a partir del Lema 5.1.2.

b Una operacion M € Rcs es la concatenacién de una secuencia de giros M =
My ---My,conM; € {R,L,U,D, F, B} parai = 1,...,n, si escribimos M; =
(75, Ti, i, ;i) como en la Proposicion 3.4.1, cada M; tiene el mismo ntimero de
giros en sentido horario que en sentido antihorario, por lo tanto, la operacién
final debe tener el mismo nimero de cubiletes rotados en sentido horario que
antihorario (mé6dulo 3).

¢ Reorientar un cubilete implica aumentar el valor de la coordenada j-ésima (co-
rrespondiente al cubiculo que ocupa) del vector w en 1 (mdéd 2). Dado que las
operaciones llevan elementos de S en &, por el primer teorema fundamental
Z}-il w; = 0mod 2y por tanto hay un namero par de cubiletes reorientados.

Para la implicacion contraria tomamos M := (71, T, ¢, ) que satisface las 3 condicio-
nes del teorema y la aplicamos sobre la configuracion resuelta (idg, id1y, Og, 012), ob-
tenemos una nueva configuracién p = (p, 0, v, w). Por la primera condicién sign(p)
sign(c). Por la segunda condicién Y8 ; v; = 0 (méd 3) y por la tercera condicién
Z}il wj = 0(mdd 2), luego p € S porlo que existe M € Res tal que M’ - (ids, idya, Os,
012) = p. Como M y M’ tienen el mismo efecto sobre el cubo de Rubik M = My
por tanto M € Rc3 es una operacién posible sobre el cubo de Rubik. O

Ejemplo 5.3.1.
Gracias al primer teorema fundamental del cubo de Rubik sabemos que el cubo en
la Figura 5.1 no se puede resolver sin desensamblar los cubiletes.

FIGURA 5.1: Cubo de Rubik irresoluble.
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Capitulo 6

El Algoritmo de Dios y el Cubo de
Rubik

Resolver el cubo de Rubik en el menor tiempo, implica trabajo de memorizacién
de algoritmos de resolucién, destreza psicomotriz y tener el mecanismo del cubo
en condiciones 6ptimas que permita rotar las caras con la mayor facilidad posible.
Sin embargo, desde el punto de vista matemaético, resulta mas interesante encontrar
el camino mds corto al cubo resuelto, es decir, encontrar la palabra mds corta que
defina la operacién que resuelva el cubo. En este capitulo se repasara la resoluciéon
del niimero minimo de giros para resolver cualquier cubo obtenido por Rikicki et al.
[9], aunque sin entrar en grades detalles.

El namero de configuraciones posibles del cubo, como se indica en la Proposicién
5.3.8 es del orden de 10'?, es decir, se podria llenar la superficie de la tierra con
cubos distintos de 3 cm de lado sin que ninguno se repitiera. A pesar de ser el nime-
ro de configuraciones posibles tan grande, se conjeturé que partiendo de cualquier
configuracion inicial, existe siempre una operaciéon de algo mas de 20 giros [11] que
resuelva el cubo. Al algoritmo que resuelve cada configuracién en el menor ntimero
de pasos posible se denomina Algoritmo de Dios, es decir, de acuerdo con las Defini-
ciones 2.7-2.10, encuentra la palabra de menor longitud que define la operacién que
resuelve el cubo. Ademads, se llama Ntmero de Dios al maximo de las longitudes de
estas operaciones.

El Namero de Dios en matematicas es el didametro del grafo del cubo de Rubik,
en el cual dos configuraciones estdn unidas por una arista si distan un cuarto de
vuelta (o media vuelta dependiendo de la métrica). Dicho grafo es un tipo especial
de grafo denominado como grafo de Cayley que se introduce en la Definicién 1.18
del Capitulo 1.

6.1. Grafo de Cayley del Cubo de Rubik

De acuerdo con la Definiciéon 1.18, para crear el grafo del cubo de Ru-
bik, en el que las configuraciones sean los vértices y dos configuraciones es-
tén unidas por una arista si distan en un giro, podemos tomar como gru-
po el Grupo del Cubo de Rubik Rcs, y el subconjunto cerrado serfa S =
{U,R,F,L,B,D,UY,R"},F},L7!,B~!,D"1,U? R? F?,12,B?,D?} para la métrica
de media vueltay S’ = {U,R,F,L,B,D,U"!,R"},F~1,L7!,B~1, D~} en la métrica
de un cuarto de vuelta. En la Figura 6.1 se muestra una seccién del grafo de Cayley
del cubo de Rubik, con la configuracion resuelta y las configuraciones adyacentes en
la métrica de un cuarto de vuelta [3].
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FIGURA 6.1: Grafo de Cayley de los nodos adyacentes a la configura-
cién resuelta del cubo de Rubik.

6.2. El Nuimero de Dios en la métrica de media vuelta

El niimero de Dios o didmetro del grafo del cubo de Rubik se conjeturé que debia ser
20 6 ligeramente superior. En lo que sigue, si no se especifica lo contrario se hablara
siempre en términos de la métrica de media vuelta.

6.2.1. Primeras cotas al Nimero de Dios

La primera cota inferior se consigui6é en 1980 mediante un argumento de conteo que
demostraba que hacian falta al menos 18 movimientos para llegar a ciertas confi-
guraciones (desde la configuracion resuelta), pero no se prob6é que hubiera confi-
guraciones que requirieran mas movimientos [11]. Las primeras cotas superiores se
obtuvieron en 1981. Thistlethwaite [12] prob¢ la existencia de configuraciones que
requieren al menos 17 movimientos y daba un algoritmo que resolvia el cubo a lo
sumo en 52 movimientos. Este algoritmo es complicado y dificil de memorizar por
lo que s6lo es préctico para ordenadores. La estrategia que toma no es colocar ciertos
cubiletes en los cubiculos que les corresponde en la configuracion resuelta, sino que
trabaja con todas las piezas, restringiéndolas a menos posibilidades hasta que solo
queda una posibilidad para cada cubilete que es la de la configuracién resuelta:

Primero llega a una configuracién que puede ser resuelta sin usar giros de un cuarto
de vuelta de las caras U y D. Después, sin usar cuartos de vuelta U y D se llega a una
configuracién que se puede resolver sin giros de un cuarto de vuelta de las caras F y
B. Asi se acaba llegando a una configuraciéon en la que no hace falta ningan giro de
cuarto de vuelta y el cubo se puede resolver solamente con giros de media vuelta. La
idea es ir restringiendo las configuraciones del grupo RC; = Gop = (L,R,F,B, U, D)
a G; = (L,R;F,B,U? D?), después a G, = (L,R,F?,B% U? D?), después a G3 =
(L2,R?, F?,B%,U? D?) y finalmente a Gy = I.

Esta estrategia se puede ver como una secuencia de grupos anidados y en cada etapa
se busca la solucién del grupo cociente G;/G;1 [12].
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6.2.2. El valor definitivo

Rikicki et at. [9] fueron los primeros en resolver el problema del Numero de Dios
para la métrica de media vuelta, obteniendo de forma computacional usando fuerza
bruta, que el didmetro del grupo del cubo de Rubik en esta métrica es 20.

Almacenar 4.3 x 10* configuraciones del cubo de Rubik de forma directa es imposi-
ble. Aunque cada configuracién ocupase 1 Byte de memoria, harian falta mas de 10
millones de TeraBytes de memoria, por lo tanto se emple6 una estrategia de divide y
vencerdas. Separaron el grupo del cubo de Rubik en subconjuntos, de forma que cada
subconjunto se resuelva rdpido y de forma independiente.

La idea detras de la estrategia empleada es la siguiente: un posible enfoque para
resolver el cubo podria ser resolver primero la cara superior. Un argumento combi-
natorio sencillo, como el que nos daba el namero total de configuraciones del cubo
de Rubik, nos muestra que existen 2.6 x 10'° configuraciones que pueden tomar los
cubiletes de la cara U (los que en la configuracion resuelta ocupan los cubiculos de
la cara U). Para resolver la cara superior, buscamos la distancia desde la posicién
de partida hasta la resolucién de la cara superior y construimos una tabla con di-
chas distancias. Esta tabla se llama pattern database y permite generar secuencias de
soluciones incluyendo algunas 6ptimas.

En algunas ocasiones, la operacién que resuelva la cara superior también resolvera
el cubo entero. De hecho, todas estas operaciones que resuelven la cara superior,
resuelven el cubo completo para alguna configuracién inicial dada. Para encontrar
dicha configuracién basta aplicar la operacion inversa sobre el cubo resuelto. Algo
que estas dos configuraciones (la que al aplicar dicha operaciéon se resuelve sélo
la cara superior y la que resuelve el cubo entero) tienen en comun es la posicién
inicial de los cubiletes de la cara U . Por lo tanto, la posicion de los cubiletes de la
cara U define una particién del grupo en subconjuntos, lo que permite resolver cada
subconjunto por separado. El ntimero de subconjuntos es del orden de 2.6 x 101
(ntmero de posiciones que pueden tomar los cubiletes de la cara U) y el cardinal de
cada subconjunto es 1.7 x 10° (nimero de configuraciones fijada la posicién de los
cubiletes up).

Fijado un subconjunto, todas las configuraciones del mismo tendran colocaciones
diferentes de los cubiletes de la cara U y dada una colocacién de los cubiletes de
la cara U, existird una tinica configuracién en cada subconjunto de la particiéon con
dicha colocacién. Esto quiere decir que si tenemos una operacién que resuelve la cara
superior para una configuracién de un subconjunto, entonces solamente resolveré la
cara superior para esa configuracion en ese subconjunto. Ademas, existird una tinica
configuracién en cada uno de los otros subconjuntos tal que al aplicar esta operacién
se resuelva la cara superior.

Podemos extender esta nocién a un subobjetivo cualquiera y definir particiones.
Consideramos un subgrupo H del cubo y podemos tomar H como el objetivo al
que queremos llegar, luego una clase a derecha C vendra dada por C = H - p donde
p es un representante arbitrario de C. Si aplicamos una busqueda en profundidad
d, encontraremos todas las operaciones m de longitud d tal que p-m € H. Cada
operacién m resuelve exactamente una configuracién de C, por lo tanto, si m~! es
el inverso de m, entonces m~! € C, ya que p-m = h para algin h € H, luego

p=h-mlyportantoh'-p=m'conloquemt e H-p=C.
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Asi registramos la posicién de cada configuracién. Una vez completada la busqueda
en profundidad d, tendremos registradas las posiciones que estdn a dicha distancia
de H. Ademas, si el subgrupo H se elije cuidadosamente, existirdn giros que apli-
cados sobre cualquier posicién de H, la configuracién resultante seguira estando en
H. Esto permite extender el pattern database de profundidad d, con operaciones que
terminen con estos giros. Esta estrategia se llama prepass y toma un papel importante
en la basqueda del Ntmero de Dios.

A partir de ahora, el subgrupo H no serd un subgrupo genérico, sino el subgrupo
del segundo objetivo del algoritmo de 4 objetivos de Thistlethwaite [12] y el primero
del algoritmo de dos fases de Kociemba [9].

Una forma de visualizar el subgrupo H es la siguiente: dar el mismo color a las caras
opuestas, y eliminar las pegatinas a las caras F, B, L, R de aquellos cubiletes que
tocan la cara U ¢ la cara D. Esto se ilustra en la parte superior derecha en la Figura
6.2.

FIGURA 6.2: (a) Coloracién normal del cubo, (b) Etiquetado usando la
nocién del subgrupo H, (c) posicién generada usando R L' U?L R~}
y (d) la clase lateral H - R

Este cubo es invariante por cualquier accién generada por el conjunto Z = {U, U?,
u3,D,D? D3, F?,B?, L%, R*}. Asi tomamos

H=(2) 6.1)

Hay 8! permutaciones de los cubiletes esquina sin cambiar de color, hay 4! permuta-
ciones de los bordes verde y rojo y 8! permutaciones de los bordes con una cara blan-
ca. Dado que cada giro es una permutacion par sobre los cubiletes, |H| = 8!8!4!/2 =
19508 428 800. Dividimos el grupo del cubo de Rubik en 2217093120 clases latera-
les, cada una con 19508 428 800 posiciones, accesible para un ordenador moderno.
Elegimos esta division ya que podemos resolver todas las posiciones de cualquier
clase a derecha de H en a lo sumo 20 giros de forma rdpida mediante un método
similar al empleado en el algoritmo de Kociemba.
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(Como podemos saber si una configuracién estd en H? Por ejemplo, ;como se puede
ver que la configuracién generada por RL~1U?LR ! estd en H? En efecto, dicha con-
figuracion también se puede obtener mediante F2U?R?F>R2U2R?F?R?, por lo que es
un elemento de H. Esto se puede comprobar mediante fuerza bruta o usando algo-
ritmos de estabilizadores de subgrupos.

El subgrupo H también muestra ciertas simetrias. Definiendo relaciones de equiva-
lencia en las clases laterales de H, encontramos 138 639780 clases de equivalencia
que tenemos que resolver. Otra descomposiciéon en subgrupos mds pequefios permi-
te reducir este nimero a 55 882 296.

6.2.3. El algoritmo de biasqueda de soluciones

Para encontrar palabras o secuencias de giros que resuelvan la cara superior (o el
subproblema correspondiente) se usa un algoritmo de biisqueda en profundidad,
de forma que si tenemos que encontrar una solucién en a lo sumo 7 giros, y hemos
empleado més de n para llegar a la configuracién actual, no podremos encontrar una
solucién y habré que retroceder. Esto daria lugar al algoritmo btisqueda de Thisleth-
waite:

Entrada: p, secuencia, resto
Resultado: Secuencias registradas
procedure buscar (p, secuencia, resto):
si dist[p] > resto entonces
‘ devolver;
fin
si resto == 0 entonces
| registrar(secuencia);
fin
en otro caso
para movimiento m en movimientos hacer
‘ buscar (p.mover(m), secuencia.agregar(m), resto — 1);
fin
fin
end

Algoritmo 2: Algoritmo de Thislethwaite

La distancia media dada por este algoritmo es 10, por lo que el algoritmo de busque-
da en profundidad funciona muy rapido, con el orden O(d) para hallar una solucién
donde d es el nimero de giros que requiere este movimiento.

Para resolver un conjunto de la particién hay que registrar las posiciones que ya han
sido resueltas y las que no, por lo que hacemos la operacién de registar(). Asigna-
mos un indice a cada posicién en el conjunto y generamos una tupla booleana que
llamaremos mapa de bits para registrar las configuraciones ya resueltas.

Aplicando el algoritmo de bisqueda en profundidad, se pueden generar soluciones
de distintas longitudes para la misma configuracién, de forma que la de menor lon-
gitud serd la 6ptima. Este es el principio del algoritmo de btsqueda en profundidad
iterado.

Se emplean dos técnicas para resolver las clases laterales. La primera es muy rdpida
y enumera secuencias canénicas de giros de una longitud fija y marca su posicién
en el mapa de bits. Las secuencias canénicas se detallan en la siguiente secciéon. Para
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longitudes cortas existen pocas secuencias candnicas pero para longitudes mayores
el nimero de posiciones aumenta exponencialemente por lo que lleva mayor tiempo
computacional.

La segunda técnica empleada es el prepass, que toma un conjunto de configuraciones
y lo extiende rapidamente con todas las operaciones del conjunto Z. Esta es la parte
esencial del programa de Rokicki, donde se emplea el mayor esfuerzo computacio-
nal, por lo que la eleccién de un subgrupo adecuado como H es necesaria.

6.3. Secuencias canodnicas

Existen diferentes palabras que definen la misma operacién cémo UD? que genera
la misma configuracién que D*U. Ademds, existen otras que son sub6ptimas como
UU? y deben ser evitadas, ya que se llega al mismo resultado con U™, lo que quiere
decir que harfamos dos busquedas llegando a la misma configuracién, sin embar-
g0, con un camino recorrerfamos una distancia de 2 pasos y con el otro de 1 solo
paso. Para evitar estas redundancias en la biisqueda en profundidad, emplearemos
secuencias can6nicas de giros. En el ejemplo anterior, U~ seria la secuencia can6ni-
ca y UU? no por lo que emplear dichas secuencias candnicas nos evitaria hacer una
biisqueda con la segunda secuencia.

Comenzamos con un método de algebra lineal para determinar el niimero de se-
cuencias canénicas de longitud n de un conjunto Z, que denotaremos por g,(Z2).
Ordenamos este conjunto Z

z={u,u*,u-tFFFRRR D D?D B BB L 1%L, (62

Ahora, dados dos giros dos giros M;, M; € Z, donde M; y M; son el i-ésimo giro
y j-ésimo elemento del conjunto ordenado Z, la secuencia M;M; es canénica si y
solamente si la entrada (i, j) de la matriz C, es 1, donde C es una matriz 18 x 18
dada por:

Z W W W W W
W Z W W W W
W W Z W W W
C= Z W W Z W W |’ (6.3)
W Z W W Z W
W W Z W W Z
donde
1 11 00O
W=1]111 yZ=|0 0 0 (6.4)
1 11 00O

Si tomamos el vector 2 = (1,1, ..., 1), a'C serd un vector cuya coordenada i-ésima
indica el namero de secuencias canénicas de dos giros, cuyo dltimo elemento es el
i-ésimo elemento de Z. Como a' C = (12, ...,12,18,...,18) con nueve 12 y nueve 18,
la primera coordenada del vector muestra que existen 12 secuencias canénicas de
dos giros donde el dltimo giro es U. En efecto, para ser candnica, el primer giro debe



6.3. Secuencias canonicas 47

ser alguna potencia de F, R, B, L ya que hay que evitar secuencias de Us y los giros
D deben ir después de U. Haciendo a ' Ca = 243 obtenemos 42 (Z). En general

gu(Z2)=a'C" la (6.5)

esto da lugar a la relacién de recurrencia

qn(Z2) =12q,-1(Z) +184,—2(Z) (n>3) (6.6)

En la Tabla 5.2 de Rokicki [9] se puede observar como utilizando secuencias canéni-
cas hasta profundidad 16, se recorre un nimero de configuraciones bastante cercano
al niimero real de posiciones del cubo de Rubik, lo que indica que basar la basqueda
en secuencias candnicas ayuda a eliminar muchas secuencias ineficientes.
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Apéndice A

Operaciones empleadas en el
trabajo

FIGURA A.1: Secuencia de movimientos de (U*R?)°. La tltima figura
es la configuracién final con el cubo extendido.
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FIGURA A.2: Secuencia de movimientos de ([D, R]F)3 que opera so-

bre los cubiletes esquina de la siguiente forma: intercambia los cubile-

tes de los cubiculos 3 y 8, pero mantiene inalterados los otros cubiletes
esquina.
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FIGURA A.3: Secuencia de movimientos de (DR™1)3(D~'R)3 que
mantiene inalterado el cubo excepto cambia la orientacion de los cu-
biletes esquina 7 y 8 en sentido antihorario y horario respectivamente.

"k Eiks
GEEL B

FIGURA A.4: Secuencia de movimientos de LR~ 'U?L~1RB? que man-
tiene inalterado el cubo excepto que hace permutacion ciclica de los
siguientes cubiletes borde: 1,3 y 9.
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nRATRTE
WLSERE
@R
DRATR L

FIGURA A5: Secuencia de movimientos de

LR'FLR™'DLR™BLRMULRF'LR'D'LR'B~1LR~1U!

que opera sobre los cubiletes esquina de la siguiente forma: cambia

la orientacion de los cubiletes borde en el cubiculo 2 y 4, sin afectar
al resto de cubiletes.
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