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Resumen

Habitualmente, se trabaja con el cuerpo de los niimeros racionales (que no es completo respecto
al valor absoluto usual) y con su complecién con respecto a dicho valor absoluto: el cuerpo de
los nimeros reales.

Los cuerpos p-adicos se obtienen al completar el cuerpo de los niimeros racionales con respecto
a un nuevo valor absoluto: el valor absoluto p-adico. En esta memoria se estudia el proceso de
complecion, la existencia y unicidad de la extensién de valores absolutos y se analiza como se
comportan estos en la clausura algebraica de un cuerpo.

Entre los objetivos de este trabajo, se incluye ademaés la construccién del cuerpo complejo p-adico
y el estudio de sus propiedades. En particular, se analiza la separabilidad y el comportamiento
frente a la intersecciéon de bolas encajadas.

Palabras clave: p-adico, complecién, valor absoluto, clausura algebraica, no arqui-
mediano.

Abstract

Usually, we work with the field of rational numbers (which is not complete with respect to the
usual absolute value) and with its completion with respect to that absolute value: the field of
real numbers.

The p-adic fields are obtained by completing the field of rational numbers with respect to a new
absolute value: the p-adic absolute value. This memory studies the process of completion, the
existence and uniqueness of the extension of absolute values, and analyzes how these behave in
the algebraic closure of a field.

Among the aims of this work, we include the construction of the complex p-adic field and study
its properties. In particular, the separability and behavior concerning the intersection of nested
balls are analyzed.

Keywords: p-adic, completion, absolute value, algebraic closure, non-archimedean.






Capitulo 1

Conceptos basicos

A lo largo de esta memoria K denotard un cuerpo.

1.1. Valores absolutos en Q

Recordemos que el concepto de valor absoluto sobre R puede generalizarse a cualquier cuerpo
en el siguiente sentido:

Definicién 1.1.1. Un valor absoluto sobre K es una aplicacién | | : K — R>( que satisface
las siguientes condiciones:

i) |z| =0siysolosiz=0.
ii) |xzy| = |z||ly| para cada z,y € K.
iii) |z 4+ y| < |z|+ |y| para cada z,y € K.

Se conocen diferentes valores absolutos definidos en QQ: para empezar, podemos considerar el
valor absoluto trivial o el valor absoluto usual. A continuacién, vamos a definir, para cada primo
p, un nuevo valor absoluto: el valor absoluto p-adico | |p.

Consideramos un niimero primo p. Nétese que, fijado n € Z\ {0}, podemos expresar de manera
Unica n como producto
n = pN n/

donde p t n’ y N € NU{0}. Dicho niimero N se suele denotar por v,(n). Mas en general,
tenemos la siguiente definicién:

Definicion 1.1.2. Sea p primo. Llamamos valoracion p-adica a la funcién
vt QN{0} — Z
definida como a
0 (3) = vpla) = vy (0)
donde v,(n) ha sido introducida anteriormente para los niimeros enteros no nulos.

Podemos ver que, cuanto “maés divisible” sea un nimero por p més grande (en médulo) serd su
valoracién p-adica. Por ejemplo, para cada n € N,

up(p") =n



A partir de esta aplicaciéon podemos definir ahora, para cada primo p, el valor absoluto p-adico.
Definicion 1.1.3. Sea p primo. Para cada = € QQ se define el valor absoluto p-adico de & como
ol 1= p~t?

siz # 0, y se establece [0, := 0.

Aligual que antes, comprobamos que, cuanto “mas divisible” sea por p un niimero, mas pequeno
serd su valor absoluto p-adico. Asi tenemos que, para todo n € N,

1
‘pn‘p = ﬁ
1
- =p"
b P

Por el momento, tenemos los siguientes valores absolutos en Q:
- el trivial, en que [0 =0y |q| = 1 si ¢ # 0;
- el usual, en que Q hereda el valor absoluto de R;

- el p-adico, definido anteriormente para cada primo p.

1.2. Equivalencia de valores absolutos.

De manera natural, cada valor absoluto induce una métrica d(z,y) := |x — y| y, con ello, una
topologia.

Definicion 1.2.1. Dos valores absolutos sobre K son equivalentes si inducen la misma topologia
sobre K.

En el siguiente resultado, haremos uso de que dos métricas generan la misma topologia si la
convergencia de una sucesiéon en una es equivalente a la convergencia en la otra.

Lema 1.2.2. Sean| |1 y| |2 dos valores absolutos equivalentes sobre K. Entonces, dado z € K,

se tiene |x|y < 1 si y solo si |x|a < 1.

Demostracion. Fijamos z € K con |z|; < 1. Entonces
lim |z"]; = lim |z|;" = 0.
n—o0 n—oo

Como la topologia inducida por | |2 es la misma, deducimos que (z™) también converge a 0 con
respecto a | |2, es decir, lim,,_,~ |2"|2 = 0. Facilmente concluimos que |z|2 < 1.

La otra implicacién es analoga. O
A continuacién, damos un resultado que nos permite caracterizar la equivalencia entre los valores
absolutos en términos relacionados con los mismos.

Teorema 1.2.3. Sean | |1 y | |2 dos valores absolutos equivalentes sobre K. Entonces existe

un nimero real ¢ > 0 tal que | |2 =] |

Demostracion. Vamos a distinguir dos casos:



- Si| |1 es el valor absoluto trivial, entonces la bola B| |, (0,1) es abierto con respecto a | |y
v | |2 (por definicién de valores absolutos equivalentes). Por ello, 0 es punto interior de
B(0,1) y, por tanto, existe § > 0 tal que B| |,(0,0) = {z € K: |z <} C B| |,(0,1) =
{0}. Asi, si |z|a < 6§, entonces x =0y |x|2 = 0.

Ahora tomamos y € K tal que |y|2 < 1. Entonces existe n > 0 tal que |y"|s = |y|2" < v,
1

con ello, y™ = 0, es decir, y = 0. Por la misma razon, si |yl > 1 entonces |—| < 1, lo cual
Y

2
es imposible. Concluimos que si y # 0, entonces |ylo = 1. Asi, | |2 es el valor absoluto
trivial.

Asi, en este caso, se verifica el teorema tomando ¢ = 1.

Si| |1 es distinto del valor absoluto trivial, entonces tomamos =z € K tal que |z|; > 1.
Ahora, dado y € K, y # 0, con |y|; # 1, existe a # 0 tal que |y|; = |z[1".

m
Seguidamente, sea r := — (con m € Z,n € N) tal que r > a. Como |z|; > 1,
n

lylr = |z)1* < |=]].

A continuacién, probamos que |y|2 < |x|5.

Tenemos que

’y|1n

|y|1
2l <1,

lyl1 < |z|] <= N <1<

con lo que
ly"x™" < L.

De este modo, por Lema 1.2.2; |[y"z~™|2 < 1 y deshaciendo las desigualdades anteriores
tenemos que |y|a < |z5.

Tomando s < a llegamos, del mismo modo, a que |y|2 > |z|5. Resumiendo, se tiene
23 <lyla <lafz
siempre que s < a < 7. Asi, podemos concluir que |y|2 = |z|§. Entonces

[yl _ |2l3
Yl |95’C1L

y, aplicando logaritmos, nos queda

loglyla  a-loglzly

log |y|1 - a -log|z|y a

log |z[o

donde ¢ := > 0, con lo que concluimos

log ||y

lyl2 = |y1°.

Podemos comprobar facilmente que la igualdad anterior se satisface (con el mismo c¢) para
cualquier eleccién inicial de y, siempre que y # 0, |y|1 # 1. Por otra parte, es inmediato
que, siy =0, lyl2 =0 =|y[1°y, si |y|l1 = 1, entonces usando Lema 1.2.2, |y|s = 1 = |y|;°
y asi, también se da la igualdad. O



Definicién 1.2.4. Sea | | un valor absoluto sobre K. Se dice que | | es no arquimediano si
satisface la desigualdad triangular fuerte:

|z + y| < méx(|z], |y])

para cualesquiera x,y € K. En caso contrario, decimos que el valor absoluto es arquimediano.

Lema 1.2.5. Un valor absoluto | | sobre K es no arquimediano si y solo si |n| <1 para todo
n € N.
Demostracion. Supongamos en primer lugar que | | es no arquimediano. Lo probaremos por

induccién sobre n € N:

- para n = 2 se tiene que
2] = 1+ 1] < max(|1],[1]) = L;

- para n — 1 lo suponemos cierto;

- para n, teniendo en cuenta |n — 1| <1 (por hipétesis de induccién),

In| =|(n — 1) + 1] < max(jn — 1], |1]) < 1.

p n , T
Veamos ahora el reciproco. Sea n € N. Como < k> es un numero natural, por hipétesis sabemos

(Z) ‘ < 1, luego dados z,y € K,

que
n n n
o) = 32 () o] < o lolt bl < (0 1) mix(lal. o)
k=0 k=0
Por tanto,
o 4+3l < tim_ Y+ Tmix(fel.[y]) = méx(|al, y]).
Se concluye que | | es no arquimediano. O

Veamos a continuacién que, de hecho, todo ello depende del valor absoluto de 2.

Proposicién 1.2.6. Sea | | un valor absoluto sobre K. Si |2| < 1, entonces | | es no arquime-
diano.

Demostracion. Sea n € N, n > 2. Probaremos que |n| < 1. Escribimos n como sigue:
n=ay+a-2+--+as-2°

donde ag, ay,...,as € {0,1} y ag = 1.

Como |2]| <1,

S S
o] <Y lagl- (27| <Y [2P <s+1 (1.1)
=0 =0

Tenemos ademds que n < 2°T! luego si k € N entonces n* < 2k(s+1)  De nuevo, podemos
escribir
nk:b0+b1'2+...—|—bt-2t

donde by, by, ..., b; € {0, 1}, bh=1yt< k:(s + 1)
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Por tanto, utilizando 1.1
|n|k = \nk| <t+1<k(s+1),

y concluimos asi
In| < lim k(s+1) =1.
k—o0

Basta ahora aplicar Lema 1.2.5. O

Ademsds, la desigualdad triangular fuerte tiene importantes consecuencias. Veamos alguna de
ellas.

Lema 1.2.7. Sea | | un valor absoluto no arquimediano sobre K. Dados x,y € K, si |z| # |y|
entonces

|z + y| = méx(|z], |y]).
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, suponemos |z| > |y|.
Por ser | | un valor absoluto no arquimediano, tenemos la siguiente desigualdad:
|z + y| < méx(|z], |y|) = |-
Por otro lado, si escribimos z como = = (x + y) — y, se tiene que
|| = [(z +y) — y| < mdx(|z +yl, [y]).

Es claro que méx(|z+yl|, |y|) no puede ser |y|, pues en ese caso, habriamos llegado a que |z| < |y|,
en contradiccién con la hipétesis de partida. Por tanto, max(|z + yl, |y|) = |z + y|.

Concluimos, a partir de las dos desigualdades que hemos obtenido,
2| < |z +yl < |z,
esto es, |r + y| = || = méx(|z|, |y|), como querfamos probar. O

Teorema 1.2.8 (Ostrowski). Cada valor absoluto no trivial sobre el cuerpo de los nimeros
racionales es equivalente o bien al valor absoluto usual, o bien al valor absoluto p-ddico.

Demostracion. Distinguimos dos casos.

- Caso 1:| | es un valor absoluto arquimediano sobre Q. En este caso vamos a probar que
| | es equivalente al valor absoluto usual.

Como 1 < |2 < |1] 4+ |1] = 2, existe un nidmero ¢ € R,0 < ¢ < 1, para el cual
2] = 2.
Con ello, tenemos en particular garantizada la convergencia de la serie
>y
9jc
§=0

A continuacién, veremos que
In| =n°

para cada n € N. Sean € N;n > 2. En primer lugar, escribimos n como sigue:
n=ag+ay -2+ +as-2°%

11



donde ag, aq, ... € {0,1},as = 1.
Tenemos que 2° < n < 2571 luego
2%¢ < < 20Fe, (1.2)
Comencemos probando |n| < n¢. Usando (1.2), tenemos
s - s .
] < agl 27 <302 =25 (1427 4 L4275 <n- M,
j=0 J=0
donde M := 22, 277¢ no depende de n.

Como n es un numero arbitrario, concluimos asi que, para todo n € N, |n|] < n°- M. En
particular, para todo n € Ny k € N, tenemos entonces que

|nk| < nkc . M,

luego
In| < lim n¢V/M = n°, (1.3)

k—o00

y llegamos asi a la desigualdad que queriamos probar. Veamos ahora la otra desigualdad:
|n| = n° Dado n € N, y usando la notacién anterior,

|n| — |25+1 _ (2s+1 _ n)| > |2s+1| _ |2s+1 _ n| (1‘4)

Usando la desigualdad ya probada anteriormente |k| < k€, cierta para cada k € N, tenemos
entonces

25+ | < (251 — ) < (25F1 — 2%)° = 2%,
donde en la dltima acotacion hemos tenido en cuenta 2° < n.
Utilizando que |2571| = |2571 = 206+1)¢ y volviendo a (1.4), se sigue
| > [25F1] — |25F1 — | > 2(s+De _ gse — olsthe() _g=¢),
De nuevo, por (1.2) tenemos que 267V¢ > n¢ y definiendo M’ := 1 — 2=¢ obtenemos
In| = n°M’".
Como la desigualdad se da para todo n € N, deducimos que para n,k € N,
’nk| > pkepy’

y, tomando limites,
’ k
[n| > lim n°vV M’ =n°.
k—o00

Hemos probado ambas desigualdades, luego podemos concluir |n| = |n|g. Facilmente, se
generaliza esta igualdad a Z y a Q.

Caso 2: | | es un valor absoluto no arquimediano sobre Q. A continuacién probaremos
que | | es equivalente a algin valor absoluto p-adico.

Como partimos de que | | no es el valor absoluto trivial, entonces el conjunto D := {n €
N : |n| < 1} es no vacio, ya que al ser | | un valor absoluto no arquimediano, entonces
|n| < 1 para cada n € N (y, si fuese |n| = 1 para todo n € N, entonces seria el valor
absoluto trivial). Veamos que p := min D es primo.

12



En efecto, p # 1 y si p = a - b para algin a,b € N con a < p,b < p entonces |a| = |b| =1
(pues, en otro caso, p no seria el minimo de D). Entonces |p| = |ab] = 1, que es absurdo
pues p € D = {n € N: |n| < 1}. Por tanto, p ha de ser primo.

— log |p|

Vamos a probar que | | es equivalente a | |,. Para ello, definimos ¢ := ]
ogp

y veremos

que | | =1 [, Tenemos asi que log|p| = —clogp y, con ello,
Ipl =p~ = Iplp"-

Veamos, en primer lugar, que |¢| = 1 para cada ¢ € N que no es divisible por p.

Escribimos ¢ = a-p+ 17 con a € {0,1,2,...} y 1 < r < p. De nuevo, por ser p minimo,
necesariamente |r| = 1 y tenemos que |ap| = |a||p| < |p|] < 1.

Por la desigualdad triangular fuerte,
1= |r| < médx(lap + r|,| — ap|) = mdx(|q|, [ap]).

Como |ap| < 1, deducimos que |¢q| > 1, esto es, |¢| = 1.
Finalmente, dado cualquier n € Z \ {0}, podemos escribirlo como
V.

n=p p(n)n”

con p{n'. Entonces
(&
il = 1ol | = 1 = (1) = ]

Fécilmente, se generaliza esta igualdad a Z y a Q. Concluimos que | | es equivalente al
valor absoluto p-adico. O
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Capitulo 2

Los cuerpos p-adicos

2.1. El anillo de los enteros p-adicos

Més adelante, introduciremos la complecién de Q con respecto a | |,. Dicho conjunto se conoce
como cuerpo de los nimeros p-adicos y se denota por Q.

Al igual que en R podemos obtener una representacion de sus elementos utilizando potencias
sucesivas de 10, podemos establecer una analogia para los p-adicos utilizando potencias sucesivas
de p.

Esto es, cuando en R escribimos la expresién a, a1 ... ag, a_1 a_o ..., en realidad estamos
representando el niimero

p 10"+ a1 -10" 4 da; - 10+ ag+a_y- 107 +a_o-1072 4 -
donde cada a; € {0,1,...,9}.

Asi, llamamos ntimero p-adico a cualquier expresién formal del tipo
o0
v=)
j=n
donde n € Z 'y aj € {0, ...,p — 1} para cada j. También podemos escribir
T=... 05420541 Gj...01 00, -1 G_2 ...

donde a,, = 0sim <n.

Un subconjunto especial de Q,, lo constituyen los llamados enteros p-ddicos. Un elemento = € Q,
se dice entero p-adico si tiene la forma

(0.]
T = E a;p’,
J=0
es decir, si en la serie que lo determina no aparecen potencias negativas. El conjunto de los

enteros p-adicos se denota por Z,. Nétese que cada x € Z, se puede escribir como x = ... az a; ao.

Si z es un numero entero positivo, esta expresién como serie es, en realidad, su desarrollo en
base p, donde todos los a; son nulos salvo un nimero finito. Tenemos, por tanto, la inclusién
N C Z,.

Ya conocemos, por tanto, una representaciéon de los elementos del cuerpo de los niimeros p-
adicos. Para ver cémo se define el valor absoluto p-ddico sobre Q,, introducimos primero el
orden de un elemento.

15



Definicién 2.1.1. Sea x = ... ag a1 ag, a—1a—2 ... un elemento de Q,. Llamamos orden de x
a
00 si a; = 0 para cada j,

min{j : a; # 0} en otro caso.

ord,(x) := {

Y se define el valor absoluto p-adico de x del siguiente modo:

o] 0 si aj = 0 para cada j,
|, =
P —ordp () on otro caso.

Ahora que ya hemos dotado a @@, de un valor absoluto, podemos definir el cuerpo de los enteros
p-adicos mas formalmente como el conjunto

Ly ={x € Qp:|z|, <1}

Ademds, podemos ver que Z es un subconjunto de Z,. Para ello, veamos cémo conseguir el
desarrollo de los niimeros enteros negativos: como las series de potencias de p pueden ser mul-
tiplicadas, serd suficiente conocer el desarrollo para —1. Esto es, una vez que tengamos la serie
de potencias de un ntimero positivo, bastara multiplicar esta serie por la de —1 para obtener el
desarrollo de cualquier niimero negativo.

Asi, veamos que dado cualquier primo p, tenemos que —1 = z, donde

z=p-D+@p-1)-p+@p-1)-p"+(p-1)-p"+-

Seguidamente, podemos sumar 1 a ambos lados de la igualdad y comprobar que, efectivamente,
se anula.

l+z = 1+@p-D+@-1)p+@-1D-P’+@-1)-p"+-
pHp—1)-p+m-1-p+@-1)p° + -
p=1)p + (1) P+

(
= pPP+-1-pP+p-1)p'+

Asi vemos, de manera informal, que el orden de 1 + x es “tan grande como queramos” y, por
tanto, su valor absoluto es 0. Con ello, 1 + x ha de ser 0, esto es, x = —1.

Es decir, tenemos
o

—1=> (p—1)p",

n=0

0, equivalentemente,

1—p

1 00
Loy
n=0

Por ejemplo, en Q3 se obtiene

—1=2-142-342-3%2 4+ 423" ...,
1 o0
3 — n
0, equivalentemente, 5~ 2203 .
n=

16



2.2. Complecién de un cuerpo.

En esta seccién, discutiremos como completar un cuerpo dotado de un valor absoluto no arqui-
mediano en el caso general.

Comenzamos recordando la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1. Sea | | un valor absoluto sobre K. Una sucesién (z,) se llama sucesién de
Cauchy si para cada e > 0, existe un ng € N (que depende de €) tal que para cada n,m con
n,m > myg se satisface

[

Haremos uso del hecho de que toda sucesién de Cauchy es acotada.
Obviamente, la definicién anterior se introduce en general en el d&mbito de los espacios métricos.

La completitud es la propiedad que tienen algunos de estos espacios de que toda sucesion
de Cauchy converge hacia algiin elemento del espacio. Mediante el proceso de la complecién
podemos obtener espacios métricos completos a partir de aquellos que no lo son.

Por ejemplo, es bien conocido que el cuerpo de los nimeros racionales Q no es completo con
respecto al valor absoluto usual y que el cuerpo de los ntmeros reales R es su completado
respecto de ese valor absoluto.

Teorema 2.2.2. Todo espacio métrico (X,d) puede completarse, esto es, existe un espacio
métrico (X, D) tal que

i) X es completo respecto de D;
i1) X contiene un subconjunto denso X isométrico a X ;

Consideramos un valor absoluto | | sobre K y denotamos por C al conjunto de todas las suce-
siones de Cauchy en K, esto es,

C :={(zn) : (zn) es una sucesién de Cauchy en K con respecto a | |}.
A continuacién, definimos una suma y un producto en C: dados (ay), (b,) elementos de C,
- suma: (an) + (by) = (an + by).
- producto: (ay) - (by) = (an - by).

En primer lugar, tenemos que ver que se trata de operaciones internas en C. Sean € > 0, N, M €
. € .

N tales que para cada n,m > N se tiene que |a, — an,| < 3 y para todo n, m > M, se tiene que

€

|bn, — b | < 5

Por un lado, para cada n,m > max{N, M} tenemos que

[(an +bn) = (am +0m)| = |(an —am) + (bn — bm)|
< |an*am|+|bn*bm|
5 13 =e.

Para el caso del producto, tenemos en cuenta que toda sucesion de Cauchy es acotada, luego

17



existe K > 0 con |ay,|,|b,| < K para todo n € N. Tenemos asi que, si n, m > max{N, M},

|anbn - ambm| = |anbn - anbm + anbm - ambm‘
|an (br, — b)) + b (an — ap)]

< an(bn = bm)| + [bm(an — am))|
< anls + b5

an2 m2
= 5l + [bu]) < ek

Por tanto, tanto (an + b,) como (ay, - by,) son sucesiones de Cauchy y, con ello, son elementos de

C.

Es claro que C es un anillo conmutativo con unidad, donde 0 = (0,0,...) y 1 = (1,1,...) son los
elementos neutros para la suma y el producto respectivamente. Sin embargo, C no es un cuerpo
pues contiene infinitos divisores de 0. Por ejemplo, (0,0,z,0,...)(1,1,0,1,...) = 0 para todo
z e K.

Definicién 2.2.3. Dados dos elementos (ay,), (b,) en C, diremos que son equivalentes si

lim |a, —b,| = 0.
n—oo

Definicién 2.2.4. Sea N C C el ideal que contiene a las sucesiones que tienden a cero, esto es,

N ={(xn) : &y — 0} = {(xn) : nh—>120 |zn| = 0}.

Proposicién 2.2.5. N es un ideal maximal de C.
Demostracién. Es facil ver que N’ cumple las propiedades para ser un ideal. Veamos que es
maximal.

Sea (a,) € C\ N y consideramos el ideal Z generado por (a,,) y N. Vamos a demostrar que
1 € Z, con lo que tendriamos que Z = C y, por tanto, N serfa maximal.

Como (ay) es de Cauchy pero no converge a cero, entonces existen ¢ > 0y N € N tales que
|an| > ¢ > 0 para cada n € N,n > N.

Definimos una nueva sucesién (by,)

0 sia, =0
bu=4
o siap #0
Veamos que (by,) es de Cauchy: si n,m > N,

1 1

’bn - bm‘ =

n am

y se deduce facilmente.

Definimos ahora una nueva sucesién de la siguiente manera

1 sia,=0
Ty =
0 sia, #0

Por cémo estan definidas las sucesiones, tenemos que 1 = a,b, + x,, para cada n € N, y como
(anbn) y (z5) € Z, entonces 1 € Z. Por tanto, concluimos que N es ideal maximal de C. O
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Podemos ahora definir K como el cociente de ambos espacios, esto es, K := C/N. Como N es
un ideal maximal de C, entonces K serd un cuerpo. Por tltimo, vamos a definir un valor absoluto
sobre este cuerpo K.

Supongamos que (x,) € C. Veamos que existe lim, o |2,|. Dados n,m € N, tenemos que
||zn| = |zm| | < |xn —2m|. Por tanto, la sucesién (|x,,|) es de Cauchy en Ry, por ser R completo,
el limite de los valores absolutos existe.

Definicién 2.2.6. Dado x € K, definimos

lz|" = lim |z,
n—oo

donde z = (z,,) + N.

Si consideramos ahora la aplicacién ¢ : K — C que envia cada elemento de K a la sucesién
constante natural, esto es,
rr— 3= (z,x, )

(que es, obviamente, sucesiéon de Cauchy), entonces tenemos identificado K con un subconjunto
de C. Ademas, es facil ver que i : K — C es una inclusién (es decir, es inyectiva y respeta las
operaciones de cuerpo y preserva el valor absoluto).

Proposicién 2.2.7. El valor absoluto | | estd bien definido en K.

Demostracion. Tenemos que ver que el valor absoluto no depende del representante de las clases
escogido. Sean (a,,), (by,) € C representantes de la misma clase, esto es, (a,) = (by)+(cn), donde
(cn) € N. Utilizando lim lcn| = 0, tenemos que

n o

lim |a,| = lm |b, +¢,| < lm |by,[;
n—oo n—oo n—oo

lim |b,| = lim |a, — ¢y < lim |ay].
n—oo n—oo n—o0

Por tanto, concluimos lim |a,| = lm |by].
n—oo n—oo

Sean a,b € K con representantes (a,) y (by), respectivamente. Tenemos

la- b = lm |ap - by| = <h’m |an|) : (lim \bn|) = |af - |b]".
n—oo n—oo n—oo
Por 1ltimo, concluimos

la + b = lim |a, +b,| < Hm (Jan| + |ba]) = |a| + [b]. O
n—oo n—oo

Por dltimo, tenemos que ver que el cuerpo K, con el valor absoluto que hemos definido, es
completo. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado:

Lema 2.2.8. Sea € > 0. Dado X € K, existe un representante (x,) de su clase de equivalencia

con |xy, — x| < € para cualesquiera n,m € N.

Demostracion. Tomamos un representante cualquiera (y,) de X. Sabemos, en particular, que
(yn) es una sucesién de Cauchy. Por lo tanto, existe ny € N tal que, si n,m > ng, entonces
|y — ym| < €. Ahora definimos z,, := yp sin > ng y Tn = Yn, si n < ng. Finalmente,
considerando n,m € Ny

» sin,m > ng, entonces |z, — Tum| = |yn — Ym| < €
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» si n,m < ng, entonces |z, — x| = 0;
» sin < ng < m, entonces | Ty, — Tim| = |Yny — Ym| < €.

Obviamente (zy,) + N = (yn) + N. O
Teorema 2.2.9. FEl cuerpo K es completo con respecto a | | y K es denso en K.

Demostracion. Veamos que K es completo. Sea (Xj) una sucesién de Cauchy en K. Veamos que
converge hacia algin elemento de K. Por Lema 2.2.8, podemos escribir

X1 (1'1,1'%,1'3,.. )+N

Xo = ($%7x§7x3a" )+N

y, asi, en general,
k .k
Xk (1‘1,$2,$3,.. )+N

donde ]
[ — 2l < 2 (2.1)
para cualesquiera n,m,k € N.

Entonces consideramos la sucesién diagonal (z) y definimos X := (21,23, 23,...) + . Vamos
a ver que (Xj) converge a X.

1
Fijamos € > 0. Consideramos kg € N tal que %o < % Como la sucesién (Xj) es de Cauchy,

existe k1 € N tal que, si k,l > k1, entonces
€
‘Xk — Xl‘/ < g

Podemos ademds suponer que k1 > ko. Fijamos k > k;. Vamos a ver que | X — X|' <e.

Hay que ver que lim |mfZ — x| < e. Suponemos que n > ki, luego
n—o0

€
| Xk — Xnl < 2
3

PR € . . € .
y, asf, lim |zF, — 2™ | < -, es decir, existe mg > k; tal que |zF, — 27| < = si m > mg. En
m—00 3 3
particular,

i €

[Tmg = T < 3 (2.2)

Recordemos que hemos fijado k > k1 > kg y suponemos que n > k1. Vamos a ver que \xfl —an <
€.

1 1 1
Asi, como ki1 > kg, entonces — < — E Asi, por la desigualdad 2.1, |zF — 2k | < = < < y
k1~ ko 3 0 k3
se tiene que
1 1 €

Ahora, como n > ki, entonces por desigualdades 2.1, 2.2 y 2.3, respectivamente
k k k k
|95n_95m < ‘xn_xmo‘_'_ ’wmo —‘%’:10’+|le0 _xm

o L E L
= 37T3737°¢

Con ello, tenemos que si k > ki, entonces |ry — z|" < €, como querfamos ver.
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Veamos ahora que K es denso en K. Fijamos € > 0. Tomamos X € K. Por Lema 2.2.8, podemos
elegir un representante (x,) de X con |x,, — x,,| < € para todo n,m € N. Consideramos z; € K.
Se tiene que

li(z1) — X| = lim |z; —z,| <e. O
n—oo

Como habiamos mencionado anteriormente, el cuerpo de los niimeros p-adicos es la complecién
de Q respecto del valor absoluto | [,. Ademds, un cuerpo siempre es denso en su complecion,
por lo que podemos afirmar que, en particular, Q es denso en Q,.
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Capitulo 3

Extensiones y propiedades de valores
absolutos.

3.1. [Espacios vectoriales normados

De aqui en adelante y, salvo que se exprese lo contrario, consideramos K un cuerpo dotado de
un valor absoluto no arquimediano no trivial.

Definicion 3.1.1. Sea E un espacio vectorial sobre K. Una norma sobre E es una aplicacién
q: EF — R tal que para cada z,y € FE, A € K, se tiene

i) q(x) >

q(Ar) = [A] - q(z);

) al
i) g(z) = 0si, y solo si, z = 0,
i)

(

iv) ¢z +y) < mix(q(z), 4(y));
Habitualmente, escribiremos || || en lugar de g.

Notese la diferencia entre la definicion de norma en el caso no arquimediano y en el caso real.
Asi, en el caso no arquimediano, la norma satisface la desigualdad triangular fuerte.

Definicién 3.1.2. Un espacio normado sobre K es un par (E,| ||) donde E es un K-espacio
vectorial y || || es una norma sobre E. En general, escribiremos simplemente E.

Asi como definimos una equivalencia para valores absolutos, también lo hacemos para dos nor-
mas en el mismo espacio vectorial.

Definicién 3.1.3. Diremos que dos normas || ||1 v || |l2 de un espacio vectorial E son equiva-
lentes si existen constantes N, M > 0 tales que, para cada =z € FE, se tiene

Nlzll2 < flzfly < Mjz[l2-

Definicion 3.1.4. Sea E un espacio normado. F es un espacio de Banach sobre K si E es
completo con respecto a la métrica inducida (z,y) — ||z — y|| (z,y € E).

Un primer resultado que podemos obtener es similar a uno ya bien conocido en el caso real.
Teorema 3.1.5. Todas las normas sobre un K-espacio vectorial E de dimension finita son

equivalentes. En particular, E es un espacio de Banach con respecto a cada morma.
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3.2. Extension de valores absolutos.

Cuando se trabaja con extensiones de cuerpos, es fundamental comprender como se comportan
los valores absolutos con respecto a la inclusiéon de subcuerpos y cémo pueden ser extendidos
de manera adecuada.

Lema 3.2.1. Sea K un subcuerpo del cuerpo L. Sea | | un valor absoluto sobre K. Si z € L\K,
entonces existe un valor absoluto sobre K(z) que extiende a | |.
Demostracion. Para probar el resultado distinguimos dos casos:

- Consideramos que z no es algebraico sobre K. Entonces K(z) es isomorfo al cuerpo K(X)
de las funciones racionales sobre K. Extendemos | | a un valor absoluto | | sobre K(z)
del siguiente modo:

para f = a9+ a1 X + ... + a, X" € K[X], definimos
If" == méx{|a;| : 0 < j < n}.

Dadas f,g € K[X], comprobamos que | |' (definido como anteriormente), satisface las
propiedades de un valor absoluto no arquimediano:

o |f|">0;|f|'=0siysolosi f=0.

Como |f|" := méx{|a;| : 0 < j < n} y | | es un valor absoluto, entonces |a;| > 0
para cada j € {0,...,n}. Por tanto, |f|’ > 0. Ademds, si |f|" = 0, esto implica que
méx{|a;j| : 0 < j < n} =0y, por tanto, al ser el mdximo 0, todos los coeficientes han
de ser 0. Necesariamente f = 0.

o |f+gl" <méx(|f]',|gl")
Sean f=ag+ a1 X +...+a, X"y g=byg+ X + ... + b, X™, entonces
|f + g/ = max{|a; + bj| : 0 < j < mdx(m,n)}.
Como | | es un valor absoluto no arquimediano, sabemos que satisface
|a;j + bj| < méx(|ayl, [bs])
Entonces
If +gI" = médx{la; +bj| : 0 < j < max(m,n)}
< méx{maéx(|a;l, |b;]) : 0 < j < max(m,n)}
— i {{mix{]a,| : 0 < j < n}, {mix{|t;] : 0 < j < m}}
= max{|f[]g/'}.
o |f-gl' =119l
Sean f y g como en el apartado anterior. Entonces
F(X)-g(X)=cot+ecr X + -+ cppm X"
con ¢; = apbj +arbj_1 + -+ ajbo.

Probamos primero |f - g" < |f|" 19| :

lejl = lao-bj+ar-bj1+-- +a; bl
< méx{lag - bjl,- -+, la; - bol)}
< max{{lag| : 0 <k <n},mix{|bg] : 0 <k <m}}
= |fI"- 1ol
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Para la otra desigualdad, sean s := min{j : |a;| = |f|'},¢ := min{j : |b;| = |g|'}.
El coeficiente csy¢ de X*t! de f - g es una suma finita de elementos del tipo ab;
donde k+1 = s+1t. Sino fuese k = syl =tentonces k < s ol <ty tendriamos
lagbe] < [fI"-1g]".

Se sigue que cs4+ = agby + r donde r = Z agby, con lo que |r| < |f] - ]g|"
ktl=s+t, k#s
Como consecuencia de la desigualdad triangular fuerte (Lema 1.2.7) tenemos |cs4¢| =

lasbe + 7| = méx{|asby|, |r|} = |ashe| = |f]" - g/ Luego |f - g > |fI" - |g/'-

- Supongamos ahora que z es un elemento algebraico sobre K. Entonces la dimensién de K(z)
como K-espacio vectorial es finita. Sea ey, eg, ..., e, una base de K(z). Vamos a introducir
un “candidato” a valor absoluto en K(z).

Dado un elemento z € K(z), lo escribimos como combinacién lineal de los elementos de la
base, esto es,

a1€1 + ages + ...+ apep

y definimos
H'rHl = méx{]aﬂ, ‘042|, sy ’an’}

Asi, para z,y € K(z) y A € K tenemos
i) ||z]|1 > 0;||z|l1 = 0 siy solo si z = 0;
i) [[Azl[y = [A -l
iii) [ + yll < méx([|z(|1, [yll)-

Es facil comprobar que || || tiene las propiedades de una norma, pero no podemos afirmar
aun que se trate de un valor absoluto en K(z). De hecho, no lo sera:

Siz =), aie;, y =) " Bje; con los coeficientes a;, B; en K, entonces

eyl = > aiBieie;|| < rr;a}xlai! 185l lleiejll < Cllzll [yl
i,j 1 ’

donde C := max; j |le; e;]|1.

A partir de || ||;, definimos una nueva aplicacién || ||, : K(z) — R como

[zll2 == C - [z, (x € K(2)).

Vemos que i), ii), iii) siguen siendo vélidas para || ||2 y ademds se cumple que

iv) flzylle < [[zfl2 - [yl (z,y € K(2)).

Sin embargo, esto no nos garantiza atin que || ||2 sea un valor absoluto en K(z), ya que
en iv) podria no darse la igualdad.

Para introducir la iltima modificacién en la definicion de esta norma, definimos v :

K(z) — R como
v(z) = T {/[a e

Por iv), [|z™]|2 < [|z]|5, luego v(z) < ||z|, para todo = € K y, al tomar valores en R,
comprobamos que v estd bien definida. De hecho, v cumple las siguientes propiedades:
para todo z,y € K(2), A € K,
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L () = limyosoo /o2 = inf /a2

2. 0 <v(z) < |z|2 (como ya hemos visto);
3. v(
4. v(
5. v(1) = 1;
6. v
7

. v(142) <max(1,v(x)).

A partir de estas propiedades, encontraremos el valor absoluto con las propiedades que
nos interesen.

Para ello, consideramos ahora S como el conjunto de todas las funciones v : K(z) — R
cumpliendo las propiedades (2) — (7) anteriores. Acabamos de ver que S es no vacio.

En este conjunto S, introduciremos un orden parcial < en los siguientes términos: dados
vi,v9 € S, escribiremos vy < vy si v1(x) < vo(x) para cada x € K(z).

A continuacién, utilizaremos el lema de Zorn para ver que el conjunto S tiene elemento
minimal. Para ello, notemos que si (v))xen €s una cadena descendente, entonces existe

R(x) = inf{vy(z) : vx € (Vp),.,) = 0. Asi, podemos definir la aplicacién

R: K(z) —R
xr — R(x),

que, con una simple comprobacion, se ve que es de nuevo un elemento de S.
Por el lema de Zorn, podemos concluir que S tiene elemento minimal 7.

Vamos a probar que dicho elemento minimal es un valor absoluto sobre K(z) que extiende
a | |. En primer lugar, teniendo en cuenta que 7 es un elemento de & vemos que, por la
propiedad (3),

7(0) = (0] 7(0) = 0

y, por otra parte, usando las propiedades (4) y (5), tenemos que, si z € K(z)\ {0}, entonces

1=7(1) = 7(zz™h
< 7(x)r(z7Y),

con lo cual 7(z) > 0.

A continuacién, vamos a probar la igualdad en el producto. Sean x,a € K(z),a # 0. A
partir de la cadena de desigualdades

7(x) > 7(az)m(a) "t > 7(a®z)T(a) 2> ...

-n

definimos p(z) := lim 7(a"z)7(a)™ = fanT(anCL‘)T(a)_n, que existe para cada z € K(z).
n— 00 ne

Ademds, por definicién, p < 7, y se comprueba facilmente que p satisface las propiedades
(2) — (7), con lo que p € S.

Como 7 es un elemento minimal de Sy p < 7, ha de ser p = 7. Esto es, 7(z) = 7(az)7(a)~*
para cada z € K(z). Como a es arbitrario, tenemos que

T(zy) = 7(z)7(y)
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para cualesquiera z,y € K(z).
Para la prueba de la desigualdad triangular fuerte, utilizando la propiedad (7) tenemos
r(z+y) =7zl +2) =7@)r(1 +2 1)
< 7(z) max(1, (27 1y)) = max(r(z), 7(2)7(z""y))
= méx(7(z), 7(y))-

1

Asi, hemos visto que 7 satisface las propiedades de un valor absoluto. Concluimos, por
tanto, que 7 es un valor absoluto sobre K(z) que extiende a | |. O

Teorema 3.2.2 (Teorema de existencia de Krull). Sea K un subcuerpo del cuerpo L. Sea | |k
un valor absoluto sobre K. Entonces eziste un valor absoluto sobre L que extiende a | |k.

Demostracion. Consideramos la familia
F={K,| |g):KCK CL, K es cuerpoy | |g es un valor absoluto que extiende a | |x}.

Tenemos que
1. F # 0 porque (K,| |g) € F.

2. En F damos un orden: (Ki,| |g,) < (Kg,| |k,) si y solo si K; € Ky y | |k, es una
extensién de | |k, . Se trata de un orden parcial en F. Veamos que cumple las propiedades
que lo determinan:

- Reflexiva: es claro que (K,| |g) < (K,| |gk) yaque KC Ky | |k extiende a | |k.

- Antisimétrica: si (K, | |g,) < (Ko, | |xy) v (Ko, | |x,) < (Ki,| |g,), entonces se
tienen las inclusiones K; C Ky y Ko C K; respectivamente, luego K; = Ks. Como
ademds | |g, extiende a | |k, ¥ | |k, extiende a | |k,, se concluye | |xk, = | |k,-
Con ello, (K17| ‘Kl) = (K%‘ ’Kz)

- Transitiva: si (Ky,| |g,) < (Ko, | |g,)y (Ko,| |g,) < (Ks,| |ks), entonces K; C Ko
v Ko C K3, y asi Ky C K3. Ademds, como | |2 extiende a | |1 y| |3 extiendea| |2,
entonces | |3 extiende a | |;. Por tanto, se tiene que (Ki,| |g,) < (Ks,| |ks)-

3. Suponemos que tenemos una cadena ascendente (Ky,| |k,)ren en F. Veamos que tiene
una cota superior. Llamamos
Ko := U Ky C L.
AEA

En primer lugar, Kg es cuerpo:

- Dados z,y € Ky existen Aj, Ay respectivamente, tales que € Ky, ey € K,. Ademas,
o bien Ky, C K, o K, C Ky, (suponemos Ky, C K,,. Por tanto, es claro que

z+yeKy,, z yeckKy,

con lo que z + vy y x -y pertenecen a Ky = U/\eA K.

- Dado = € K, existe un A tal que = € Ky. Como K} es cuerpo, entonces 2! € K} ,
con ello, como K, C Ky se tiene que 27! € K.

Ademads, nétese que si (Kq, | |r.) < (Kg,| |k,) entonces |z|k, = |7|k, para cada x € K,.
De este modo, tenemos definido un 4nico valor absoluto en Ky que es extensién de | |k.
Asi, (Ko, | |g,) € F vy, con ello, (Ko,| |g,) es cota superior de la cadena. Por el lema de

Zorn, concluimos que existe al menos un elemento maximal en F. Veamos que cualquier
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elemento maximal se basa en el cuerpo L, es decir, es de la forma (L,| |L) donde | | es
un valor absoluto sobre L que extiende a | |k.

Suponemos que existe un elemento maximal (L',| |p/) basado en un cuerpo L' # L.
Tomamos z € L\ . Con ello, " C I'(z). Por Lema 3.2.1, existe una extensién | |[p(.)
de | |1 a L'(2). Ademds, K C L'(2) C L y | | () es una extensién de | [g (por serlo
| [). As (L'(2),| |w()) € Fy, ademas, (I',] |or) < (I'(2),] |r/(z)), lo cual contradice
el hecho de que (L',| |L/) sea maximal. O

3.3. Unicidad de la extension de valores absolutos.

En esta seccién estableceremos condiciones que garanticen la unicidad de la extensién de un
valor absoluto.

Teorema 3.3.1. Sea K completo y sea . una extension algebraica de K. Entonces eriste un
inico valor absoluto | | sobre L que extiende el valor absoluto | | sobre K. De hecho, si || ||
es una norma arbitraria sobre el K-espacio vectorial I, entonces

2 = tim /T, (xeL).

Demostracion. Para ver la unicidad, supongamos que existen dos valores absolutos sobre L, | |1
y | |2 que extienden a | |. Veamos que, necesariamente, ha de ser | |1 = | |2. Consideramos
| |1y ]| |2 como normas en L, tomado como espacio vectorial sobre K. Fijamos z € L\ K y
vamos a probar que |z|; = |z|2.

Obviamente, K(z) es un espacio vectorial finito-dimensional sobre K, y por Teorema 3.1.5, las
normas | |1 y | |2 restringidas a K(z) son equivalentes. Por ello, existen constantes positivas
N, M tales que si y € K(x), entonces

Nlylz < lylr < Mlyla.
En particular, para cada n € N, tenemos que
Nlz|2" < [z[i" < M|z|2"
y, tomando raices n-ésimas, obtenemos que
VN|zlp < |zli < VM|zlo.
Asi, tomando limites cuando n tiende a infinito, concluimos
|zl = |zl2.

Para probar la segunda parte, sea || || una norma arbitraria sobre L. Fijamos z € L \ K. Las
siguientes propiedades se recogen en la prueba de Lema 3.2.1 (cuya notacién seguimos aqui):

i) Existe una constante positiva C tal que ||zy|| < C'||z]| ||y|| para cada z,y € K(z).

ii) Sea ||z, := C'||z||, con z € K(z). Entonces la funcién v : K(z) — R definida como

R g n n _ Z. n n
v(a) = 1im {flan], = tm /]

existe y es un elemento de S.

iii) Sea 7 elemento minimal de S. Entonces 7 < v y 7 es un valor absoluto sobre K(z) que
extiende el de K.
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Por la primera parte de la demostraciéon, sabemos que solo existe un valor absoluto | | sobre
K(z) que extiende al de K. Por tanto, ha de ser 7 =| |.

Ahora, por una parte, para cada x € K(z) tenemos que, por definicién, [|z"[2 = C|lz"| <

C™||z||™, con lo cual
Viar(ls < Cllzll = llz|2

y, asi
v(z) < [zl
y, por lo tanto,

2] = 7(2) <v(z) <2y = Ol

Por otra parte, como | | y || || son dos normas sobre K(z), sabemos que son equivalentes
(usando de nuevo Teorema 3.1.5), luego existe una constante C tal que, si z € K(z),

Cllz| < Cilxl.

Asi, para cada n € N tenemos que |z"| < v(z") < Ci|z"|. Utilizando la multiplicatividad de
potencias de v y tomando raices n-ésimas tenemos que

[ < v(z) = lim {/Clla"] < lim 3/Cilz| = |a].

n—00

Se sigue que v = | | en K(z) (donde z es arbitrario) y el teorema queda probado. O

3.4. Grupo de valores y cuerpo residual

Comenzamos recordando que B(a,r) y B(a,r) son respectivamente las bolas abierta y cerrada
de centro a y radio r.

Proposicién 3.4.1. B(0,1) es un subanillo de K. B(0,1) es el tinico ideal maximal de B(0,1).

Demostracién. Veamos que B(0,1) es cerrado para la suma, el producto y los opuestos en K.

Siz,y € B(0,1) = {2z € K:|z| < 1}, entonces
[z +y| < méx(|z], [y[) <1,

luego = +y € B(0,1).

Por otro lado,
lzy| = |zlly| <1,

luego xy € B(0,1).
Por otra parte, si x € B(0,1), entonces | — x| = |z| y, asf, —z € B(0,1).

Razonando de manera andloga, podemos ver que B(0,1) es anillo. Veamos ahora que es ideal
maximal de B(0,1).

Si z € B(0,1), y € B(0,1), entonces |zy| = |z||ly| < 1, por lo que zy € B(0,1). Como
B(0,1)\B(0,1) son exactamente los elementos invertibles de B(0,1), se concluye que B(0,1) es
el tnico ideal maximal de B(0, 1). O

Esta tltima proposicién nos deja un resultado muy interesante, puesto que al ser B(0, 1) anillo y

B(0,1) ideal maximal de este, tenemos que B(0,1),/B(0, 1) es cuerpo. A partir de esto, podemos
introducir las siguientes definiciones:
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Definicion 3.4.2. Llamamos cuerpo residual de K a

k:=B(0,1)/B(0,1)={zeK:|z| <1} {r e K: |z| < 1}.

Ejemplo 3.4.3. Veamos que el cuerpo residual de Q, es Z, pZ, = F,, esto es, el cuerpo de p
elementos.

Sabemos que el cuerpo residual es el cociente de la bola cerrada B(0,1) con la bola abierta
B(0,1). Como en @, la bola unidad cerrada es exactamente Z, y la bola unidad abierta es pZ,,
consideraremos el cociente Z, pZ,. Los elementos de este cociente son clases de equivalencia
de la forma [z] donde x € Z),.

Cada = € Zj, puede ser escrito como = = ag + a1 - p+ as -p?,--- donde a; € {0,1,...,p—1}. La
clase de equivalencia de [z] en Z, pZ, depende solo del coeficiente ag. Esto es, [z] = [ao].

Consideramos la aplicacién ¢ : Z,, — ), que lleva cada entero p-ddico x = ag+a1-p+az p2
a ag. El nicleo de ¢ es exactamente pZ,, ya que = 0(mod p) inicamente cuando ag = 0. Como
ademads ¢ es sobreyectivo y tiene exactamente p elementos, por el primer teorema de isomorfia,
podemos concluir

Ly Ly = Ty,
Definicién 3.4.4. Sea K* := {z € K : = # 0}. El grupo de valores de K es el subgrupo
IK*| := {|z| : € K*} del grupo multiplicativo de los niimeros reales positivos.
Veamos un ejemplo para mayor claridad:

- Si consideramos Q (o, més en general, Q) con el valor absoluto p-adico, entonces el grupo
de valores es |Q*| = |Qp| = {p" : n € Z}.

Definicion 3.4.5. Un valor absoluto sobre K es discreto si 1 no es punto de acumulacién del
grupo de valor |K*|. En otro caso, se dice que el valor absoluto es denso.

Como consecuencia, si el valor absoluto es discreto, existe max |K*| N (0,1) y es, obviamente,
un numero estrictamente menor que 1.

3.5. El valor absoluto sobre la clausura algebraica.

En este capitulo veremos algunas propiedades de los valores absolutos sobre la clausura alge-
braica de un cuerpo K completo. Denotaremos la clausura algebraica de K por K¢,

Teorema 3.5.1. Sea K completo. Entonces el valor absoluto sobre K puede extenderse de una

unica manera a un valor absoluto sobre K2.

Demostracion. Sea x € K* \ K. Entonces existe una extension algebraica L; de K con z € L.
Por Teorema 3.3.1, sabemos que existe una unica extensién | |1, de | |k a Li. Asi, podemos
definir

|z|ke == |zlL, -

Si ahora tomamos otra extension algebraica Ly de K con x € Lo, también podemos considerar
la dnica extensién |z|p,nr, @ la interseccion.

Por el teorema de unicidad visto en la seccién 3.3, ha de ser
|, = [#LinLe,

es decir, |x|gae estd univocamente definido. O
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Teorema 3.5.2. El cuerpo residual k* de K* coincide con la clausura algebraica de k. Por otra
parte, el grupo de valores |(K*)*| satisface

|(K*)*| = {r € (0,00) : "™ € |K*| para algin m € N}.
Demostracion. Para ver que k% es la clausura algebraica de k, tenemos que ver que k% es una
extension algebraica de k y que, ademds, es algebraicamente cerrada.

Para ver que k® es algebraica sobre k, veamos que, dado un elemento z de k%, existe un polinomio
no nulo con coeficientes en k que tiene a x como raiz.

Por Definicién 3.4.2, dado = € k%, existe un y € K?, con |y| < 1, tal que § = x y, por ello,
existen ag, a1, - ,a, € K tales que

aptary+---+any” =0
con algin a; # 0.
Multiplicando por una constante adecuada, podemos suponer max |a;| = 1, luego
ap+mX + - +a, X" € k[X]

es distinto de cero y tiene a & como raiz. Asi x es algebraico, como queriamos ver.

A continuacién, vamos a ver que k% es algebraicamente cerrado. Para ello, tomamos un polinomio
ménico f =ap+ a1 X + -+ a,_ 1 X" 1+ X" en k%[ X] y vamos a probar que f tiene una raiz
en k%

En primer lugar, existen bg, by, -« , b, € K%, con |b;j| < 1 para cada j y tales que b; = a; para
7=0,1,--- ,n— 1y, en particular, b, = 1.

El polinomio F' := by + 01 X + --- + b, X" € K*[X] tiene una raiz 6 en K*. Si fuera |0| > 1,
teniendo en cuenta que |bj| < 1 para cada j, tendrfamos que

si j # n, entonces |b;67] < |0"].

Con ello, '
lbo + 010 + - - - + b,0"| = méax |b;0’| = |0]" # 0.
J

Por tanto, ha de ser |§] < 1y, con ello, by + b1 0 + -+ b, 6" = 0.
Esto es, 0 es una raiz de f.

Concluimos, tras ver que k% es una extensién algebraica y algebraicamente cerrada de k, que
k? es la clausura algebraica de k.

Veamos ahora que
|(K*)*| = {r € (0,00) : ™ € |K*| para algin m € N}.

Lo probaremos por doble inclusion.

Sea z € K®\ K un elemento cualquiera que satisface

Z akxk =0,

donde cada ar €e Ky n > 2.
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Han de existir indices 4,j con i > j tales que |a;x'| = |aja’| # 0, pues, en caso contrario, se

tendria que
n
Zakxk = max{|a||[z¥] : 0 <k <n} #0.

k=0
Por tanto, como |a;x!| = |a;z7| # 0, entonces si llamamos m :=i — j,
0
mo__ J *
|lz|™ == € [K*],
i
1
con lo que |z| = ‘%’m, y concluimos la primera inclusién. Reciprocamente, dados m € N y
T
r € |K*|, y tomando a € K tal que |a| = r, existe + € K* de manera que 2™ = a. Luego,

concluimos

lz| = X/|a| = */r. O
Corolario 3.5.3. El cuerpo de residuos de K* es infinito.

Demostracion. Se debe a que todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito. Vedmoslo.

1 € K®. Tenemos que para cada n € N, existen n raices diferentes oy, s, - - , ay, de la unidad,
esto es,
n
(@"—1) =[] - ai).
a;

La unién de todas las raices m-ésimas de la unidad constituyen un subconjunto infinito de
Ke. O

Corolario 3.5.4. El cuerpo de residuos de Q) es la clausura algebraica del cuerpo de p elemen-
tos.

Demostracion. Por Teorema 3.5.2, sabemos que el cuerpo residual k® de K coincide con la
clausura algebraica de k. Teniendo en cuenta Ejemplo 3.4.3 el cuerpo residual de Q) coincide
con la clausura algebraica del cuerpo de p elementos. ]

Corolario 3.5.5. El grupo de valores de Qf es {p" : v € Q}.

Demostracion. Esinmediato a partir de Teorema 3.5.2. En particular, como |Q;| ={p":ne’l}
tenemos

[(Qp)*] = {r € (0,00) : 7™ = p" para algunos n,m € Z\ {0}}
:{p%:m,neZ}. O

Observacién 3.5.6. Dada la densidad de Q en R, podemos ver que [(Q)*| es denso en [0, 00).
Maés en general: se puede probar que |K*| es denso en [0, 00) para cualquier K completo.

La prueba del siguiente teorema nos muestra cémo podemos resolver ciertos problemas analiticos
sobre K fijandonos en lo que ocurre en K.

Teorema 3.5.7. Sea K completo y sea f: K — K una funcién polindmica no constante.

i) Si (\n) es una sucesion en K tal que lim, o | f(An)| = 0, entonces existe una subsucesion
de (A\n) que converge a una raiz de f.
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it) St X C K es cerrado, entonces f(X) es cerrado.

iii) Si X C K es compacto, entonces f~1(X) es compacto.

Demostracion.

i)

ii)

iii)

Existen o, - -+ , o, € K tales que f(z) = a(z —a1)(z—a2) - - (z — ay), para algin a # 0.

Si existe € > 0 tal que |\; — ax| > € para cualesquiera j y k, entonces |f();)| > |ale”, con
lo cual limy, 0 | f(An)| no puede ser 0.

Por lo tanto, existe una subsucesién de () que converge a algin «,,. Como K es completo,
entonces «,, € K.

Para ver que, si X es cerrado, entonces f(X) también lo es, tomamos una sucesion (p,,)
en f(X) convergente a p € K y vamos a probar que p € f(X).

Como cada u, € f(X), para cada n existe un \, € X tal que f(\,) = u,. Esto es,

tenemos que la sucesién (\,) en X satisface f(\,) = p, para todo n € N.

Ahora definimos g := f — p. Se tiene que lim g(\,) = 0 y, por i), existe una sucesién

n—oo

(An) en K tal que (\,) converge a un cierto A que, por ser X cerrado, pertenece a X.

De este modo, como f es continua, lim f(An) = f(X), es decir, concluimos que f(\) = p,
n (o.@)

esto es, u € f(X).

Supongamos ahora que X es compacto. Vamos a ver que f~1(X) es compacto. Para ello
haremos uso del resultado que establece que un subconjunto de un espacio métrico es
compacto si y solo si toda sucesién en dicho subconjunto admite una subsucesién con
limite en el propio subconjunto (véase Teorema 7.2.3 en [1]).

Fiijamos una sucesién (\,) en f~!(X). Probaremos que existe una subsucesién de ()
convergente a un cierto A € f~1(X).

Por una parte, llamamos u, := f()\,) para cada n € N. As{ tenemos la sucesién (p,) en
el compacto X, y ha de existir una subsucesion convergente a un punto p € X. Para no
complicar la notacién, suponemos que la propia sucesién (u,,) es convergente a p € X.

Ahora tomamos g := f — u. Como

lim g()‘n) = lim pp —p =0,
n—o0

n—o0

concluimos por i) que (A\,) admite una subsucesién convergente. O

Volviendo al tema principal de esta seccién, para cada K completo hemos encontrado un cuerpo
algebraicamente cerrado K* O K. Sin embargo, nos preguntamos si este cuerpo es completo
siempre. Veamos que no es cierto cuando K = Q,,.

Teorema 3.5.8. La clausura algebraica Q) de Q, no es completa.

Demostracion. Para cada n € N, consideramos el conjunto

Hy = {x € Q} : dim Qp(x) < n},

donde Qp(z) denota el subcuerpo més pequenio de Q, que contiene a Q, y a z, y donde
dim Qp(z) es la dimensién de Q,(x) como Qp-espacio vectorial.
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Claramente, tenemos Hy C Hy C --- y UHn = Q.
n

Presentamos la demostracién dividida en varios pasos:

i)

i)

Veamos que H,, es cerrado para cada n € N.

Para ello, fijamos n y consideramos una sucesién (z;) en H, convergente a un punto
r € Q. Hay que probar que x € H,,.

Para cada i, existen af,a,---,a’_, € Q, tales que max; |a§- lp = 1 (con lo cual cada
aj € L), y

ap + aj@i+ -+ ap_qap T =0
(véase Teorema VII.1.3 en [2]). Por ello, existe un jo € {0,--- ,n — 1} tal que ]a§0|p =1
para infinitos ¢ € N. Tomando una subsucesion si es necesario, podemos suponer que
|a§-0\ =1 para todo ¢ € N.

Como Z, es compacto, podemos asumir (tomando una subsucesién adecuada) que, para
]20717”'7”’_17 )
a; := lim o
J i—oo 7

existe en Z,. Ademds,|aj,| = lim|aj | = 1, con lo que méx{|a;[, : 0 < j < n -1} =1,

luego no todos los a; son nulos. Por otra parte, tenemos que

V= lm (a) + alx +---+ai_j2" 1) =0.

ap+ax+- a1z = n—1
1—00

Por tanto, x es raiz de un polinomio de grado a lo sumo n — 1 con coeficientes en Q,,
luego z € Qf y dim Q,(x) < n, esto es, v € H,.

Concluimos asi que cada H,, es cerrado.
Veamos ahora que Hy # Qf para cada n € N.
Vamos a demostrar que, para cada m € N, existe x € Qj tal que la dimensién de Qp(z)

como Q,-espacio vectorial es mayor o igual que m.

Elegimos z € Q) tal que 2™ = p. Vamos a probar que 1,z,--- ,z™! son linealmente
independientes. Para ello, tomamos una combinacién lineal

ag+ a1+ -+ am_rz™ L,
donde cada a; € Q.

Utilizando que |z| = %/p~!, tenemos que, si i < j, entonces

L 1
|$J Z‘ = S5
p m
con lo cual |27~ ¢ Q).
. . a; T .
Por ello, si a; # 0,a; # 0, con i # j, entonces |—| # |—|, es decir,
aj Xy

laia] # laga).
Se sigue que
lag + a1 + - -+ + am_12™ | = méx{|a;[p|2?] : 0 < j <m —1} #0.

Asf tenemos que, los elementos 1,z,--- , 2™ ! son linealmente independientes sobre Qp.

Por tanto, dim Q,(z) > m, como queriamos ver.
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iii) A continuacion, vamos a ver que Hy, + H,, C Hyy, con n,m € N.

Sean x € H,, y € Hy,. Segin la prueba de Teorema VII.1.4 de [2], el espacio vectorial
Qp(z,y) tiene como base los elementos de la forma «;3;, donde {a1,...,a,} es base de

Qp(z) sobre Qp y {B1,...,Bm} es base de Qp(z,y) sobre Qp(z).
Asi, dim Qp(z +y) < dim Qp(x,y) < n-m. Esto es, z +y € Hyp,.
iv) Finalmente, vamos a probar que Qp no es completo.
Procederemos por reduccion al absurdo: suponemos que Q es completo.

Vamos a aplicar el teorema de la categoria de Baire a Qp. Este teorema dice que si un
espacio métrico completo es la unién numerable de conjuntos cerrados, entonces al menos
uno de esos conjuntos contiene una bola.

Teniendo en cuenta que estamos suponiendo que @} es completo, que cada Hy, es cerrado

y que U H, = Qg, podemos aplicar dicho teorema. Entonces, algin H,, contendria una

bola denla forma
B(b,e) :={z € Q) :|r—bl <€}

para algiun € > 0 y algun b € Qj.

Ahora, dado s € Q%\ {0}, |s| < ¢, tenemos que s+b € B(b,€) C Hy, luego s = (s+b)—b €
H, + H, C Hyp.

Esto implica que cualquier multiplo de s pertenece a H,2 y, asi, Q C H,2. Como cada
H, C Qj por definicién, en particular, H,> C Q. Por tanto, tendriamos que Qp = H,2,
en contradiccién con lo probado en ii). Concluimos que Q} no puede ser completo. ]

Corolario 3.5.9. Q) es un espacio vectorial de dimension infinita sobre Qp. Q, y R como
cuerpos no son 1somorfos.

Demostracion. La primera parte es clara a partir del teorema anterior (para detalles, véase
la prueba del mismo): si Qj tuviese dimension finita sobre @, podemos encontrar una base
z1,.. .,z de Qf como espacio vectorial sobre Q). Asi, cada z; € Hy, := {z € Qp 1 dim@Q, < n;}.
Tomamos ng := max{ni,...,nx} y tenemos que x; € Hy,, y, por tanto, Qp C Hp,. Sin embargo,
por el apartado ii) de la demostracién anterior sabemos que eso es imposible. Concluimos que
Q, es infinito-dimensional sobre Q.

Para ver que Q, y R como cuerpos no son isomorfos, basta observar que R* es finito-dimensional
sobre R, lo que es evidente (puesto que R? = C y su dimensién sobre R es 2). ]

3.6. Complecion de la clausura algebraica. El cuerpo C,.

La clausura algebraica de K puede no ser completa, pero gracias al siguiente resultado, es 1til
trabajar con su complecién.

Lema 3.6.1. Sixo € K\ {0} y x € B(zo, |zo|) entonces |x| = |zo|.
Demostracion. Partimos de la hip6tesis inicial |z — xg| < |z¢|, entonces
|lz| = |(z = x0) + 20| = méx{[z — @0, |zo} = |xo|. O
Teorema 3.6.2. La complecion de la clausura algebraica de K es algebraicamete cerrada.
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Demostracion. Denotamos por Ko la complecion de K. Queremos probar que cada polinomio
moénico
f=a+a X+ +ap X"+ X"
(donde cada a; € ]I/@, n € N), tiene una raiz en Ko,
Como K es denso en ]I@, para cada j € {0,1,...,n}, podemos tomar a;; € K* tal que |a;; —a;| <
1
—, con |a;j| = |a;| para i =1,2,... (esto es posible por Lema 3.6.1).
i
Entonces, como K¢ es algebraicamente cerrado, el polinomio
fir=mapn+apnX+---+X" e KG[X]
tiene una raiz \; en K.

Por tanto, por ser \; raiz,
-1
aip +anXi + -+ aip N+ N =0,
esto es,

-1
A= —aio —aa A — o — A1 A"
-1
= —(aip+ani+- -+ ap1N").

Teniendo esto en cuenta y tomando valores absolutos, tenemos que
INl™ = | = (aio + an i+ + @i A" T] < méx{lag [P 10 <5 <n— 1}
Aqui se tiene que
|Ail™* < ag — [Ai] < V/laol;
A" < arhi] — Al £ "/
Al < agldi| — [Nl £ "V ]azl.
Por tanto,

| < max(c/\ad, "~Ylan, - - - ,\an_ly) —c

Como f;(A;) = 0, podemos escribir

FOD] = 1F) = L] =D (a; — aip)A?

7=0
L 12 "
S gmax(1)|)\1|)|)\l| y T 7|)\Z‘ )

1
= -—max(l,c")
i

y se sigue que lim;_, |f(A;)] = 0.

De este modo, tenemos una sucesién (\;) en K¢ tal que lfm;_o0 |f(Ai)] = 0. Concluimos, por
Teorema 3.5.7, que existe una subsucesién que converge a una raiz de f en K@. ]
Escribiremos C,, para denotar a la complecién de la clausura algebraica de Q.

Corolario 3.6.3. La complecion C, de la clausura algebraica de Q) tiene las siguientes propie-

dades:
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i) C, es algebraicamente cerrada.

ii) C, es separable.

iii) Cp, no es localmente compacto.

iv) El grupo de valores de Cp, es {p" : r € Q}.

v) El cuerpo de residuos de C, es la clausura algebraica del cuerpo de p elementos.

vi) C, es infinito dimensional como Qp-espacio vectorial.

Demostracion.

i)
ii)

iii)

iv)

Es el teorema anterior.
Lo veremos en el capitulo siguiente.

Veamos que la bola unidad cerrada B(0,1) de centro 0 y radio 1 no es compacto. Para
ello, basta ver que existe una sucesién sin ninguna subsucesién convergente.

1—n
Sabemos que, para cada n € N, existe un z,, € C, con |z,| =p = . Como |z,| <1 para
cada n, entonces la sucesién (x,,) estd en B(0,1).

Se tiene que, para n € N,
n—1 n

<
n n+1

(ya que n? — 1 < n?). Con ello, como p > 1,

n—1 _n_
pT < pn+1

y, asi,
1 1
n—1 _n_»
p n pn+1
es decir, |x,| > |Tn41|. De este modo, la sucesion (|x,,|) es estrictamente decreciente.
, , 1 1
Ademas, |z,| > limy 0o ——— = —.
p n p

Por otra parte, |z,| # |zm| si n # m, luego
, 1
|Tn — T | = méx{|z,], |zm|} > b

Asi, no hay ninguna subsucesiéon de Cauchy (ni por tanto convergente).
Obviamente |(Q3)*| C |C;], y, por Corolario 3.5.5, [(Qg)*| = {p" : r € Q}.

Ahora, sea x € Cj. Asi, existe una sucesién (z,) en Qf que converge a x, es decir,
lim;, o0 |z — 25| = 0. Obviamente, existe ng € N con |z — zp,| < |z|.

Con ello, |z| = |zp,| € {p" : 7 € Q}.

Por Corolario 3.5.4, sabemos que el cuerpo residual de Qj coincide con la clausura alge-
braica del cuerpo de p elementos.

B

Consideramos k&» = (0,1),7B%(0,1). Vamos a establecer un isomorfismo de cuerpos

i kS — k&,

Como @ es denso en Cp, dado = € B (0,1) existe un z, € Qp con |x — z;| < 1. Asi
x+ B%(0,1) = 2z, + B%(0,1).
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vi)

Definimos i(z, + B®?) := 2, + BQZ(O, 1).

Es claro que i es suprayectiva, pues dado z, + B (0,1) € k@ se tiene que Zy + BCP(O, 1)
satisface i(z, + B%(0,1)) = z, + B%(0,1).

Por otro lado, veamos que i también es inyectiva. Tenemos que (1 + B%(0,1)) = 1 +
B%(0,1); y si existe a + B%(0,1) tal que i(a + B®(0,1)) = 1 4+ B%(0,1) entonces
la — 1| < 1. Esto es, a + B®(0,1) = 1 + B%(0,1).

Por tanto, i es biyectiva y, con ello, i es isomorfismo.

Sea n € N. Vamos a encontrar n vectores linealmente independientes en C,,.

Sean 1, x2, ..., %, € C, tales que |z;| = pi+T para cada j. Consideramos una combinacién
lineal en @, de estos elementos, esto es,

Q1T + aex + - + apTy

donde a1, o, ..., an € Q, satisfacen |a;| = p™ con cada n; € Z.
Ahora bien, si
o121 + aoxg + -+ apxy =0,

entonces existen i,j, con i # j, tales que |oyz;| = |oyx;|, pues, en caso contrario,
tendriamos que

laizy + aozo + -+ - + apry| = méx{|ajz;| 1 1 < j <n} #0.

Por tanto, como |a;x;| = |ajx;|, entonces
1 1
n;+-—— n;+-—
D LIRS =p J J+17

esto es,

n; + n; +

A )
1
i+1 41

Asi, se concluye que C,, es infinito dimensional como Q,-espacio vectorial. O

es decir, € 7Z, lo cual es absurdo.

+
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Capitulo 4
Los complejos p-adicos.

Gracias a lo visto en el capitulo anterior, hemos podido definir el cuerpo complejo p-ddico como
Cp :=Qf. A continuacion, estudiaremos algunos resultados interesantes.

Para empezar, vamos a comparar C, con la clausura algebraica de R a través de dos propiedades:
la separabilidad y el comportamiento de la interseccién de bolas encajadas.

4.1. Separabilidad de C,.

En primer lugar, vemos que, al igual que en el caso arquimediano, el cuerpo complejo p-adico
es separable.

Para probar esta propiedad haremos uso del siguiente resultado:

Lema 4.1.1. Sean f(z)=ap+a1-x+---+ap-2" yg(x) =by+by-x+---+by-z" funciones
polinomicas sobre K* con ay,b, # 0. Supongamos que |a; — b;| < § para cada j = 0,...,n.
Entonces, si xg es una raiz de f, existe una raiz yoy de g con

o
|zo — yo| < € := | — max{1,|zo|}.
|bn|
Demostracion. En primer lugar, tenemos que
l9(w0) = f(zo)| = |(bo—ao) + (b1 —a1) - @o + -+ + (bn — an) - 20"
S max ’bj — aj|]a;0|j

0<j<n
< dméax{l, |xo|"}.

Por otra parte, f(xg) =0y, con ello, |g(zo) — f(x0)| = |g(x0)|. O sea,

l9(z0)| < dmax{1, |zo["}.

A continuacién, podemos escribir g(z) como
9(x) = bn(x = p1) -+ (& = Bn),

y queremos probar que existe j con |zg — 3] < e. Supongamos por el contrario que |zg — ;| > €
para cada j € {1,...,n}.
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Tendremos entonces que

l9(z0)| = [bnllzo = Bi] -+ |20 — Bnl > [bnle”.
Asi, obtendremos
[bn€" <[g(zo)| < 6 max{1, |zo["},

con lo que

y asi llegamos a una contradiccién. O
Proposicion 4.1.2. El cuerpo Q) es un espacio métrico separable.

Demostracion. Tenemos que probar que existe un subconjunto de Q) que es denso y numerable.

Dado z € Qp, consideramos f su polinomio minimo sobre Q). Por la densidad de Q en @,
podemos considerar una sucesion (g,) de polinomios en Q con el mismo grado de f y tal que
gn — f coeficiente a coeficiente.

Como f(x) = 0, por Lema 4.1.1 z ha de ser un limite de raices x,, de los polinomios g, que
estan en Q%.

Por tanto, Q" en denso en Qj. Ademds, dado un polinomio de grado n € N con coeficientes en
Q, tiene a lo sumo n raices en Q%. Por otra parte, para cada n € N, hay un nimero contable de
polinomios de grado n en Q(z), con un nimero contable de raices en Q%. Concluimos que Q°
es contable. O

Ahora, a partir de la separabilidad de @}, podemos demostrar la del cuerpo complejo p-adico.

Teorema 4.1.3. El cuerpo C, es un espacio métrico separable.

Demostracion. Tenemos que probar que existe un subconjunto de C,, que es denso y numerable.

Por Proposicién 4.1.2, sabemos que el cuerpo Qj es un espacio métrico separable. Ademds, por
definicién de complecién, Qj es denso en C,,.

Ahora, cualquier subconjunto denso numerable de Qj serd autométicamente denso en C,. Un
ejemplo de tal subconjunto es Q, el cual es numerable y denso en Q3.

Por lo tanto, podemos concluir que C, es separable. O

4.2. Interseccién de bolas encajadas en C,.

Seguidamente, estudiaremos la segunda propiedad mencionada anterioremente. Como C es lo-
calmente compacto, la interseccién de una cadena de bolas cerradas encajadas es siempre no
vacia. Estudiamos este fenémeno en el caso p-adico.

Para poder probarlo, introducimos antes los siguientes resultados y definciones que nos seran
de gran utilidad:

Definicién 4.2.1. Un espacio ultramétrico (X, d) (o simplemente X) es un espacio métrico en
el cual la distancia satisface la desigualdad triangular fuerte, esto es,

d(z,y) < méx(d(z,z),d(z,y))

para todo z,y, z € X.
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En particular, si consideramos la métrica inducida por el valor absoluto, todo cuerpo no arqui-
mediano es un espacio ultramétrico.

Definicion 4.2.2. Un espacio ultramétrico X es esféricamente completo si cualquier sucesién
decreciente de bolas cerradas tiene interseccién no vacia.

Proposicion 4.2.3. Cada bola en un espacio ultramétrico X es un conjunto abierto y cerrado.
Ademds, cada punto de la bola puede tomarse como el centro de esta.

Demostracion. Sea a € X y r € (0,00). Por un lado, es obvio que la bola abierta B(a,r) es un
conjunto abierto y la bola cerrada B(a,r) es un conjunto cerrado.

Veamos ahora que B(a,r) es cerrado. Para ello, veremos que su complementario es abierto.
Sea y ¢ B(a,r). Entonces |a — y| > r. Veamos que B(y,r) estd contenida en (B(a,r))¢. Sea
z € B(y,r). Si z € B(a,r), entonces |z — a| < r. Asi,

|y — af < méx{]z —al, [z —y[} <7,

contra la hipétesis. Por ello tendremos B(y,r) C B(a,r)¢. Concluimos que B(a,r)¢ es abierto
y, con ello, B(a,r) es cerrado.

Para probar que B(a,r) es abierta, tomamos b € B(a,r) y vamos a demostrar que B(b,r) C
B(a,r). Si z € B(b,r), por la desigualdad triangular fuerte

d(z,a) < méx (d(z,b),d(b,a)) <r,

luego = € B(a,r).
Luego B(b,r) C B(a,r) y, con ello, B(a,r) es abierta.

Por tltimo, veamos que cualquier punto es el centro de la bola. Sea x € B(a,r). Utilizando
d(a,z) < r, tenemos que, si y € B(a,r), entonces

d(y, ) < méx{d(y,a),d(a,z)} <.
Por otra parte, si y € B(x,r), entonces
d(y,a) < max{d(y,z),d(a,z)} <r
y, con ello, B(a,r) = B(x,r). El caso de la bola cerrada es analogo. O

Proposicion 4.2.4. Dadas By y Ba dos bolas en un espacio ultramétrico X o bien una estd
contenida en la otra, o bien son disjuntas.

Demostracion. Supongamos que ninguna de las tres afirmaciones es cierta, esto es, By no esta
contenida en By, By no estd contenida en Bp y la interseccién B N By es no vacia.

Entonces, podemos encontrar elementos © € By \ By, y € Ba\ B1 y z € B1 N Ba.

Ademas, por Proposicién 4.2.3 z seria simultdneamente un centro de By y Bs y tendriamos que
d(z,y) > d(z,z) (ya que z € By e y & B1),
d(z,2) > d(z,y) (yvaquey € By y x ¢ Bs).

Por lo tanto, como hemos llegado a una contradiccion, ha de ser cierta alguna de las afirmaciones
del enunciado. O
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Antes de estudiar el comportamiento del cuerpo “complejo” p-adico, nétese que tenemos la
siguiente implicacién:

Proposiciéon 4.2.5. Todo espacio esféricamente completo es completo.
Demostracion. Sea X un espacio métrico esféricamente completo. Veamos que también es com-
pleto.
Para ello, consideramos dos sucesiones:
- (xy) sucesién de Cauchy en X;

- (ry) sucesién decreciente definida a partir de la sucesién anterior, donde 7, := sup,,~,, |[Tm—
Zy| (convergente a 0).

Como X es esféricamente completo, la sucesién decreciente de bolas cerradas B(xy,r,) tiene
interseccion no vacia. De hecho, tal interseccion contiene un tinico punto xg, que sera a su vez
el limite de la sucesién (x,,).

Por tanto, lim,, oo , € X v, con ello, X es completo. ]

Finalmente, veamos el resultado principal de esta seccion:

Teorema 4.2.6. C, no es esféricamente completo.

Demostracion. Tenemos que ver que existe, al menos, una sucesiéon decreciente de bolas cerradas
en C, que tienen interseccién vacia.

Por Observacién 3.5.6 (véase también Corolario 3.6.3 iv.), como |C,*| es denso en [0, 00), po-
demos encontrar una sucesién estrictamente decreciente (1) de |Cy|, con limite r > 0. Esto
es,
ro>T1> >y > > limor, =1 > 0.
n—oo

El proceso que vamos a seguir es el siguiente: tomamos dos puntos x,y € B(0,79). Ahora
consideramos By := B(z,r1) y By := B(y,r1), dos bolas cerradas y disjuntas en B(0,79),
ambas con radio rq.

A continuacién, en cada una de estas bolas, elegimos otras dos bolas B;, y B;, de radio 7o,
cerradas y disjuntas en B; (con i =0,1).

Continuando con este proceso, podemos definir una sucesiéon de bolas cerradas con radios cada
vez més pequenos (dados por la sucesién (r,,)) y tales que

B; D Bz'j DD Bz]k D) Bij-~-kl Doy,

con los multiindices iguales a 0 o 1.
Por construccién, dos bolas con distinto subindice (de la misma longitud) son disjuntas.
Si (i) = (41,142, -+ ) es una secuencia binaria, podemos definir

n>1

Tal interseccién o bien es vacia, o bien es una bola cerrada de radio r = lim 7, que tiene como
n—oo

centro cualquier elemento de ella.

En cualquier caso, todas las B(; son conjuntos abiertos de C,,.
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Si (i) # (j), esto es, i, # j, para algin n, entonces por construccién Bj,..;, ¥ Bj,...;, son
disjuntas y ademas como
B(z) C Bil"‘in

B(j) C le"'jn’
entonces B(;) y B(;) son disjuntas.

Como C, es separable, la familia de conjuntos abiertos disjuntos B(;) ha de ser un conjunto
numerable (puesto que cualquier subconjunto denso numerable tiene interseccién no vacia con
todos los conjuntos abiertos). Sin embargo, el cardinal del conjunto

{B) : (i) € {0,1}"}

es no contable, ya que puede indentificarse con el conjunto de Cantor en R, que no es numerable
(véase Ejemplo 17.9c y/o Corolario 30.5 en [7]). Por tanto, para ser numerable han de existir
muchas bolas vacias en dicho conjunto.

De este modo, hemos llegado a una sucesiéon decreciente de C, de bolas cerradas que tienen
interseccién vacia. Concluimos que C, no es esféricamente completo. ]
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Glosario

-Ryg={z eR:2 >0}

S N={1,2,3,...}.

- B(z,r) ={y:d(z,y) <r}.

- B(x,r) ={y:d(z,y) <7}

- By |(z,r): si se precisa resaltar el valor absoluto se escribird B| |(z,7) en vez de B(z,r).

- B} |(z,r): si se precisa resaltar el valor absoluto se escribird B |(z,7) en vez de B(z,r).

- B¥(x,r): si se precisa resaltar en qué cuerpo estamos trabajando se escribird BX(z,7) en
vez de B(x,r).

—K . . , . o, 5K
- B (z,7): si se precisa resaltar en qué cuerpo estamos trabajando se escribird B (z,r) en
vez de B(x,r).

- K% es la clausura algebraica de K.
-Kesla complecion de K.
- kX es el cuerpo residual de K.

- A€ es el complementario del conjunto A.
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