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Funciones Especiales en la Era Digital
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RESUMEN.  Aunque es dificil dar una definicién precisa de qué es una funcién
especial, podriamos decir que las funciones especiales lo son en parte por ser
importantes en diversas aplicaciones, y en parte por satisfacer determinadas
propiedades. Una de las referencias clasicas para la consulta de propiedades y
aproximaciones de funciones especiales es el Handbook of Mathematical Fun-
ctions with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables, editado por Milton
Abramowitz e Irene Stegun y publicado originalmente en 1964 por el National
Bureau of Standards. Recientemente, el National Institute of Standards and
Technology (NIST, denominacién moderna del NBS) acometié el proceso de
modernizacion del Handbook que culminé en 2010 con el lanzamiento del NIST
Handbook of Mathematical Functions y su versién online y de libre acceso, la
NIST Digital Library of Mathematical Functions. En esta nueva obra, las tablas
de valores numéricos de funciones que aparecian en el manual de Abramowitz
y Stegun han sido, como es logico, sustituidas por referencias a software nu-
mérico. Este listado de referencias es necesariamente incompleto, pues estamos
muy lejos de disponer de software numérico satisfactorio para todas las funcio-
nes contenidas en el NIST Handbook, y no parece sencillo que lo pueda haber
a medio plazo. Tampoco parece sencillo describir todos los métodos necesarios
para evaluar todas las funciones especiales, aunque si es posible describir y
analizar los métodos numéricos basicos e ilustrarlos con ejemplos especificos.
En este articulo nos planteamos exponer brevemente algunas de las técnicas
habituales involucradas en la construccién de algoritmos para evaluar funcio-
nes matematicas, asi como proporcionar referencias sobre software de célculo
de algunas de estas funciones.

1. INTRODUCCION

No hay, ni probablemente pueda haber, una descripcién que defina con precisién
qué es una funcién especial. ;Qué hace a una funcién especial? Es dificil responder
a esta pregunta de forma clara. Las funciones especiales lo son en parte por ser
importantes en aplicaciones, en parte por satisfacer determinadas propiedades. Es,
por otro lado, mucho mas facil enumerar funciones especiales que descartar una
funcién para este «selecto grupo». Entre las funciones especiales, no hay ninguna
duda de que estdn tanto las funciones de tipo hipergeométrico (con sus multiples y
distinguidos casos especiales como las funciones de Bessel, polinomios ortogonales
clésicos, etc.), como las funciones gamma y un buen ndmero de distribuciones de
probabilidad.
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Una de las referencias clasicas para la consulta de relaciones funcionales, apro-
ximaciones, graficos y valores particulares de funciones especiales ha sido, sin duda,
el Handbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphs, and Mathematical
Tables [1], editado por Milton Abramowitz e Irene Stegun. El Handbook, culminacién
de casi diez anios de trabajo, estuvo vinculado al proyecto de Tablas Matematicas
de la divisién de Matematica Aplicada del National Bureau of Standards (NBS) de
Estados Unidos, y fue editado por primera vez en 1964. Desde entonces se ha conver-
tido en uno de los best sellers de la bibliografia matematica de todos los tiempos, y
probablemente en el texto mas citado: una busqueda rapida en Google Scholar arroja
mas de 60000 citas de la ediciéon de Dover. El Handbook se convirtié pronto en un
estandar para la definicién y notacién de funciones especiales, y como referencia de
consulta para las propiedades més relevantes de las funciones que uno pueda necesi-
tar: desarrollos en serie, representaciones integrales, desarrollos asintdticos, etc. Sin
embargo, el Handbook también se quedd algo obsoleto en diversos aspectos; por un
lado, mas de 500 de sus paginas estan dedicadas a tablas de valores de funciones
que han sido ampliamente superadas por el moderno software numérico. Por otra
parte, el propio campo de las funciones especiales no ha permanecido estatico en los
casi 50 anos transcurridos desde la publicacién del Handbook, y se han incorporado
nuevos métodos de andlisis y nuevas clases de funciones bien caracterizadas. Motiva-
do por ello, el National Institute of Standards and Technology (NIST, denominacién
moderna del NBS) acometié el proceso de modernizacién del Handbook que culminé
en 2010 con el lanzamiento del NIST Handbook of Mathematical Functions [27] y su
version online y de libre acceso, la NIST Digital Library of Mathematical Functions
(http://dlmf.nist.gov). Este proyecto ha sido el resultado del esfuerzo de més de
50 editores, autores, validadores y desarrolladores cuya lista puede consultarse en la
pégina web del proyecto (http://dlmf.nist.gov/about/staff). Entre todos ellos
cabe destacar al recientemente fallecido Frank Olver (1924-2013), editor en jefe y
coautor de 5 de los 36 capitulos de los que consta el Handbook, y cuya meticulosidad
y rigor impregnan cada una de las paginas del NIST Handbook.

Por suerte o por desgracia (suerte para los investigadores en algoritmos de compu-
tacién, desgracia para los usuarios del software), estamos muy lejos de tener software
numérico satisfactorio para todas las funciones contenidas en el NIST Handbook of
Mathematical Functions y no parece sencillo que lo pueda haber a medio plazo. Tam-
poco parece sencillo describir todos los métodos necesarios para evaluar todas las
funciones especiales, aunque si es posible describir y analizar los métodos numéricos
bésicos e ilustrarlos con ejemplos especificos. En este articulo nos planteamos expo-
ner brevemente algunas de las técnicas habituales involucradas en la construccién de
algoritmos para evaluar funciones matematicas, asi como proporcionar referencias
sobre software de calculo de algunas de estas funciones.

En la primera parte de este articulo, describiremos de forma breve algunas de las
técnicas bésicas que se suelen emplear en el desarrollo de los algoritmos de evaluacién
de funciones. Utilizaremos las funciones de Airy como leitmotiv para introducir la
aparicién de los diversos métodos. Acabaremos describiendo brevemente algunos de
los problemas mas recientes en el a&mbito de la evaluacion de funciones especiales y
recopilando brevemente referencias sobre algunas fuentes de software numérico.
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LA GACETA % ARTICULOS 73

2. ALGUNAS TECNICAS BASICAS DE EVALUACION DE FUNCIONES ES-
PECIALES

Nuestro punto de vista general en conexién con el calculo de funciones mate-
maticas es la de ser modestos en cuanto al nimero de pardmetros implicados. Por
ejemplo, en principio seria posible disefiar algoritmos para la funcién hipergeométrica

generalizada
aiy...,a 2 (a1)n - (ap)p 2"
F, P = PR 2.1
b q(b17~-~7bq,z> ;(bl)n-n(bq)n n!’ 21)

donde p < g+ 1y (a), es el simbolo de Pochhammer, definido por

(a)o=1, (a)pn=ala+1)---(a+n—-1) (n>1), (a),= F(lil(:)n).

Esto resolveria muchos problemas de una vez, ya que son muchos los casos parti-
culares con nombre propio que pueden ser escritos en términos de esta funcién, con
casos principales dados por p = 1, ¢ = 1 (funciones de Kummer, con convergencia
de las series para todo z complejo) y p = 2, ¢ = 1 (funciones hipergeométricas de
Gauss, con convergencia para |z| < 1). Sin embargo, como explicaremos, por lo gene-
ral las series convergentes son de validez limitada para la construccién de algoritmos
eficientes y fiables. Conseguir algoritmos precisos para cualesquiera valores de los
pardmetros es un objetivo ambicioso que por lo general requiere la utilizacién de
diversos métodos en distintas zonas de parametros. Algunos casos particulares con
pocos parametros resultan tan suficientemente no triviales como para descartar un
ataque frontal al problema de calcular funciones hipergeométricas generalizadas.

Nuestra estrategia es de abajo a arriba: empezar por lo mas elemental para inten-
tar ascender en el orden de complejidad (sin excesos). La idea es construir métodos
eficientes y con un control riguroso del error (sea tedrica o computacionalmente). El
objetivo final es la construccion de algoritmos numéricamente estables y precisos en
una aritmética de precision fija; es decir, que dispondremos de un sistema numérico
con un namero limitado de cifras significativas. Esta es la situacién habitual en el
software cientifico.

Las funciones de Airy, soluciones de la ecuacién diferencial y”(z) — zy(z) = 0,
son un buen ejemplo de cémo diferentes técnicas (series convergentes y divergentes,
desarrollos de Chebyshev, cuadratura numérica) pueden ser ttiles de forma combi-
nada, dependiendo del valor de la variable, para obtener resultados precisos. Como
hemos comentado con anterioridad, consideraremos estas funciones como el leitmotiv
para introducir algunas de las técnicas basicas de evaluaciéon de funciones.

No deberia resultar sorprendente que el primer tema a tratar en la evaluacién de
funciones especiales sean las series de potencias.

2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES Y SOLUCIONES EN SERIES DE POTENCIAS

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), y particularmente las lineales de
segundo orden, sirven de definicién a un gran nimero de funciones especiales que
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aparecen en diversas aplicaciones. En los libros de métodos matematicos para la
fisica y la ingenieria el nombre «funcién especial» suele aparecer por primera vez
cuando se aborda la resolucién de ciertas ecuaciones diferenciales mediante series de
potencias y series de Frobenius. Ejemplos habituales son las ecuaciones de Hermite,
Laguerre o Bessel.

Desde un punto de vista numérico, es importante tener en cuenta que el hecho de
que se disponga de una serie convergente para una funcién no quiere decir que la fun-
cién sea evaluable numéricamente en todo el rango de convergencia de la serie. Esto
sblo seria posible, en general, si dispusiéramos de un sistema con precisién infinita,
sin limitacién en el tamano de las cifras que es capaz de almacenar e infinitamente
rapido. La situacion, claro estd, nunca es asi; recordemos ademas que el objetivo es
construir algoritmos en precision fija.

Para empezar, consideremos el ejemplo elemental de obtener numéricamente las
soluciones de y” — y = 0. Evidentemente, y1(z) = €* e y2(2) = €% son dos solu-
ciones independientes para las que tenemos series de potencias convergentes para
todo z. Sin embargo, cuando $z > 0 sélo deberiamos calcular yo mediante series
para valores pequenios de Rz, puesto que, para Rz grande, los primeros términos de
la serie son mucho mayores que la serie completa; esto indica que el resultado final se
produciria por cancelacién entre cantidades grandes, dando lugar a pérdida de cifras
significativas. Por otra parte, para Rz grande la situacién de y; es mejor, pero sigue
sin ser buena ya que, a medida que |z| crece, se necesitan mas términos de la serie.
Por supuesto, lo mismo pasa para $z < 0 invirtiendo los papeles. En conclusién, las
series de Maclaurin no se deberian utilizar lejos de z = 0.

Para funciones no tan elementales ocurre lo mismo. Por ejemplo, en el caso de
las funciones de Airy, soluciones de la ecuacién diferencial

y"(z) = 2y(z) = 0, (2.2)

podemos encontrar soluciones en serie sustituyendo y(z) = Y.~ ; anz" en la ecuacién

diferencial. Se obtiene sencillamente que asts, = 0, n € N, y que dos soluciones
independientes son

3k ZBk:Jrl

2) = ok 1y = 2) = ok 2
n =33 () G = >3 (G) o e

El criterio del cociente certifica que ambas series son convergentes para cualquier
valor de z complejo.

Consideremos por el momento que z = z es real y positivo; observamos entonces
que y1(x) e y2(x) son positivas y crecientes para x > 0.

Toda solucién de la ecuacién se puede escribir como y(z) = ayi(x) + By2(x).
Tanto y1(x) como y2(x) tienden a +00 cuando  — +00 y la ecuacién tiene necesa-
riamente una solucién f(z), llamada recesiva, tal que f(x)/y(x) — 0 para cualquier
solucién de la ecuacién y(z) no proporcional a f(z): o bien y1(z)/y2(z) — 0 e y1(z)
es recesiva, o bien y2(x)/y1(x) — 0, e y2(x) es recesiva, o y1(z)/y2(x) - C #0, e
y1(z) — Cya2(x) es recesiva. En particular, la dltima de las posibilidades es la que
ocurre (con C = 3Y/31'(2/3)/T'(1/3)).
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Tenemos, como sucedia en el ejemplo de la ecuacién y” — y = 0, soluciones
dominantes (y1(z) e y2(x) lo son) y solucién recesiva, que es tnica salvo factor
multiplicativo. Como en ese ejemplo, las series de Maclaurin sélo se deben utilizar
para x pequeno, siendo esta restriccién particularmente importante para la solucién
recesiva; esto es asi porque, para x grande y positivo, al calcular la solucién recesiva
y(x) = y1(z) — Cya(z) utilizando las series para y;(x) e y2(z), obtendriamos una
solucién pequena (recesiva) como resta de dos soluciones grandes (dominantes), lo
que daria lugar a pérdida de cifras significativas.

2.2. SOLUCIONES NUMERICAMENTE SATISFACTORIAS

En el caso de la ecuacién de Airy, la solucién recesiva cuando z — 400 (dnica
salvo constante multiplicativa) es la llamada funcién de Airy Ai(z) [26], que, como
veremos, resulta ser exponencialmente pequena cuando |z| — +oo para argumentos
|arg z| < /3, mientras que tanto y;(z) como y2(z) de (2.3) son exponencialmente
grandes.

Las soluciones y1(z) e ya(2z) no deben utilizarse para calcular numéricamente
cualquier solucién de (2.2) para todos los valores de z, lo que queda particularmente
claro para z real, positivo y grande. Concretamente, la solucién recesiva no se debe
calcular como combinacién de soluciones dominantes. Dirlfamos entonces que estas
dos soluciones no constituyen un par de soluciones numéricamente satisfactorias
de (2.2). La misma situacién ocurre para otras funciones especiales. Si queremos
calcular la solucién recesiva Ai(z) para z real y positivo (o para |argz| < 7/3),
deberemos buscar otra aproximacién para z grande.

Ademads, podemos necesitar, en algunas ocasiones, considerar diferentes pares
dependiendo de la zona de calculo. Por ejemplo, volviendo al caso elemental de la
ecuacién y”’ —y = 0, las soluciones y1(z) = €* e y2(z) = e #, que forman un par
satisfactorio cuando Rz > 0, no son un par satisfactorio cerca z = 0. Cerca de
z = 0 es conveniente incluir la solucién ys(z) = senhz = (y1(z) — y2(2))/2, junto
con cualquier otra que no se anule en z = 0, como por ejemplo y4(z) = cosh z. Por
supuesto, y3(z) e y4(z) no constituyen un par satisfactorio cuando |Rz| es grande.

En la soluciéon numérica de una ecuacién diferencial, sea mediante series conver-
gentes o mediante cualquier otro método, siempre habra que tener en cuenta que
necesitaremos tener una base de soluciones numéricamente satisfactorias, de manera
que en ningun caso sea necesario calcular una solucién pequena como combinacién
lineal de dos soluciones grandes que se cancelan entre si. Esto requiere de un ana-
lisis previo del problema y de la identificacién de los conjuntos satisfactorios de
soluciones.

2.2.1. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DOMINANTE

Transformando la ecuaciéon de Airy mediante un cambio de variable adecuado
podemos obtener informacién sobre el comportamiento de las soluciones cuando
|z| es grande. En particular, considerando el cambio de variable { = %23/ 2 es facil

comprobar que si y(z) es solucién de la ecuacién de Airy entonces, definiendo Y (¢) =
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Figura 1: La funcién de Airy Ai(z) es oscilante para x < 0 y exponencialmente
pequenia cuando z — +00.

2(O)M*y(2(¢)), tenemos la ecuacién diferencial

Y(¢) + (—1 + ) Y(¢) =0. (2.4)

36¢2
A partir de esta ecuacién, esperamos que, si ( es suficientemente grande, el término
5/(36¢?) serd despreciable y tendremos que Y (¢) ~ exp (4(). Deshaciendo el cambio,
tenemos que la solucién recesiva de la ecuacion de Airy cuando |argz| < 7/3 serd

tal que
Ai(z) ~ Cp 2714 exp(—%z3/2)

(es decir que lim,_, ;o 2% exp(22%/2) Ai(z) = C; para algin C; # 0). Esta es la
llamada aproximacién de Liouville-Green. Un andlisis méas detallado [25, capitulo 6]
muestra que esta descripcion tiene sentido.

Por otra parte, si y(z) es dominante en |arg z| < 7/3 tendremos

y(2) ~ Cpz~ /4 exp(§z3/2).

Dos posibilidades para acompaiiar a la solucién recesiva Ai(z) en |arg z| < 7/3 serfan
Ai(e27/32), que son soluciones independientes de Ai(z) y dominantes en |arg z| <
/3. El cdlculo de Ai(z) en | arg z| < 27/3 proporciona dos soluciones numéricamente
satisfactorias en todo el plano complejo pues Ai(z), Ai(e?™/3z) y Ai(—e?™/32) son
soluciones independientes, y Ai(z) s6lo es dominante en 7/3 < |argz| < m. Otra
solucién que se suele considerar es Bi(z) = e~/ Ai(e=27/32) 4 e™/6 Ai(e?™/32),
que es real en el eje real; el par {Ai(z),Bi(z)} es satisfactorio en |argz| < 7/3 y en
el semieje real negativo.

Veremos mas adelante cémo la aproximacién de Liouville-Green puede tomarse
como punto de partida para los desarrollos asintdticos de las funciones de Airy para
|z| = oo.
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2.2.2. SOLUCIONES COMPLETAMENTE SATISFACTORIAS: FUNCIONES ESCALADAS

Como antes hemos comentado, el objetivo final deberia ser el de obtener pares
de soluciones numéricamente satisfactorios. Ademas de esto, lo ideal seria que las
funciones se pudieran calcular para cualesquiera valores de la variable y pardmetros.
Esto en la practica es dificil que ocurra, porque lo habitual es que las soluciones
del par satisfactorio se salgan del rango computable para pardmetros grandes (se
alcanzan los limites de overflow o underflow).

Diremos que se dispone de una pareja de soluciones completamente satisfactoria
cuando esta pareja de soluciones es numéricamente satisfactoria y, salvo factores
elementales (tipicamente exponenciales), estdn acotadas en todo el rango de las
variables. Esto significa que estas soluciones pueden ser evaluadas sin restricciones
salvo por factores elementales.

Asi, por ejemplo, en el caso de la funcién de Airy podemos factorizar la parte
dominante calculando funciones escaladas:

2.3/2 .

E(z) = 21/1e3%77 Ai(2).

Para las funciones de Airy escaladas, se pueden construir algoritmos de célculo vali-
dos para cualquier z, por muy grande que sea. Este cdlculo es posible en todo el plano
complejo y existen algoritmos numéricos totalmente satisfactorios para resolver la
ecuacién de Airy [10].

Un detalle importante es que las funciones escaladas no se deben nunca evaluar
a partir de las no escaladas multiplicando por el factor. Esto es asi por dos razones:
primero porque, si de lo que se trata es de que la evaluacién no se salga del rango
computable, las exponenciales no deberiamos evaluarlas porque son justo los factores
que se pueden salir de rango; segundo, aunque no estuviéramos fuera de rango, la
evaluacién numeérica del factor dominante estd mal condicionada, y multiplicar por
este factor haria que aumentase el error todavia méas. Es decir, que para poder escalar
satisfactoriamente, se debe disponer de expresiones en la que el factor de escalado
aparezca explicitamente.

2.3. SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DIFERENCIAL Y CONDICIONAMIENTO

No es sorprendente que las soluciones recesivas de una ecuacién diferencial sue-
lan ser las mas importantes en aplicaciones. Las cantidades fisicas son finitas por
naturaleza y las funciones que representan esas cantidades deberian estar acotadas.
Por otra parte, como hemos discutido para ecuaciones de segundo orden, siempre es
necesario calcular estas soluciones para poder disponer de un par satisfactorio.

Desde un punto de vista numérico, las soluciones recesivas precisan de un trata-
miento particular. Eso también es asi si pretendemos calcular una funcién especial
«simplemente» integrando una ecuacion diferencial. En efecto, es fundamental tener
en cuenta el condicionamiento de la solucion que queremos calcular, y, por ejemplo,
en el caso de la ecuacién de Airy, la solucién recesiva cuando x — +o0o nunca se
debe calcular como un problema de valor inicial a partir de x = 0.
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Es precisamente el hecho de que los métodos de resolucién numérica de EDOs son
generales y validos para cualquier solucién de la ecuacién lo que hace que fracasen
en estos casos. El motivo es simple: un minimo error en cualquiera de los pasos de
la integracién para calcular la solucién recesiva introducira en la solucién una com-
ponente de solucién dominante que acabara, como su nombre anuncia, dominando,
y, en la practica, «borrando» la solucién recesiva. Este problema no existe para el
célculo de soluciones dominantes, la integracién «hacia delante» desde x = 0 y hacia
valores positivos de x estd bien condicionada en este caso.

Hay que insistir en el hecho de que es esencial saber qué tipo de solucién esta-
mos considerando a la hora de escoger una estrategia de cdlculo. Para las soluciones
recesivas (como Ai(z) para x positivo) la estrategia ha de ser opuesta al caso de
soluciones dominantes: la integracién de la ecuacién diferencial estara bien condicio-
nada si integramos partiendo de valores grandes de x e integramos en sentido de z
decreciente.

Considerariamos entonces el problema de valores iniciales

y' —xy =0,
y(b) = Ai(b), y'(b) = Ai'(D),

y calcularfamos la solucién «hacia atrds» (desde b hasta 0 con paso de integracion
negativo); este procedimiento estd bien condicionado y sélo necesitariamos disponer
de algin método para calcular los valores iniciales en x = b. Si b es suficientemente
grande, podremos utilizar las aproximaciones asintdticas que desarrollaremos en la
siguiente seccién.

En cuanto al método de integracion de la ecuaciéon diferencial, puesto que es
facil calcular derivadas sucesivas de la funcién a partir de la ecuacion diferencial, en
principio podemos utilizar métodos de Taylor o, lo que es lo mismo, series de Taylor
locales, escribiendo

(2.5)

N [
y(e+h) =Y~y ().
i=0

En este caso, por el condicionamiento, tomariamos un paso negativo h para calcular
Ai(x) para valores de x cada vez mds pequerios.

Las derivadas sucesivas se pueden calcular a partir de Ai(b) y Ai’(b). Derivando
la ecuacién diferencial (2.5) tenemos

y " (2) — 2y™(2) —ny" V(@) =0, n>1. (2.6)

Esta es una ecuacién en diferencias de tercer orden que permite calcular sencilla-
mente las sucesivas derivadas para aplicar las series de Taylor locales, siempre que la
ecuacion en diferencias esté bien condicionada. El estudio de las recurrencias lineales
es también de interés para la evaluacién de funciones especiales, no sélo porque nos
aparezcan en este ejemplo sino, como veremos, porque muchas funciones especiales
satisfacen este tipo de relaciones. También en este caso serd fundamental estudiar el
condicionamiento de las recurrencias.

Vemos como, de nuevo, es imprescindible un anélisis previo del conjunto de so-
luciones antes de abordar la resolucién numérica.
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2.4. APROXIMACIONES ASINTOTICAS

Hemos visto anteriormente que, para z — oo, la funcién de Airy Ai(z) tiene el
comportamiento Ai(z) ~ Cz~*exp(—(), donde ¢ = %23/2. Podemos mejorar esta
estimacién utilizando de nuevo (2.4). Consideramos la solucion recesiva en | arg z| <
/3 y la escribimos en la forma

Y(¢) = exp(—()g(¢), ¢ =327
Sustituyendo llegamos a la ecuacién diferencial

d?g dg A 5
9 %, A A= 2
a2 lactaI=o 36’

y escribiendo g(¢) = Y o°_; @, (™™, tenemos, igualando término a término,

A+m(m+1)

ms :071727"'7
om+1) "

Am+1 = —

con lo que obtenemos el desarrollo
y(2) ~ 2 e Y an(T, (=320 (2.7)
m=0

En concreto, la definicién habitual de la funcién Ai(z) es para ag = 27~1/2. Tenemos
entonces

Ai(z) ~ 2746 Z amC™. (2.8)
m=0

Se puede probar que (2.7) es una aproximacién asintética valida cuando |z| — oo
para valores complejos de z excluyendo valores negativos de z. La serie no converge
para ningtn z; es una serie asintética, y de ahi que utilicemos el simbolo ~.

Diremos que un desarrollo de la forma

o0
f(z) ~ E anz ", z— 0o,
n=0
es un desarrollo asintético cuando

N—1
2N (f(z) Zanz”> , N=0,1,2,...,
n=0

sea una funcién acotada para valores grandes de z y con limite ay cuando z — oo,
para cualquier N > 1. También escribiremos esto como sigue:

N-1
f(z) = Z anz "+ 0 (7)), z— o0,
n=0
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Para decidir si un desarrollo es asintotico deberiamos acotar el error de la apro-
ximacion, cosa que no hemos hecho aqui. Un tratamiento amplio y riguroso de desa-
rrollos asintéticos para EDOs de segundo orden con aplicaciones para funciones
especiales la podemos encontrar en [25].

La nocién de desarrollo asintético implica que, si z es suficientemente grande, un
nimero finito de términos del desarrollo puede dar un resultado preciso. Hasta cierto
punto, los desarrollos asintéticos se pueden utilizar para propodsitos numéricos igual
que las series convergentes, es decir, anadiendo términos hasta alcanzar la precisién
requerida. Pero hay una diferencia esencial: no podemos afiadir mas términos de la
cuenta ya que, si el desarrollo es divergente, habrd un nimero de términos a partir
del cual el resultado empeora. Para cada valor z hay un niimero de términos 6ptimo,
y a partir de ese niimero la suma emprende la senda de la divergencia. No se trata
de un efecto numérico, sino de una propiedad intrinseca de la serie.

Bajo ciertas condiciones, los desarrollos asintdticos pueden diferenciarse (ver, por
ejemplo, [25, teorema 4.2]). En particular (2.8), que es el desarrollo asintético para
la funcién entera Ai(z), puede diferenciarse; obtenemos asi un desarrollo asintético
para Ai’(z). Con esto ya tendriamos, por ejemplo, los valores iniciales necesarios
para evaluar Ai(z) para x real y positivo empezando por z = b (b grande) mediante
la integracién de la ecuacion diferencial.

Pero, por otra parte, puesto que disponemos de desarrollos tanto para = > 0
pequeno como grande, se puede pensar en un primer algoritmo sencillo para calcular
Ai(x) con z positivo, combinando series de Maclaurin con desarrollos asintéticos.
Sabemos, por la discusién anterior, que las series de Maclaurin no se pueden utilizar
para x grande porque son numéricamente inestables, mientras que la serie asintética,
por su naturaleza, no puede utilizarse para x pequeno. Sin embargo, unos sencillos
experimentos numéricos pueden servir para comprobar como la utilizacién de series
de Maclaurin para x < zg, *g = 5.5, y series asintdticas para x > xy dan lugar a
un algoritmo para evaluar Ai(x) y su derivada con una precisién relativa menor que
10~® para todo z > 0 cuando calculamos valores utilizando doble precisién (15 o 16
digitos).

2.5. DESARROLLOS DE CHEBYSHEV

Hasta el momento, hemos esbozado un algoritmo que, combinando aproximacio-
nes alrededor de = 0 (series de Maclaurin) y alrededor de x = oo (series asinté-
ticas), proporciona una precisién de 1078 para el cdlculo de la funcién Ai(x) con z
positivo (trabajando con una precisién de 15 digitos). La limitacién de la serie asin-
tética es intrinseca y, aunque el rango de aplicabilidad de las series de Maclaurin se
podrfa ampliar utilizando precisién extendida (mayor niimero de cifras), parece claro
que es conveniente un método para rangos intermedios de z (més que conveniente,
imprescindible si trabajamos en precision fija).

Esta es una situacién que se da con mucha frecuencia en la evaluacién de funciones
especiales: ademas de la utilizacién de series convergentes y divergentes, se necesita
de algtn otro procedimiento para cubrir satisfactoriamente las zonas intermedias.

Para variable real, una posibilidad la proporciona la interpolacién de Chebyshev
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o, mas genéricamente, las aproximaciones tipo Chebyshev (ver, por ejemplo, [15,
capitulo 3] y [23]). La interpolacién en un intervalo mediante nodos de Chebyshev
consigue aproximaciones, por lo general, con errores uniformemente distribuidos en
el intervalo, siempre que se interpole una funcién con derivadas suficientemente pe-
quefias. Para este fin, en el caso de las funciones de Airy, seria conveniente extraer el
comportamiento dominante de la funcién, escribiendo Ai(z) = z="*exp(—()g({), e
interpolando ¢(¢). Para poder construir el polinomio de interpolacién de Chebyshev
deberiamos poder disponer de un algoritmo alternativo capaz de proporcionarnos
los valores de la funcién a interpolar en los nodos de interpolacién con suficiente
exactitud.

Un tipo de aproximacién relacionada con la interpolacién de Chebyshev es la
aproximacién en series de polinomios de Chebyshev. Dada una funcién f(z) definida
en [—1,1] y con ciertas propiedades de continuidad (es suficiente la continuidad de
Dini-Lipschitz), podemos escribir un desarrollo convergente del tipo

f(m):ianTn(l'), -1 <x<1.
n=0

En la practica, la expresion se trunca hasta cierto orden y los coeficientes pueden
obtenerse de varios modos. Por ejemplo, se pueden expresar como una transformada
coseno de la funcién a aproximar.

En el caso particular de funciones f(z) que son soluciones de ecuaciones diferen-
ciales con coeficientes polinémicos, los coeficientes del desarrollo satisfacen determi-
nadas relaciones de recurrencia que pueden utilizarse para su evaluacién. De hecho,
en algunos casos basta tener una tinica condicién de normalizacién de los coeficientes
para poder evaluar la serie de Chebyshev (ver, por ejemplo, [15, ejemplo 3.14]). Los
casos en los que esto es posible corresponden a recurrencias con una solucién mini-
ma (es decir, recesiva), lo que de nuevo nos muestra que el estudio de las relaciones
de recurrencia y su condicionamiento es un problema bésico que se ha de estudiar.
Un caso mas elaborado fue el analizado en [17], donde el espacio de las soliciones
recesivas tenfa dimension 2, lo que requirié de la utilizacién de dos condiciones de
normalizacién.

2.6. RELACIONES DE RECURRENCIA Y FRACCIONES CONTINUAS

Vamos a tratar brevemente los aspectos numéricos de las relaciones de recurrencia
(ecuaciones en diferencias). Esto nos apartard brevemente de nuestro leitmotiv (la
evaluacion de la funcién de Airy), que retomaremos en breve.

Ya hemos visto cémo han aparecido ecuaciones en diferencias cuando hemos
planteado el célculo de funciones de Airy mediante series de Taylor (ver (2.6)), y
también hemos mencionado que aparecen en la evaluacién de series de Chebyshev.
Pero, ademas, muchas funciones especiales dependientes de un parametro satisfacen
relaciones de este tipo sobre el parametro.

En particular, las funciones de tipo hipergeométrico (de Gauss y confluentes)
satisfacen relaciones de recurrencia de tres términos. Las funciones de Airy son, con
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un cambio de variable, un caso particular de funciones de Bessel. Tomemos como
ejemplo las funciones de Bessel modificadas de variable real y positiva.
Las funciones de Bessel modificadas de orden v son soluciones de la ecuacién
diferencial
22y +xy — (22 + )y =0.
La notacién habitual para dos de sus soluciones es K, (z) (recesiva en © = +00 ) e
I,(x) [28]. Cuando v = 1/3, esta ecuacién estd relacionada con la de Airy y tenemos

que
Ai(z) = Wﬁlx/z/BK%(C), ¢ = %z3/2.

Las funciones de Bessel también satisfacen relaciones funcionales en términos del
pardametro v. La més elemental de ellas es la relacién de recurrencia

2v
Yo+1 + ; Y —Yv—1 = 0, (29)
siendo y,(jl)(x) =1,(z) e y,(,Q) (r) = €™ K, (x) dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la recurrencia.
Para valores reales de = y v, el par {yl(,l)(x), yl(,Q)(x)} resulta ser un par de solu-
ciones numéricamente satisfactorio tanto si * — +o0o como si v — +00, ya que una

de ellas es recesiva y la otra dominante. Respecto a v, y,(,l)(ac) resulta ser recesiva (o

minima), pues lim, | o yﬁl)(a?)/y,@(x) =0.

Las mismas precauciones respecto a la direccion de integracién que tuvimos cuan-
do se discutié el problema del condicionamiento en ecuaciones diferenciales de se-
gundo orden, deberemos tenerlas ahora en cuanto a la direcciéon de aplicacién de
la recurrencia (2.9). Es decir, que las soluciones dominantes podremos calcularlas
en direccién de v creciente, pero la minima (dnica salvo factor multiplicativo no
dependiente de v) s6lo podemos calcularla en direccién de v decreciente.

En concreto, tenemos, por ejemplo, que

1
1(2)=[5-€e7, Ka(z) = 2126_2 <1—|— z) ,
lo que permite calcular los valores de K, 11 /2(£C> utilizando la relacién
2v
Ky1(2) = 7KV(Z) + Ky-1(2),

pues K, (z) es dominante. En cambio, para I, (z) no podemos hacer lo mismo porque
el problema estaria mal condicionado al ser I,,(z) minima.

Un ejemplo todavia méas sencillo para entender el problema nos lo proporciona
la famosa sucesién de Fibonnaci, que cumple

Yn+1 = Yn + Yn—1- (210)

Mas concretamente, se le suele dar nombre de sucesiéon de Fibonacci a la solucién
particular con yo =1, y3 = 1.
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Un célculo elemental sirve para comprobar que toda solucién que satisface (2.10)
se puede escribir como

Fo=ay(P +by7), gyl =9 ¢ =(—p)™" o=(1+V5)/2.

Consideremos en particular la solucién y,, = (—¢) ™" y calculemos numéricamente las
soluciones en precision doble (es decir, con aproximadamente 15 digitos) partiendo de
Yo ¥ y1. Deberfamos obtener una sucesion oscilante y decreciente en valor absoluto.
Sin embargo, a partir de y41 esto deja de ser asi, y tenemos, aproximadamente,
Yya1 ~ —3.3x 10710 g0 ~ 54 x 1077, yg3 ~ 52 x 1072, yyu ~ 1.1 x 1078 y a
partir de entonces la sucesién es de términos positivos y creciente, y ademas verifica
que Yn/Yn—1 tiende numéricamente a ¢ cuando n es grande, en lugar de a —1/¢.
Vemos céomo la evaluacion de la solucion propuesta es inestable. Esto es debido a
que el problema estd mal condicionado. Cualquier error numérico que se introduzca
en el calculo recurrente de yff) introducird una componente de yq(fr ) que acabara
dominando el célculo pues lim,, . y,(f) /yﬁ[” = 0. Como vemos, el problema de
condicionamiento es similar al descrito para ecuaciones diferenciales.

Como en aquel caso, es necesario conocer el tipo de solucién que se esté calculando
para saber en qué direccién se ha de aplicar la relacién de recurrencia. En el caso
de recurrencias lineales homogéneas de tres términos, si la solucién no es minima
(es decir, recesiva) se puede aplicar «hacia adelantey; éste es el caso de cualquier
solucién no proporcional a y(f). Para esta solucion, sin embargo, la recurrencia sélo
se puede aplicar «hacia atrasy, es decir, en la direcciéon de n decreciente.

Existe ademas una conexién directa entre la existencia de solucién minima para
una recurrencia de tres términos y la convergencia de una fraccién continua asociada
a la recurrencia y que converge al cociente ¥y, /y,—1, siendo y,, la solucién minima y
n el parametro variable de la recurrencia. Esta conexién la proporciona el teorema
de Pincherle [15, teorema 4.7]. Por ejemplo, para el caso de la sucesién de Fibonacci,
reescribiendo la recurrencia como

(=) /) — 1

yn ynf -
/ ! -1+ ynJrl/yn
e iterando tenemos que
1
— -1 —
i 1+ !
1+ !
14

El teorema de Pincherle garantiza la convergencia de esta fraccion continua. De esto
se sigue que, como es bien sabido,

p=1+— (2.11)
1+
1+

1
14+
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Muchas funciones especiales satisfacen relaciones de recurrencia a tres términos
(afortunadamente, con mejor convergencia que (2.11)), y en muchas ocasiones po-
der calcular cocientes de soluciones minimas mediante una fracciéon continua es un
ingrediente importante en algoritmos numéricos (ver, por ejemplo, [9]).

Para ecuaciones lineales en diferencias de orden superior a dos (relaciones con
tres o mds términos), el andlisis es mds complejo porque, por ejemplo, pueden existir
soluciones que no sean ni minimas ni dominantes, y para las que ninguna de las
direcciones de aplicaciéon de la recurrencia esté bien condicionada.

En cualquier caso, previamente a la utilizaciéon de recurrencias para el calculo de
funciones especiales, es necesario analizar el comportamiento asintético de sus solu-
ciones (cuando el pardmetro se hace grande) y conocer el comportamiento asintdtico
de la solucién o soluciones que queremos evaluar. Para analizar cémo pueden ser las
soluciones, una herramienta 1til es el teorema de Perron-Kreuser [21] (generaliza-
cién del teorema de Poincaré [29]), que esencialmente viene a decir que, dada una
recurrencia lineal Zf:o agf)yn = 0 con coeficientes agf) algebraicos, las soluciones
son tales que los cocientes y,/y,—1 se comportan asintéticamente como las raices
de la ecuacién algebraica Zf:o aan =0 (aunque con ciertas matizaciones para los
casos degenerados). Los diagramas de Newton-Puiseux permiten analizar de forma
sencilla la estructura del espacio de soluciones de la ecuacién en diferencias.

Para mas detalles, particularmente para ecuaciones de segundo orden, remitimos
a [15, capitulo 4] y [7, capitulo 8]. Para 6rdenes superiores, remitimos a la referencia
original [21]; una descripcién més reciente la encontramos en [4].

2.7. CUADRATURA NUMERICA

Otra forma de obtener valores para las funciones de Airy para valores intermedios
de la variable (no necesariamente real) es considerar representaciones integrales. Las
representaciones integrales pueden ser interesantes tanto desde el punto de vista
numérico como asintético y, de hecho, algunas ideas del analisis asintético son el
punto de partida para la obtencién de representaciones integrales numéricamente
estables.

El problema inicial consiste en obtener alguna representacion integral que pueda
ser tutil desde un punto de vista numeérico. En el caso de la ecuacién de Airy es
sencillo comprobar que una solucién se puede escribir, para z real, como

Ai(z) = 1 /+00 cos (£2/3 + xt) dt, (2.12)
0

™

que es justamente la solucién Ai(z) que hemos comentado con anterioridad. Este es
un ejemplo de representacion integral aparentemente sencilla pero poco util numéri-
camente. La integral converge porque el integrando es oscilante y las contribuciones
positivas son compensadas por las negativas para dar un resultado finito; esto es
un desastre para la integracién numérica pues se produce una severa pérdida de
precision por cancelaciones.
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Una representacion integral méas interesante es la siguiente:

1 e 1 2
Ai(z) = o e /0 e~ cos <3t3/2) Y24, ¢ = 523/2.

En [5] se dan detalles sobre c6mo obtener esta representacién. El término fuera del
signo integral muestra que ésta es la solucién recesiva en | arg z| < 7/3. Observando
el integrando, comprobamos cémo la principal contribucién para z grande viene de
t préximo a cero. Reemplazando el coseno por 1 tenemos una primera estimaciéon
Ai(z) ~ (2y/7) 1274 exp(C), que es el comportamiento ya conocido (2.8). Y si
reemplazamos el coseno por su serie de Maclaurin e integramos término a término
obtenemos el desarrollo (2.8). Para integrales de tipo Laplace, el lema de Watson
[15, teorema 2.13], justifica el procedimiento y prueba su cardcter asintético.

También podemos utilizar la anterior integral para evaluar numéricamente Ai(z),
particularmente para z positivo y grande. La integral tiene un factor exponencial-
mente decreciente, que es usualmente una situacion favorable para la regla trapezoi-
dal, y algin cambio de variable puede ademés mejorar la convergencia. Las oscila-
ciones del integrando en este caso no son importantes, porque el factor exponencial
hace que la amplitud de la oscilacién decrezca rapidamente. Sin embargo, para z
pequeno habria que integrar muchas oscilaciones para obtener un resultado preciso,
lo que daria lugar a pérdida de cifras significativas por cancelaciéon. Por lo tanto,
conviene encontrar una representacioén integral alternativa.

Algunas ideas utilizadas para obtener aproximaciones asintéticas de integrales
resultan interesantes para obtener nuevas representaciones integrales numéricamente
estables. En particular, partiendo de representaciones integrales en el plano complejo
es posible, en algunos casos, encontrar representaciones integrales con integrandos
no oscilantes. En el caso de la funcién de Airy, tenemos la siguiente representacién
integral [26, 9.5.4], valida para cualquier z complejo:

Ai(z) = L e?W) dw,  Gw) = L’ — 2w, (2.13)
21 C
donde C' es un contorno en el plano complejo que empieza en coe™ /3 y termina
ooet™/3, Deformando el camino de integracién (teniendo en cuenta el teorema de
Cauchy), veremos c6mo se puede conseguir que la funcién compleja ¢(w) tenga parte
imaginaria constante a lo largo del nuevo camino de integracién, de forma que el
integrando no sea oscilante sobre este camino. Este camino (de descenso més répido)
pasa por alguno(s) de los puntos de silla de ¢, que son solucién de ¢'(w) = 0, que en
este caso son wy = +4/z. Cerca de los puntos de silla, el integrando tiene su mdxima
contribucién, y, lejos, el integrando decae rdpidamente de forma exponencial. Este
tipo de integrales con decrecimiento exponencial (y sin oscilaciones) son adecuadas
para un tratamiento numérico y, en particular, es interesante considerar la regla
trapezoidal como método de cuadratura (ver [15, secciones 5.2 y 5.4], asi como el
reciente articulo de revisién [36]).
Antes de abordar el caso de la funcién de Airy, que vamos a describir con cierto
detalle, vamos a dar un ejemplo sencillo de este tipo de procedimiento. Un ejemplo
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elemental de este «pre-procesamiento» para encontrar representaciones estables y efi-
cientemente evaluables mediante la regla trapezoidal nos lo proporciona la siguiente
integral:

I= /+OO cos(w?/2 + zw) dw = R(F),

+oo
F = / e?) dw, () = i(w?/2 + zw),

que es una integral con los mismos problemas de cancelacién que tenia nuestra
primera representacion integral para la funcién de Airy (2.12).
El punto de silla se obtiene mediante

¢ (wo) =0 = wy = —x,

y el camino w = v — x + v, v € (—00,+00), que pasa por el punto de silla, es el
de descenso mas rapido y proporciona el mismo resultado que el camino original,
en primer lugar porque se puede deformar el camino original al nuevo camino sin
cruzar ninguna singularidad y, en segundo, porque la deformacién se hace dentro de
los «valles» de la funcién |e¢’(w) |, de tal manera que el resultado es el mismo aunque
los puntos inicial y final no lo sean. Tenemos entonces, siendo dw = (1 + i) dwv,

R(p(w)) = —v*, que

+oo +oo

F= / e?() d = e?(W0) (1 4 z)/ e dv.
— 00 —0o0

La integral que queda tiene su méxima contribucién en el punto de silla v =0 y es

perfectamente adecuada para ai)(l)iocarlez la regla trapezoidal, cosa que en este caso no

hace falta pues sabemos que [~ e~ dv = /7. Con esto, F = e~ /?(1 4+ i)/m e

I =+2rcos(z?/2 — 7/4).

Volvamos a la representacién integral (2.13) y vamos ahora a describir con cierto
detalle cémo se puede obtener una representacién numéricamente estable a partir
de ella utilizando estas ideas. En este ejemplo tomaremos arg z € [0, 27].

Denotamos ¢(w) = %w3 — zw. Los puntos de silla son wg = /2 y —wp, y se
obtienen resolviendo ¢'(w) = w? — z = 0. El contorno de punto de silla (camino de
descenso més rdpido) que transcurre a través del punto de silla wg se define mediante
Slo(w)] = I (wo)].

Escribimos
z:a:+iy:7“ew, w=u-+1v, wy=ug -+ 1vg-
Entonces,
ug = /reos30, vy =+rsenif, x=uj—vi, y=2uvo.
El camino de descenso mas rapido a través de wg estd dado por la ecuacion
(v —vg)(v + 2vp)

U= ug+ , —o0o<v<o0.
3 [uo—l— \/%(02—&-2@0@—1—3%)
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\%

5.0

Figura 2: Contornos de punto de silla para § = 0, %7?, %7’1’, Tyr=>5.

Ejemplos de estos contornos para r = 5 y unos pocos valores de # se muestran en
la figura 2. Los puntos de silla relevantes estan localizados sobre el circulo de radio
/T y se indican con puntos pequerios.

El punto de silla sobre el eje real positivo corresponde al caso con 8 = 0, y los dos
sobre el eje imaginario corresponden al caso § = 7. Es interesante comprobar que el
contorno se puede dividir y pasar por ambos puntos de silla +wy. Cuando 6 = %ﬂ'
ambos puntos de silla estan sobre un mismo camino; éste es el caso correspondiente
a valores de z sobre la linea de Stokes arg z = 27/3.

Integrando con respecto a 7 = v — vy (y escribiendo o = u — ug) obtenemos

7< o0
Ai(z) = & / e¥r() <d0 +¢) dr, (2.14)

T 2mi oo dr

(MY

donde ( = , Y

wno

3
o= 7(7 + 3v0) , —oo < T <00,

3 {uo + \/%(72 + 4voT + 31")J

Ur(0,7) = R[p(w) — ¢p(wo)] = uo(0® — 7°) — 20907 + 30° — 07>

La representacién integral para la funcién de Airy en (2.14) es ahora adecuada para
la aplicacién de la regla trapezoidal.

La regla trapezoidal es una buena regla de cuadratura, ademas de sencilla, para
muchos ejemplos de funciones especiales. En algunos otros casos, las reglas de cua-
dratura gaussianas pueden ser una eleccién interesante, particularmente cuando esta
disponible alguna representacién con un peso clésico. Este es el caso de la funcién
de Airy, que se puede evaluar eficientemente tanto con la regla trapezoidal como con
integracién de Gauss-Laguerre.

Para la integracién de Gauss-Laguerre, utilizariamos la representacién integral

26, 9.5.8]
AL) z—ie—</°°( t)‘é Loty
i(2) = “——sr 1+ ] tsetdt,
VaL(2) Jo 2¢
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donde ,
(=222, |arg(|<m (luego |argz| < 27).

Esta es una representacion integral interesante para evaluacién numérica. Observe-
mos que el término dominante e~¢ aparece explicitamente factorizado. La integral
parece adecuada para una integracién de Gauss-Laguerre de pardmetro o« = —1/6
(correspondiente a la funcién peso ¢t~ se~ ), pues la funcion f(t) = (1 + t/¢)~/6
tiene derivadas pequefias, particularmente si |z| es grande, con lo que el error de
truncamiento es pequeno en este caso.

En [11] se investigo esta integral también para z complejo. La principal dificultad
en este caso estriba en que aparece una singularidad cuando ¢t = —2(, que se aproxima
al semieje real positivo cuando 6 — +27/3.

Esto se puede remediar girando el camino de integracién. Si |0| € [%71’, %w] giramos
el camino considerando la sustitucién ¢ — ¢(1 + itan7). Obtenemos entonces la
representacién

e s pmhe S [>® . t o\ 1
Ai — —ittanT 1 7 t7% —t dt
0= () T ) () e

¢’ =C¢e " cosT,

ol

donde

y 7 es el angulo de giro del camino de integracion. Una interesante eleccién del giro
es 7 = 3(6 — 7). Con esto, la nueva integral coincide con la anterior para 6 = /2
y, si m/2 < 6 < 37/2, la nueva integral estd libre de singularidades

De esta forma, la integracién de Gauss-Laguerre se puede utilizar en todo el
sector 0] < %71‘. La integral es interesante para |z| no muy pequefio. En concreto,
esta representacién se utiliz6 en [11] cuando las series de Maclaurin no alcanzaban
suficiente precisién (fuera de la region |y| < 3, —2.6 < z < 1.3).

2.8. ENSAMBLANDO LOS METODOS PARA CALCULAR FUNCIONES DE AIRY

Para el caso particular de las funciones de Airy, es posible escribir algoritmos
eficientes y precisos de calculo para cualesquiera valores complejos de z, limitados
por problemas de overflow o underflow. Es més, para funciones escaladas (extrayendo
el factor dominante) no hay restriccién alguna.

En resumen, para calcular las funciones de Airy se puede utilizar la siguiente
combinacién de métodos:

» Series de Maclaurin para |z| pequeilo.
s Desarrollos asintdticos para |z| grande.

» Cuadratura numérica para valores de |z| intermedios (tanto la cuadratura gaus-
siana [11] como la trapezoidal [11] dan excelentes resultados).

La cuadratura numérica en la zona intermedia puede sustituirse por integracién
de la ecuacién diferencial, tal como hemos explicado anteriormente (ver [8]).
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Ademas de estos métodos, para x real son interesantes las aproximaciones de tipo
Chebyshev.

Acabamos de discutir el ejemplo de evaluacién de la funcién de Airy. EI hecho
de que sean necesarias distintas aproximaciones segun el rango de parametros es
lo habitual en la construccién de software numérico. Por lo general, distintos com-
portamientos de la funciéon requieren distintas aproximaciones. En ese sentido, seria
interesante introducir brevemente algin ejemplo de desarrollo asintético uniforme,
en particular alguna de tipo Airy. Finalizamos esta seccién con un breve comentario
sobre este tipo de desarrollos.

2.9. DESARROLLOS ASINTOTICOS UNIFORMES

Para evaluar funciones que dependen de uno o varios parametros, ciertas técnicas
asintéticas permiten la obtencién de desarrollos védlidos para parametros grandes
uniformemente sobre la variable. Consideremos, por ejemplo, el caso de las funciones
del cilindro parabdlico, soluciones de la ecuacién diferencial

Y (z) (”“: + a) y(z) = 0. (2.15)

Un par de soluciones numéricamente satisfactorio se denota por U(a, x), V(a,x)
[34] que, salvo por un factor dependiente de a (una funcién gamma), satisfacen
también la misma relacién de recurrencia a tres términos (y es un par satisfactorio
numéricamente tanto en funcién de x como a cuando para valores grandes y reales
de los pardmetros).

Cuando z%/4+a < 0, las soluciones de (2.15) son oscilantes y, cuando 2 /4+a >
0, monétonas. Para valores cercanos a la zona de transicién 2% /4+a = 0, las funciones
pasan de ser oscilantes a monétonas. Es de esperar, como asi ocurre, que dependiendo
de la zona en la que estemos, existan desarrollos asintdticos respecto a a de distinto
tipo. En las zonas 2%2/4 4+ a > 0y 22/4 4+ a < 0 existen desarrollos en términos
de funciones elementales (exponenciales y trigonométricas) validos en estas zonas.
Por otra parte, para una adecuada descripcién asintdtica para a negativo y grande,
la transiciéon de la zona mondétona a la oscilatoria se puede hacer en términos de
funciones de Airy.

El cambio lineal z = /2ut, pn = /2|al, lleva la ecuacién a la forma simplificada

d*y 4042 ia ia
g2 TH (t"—e )y =0, e =aflal.

Dada una ecuacién diferencial y”(t) + A(t)y(¢), y un cambio de variable ((t), la
funcién Y (t) = /¢’ (t)y(t) satisface, en la variable ¢, la siguiente ecuacién diferencial:
i + 12 | A(t(Q)) + i/? d—2£1/2 y—o, i=%
d¢? d¢? S d¢

Estas transformaciones son el punto de partida para algunos desarrollos uniformes.



90 FUNCIONES ESPECIALES EN LA ERA DIGITAL

Consideremos a < 0 y empecemos por el caso monétono. Para 22/4 +a > 0, es

decir, t2 — 1> 0, con el cambio
ac\?
—= | =A(t

y después de comprobar que el segundo término es suficientemente pequeno (remi-
timos a [25] para un tratamiento riguroso y detallado), tenemos que el coeficiente
de la ecuacién diferencial es aproximadamente 1, de lo que se sigue el comporta-
miento asintético dominante de las soluciones (lo que se conoce como aproximacion
de Liouville-Green). Términos adicionales del desarrollo se obtienen considerando el
término despreciado en la primera aproximacion.

Para la zona de transicién, se puede considerar el cambio

<(f’i§) — A@),

que lleva, cuando el segundo término sea despreciable, a la ecuacion de Airy. Los
desarrollos resultantes tienen como factor principal una funcién de Airy, que describe
adecuadamente el comportamiento en la zona de transiciéon. Términos adicionales se
pueden obtener con desarrollo en potencias negativas de p si no despreciamos el
segundo término. La teoria general de este tipo de desarrollos la encontramos en el
libro de Olver [25, capitulo 11]. Los mismos desarrollos pueden obtenerse también
a partir de representaciones integrales. El cédlculo de los coeficientes del desarrollo
es una tarea no exenta de dificultad de calculo y evaluacién, pero la recompensa es
grande, pues permite calcular la funcién en un amplio rango de pardmetros (siempre
que se disponga de un método de evaluacién de las funciones de Airy).

2.10. ESTO Y LO OTRO

Evidentemente, no todos los métodos que se utilizan para la evaluacién de fun-
ciones se pueden tratar en la limitada extensién de un articulo. Quedaran sin tratar
algunos temas relevantes de cuadratura numérica (como algunos métodos para inte-
grandos oscilantes), de aproximacién (como aproximaciones Chebyshev racionales) y
de solucién de ecuaciones no lineales (los ceros de funciones especiales son importan-
tes en multiples aplicaciones); en este tltimo tema, cabe citar los recientes métodos
de cuarto orden desarrollados en [31] y [32].

3. MAS ALLA DE LA FUNCION DE AIRY

La funcién de Airy, que hemos utilizado para introducir diversos métodos de
evaluacion de funciones, es una pequeiia (pero importante) pieza dentro del conjunto
de funciones hipergeométricas confluentes, soluciones de la ecuacion diferencial

2y’ + (b—2)y —ay =0, (3.1)
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una de cuyas soluciones se denota por 1 Fj(a;b;x) (ver la definiciéon general (2.1)).
También son importantes en aplicaciones, como hemos mencionado, las funciones
hipergeométricas de Gauss, soluciones de

(1 —2)y"(z) +[c— (a+ b+ 1))y’ — aby = 0, (3.2)

una de cuyas soluciones es o F (a, b; ¢; ).
Utilizando que dada una EDO de segundo orden

y'(z) + Bx)y'(z) + A(z)y(z) = 0,
tenemos que w(z) = exp (3 [ B(z) dz) y(z) satisface
w’ (z) + [A(z) — B'(x)/2 — B(x)?/4Jw(x) = 0.

Con este cambio, las ecuaciones hipergeométricas (3.2) y (3.1) se transforman, res-
pectivamente, en ecuaciones de la forma

w'(2) + [ma_x) + 54 (1_73:)2] w(z) =0

wmm+P+§+;Jmma

La situacién dista mucho de estar completamente resuelta para estas dos ecua-
ciones en el sentido de que exista solucién completamente satisfactoria al problema
para cualesquiera valores de los parametros, ni siquiera si son reales. Para la segunda
ecuacion, y restringiéndonos al caso en que el coeficiente no tiene término en 1/z,
tenemos la ecuacién para las funciones de Bessel, que resulta conveniente escribir en

la forma
v?—1/4

2

w%@+@%— }w%@z& a==+1.

Incluso para este caso, no estd todo el trabajo hecho cuando los coeficientes son
reales. En este caso tenemos v? € R, y esto nos da las siguientes posibilidades para
x real:

1. v € R: funciones de Bessel de orden real.

a) « =1, funciones de Bessel.
Par satisfactorio: {\/zJ,(z), v/xY,(x)}.

b) a = —1, funciones de Bessel modificadas.
Par satisfactorio: {\/z1,(z), /2K, (z)}.

2. v =1ia, a € R: funciones de Bessel de orden imaginario.

a) a =1, funciones ordinarias de Bessel de orden imaginario.
Par satisfactorio: {/TK;,(x),v/ZLia(x)}.

b) o = —1, funciones de Bessel modificadas de orden imaginario.
Par satisfactorio: {v/zF,(x),/2Gq(x)}.
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Los dos primeros grupos de funciones son estandar y existen desde hace déca-
das algoritmos satisfactorios [2]. Sin embargo, los dos tltimos grupos de funciones
se definen en [6], y no hace tanto tiempo que se obtuvo una solucién completa y
satisfactoria para el caso de las funciones K;,(z), Lio(z) [13, 12], a pesar de sus
multiples aplicaciones. Para {F,(z), G, (z)} no existe ningin algoritmo, a pesar de
que es un caso con aplicaciones en fisica. Claramente, es un objetivo a considerar
entre los muchos posibles.

Un caso en el que estd resuelto el problema de forma completamente satisfac-
toria es para las funciones del cilindro parabdlico {U(a, z),V (a,x)} [14], soluciones
de (2.15). Para el caso de la misma ecuacién, pero con signo menos en el término
en x2, se tiene solucién satisfactoria numéricamente [17], pero no completamente sa-
tisfactoria en el sentido de la seccién 2.2.2. En otros casos, como en la evaluacion de
funciones cénicas (dentro del conjunto de las funciones hipergeométricas de Gauss),
de momento sélo se tienen métodos para una de las soluciones [16, 19], aunque
estamos en la actualidad trabajando en la construcciéon de pares satisfactorios.

3.1. MAS ALLA DE LAS FUNCIONES HIPERGEOMETRICAS

En este articulo hemos tratado en todo momento con funciones que son soluciones
de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden y, mas en concreto, hemos
considerado funciones de tipo hipergeométrico (Gauss y confluente), para las que
todavia queda trabajo por hacer. El problema de la evaluacién numérica de funciones
no acaba aqui y, por supuesto, hay importantes funciones especiales que, o bien
no estan definidas a partir de ecuaciones diferenciales, o bien satisfacen ecuaciones
diferenciales de otro tipo.

Un ejemplo del primer caso seria la funcién gamma, para la que existe una con-
siderable variedad de algoritmos disponibles. Otras funciones relacionadas son las
funciones gamma incompletas (que si estdn en la familia de hipergeométricas con-
fluentes), y los cocientes de funciones gamma incompletas sobre la funcién gamma,
que son las conocidas funciones de distribucién acumuluda y? centradas (algoritmos
para su cdlculo e inversién son descritos en [18]). Otras funciones importantes que
generalizan los cocientes de funciones gamma son las funciones de Marcum, que tie-
nen como caso particular las funciones de distribucién acumulada x? no centradas.
La funcién Marcum-Q@ se define como

“+o0
Quia) = 2207 [ Dot (o)

Y

y su funcién complementaria P,(z,y) se define igual que @, (x,y) pero con 0 como
extremo inferior de integracion e y como extremo superior; se cumple que Q,(x,y)+
P,(x,y) = 1. Recientemente se han desarrollado algoritmos para estas funciones [20]
que demuestran ser cientos de veces mas eficientes que los algoritmos disponibles
en Matlab y Mathematica, a la vez que mas fiables; un siguiente paso serd el de la
obtencion de algoritmos de inversiéon rapida.

En el segundo caso, tendriamos funciones que satisfacen otro tipo de ecuaciones
diferenciales. Entre estos casos estan las funciones hipergeométricas generalizadas
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(2.1) con ¢ > 1, que satisfacen ecuaciones de orden mayor que 2. Otra interesante
familia de funciones es el de las funciones de Heun [33], que estdn en una categoria
diferente a la de las hipergeométricas generalizadas. Las funciones de Heun satisfacen
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con coeficientes polinémicos, pero
se diferencian de las funciones hipergeométricas en el nimero de singularidades:
son cuatro puntos singulares regulares. Un ejemplo interesante, que aparece en un
gran numero de aplicaciones fisicas, es la de la funcién de Heun confluente, en la
que dos singularidades regulares confluyen en oo; la ecuacién de Heun confluente
tiene entonces dos singularidades regulares (en 0 y 1) y una singularidad irregular
en oco. Tras escribir la ecuacién en forma normal con un cambio de funcién elemental,
llegamos a una ecuacion del tipo

" B C D E
Yy (Z)+ A+Z+?+Zj+m y(z)—O
Es de destacar lo poco que se conoce de las soluciones de esta ecuacién diferencial,
empezando porque no existen aproximaciones asintéticas manejables. Incluso las
series de Frobenius no son triviales en el sentido de que los coeficientes satisfacen
relaciones de recurrencia para los que no hay solucién explicita. El tnico software
disponible para esas funciones es, hasta el momento, los comandos Maple que utilizan
la integracion de la ecuacién diferencial para calcular soluciones, que parecen ser algo
lentos y no siempre precisos. Este puede ser un interesante problema a considerar.

4. ACERCA DEL SOFTWARE PARA EL CALCULO DE FUNCIONES ES-
PECIALES

Finalizamos este articulo con algunas consideraciones respecto al software de
calculo de funciones especiales, que es el objetivo final del estudio numérico de las
funciones especiales.

4.1. VALIDACION DE SOFTWARE

Una vez que se dispone de un determinado método confiable, el siguiente paso
natural es la construccion del algoritmo numérico correspondiente. Para tal labor,
es imprescindible verificar la exactitud del algoritmo para suprimir la posibilidad de
errores de programacién y para certificar la precisién del algoritmo. Hay que tener en
cuenta, por otra parte, que, muy frecuentemente, son estos tests numéricos los que
delimitan la zona de validez de cada aproximacién utilizada, puesto que es raro que se
pueda acotar de forma razonablemente sencilla el error de cada método. Lo habitual
es que la obtencién de cotas de error realistas para los métodos numéricos empleados,
sobre todo cuando son funciones con varios parametros, sea tan complicado, o mas,
que la evaluacién de las propias funciones. En cualquier caso, incluso disponiendo
de cotas de error rigurosas, es siempre necesaria una verificacién computacional de
la precision real del algoritmo.

Pueden ser varios los métodos de verificaciéon de un algoritmo, entre ellos:
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1. Comparacién con otros algoritmos, con el inconveniente de que la precisién
verificable viene limitada por el algoritmo de comparacion.

2. Consistencia entre métodos de evaluacién dentro de un mismo algoritmo. Un
algoritmo puede utilizar diversos métodos de aproximacion para los que puede
haber regiones de las variables en las que dos o mas métodos distintos son
validos.

3. Verificacion de identidades funcionales, tales como wronskianos, valores espe-
ciales (por ejemplo ceros), sumas, etc. Es, por supuesto, esencial cerciorarse de
la estabilidad de las relaciones empleadas. Por ejemplo, en la verificacién de
las funciones de Airy en el plano complejo, la relacién

WAi(2),Bi(2)] = Ai(2) Bi'(2) — Ai'(2) Bi(z) = %
sélo es estable para |argz| < /3, donde Ai(z) es recesiva cuando |z| — oo
y Bi(z) dominante. Fuera de este sector, ambas funciones son dominantes de
forma que, para |z| grande, el valor % se obtendria por cancelaciéon de dos
cantidades exponencialmente grandes, por lo que la identidad no seria ttil
para verificar el algoritmo numéricamente.

4. Comparacion en aritmética extendida. Consiste en comparar un algoritmo con
otra version del mismo algoritmo que utilice una aritmética con un mayor
nimero de cifras. Este tipo de comparaciones sélo demuestran la consistencia
del método y sirven para estimar la precisién bajo la suposicién de que funcione
correctamente.

5. Series de Taylor. Conocido el valor de una funcién y su primera derivada en un
punto, si la funcién satisface una EDO de segundo orden «sencilla», podemos
obtener derivadas sucesivas diferenciando en la EDO. Esto nos permite cons-
truir una serie de Taylor con la que podemos verificar los valores de la funcién
y su primera derivada en puntos en cierto entorno del punto en el que se esta
construyendo el desarrollo.

4.2. ALGUNAS FUENTES DE SOFTWARE NUMERICO

Conocidas plataformas de software en precision extendida, como Mathematica
y Maple, disponen de buenos (habitualmente) algoritmos para el célculo de una
gran variedad de funciones especiales. Sin embargo, las funciones implementadas en
estas plataformas no son adecuadas para calculos computacionales intensivos que
requieran rapidez y eficiencia; por otra parte, la precision no siempre estd verificada,
como por ejemplo se observa en [20]. Por otra parte, existen diversos libros publicados
que incluyen software para funciones especiales: conviene mencionar [3, 24, 30, 35],
por citar algunos. Asimismo en la red hay disponibles numerosas colecciones de
software para funciones especiales, como por ejemplo la libreria matematica Cephes'

Ihttp://www.moshier.net
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o repositorios més generales como Netlib?, la libreria de programas de CPC? o
CALGO*. Estos dos tltimos repositorios incluyen el software asociado a los articulos
publicados en ACM Transactions on Mathematical Software y Computer Physics
Communications respectivamente, por lo que las rutinas tienen la garantia de estar
verificadas.

Una revisién extensa del software disponible para funciones especiales hasta el
ano 2000 puede consultarse en [22] (esta revisién de software fue publicada en 1994
y luego actualizada en el afio 2000). Por su parte, el NIST Handbook [27] incluye
referencias a software numérico en cada uno de sus capitulos, en lugar de las tablas
numéricas del antiguo Handbook [1].
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