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Abstract— Three different extensions of the FDTD method
for the treatment of lossy dielectrics are considered: the
time-average (TA), the time-forward (TF) and the time-
backward (TB) difference schemes. An analytical study of
the stability properties and numerical dispersion of these
schemes is presented. Analytical stability conditions, based
on the von Neumann method, are obtained and validated
through numerical simulations. The numerical dispersion
properties are established in terms of the discrete lossy di-
electrics wavelength and skin depth. The expressions ob-
tained are also validated numerically.
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I. INTRODUCCION

N su formulacion original, el método de las diferencias

finitas en el dominio del tiempo (FDTD) no permitia
emplear medios dieléctricos con pérdidas; sin embargo, en
poco tiempo esta limitacién fue eliminada. Para ello, se
incluyé un término de corriente de conduccion, UE, en la
ecuacién de Ampere-Maxwell, el cual debia aproximarse,
mediante diferencias finitas, de forma consistente con el
esquema FDTD original.

Se dieron dos soluciones distintas a este problema. La
primera, y quizd también la mds extendida, consistié en
discretizar el término o E mediante diferencias finitas cen-
tradas [1]; la segunda, consistia en emplear diferencias fini-
tas hacia adelante [2]. Nos referiremos a ellas como esque-
ma centrado y esquema hacia adelante o forward, respecti-
vamente. Ambas formulaciones han coexistido durante mas
de dos décadas sin haberse realizado, hasta recientemente,
estudios de sus propiedades numéricas [3]-[6].

En este trabajo se aborda el estudio de la estabilidad
y dispersiéon numérica de los dos esquemas anteriormente
mencionados; por completitud, también se incluye una ter-
cera formulacién basada en aproximar el término oF me-
diante diferencias finitas hacia atras o backward.

En cuanto a la estabilidad, se obtienen condiciones de
estabilidad explicitas para los tres esquemas, cuya validez
se comprueba mediante simulaciones FDTD.

En lo referente a la dispersion, se obtiene la ecuacién
numeérica de dispersion y se identifica el valor numérico de
la permitividad compleja. Se calculan también los valores
numeéricos de las longitudes de onda y de penetraciéon por
efecto pelicular. Estos pardmetros se utilizan de base para
un estudio comparativo de la exactitud de los tres esquemas

considerados.

II. EsQUEMAS FDTD PARA MEDIOS CON PERDIDAS

Como punto de partida consideraremos las ecuaciones de
Maxwell del rotacional
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donde se ha incluido el término de corriente de conduccion.
De acuerdo con el método FDTD original, la aproximacién
en diferencias del sistema anterior es
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representa la aproximacién en diferencias del rotacional.
En las expresiones anteriores d, (o = z,¥, z,t) denota el
operador diferencia centrada respecto a la coordenada in-
dicada en el subindice.

Como resultado de esta discretizacién, el campo eléctrico
se evalia en instantes enteros de tiempo, salvo en el término
UE_"’H‘%, que aparece evaluado en un instante semientero.
La solucién a esta inconsistencia da lugar a las tres formu-
laciones que discutiremos en lo que sigue.

A. Esquema centrado

Consiste en emplear la siguiente aproximacion centrada
/ . = 1
para el término o Btz

cE"T ~op, BT = %(E"H + EM). (3)
donde p, es el operador promedio centrado. Sustituyendo
esta aproximacién en (2b) y despejando E™*! se obtiene la
formulacién buscada.



B. Esquema hacia adelante

En este caso, la aproximacion realizada es:
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donde S; representa el operador desplazamiento. Como se
observa en la expresién anterior, el valor de FE en t = (n +
%)At se aproxima por su valor medio paso hacia adelante
en el tiempo.

C. Esquema hacia atrds
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Este esquema consiste en aproximar E"T2 por E™, esto
es,
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En lo siguiente analizaremos las propiedades de estabili-
dad y dispersién numérica de estos esquemas.

I1I. ESTABILIDAD

Un aspecto esencial en la aplicacién del método FDTD es
la eleccion de ciertos parametros —paso temporal, tamano
de la celda espacial, etc.— de forma que el algoritmo sea
estable, es decir, que los errores de redondeo no crezcan
indefinidamente durante la simulacién.

El método de von Neumann es una de las técnicas més
populares para el estudio de la estabilidad de aproxima-
ciones en diferencias de problemas espacio-temporales. En
la practica, para estudiar la estabilidad de un esquema se
sustituyen, en las ecuaciones en diferencias, soluciones de
la forma

F"(i,5,k) = FOZ'nej(iAz/%erjAy/}ermz;;z)7 (©)

donde Z es una variable compleja llamada factor de ampli-
ficacién; esto conduce a un polinomio S(Z). La condicién
de estabilidad puede expresarse entonces como |Z;| < 1,
donde Z; son las raices de S(Z). Esto significa que, para
que el esquema sea estable, las raices de S(Z) deben estar
dentro o sobre el circulo unidad en el plano complejo Z.

A. Esquema centrado

Sustituyendo (3) en (2b) y siguiendo el procedimiento
arriba descrito llegamos al siguiente polinomio de estabili-
dad:
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donde T = €/0 es la constante de relajacién del medio y
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A partir de la condicién |Z; 2] < 1 se obtiene el siguiente
criterio de estabilidad:
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con la restriccién adicional o > 0. Por consiguiente, el es-
quema centrado preserva la condicién de estabilidad del
método FDTD original (sin pérdidas).

B. Esquema hacia adelante

Para este esquema se obtiene el siguiente polinomio de
estabilidad:
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en este caso se llega a la condicion de estabilidad:
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donde

47

1

en 1 :

A= YL ( > F) :

a=z,y,z <%

con la restriccién o > 0. El factor (A + VA2 + 1) es siem-

pre mayor que la unidad, por tanto, este esquema per-

mite emplear pasos temporales mayores que en el caso sin

pérdidas. Se observa también que A es funcién de o a
través de 7.

C. Esquema hacia atrds

En este caso el polinomio de estabilidad resulta:

SB:Zz+(4u2—2+ﬁ>Z+1—ﬁ,
T T

el cual conduce a la siguiente condicién de estabilidad:
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IV. DISPERSION NUMERICA

La ecuacién de dispersiéon es la relacién existente entre
la frecuencia y el numero de onda para las ondas planas
solucién del problema diferencial. La ecuacién numérica
de dispersién nos da esta misma relaciéon, pero obtenida
a partir de las ecuaciones en diferencias que aproximan al
problema diferencial. Estas dos relaciones de dispersién
son en general distintas, por ello la dispersién numeérica es
una importante limitacién a la exactitud de las soluciones
numeéricas

Una vez obtenido el polinomio de estabilidad, la ecuacién
numérica de dispersién se puede calcular simplemente eva-
luando dicho polinomio en el circulo unidad del plano Z,
es decir, haciendo

S(2)| z=exp(iwnn = 05

lo cual conduce al siguiente resultado
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donde € representa la permitividad compleja numérica,
cuya expresiéon es distinta para cada uno de los esquemas
considerados. Aparte de esto, se observa que esta ecuacién
tiende a la exacta a medida que mejoramos la resolucién
espacial y temporal de la discretizacién. Veamos ahora las
expresiones de € para cada esquema.

A. Esquema centrado

La permitividad compleja numérica para el esquema cen-
trado es:

Se observa que la parte imaginaria se ve afectada por el
proceso de discretizacion; no obstante, su valor tiende al
exacto a medida que wA; tiende a cero.

B. Esquema hacia adelante

Para este esquema la permitividad numérica resulta:
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En este caso, la parte real se ve afectada por el término

A/ (27).

C. Esquema hacia atrds

Por dltimo, para el esquema hacia atras se obtiene
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resultado similar al del esquema hacia adelante. Se observa
que la parte imaginaria de € es igual para los tres esquemas.

V. RESULTADOS

Consideraremos, por sencillez, el caso 1D consistente en
ondas polarizadas en la direccién x y propagandose en la
direccién z. Para este caso, la ecuacién numérica de dis-
persion sigue siendo (10), pero con el sumatorio extendido
solamente a z. A partir de esta ecuacion, la constante de
propagacion numeérica resulta

A 2 1 = AZ . OJAt
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La longitud de onda numérica en el conductor es

N 2T
R[F.]

y el valor numérico de la longitud de penetracién por efecto
pelicular vale

En todos los resultados que se muestran se ha tomado
w=2xmx 109 rad/s y A, = \/20, siendo X la longitud
de onda exacta. Ademads, los resultados se han obtenido
en funcién de la conductividad con una variacién entre

o =107%S/m y ¢ = 108S/m. Podemos entonces distin-
guir la zona de buen dieléctrico (wr > 1), zona intermedia
y la zona de buen conductor (wr < 1). En nuestro caso,
delimitaremos estas zonas por los valores de conductividad
o =1072S/m y o = 10>S/m. Nétese que al aumentar o, A
disminuye y por tanto A, también.
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Fig. 1. Valor maximo del paso temporal, normalizado al caso sin
pérdidas, en funcién de la conductividad

En la figura 1 se muestra el valor de A, __ , normaliza-
do al caso sin pérdidas, en funcién de la conductividad.
Las curvas mostradas se han obtenido empleando (7), (8)
y (9). Se observa como en la regién de buen dieléctrico
(0 <1072S/m) los tres esquemas tienen el mismo valor de
Ay,...., que coincide, esencialmente con el valor para el caso
sin pérdidas. Al aumentar la conductividad, sin embargo,
Ay,... disminuye fuertemente, siendo esta disminucién mas
importante para el esquema hacia atras.
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Fig. 2. Comportamiento inestable en una ldmina conductora.

Para ilustrar la validez de las condiciones de estabilidad
obtenidas en el apartado anterior (y empleadas en la figu-
ra 1), hemos considerado la simulacién de una onda plana
incidiendo en una ldmina conductora situada en el espa-
cio libre. En la figura 2 se muestra una “foto” del cam-



po eléctrico en la iteraciéon temporal n = 1110 obtenido
empleando el esquema hacia atrds con un paso temporal
A; = 1.01AB ... Como cabe esperar, la simulacién resulta
inestable, observandose como el origen del comportamien-
to inestable estd en la region conductora. Repitiendo esta
simulacién con A; = 0.99AB _ resulta estable, lo cual con-
firma la validez de la condicién (9). De forma andloga, se
pueden validar las condiciones (7) y (8) para los esquemas

centrado y hacia adelante, respectivamente.
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Fig. 3. Error relativo para hy y s en funcién de la conductividad.

Cada esquema utiliza su paso temporal maximo.

En la figura 3 se muestra el error relativo para A y 8, con
respecto a sus correspondientes valores exactos, en funcién
de la conductividad del medio. Se muestra una curva para
cada esquema, la cual se ha obtenido utilizando el paso
temporal maximo que permite la condicién de estabilidad
del esquema. Se aprecia como en la regién de buen dielec-
trico los tres esquemas se comportan igual, con error nulo.
En la regién de buen conductor los esquemas centrados y
hacia atras tienen el mismo error; para el esquema hacia
adelante el error es ligeramente mayor y de signo opuesto.
En esta region domina la parte imaginaria de la permi-
tividad compleja, que es la misma para los tres esquemas,
por tanto estas diferencias se deben a que el paso temporal
para el esquema hacia adelante es mayor que para los otros
dos esquemas. En la region intermedia es donde mayores
diferencias hay, observandose como el esquema centrado es
el que mejores resultados produce.

Por 1ltimo, en la figura 4 se repiten los mismos resulta-
dos que en la figura 3, pero en este caso tomando como paso
temporal, para todos los esquemas, el valor maximo per-
mitido por el esquema centrado. También se han incluido,
marcados con puntos, los resultados obtenidos mediante
simulaciones FDTD. Para este paso temporal el esquema
hacia atras es inestable y por ello no se incluye en esta
figura. Se observa que en las regiones de buen dieléctrico y
buen conductor los esquemas se comportan de igual mane-
ra, sin embargo, en la zona intermedia el esquema centrado
da mejores resultados.
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Fig. 4. Error relativo para A y s en funcién de la conductividad.
Se utiliza el paso temporal miximo del esquema centrado para
todos los resultados.

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha presentado un estudio de la es-
tabilidad y la dispersién numérica de tres formulaciones
orientadas a la incorporaciéon de medios conductores en
simuladores FDTD. A partir de los resultados obtenidos
se aprecia como las tres formulaciones se comportan esen-
cialmente igual para buenos dieléctricos; para buenos con-
ductores los errores que producen son también similares.
La diferencia para regién esta en el valor maximo del pa-
so temporal permitido: el esquema centrado preserva la
condicién del caso sin pérdidas; el esquema hacia atras
obliga a reducir fuertemente el paso temporal, lo cual le
hace practicamente inservible; y el esquema hacia adelante
permite utilizar pasos temporales mayores que los que per-
mite el espacio libre mallado con la misma resolucién, lo
cual es de interés sélo si se emplea mallado no uniforme.
Por ultimo, en la regién intermedia, el esquema centrado
da resultados mucho mejores que los otros dos esquemas,
lo cual hace de este esquema una eleccién adecuada para
simulaciones de propdsito general.
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