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Resumen

Lo primero de todo cabe destacar que todos los resultados tanto tedricos como computacionales de
este trabajo son originales salvo la Seccion [2.2] que se usa como base para construir sobre ella los
resultados teoricos adaptados al trabajo. El procedimiento que se ha seguido es el de demostrar todos
los resultados teoricos originales del trabajo y no demostrar ninguno de los no originales, indicando
por supuesto en que referencia se puede ver el resultado.

El objetivo de este trabajo es el desarrollo de una técnica basada en la teoria de la informa-
cion para que un conjunto de series temporales o procesos estocasticos puedan ser ordenadas en
funcion de su grado de correlacion, con el foco puesto en las series temporales provenientes de un
sistema complejo como un plasma. En [1]] ya se intento realizar esto pero debido a limitaciones el
meétodo no era capaz de detectar correlaciones a medio o largo plazo, como pueden ser las de una
senal de plasma. En este trabajo se resuelve este problema usando una via alternativa.

Esto se ha llevado a cabo en 3 fases. Primero, en el Capitulo |2 se han introducido las bases
teoricas y a través de una estructura matematico-deductiva se ha concluido como debe de ser el
método desde un punto de vista teorico. En un primer instante, en la Seccion se ha descrito
la teoria clasica existente en la literatura, que es la concerniente a la entropia de bloque. En las
siguientes secciones, no obstante, se han deducido los problemas que tiene esta teoria al llevarla a la
practica, a partir de lo cual se ha decidido usar un método alternativo no usado en la literatura en la
forma que se usa en este texto, que es la entropia de permutacion. Por ello se ha tenido que adaptar el
marco tedrico existente de la entropia de bloque a la entropia de permutacion, lo cual se ha llevado a
cabo en la Seccion [2.5. Una vez hecho esto se ha podido deducir la forma tedrica 6ptima del método

que se ha dado en la Seccion

Por ultimo, en los Capitulos 3| y |4 se ha realizado la prueba del método. En primer lugar, en el
Capitulo [3| se ha probado con datos simulados provenientes de la aplicacion logistica y después, en
el Capitulo 4] se ha probado con datos reales provenientes de las senales temporales del plasma de
la Santander Linear Plasma Machine (SLPM). En ambos casos los resultados han sido compatibles
con el comportamiento esperado dado por la literatura. Los resultados del texto se sintetizan en las
Figuras y que son la representacion de la complejidad para las senales del logistico y del
plasma respectivamente.

Palabras clave : Entropia, permutacion, estocastico, complejidad, correlacion, plasma.

Abstract

First of all it is noted that all results both theoretical and computational are original except for the
Section [2.2| which has been included as a basis to construct the required theoretical foundations of
the work over it. The procedure that has been followed is to prove all original results and none of
the non original, giving of course the reference where the proof may be found.

The main goal of this work is the development of a technique based on information theory
for classifying time series or stochastic processes according to their correlation, focusing on time
series generated by plasmas. In [1]] it was attempted to carry this out but due to limitations of the
method used there, it wasn’t capable of detecting correlations at medium and high temporal scales,
as are the ones that usually appear in plasmas. In this work we solve these limitations by following
an alternative way.



This has been carried out in 3 steps. First, in Chapter [2| the theoretical basis has been introdu-
ced and through a logical structure it has been concluded how the method must be from a theoretical
point of view. Initially, in Section the classical theoretical basis has been described, which is
the one constructed for block entropy. In the next sections, however, the problems that arise when
trying to apply this block entropy to practical situations have been shown, and as a consequence
an alternative technique from information theory has been proposed, the permutation entropy.
Consequently, we have had to adapt the theory thought for block entropy for it to be valid also for
permutation entropy, which has been carried out in Section Once done this, in Section the
optimal shape of the method has been deduced from a theoretical point of view.

Finally, in Chapters [3| and [4] the method has been tested. First, in Chapter [3 the method has
been tested on simulated data generated by the logistic map and then, in Chapter {4 the method has
been tested on real data coming from flux measurements of the plasma generated in the Santander
Linear Plasma Machine (SLPM). In both cases the results have been coherent with the behaviour
expected based on literature. The results of the text are synthesized in Figures and which
show the complexity of the different time series coming from the logistic map and the plasma.

Keywords : Entropy, permutation, stochastic, complexity, correlation, plasma.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La fusion nuclear: Una energia limpia e ilimitada

Hoy en dia, en los paises occidentales donde se puede afirmar que se ha erradicado el hambre, dos de
los principales problemas o preocupaciones son, por un lado, el cambio climatico y por otro, los costes
de la energia. Esto ultimo sobre todo a partir de la invasion de Ucrania por parte de Rusia, lo que
conllevo una disminucion notable del gas natural y combustibles fosiles exportados por este pais a
los paises europeos, lo que caus6 un aumento considerable de los costes de la electricidad, calefaccion
y gasolina que afecto directamente a los consumidores. Cualquier persona veria la resolucion de
alguno de estos problemas como un gran éxito. La fusion nuclear puede resolver ambos problemas [2]].

La fusion nuclear es la forma a través de la cual se produce energia en el sol. Debido a las
grandes presiones reinantes dentro de nuestro astro, la repulsion electrostatica entre dos atomos de
hidrogeno cargados positivamente se puede superar y asi se puede dar la fusion de ellos, liberando
una gran cantidad de energia en el proceso, ya que dos atomos de hidrogeno por separado tienen
una masa mayor que un atomo de helio. De hecho, usando la ecuacion de Einstein E = mc? se puede
calcular que con 1 kg de hidrogeno se podrian generar 7.5 x 10'* Joules de energia, lo que bastaria
para suplir el actual consumo global total de energia durante un periodo de 10000 anos [2].

Ya desde que en la década de 1920 el fisico inglés Eddington conjeturara que la fusion de ato-
mos de hidrogeno era la forma en la que el sol obtenia energia, surgio el interés en el mundo
cientifico de algin dia poder conseguir llevar a cabo esta fusion nuclear en la Tierra [2]].

Uno de los grandes avances hacia este objetivo se dio en el ano 1956 cuando los cientificos
soviéticos Andrei Sakharov e Igor Tamm inventaron el Tokamak permitiendo asi confinar particulas
a altas temperaturas mediante campos magneéticos. No obstante, desde ese ano hasta la fecha no se
ha conseguido el objetivo de producir mas energia de la que se emplea [2]. Las principal razon de
ello es la imposibilidad de alcanzar un valor suficientemente alto del triple producto n7'7, donde T’
es la temperatura del plasma, n es su densidad y 7 su tiempo de confinamiento, es decir, el tiempo
que el plasma pasa confinado a traves del campo magnético.

Una forma de facilitar esto es fusionando atomos de deuterio y tritio en vez de atomos de
hidrogeno. Ademas, como el deuterio es facilmente extraible del agua por lo que se dispone de una
fuente casi ilimitada y el tritio se podria generar en la propia central de fusion nuclear, no habria
problemas de desabastecimiento. En este caso la reaccion entre deuterio y tritio genera un nucleo
de helio y un neutrén que no es afectado por el campo magnético y asi su energia cinética puede
ser colectada en las paredes del recipiente donde se confina el plasma transformandola en energia



téermica. Como los neutrones llevan la mayor parte de la energia cinética, la eficiencia de estas
reacciones podria ser tan alta como del 90 % [2].

No obstante, pese a todos los beneficios potenciales de la fusion en la sociedad actual hay un
sentimiento no muy positivo en torno a ella [2] y es que se considera a la fusion algo como que
siempre se espera que se consiga en un periodo de 30 anos, pero luego nunca se consigue, y es que
desde que por primera vez en la década de 1960 ya se viera la fusion cerca, debido a dificultades
técnicas se ha ido posponiendo y han pasado casi 70 anos y se sigue sin conseguir. No obstante,
parece que el paradigma esta cambiando y es que en los tltimos anos la fusion nuclear ha tomado un
especial interés en el ambito cientifico y empresarial, para ello basta ver las dos siguientes figuras.

900 40
800
700 50
600
500 20
400
300 10
200
100 0
0

1961 2000 2018 1998 '00 02 04 '06 08 M0 2 ‘14 16 , 18 '20 2022

(a) (b)

Figura 1.1: Representacion del nimero de documentos publicados sobre la fusion por ano en la subfi-
gura (a) y namero de startups de fusion que en el periodo 1998-2022 han recaudado 4700 millones de

$ en la subfigura (b) [2]].

De hecho, en el ano 2022 se consiguié por primera vez en la historia un hito, por primera vez se
consiguio producir mas energia de la suministrada. Fue en el Federal Livermore Laboratory (NLC) de
California donde suministrando 2.1 MJ de energia, se produjeron 2.5 MJ de energia. Y el ano pasado,
2023, consiguieron superar su propia marca y produjeron 3.1 MJ de energia a partir de 2 MJ de energia.
Se establece el limite para poder construir reactores de fusion comerciales de manera sistematica el
alcanzar la barrera de producir 10 veces la energia suministrada. Sin embargo, con las perspectivas
de que el experimento ITER se pueda poner en marcha en los proximos anos se espera poder conse-
guir reactores de fusion nuclear para finales de la década de 2040 o principios de la década de 2050 [2]].

La construccion de reactores de fusion nuclear supondria una autentica revolucion y es que
por un lado eliminaria los problemas de los combustibles fosiles que es que hay una cantidad finita
de ellos, mientras que hay reservas del combustible necesario (deuterio y tritio) para al menos 20000
anos a un ritmo de produccion energético actual y lo mas importante, no se producirian emisiones
contaminantes a la atmosfera, lo que contribuiria a frenar el cambio climatico.

Ademas, también eliminaria los problemas que tienen las energias verdes actuales como las
energias solar o edlica entre otras, ya que estas centrales tienen un impacto medioambiental
considerable en nuestros rios, montes y bosques al ocupar un espacio que pertenece a la biodiver-
sidad de la zona o que incluso podria usarse para la agricultura. Asimismo, la energia por fusion
nuclear no tendria el problema de que es intermitente y depende de si es invierno o no, de si esta
nublado o no, de si hay viento o no, de si ha llovido o no..., es decir, es una fuente energetica fiable [2].

Por ultimo, también es preferible frente a las centrales de fision nuclear debido a que con la
fusion se genera mas energia que con la fision, pero sobre todo porque no genera residuos radioacti-
vos de larga vida. De hecho, el tritio es el tnico elemento radioactivo que se generaria, pero su vida
media es de aproximadamente 12 anos, que no es ni comparable con los miles de anos de vida media
de los residuos de la fision del U-235 [2].



1.2. Santander Lineal Plasma Machine (SLPM)

La forma de estudiar las propiedades del plasma en Santander es a traves de la Santander Linear
Plasma Machine (SLPM). Se trata de una maquina lineal de plasma frio no confinante. Se dice no
confinante cuando no se forman superficies magnéticas, pero si que existe un campo magnético
para confinar las particulas axialmente. Maquinas confinantes por otro lado son por ejemplo los
Tokamaks. La gran diferencia entre los no confinantes y los confinantes es que en los primeros no se
puede dar la fusion nuclear.

Por ende se puede deducir que las propiedades macroscopicas de los plasmas generados en la
maquina lineal de Santander son diferentes a las de los plasmas calientes generados en los mencio-
nados Tokamaks o los Stellarators que a dia de hoy son los dos dispositivos que mejores perspectivas
dan para la consecucion de la fusion nuclear [3]. No obstante, por un lado, las propiedades de
densidad y temperatura son muy similares y recordemos que una condicion necesaria para conseguir
la fusion era obtener un valor suficiente del triple producto de fusion. Por otro lado, los fenomenos
de turbulencia que tan importantes son como mas adelante se explicara también son muy similares
en este tipo de plasmas, lo que sumado a que la menor complejidad del dispositivo hace que sea mas
facil obtener mejor estadistica y reproducibilidad. Todo ello hace que el estudio del plasma en este
tipo de dispositivos lineales sea interesante [3]].

A continuacion se muestra la disposicion esquematica de la SLPM en la siguiente figura.
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Figura 1.2: Representacion esquematica del SLPM tomada de la referencia [4].

Lo primero de todo cabe resaltar que la SLPM es una maquina en la cual el plasma se genera mediante
la inyeccion axial de microondas que trabaja en régimen continuo. La descarga de microondas se
realiza durante 4 segundos y a los 2 segundos ya se adquieren los datos mediante una sonda de
Langmuir (véase en la Figura[1.2|las Langmuir probes) [3], que permiten la medicion de la densidad y
el potencial eléctrico de un plasma, que permiten deducir los flujos de particulas, y por tanto detectar
fenomenos de turbulencia, que se caracterizan por un flujo anormalmente alto en una region dada
del espacio.

Otra diferencia respecto a los dispositivos mencionados en la subseccion previa es que la SLPM usa
gas helio en vez de deuterio y tritio. Este plasma se produce en un recipiente cilindrico de 7 cm de
diametro y 100 cm de longitud. El helio se inyecta mediante una valvula electromagneética y se trabaja
con presiones en torno a 0.001-0.1 mbar[3]]. Las microondas que generan el plasma son emitidas
por un magnetron que es un dispositivo que transforma la energia eléctrica en electromagnética en
forma de microondas, cuya potencia esta en el rango 0.06-6KW y su frecuencia es de 2.45 GHz sobre
el gas que puede ser helio pero también neon o argon [3]]. Este plasma generado esta sometido a un
campo magneético lineal o axial constante que esta en el rango de 50-140 mT, el cual es generado
por 6 bobinas (en la Figura [1.2|las magnetic field coils) con corriente maxima de 200 A. Seguido del



magnetron que en la Figura [1.2]aparece en la izquierda del todo con el nombre microwave generator
aparece un circulador o cylindrical waveguide que sirve para evitar que las microondas reboten de
vuelta al magnetron y asi se impide que se dane.

Finalmente de la Figura queda por explicar la funcion del interferometro. El interferometro
es un instrumento optico que emplea las interferencias de las ondas de luz para medir la longitud de
onda de la misma luz y en este caso, se utiliza para calcular la densidad media del plasma.

1.3. Teoria de la Informacion Aplicada a la Fusion

El principal problema para la consecucion de la fusion nuclear en la Tierra es que los plasmas son
muy impredecibles, lo que dificulta en gran medida la obtencion de un valor del triple producto n7'r
suficientemente elevado. No obstante, si se conociera con mas detalle por qué el plasma se comporta
como se comporta nos seria mas facil entender como obtener valores del triple producto de fusion
altos, ya que es de sentido comun afirmar que en cualquier ambito de la vida si no entendemos
realmente cual es nuestro problema, nunca lo vamos a poder solucionar.

Aqui es donde entra en juego la teoria de la informacion. La teoria de la informacion permite
describir mediante técnicas estadisticas el comportamiento de los plasmas. En [5] se afirma que
aplicar la teoria de la informacion a plasmas es una técnica novedosa y muy efectiva para caracterizar
estos procesos no lineales tanto desde un punto de vista fenomenologico como desde un punto de
vista conceptual.

De hecho, en [5] se afirma que la informacion como tal es un concepto fisico que toma gran
relevancia en sistemas complejos como los plasmas donde hay un flujo constante tanto de energia
como de informacion. Es por ello que un conocimiento de cuales son las propiedades de estos
transportes tanto de energia como de informacion, ayudarian en un futuro proximo a la construccion
de Tokamaks o Stellarators adecuados, permitiendo asi la deseada fusion nuclear de una vez por todas
y asi poder resolver muchos de los mayores problemas que tiene la sociedad actual.



Capitulo 2

Desarrollo teorico del meétodo

En este capitulo se deduce cual es el método optimo de deteccion de correlaciones basado en el concep-
to de entropia de permutacion. Primero, en la Seccion [2.2| se introducen las bases teoricas existentes
para la entropia de bloque para senales temporales de longitud infinita. En la Seccion 2.3 se analiza
el caso de series de longitud finita y en la Seccion [2.4 se describen los problemas que surgen al lle-
var a la practica el concepto de la entropia de bloque y se proporciona una definicion alternativa: la
entropia de permutacion. En la Seccion [2.5| se proporciona el marco teorico propio para la entropia
de permutacion. Finalmente, en la Seccion se deduce cual debe ser la forma optima del meétodo,
basados en lo deducido en la Seccion

2.1. Introduccion a la Teoria de la Informacion

A dia de hoy, el concepto de informacion es un concepto muy extendido en nuestra sociedad y
cultura popular, no hay mas que recordar que a la época en la que vivimos se le suele denominar
como era de la informacion.

El nacimiento de esta era se puede datar a finales del siglo XIX, con la aparicion de la prensa
escrita y la comunicacion por cable (telegrafo y teléfono) seguidos en el siglo XX por la aparicion
de medios de comunicacion de masas como la radio y la television, y finalmente la informatica y el
internet, que propiciaron una sociedad basada en el conocimiento (y paralelamente, una economia
del conocimiento).

Por tanto, el concepto de informacion es un concepto que esta en el lenguaje comun. No obstante,
para que un concepto se pueda utilizar en el ambito cientifico debe definirse de una manera rigurosa.
Y no fue hasta finales de la década de los anos 20 del siglo pasado cuando se empez6 a trabajar sobre
el concepto de una idea rigurosa de informacion.

En 1928, Ralph Hartley probo que el contenido de informacion de un mensaje de longitud n
elegido de un alfabeto de longitud L depende, por un lado, de la longitud del mensaje, n y por
otro, de cierta funcion f que es dependiente de la longitud del alfabeto. No obstante, esta funcion
debe satisfacer que si cierto mensaje tiene longitud n en el alfabeto de longitud L y en el alfabeto
de longitud L' tiene longitud 7/, pero es el mismo mensaje, entonces se deberia satisfacer que
Iy = nf(L) = n'f(L') [6]. Ademas, también prob6 que esta funcion que preserva el contenido de
informacion entre alfabetos de diferentes longitudes es f = log;, donde K es una base arbitraria del
logaritmo que resulta en escalar de manera diferente el contenido en informacion. Usamos base 2,
que es la entropia de Shannon y a partir de ahora usamos la notacion log para referirnos a log,. Asi,



se define el contenido en informacion de cierto mensaje como [6]:
Iy(n,L) =n-log(L), (2.1)
de donde se puede definir la entropia por simbolo como
Iy (L) =log(L). (2.2)

Sin embargo, hay un problema principal con este enfoque, que Shannon identifico y resolvio. El
problema principal viene de que en el enfoque de Hartley se asume que todos los simbolos del
alfabeto de donde se construyen los mensajes tienen las mismas probabilidades [[6]]. No obstante, en
la mayoria de los casos practicos este no es el caso.

Shannon tomo el siguiente enfoque. Primero considero las probabilidades a priori de cada
simbolo. Asi, descubrio una forma mas razonable de definir la ganancia de informacion de un
simbolo que tiene una probabilidad a priori p [6]:

1
I(p) = log ~. :
(p) = log ) (2.3)

De esta definicion, es facil deducir que si la probabilidad a priori del simbolo es alta, por ejemplo,
p = 1, entonces, la ganancia de informacion cuando se saca ese simbolo es muy pequena, siendo el
limite el de que para p = 1 se obtiene I = 0. Por otro lado, si la probabilidad a priori de un simbolo
es pequena, entonces % es grande y por tanto, log % también es grande lo que implica que la ganancia
de informacion cuando se observa el simbolo es elevada.

Observacion 2.1.1. Cuando se toma que todos los simbolos tengan la misma probabilidad se recupera

la definicion de Hartley a partir de la de Shannon como tiene que suceder, es decir, tomando p = +

L
obtenemos I (p) = log L = Iy (L).

La descripcion previa se ha hecho sobre simbolos en un alfabeto 2", pero se puede generalizar facil-
mente a cualquier variable aleatoria discreta. Se hace mediante la siguiente definicion:

Definicion 2.1.1. [6] Sea X una variable aleatoria discreta definida el espacio probabilistico (2, o, P),
se define la ganancia de informacion cuando se extrae un simbolo x del alfabeto 2~ como:

1o e (5. »

Antes de nada es importante notar que este concepto de informacion parece diferir del concepto que
tenemos en nuestra sociedad de informacion y es por ello que, a través del siguiente ejemplo, se ilustra
lo que realmente significa el concepto de informacion introducido en la Definicion

Ejemplo 2.1.1. Supongamos que tenemos dos cajas diferentes. La primera caja tiene 3 bolas rojas, 3
azules y 3 negras, mientras que la segunda caja tiene 9 bolas rojas, 0 bolas azules y 0 bolas negras.

Siguiendo el concepto de informacion presente en la sociedad uno pensaria que la segunda caja tiene
mayor informacion que la primera, ya que si queremos sacar una bola de cada una de las dos cajas,
mientras que en la primera caja no sabemos con seguridad de qué color la vamos a sacar, en la segunda
caja sabemos con seguridad que vamos a sacar una bola roja y por ende, concluiriamos que tenemos
mucho mas conocimiento sobre la segunda caja que sobre la primera y asi concluir que la segunda caja
tiene mucha mayor informacion que la primera.

No obstante, vayamos a la Definicion y saquemos una bola de cada una de las dos cajas.
Cuando saquemos una bola de la primera caja, obtendremos un valor de informacion de I = log(3)

ya que los 3 colores de bolas tienen probabilidad p = % Por otro lado, cuando saquemos una bola de

6



la segunda caja sera una bola roja y como esta tiene probabilidad p = 1, entonces I = log(1) = 0, de
donde concluimos que de la primera caja extraemos mas informacion que de la segunda. De hecho, de la
segunda no extraemos ninguna informacion.

Por lo tanto, lo que se debe concluir de este ejemplo es que el concepto de informacion de un sis-
tema de la teoria de informacion no es el conocimiento de un observador externo sobre ese sistema, sino
que es la informacion que un observador externo puede extraer de un sistema al realizar una medicion
sobre él.

De hecho, ambos conceptos son opuestos, ya que a mayor conocimiento de un observador externo sobre
el sistema, menos informacion puede extraer de él y a menor conocimiento del sistema, mas informacion
puede extraer de él. Asi que hay que tener cuidado, ya que por como nos influye nuestra cultura podriamos
incurrir en interpretar mal algunos resultados de este TFG.

Como ya hemos observado, el caso previo considera la situacion en la que extraemos algo sobre el
sistema o realizamos una medicion del sistema y analizamos como el resultado de esta extraccion o
medicion nos ha ayudado a conocer mas el sistema.

No obstante, podriamos preguntarnos si podemos cuantificar la informacion que esperamos obtener
de un sistema sin haber extraido todavia nada de él. Es decir, si previamente a realizar la medicion
podemos cuantificar cuanta informacion esperamos obtener del sistema. La respuesta es afirmativa y
para hacer esto no hay mas que aplicar la definicion de la esperanza matematica a la informacion. Al
concepto que nace de computar la esperanza a la informacion se le denomina entropia.

Definicion 2.1.2. [6] Sea X una variable aleatoria discreta 2 definida en el espacio probabilistico
(2, 0,P), se define la entropia de Shannon o la ganancia de informacion esperada como

H(X) = = > Px(z)log (PXI(:C)) : (2.5)

zed

Observacion 2.1.2. La anterior es una definicion mas teorica, sin embargo, suponiendo que se esta
trabajando con un sistema o alfabeto con L elementos o simbolos con distribucion de probabilidad {p; }"_,,
se define la entropia de Shannon del sistema como

S[P] = log Z i log (2.6)
donde p; coni € {1, ..., L} son las probabilidades de cada simbolo del sistema.
Lema 2.1.1. La entropia de Shannon es no negativa, es decir, S[P| > 0.

Demostracion. Por la definicion de probabilidad p; € [0,1] = p%' € [1,00] = log pi > 0. Y por tanto,
p; log [% > 0, por lo que S[P| > 0. =

Observacion 2.1.3. Debido a que se cumple la relacion
1
—loga = log — (2.7)
a

entonces, las definiciones
sz 10g — = - sz Ingz (2-8)

son equivalentes y las vamos a usar de manera indistinta segun interese.



Lema 2.1.2. La entropia de Shannon para un sistema de L elementos esta acotada superiormente por
log(L).

Demostracion. Estamos en el caso discreto donde consideramos L posibilidades, es decir, i €
{1,2, ..., L} y no tenemos otra informacion que la de que la suma de las probabilidades p; debe ser 1.
Asi, nuestro problema de maximizacion es:

L
H(pi) = — Zpi log p,
i=1

sujeto a:
L

ZP@ =1,
i=1

al cual le aplicamos el meétodo de los multiplicadores de Lagrange [7].

El método de los multiplicadores de Lagrange consiste en usar la relacion entre el gradiente
de la funcion y los gradientes de las restricciones para llegar de manera natural a una reformulacion
mas simple del problema original a través de una funciéon conocida como la funcion Lagrangiana o
Lagrangiano que nada tiene que ver con el concepto del mismo nombre usado en fisica. En su forma
original el Lagrangiano tiene la forma
Lz, A) = f(z) + Ag() (2.9)
L
p;ilog p; v g(x) son las restric-
=1

donde f(x) es la funcion a maximizar, en nuestro caso, f(z) = —

%
L

ciones, en nuestro caso, g(z) = >_ p; — 1 y A son los multiplicadores de Lagrange.
i=1

Entonces, derivamos el Lagrangiano con respecto a p; y lo igualamos a cero al ser una maximizacion

[7]:

91‘ az i lp gp 0 i lp gp 0 0 ( )

PLpiNo) _ 1

ap3 pi
la segunda derivada es negativa, verificando asi que estamos ante un maximo. Asi, resolviendo la
ecuacion igualada a cero recordando que denotabamos como log el logaritmo con base 2 nos queda

que:

Notese que la segunda derivada es con p; > 0 para cualquier i € {1, ..., L}, es decir,

p; =200, (2.11)
Ahora, sustituyendo esta expresion en la condicion de normalizacion i p; = 1 nos queda que
¢ ¢ Ao—1 Ao—1 Ao—1 Zl:l 1
;pi:;20—21;»p20—:1:20—25:@:3 (2.12)

De aqui concluimos que la situacion de entropia maxima para un sistema de L elementos con dis-
tribucion de probabilidad {p;}X ; es cuando p; = %, por lo que la entropia que puede alcanzar un
alfabeto de L elementos siempre esta acotada superiormente por el valor

L L

1, 1 1 1
Hypar = = Y Tlog = Z TlogL =L +log(L) = log(L). (2.13)

i=1 =1

O]
Teorema 2.1.1. La entropia de Shannon para un alfabeto de L simbolos esta acotada,0 < S[P] < log L.

Demostracion. Directo a partir del Lema y el Lema N



2.2. La Entropia como Herramienta para la Deteccion de Co-
rrelaciones: Entropia de Bloque

En la seccion previa hemos introducido el concepto de informacion. No obstante, todavia no hemos
explicado como se puede utilizar este concepto para determinar el grado de correlacion o de memoria
de un mensaje dado como una secuencia temporal de simbolos.

Para hacer esto primero se debe resaltar que la informacion codificada en un mensaje se puede
descomponer en dos términos, un término de entropia que cuantifica el desorden del sistema y otro
término que cuantifica el orden del sistema. Al término ordenado se le denomina redundancia y
significa que por ejemplo tomando en cuenta cuales han sido los caracteres que ya han salido, hay
una mayor probabilidad de saber qué caracter va a salir a continuacion. Este orden depende de las
correlaciones del sistema. La informacion desordenada, no obstante, es la entropia de la secuencia de
simbolos y cuantifica la incertidumbre restante que queda en promedio cuando se han considerado
ya todas las correlaciones antes de observar el siguiente caracter. Asi, se puede afirmar que esta es
una medida de la incertidumbre promedio por simbolo en la secuencia [6]].

Nos basamos en este hecho para desarrollar la teoria que nos permita a través de los concep-
tos de la teoria de la informacion, conocer el grado de memoria de un mensaje.

Para desarrollar esta teoria necesitamos una serie de suposiciones sobre nuestro mensaje a analizar.
La primera de ellas es que vamos a suponer que el sistema o mensaje consiste en una cadena infinita
de simbolos x1...x,..., con z; € £ donde 2 es un alfabeto del espacio probabilistico (2", o, P).
También suponemos que los simbolos son invariantes ante traslaciones, es decir, la probabilidad
de encontrar cierta secuencia finita de simbolos en cierta posicion del sistema no dependen de
la posicion, sino solo de los simbolos que ya se han observado, lo que para el caso de una serie
temporal se traduce en que la probabilidad sea estacionaria. Ademas, vamos a suponer que en casi
todos los casos o lo que es lo mismo, en un conjunto de casos con probabilidad 1, se puede obtener
la estadistica correcta de una tUnica secuencia de simbolos infinita, es decir, se puede conocer a la
perfeccion el sistema a partir de esta secuencia [6]].

Entonces resumiendo, tenemos una secuencia de simbolos infinita y nuestro conocimiento
previo del sistema solo refleja que cierto simbolo pertenece a cierto alfabeto 2, que contiene
| 2"| = L caracteres diferentes. Nuestro desconocimiento previo por simbolo es entonces S = log L.
Esto es debido a que al principio no conocemos nada sobre nuestro sistema, luego el desconocimiento
es el maximo posible, el cual segin el Lema es log(L), ya que cabe recordar por lo dicho en el
Ejemplo que conocimiento del sistema e informacion eran inversamente proporcionales.

Anadiendo sucesivamente distribuciones de probabilidad para secuencias de cada vez mayor longitud
P, conn = 1,2, ... podemos tener en cuenta las correlaciones para reducir el desconocimiento
del siguiente simbolo en la secuencias. La entropia que todavia queda cuando incluimos todas las
longitudes (n — o0) es la entropia de Shannon de la secuencia de simbolos [6]].

Un posible enfoque para cuantificar esta entropia de las secuencias de longitud n es la entropia de
bloque.

Definicion 2.2.1. [6] Sea (27, 2, P) el espacio probabilistico del sistema 2" y sea x1...x,, una secuencia
de m simbolos con x; € X, entonces se define la entropia de bloque como

1

S = S[Pn] = Z p(zy...xy) log m

T1--Tm

(2.14)



A partir del cual se puede definir la entropia por simbolo s como

1
s = lim —5,,. (2.15)
t—oo M

Otro posible enfoque para cuantificar la entropia de las secuencias de longitud n esta basado en
un procedimiento mediante el cual formamos probabilidades condicionadas del siguiente simbolo
teniendo en cuenta los anteriores. Este enfoque se basa en el hecho de que cuando extendemos la
secuencia precedente que se usa para determinar la probabilidad condicionada del siguiente simbolo
en salir, mejoramos la descripcion probabilistica. La informacion ganada por esta mejora se cuantifica
a través del concepto de informacion relativa [6]].

No obstante, antes de introducir el concepto de informacion relativa debemos introducir otros con-
ceptos. El primero de ellos es la probabilidad condicionada de un simbolo x5 habiendo salido antes
un simbolo z1:

Definicion 2.2.2. [6] Sea (2,2, P) el espacio probabilistico del alfabeto o sistema 2~ y sean x1,xs €
Z" dos simbolos, se define la probabilidad condicionada de un simbolo x5 habiendo salido antes un

simbolo x1 como:
p(r1 y T2) _ p(x129)

To|T1) = = 2.16
pleal) p(z1) p(z1) (216)

donde p(x1 y x3) denota la probabilidad de que salgan ambos simbolos. Para el caso general
p(Tm|Tr. 1) = M (2.17)

p(.Tl...I'm,l) .

Asi, se puede cuantificar la incertidumbre promedio h,,, para un simbolo posterior dado una secuencia
precedente de m — 1 simbolos:

Proposicion 2.2.1. [6] Sea (2,2, P) el espacio probabilistico del sistema 2" y sean x; € Z simbo-
los del sistema, entonces la incertidumbre promedio h,, para el siguiente simbolo dada una secuencia
precedente de m — 1 simbolos es

hm = (S[p(Xm|21. - m—1)]) = AS,, (2.18)

donde AS,, es el gradiente en forma de diferencia finita de la entropia de bloque de m simbolos definida
como AS,, = S, — Sm_1

Demostracion. Véase [6]]. O

Corolario 2.2.1. [6] La entropia de bloque es una funcion creciente con la longitud de bloque m, es

decir, AS,, > 0
Demostracion. Véase [6]] O

Una vez introducidos estos conceptos, ya podemos introducir el concepto de entropia relativa. El
concepto de entropia relativa viene motivado porque queremos cuantificar la informacion en correla-
ciones de longitud m. Para ello suponemos que tenemos una distribucion de probabilidad uniforme a
la que denotamos por P) (X, |z125...2,,_1) para un simbolo z,,, dado que una secuencia precedente
especifica (x1xs...7,,_1) es conocida.

Entonces, estamos interesados en la informacion que obtenemos cuando observamos un simbolo x;
un instante después y lo usamos para cambiar nuestra descripcion probabilistica del simbolo z,, a
P(Xmlﬂfl.iljg...l'm_l).
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Definicién 2.2.3. [[6] Se define la informacion relativa entre las distribuciones de probabilidad P©) y
P definidas anteriormente como la medida de correlacion de la informacion de longitud m cuando una
secuencia especifica (1, T, ..., Tpy—1) €s observada:

P(Tm|T129. 1)
p(Tm|Te.. . Tm1)

K[PO: P = Zp(:cm\xlxg...xm,l)log (2.19)

Tm

Si tomamos el promedio entre todas las posibles secuencias precedentes (1, Z3, ..., Z,,_1 ) Obtenemos
una expresion para el promedio del contenido de informacion en correlaciones de longitud m a lo
cual denominamos como informacion de correlacion k,,,.

Definicion 2.2.4. [6] Sea p(x1...x,,_1) la probabilidad de cierta secuencia de longitud m — 1, entonces
se define la informacion de correlacion k,,, como la informacion promedio en correlaciones de longitud m

k= Z (1. T ) K[PO; P] = (2.20)
Tl Tn—1
Z p(T1. T 1) Zp(xm|x1x2...xm_1) log P(Em|T1T2- T 1) (2.21)

Lo | T2 Ly

T1..Tm—1 T, p( m| 2 m 1)

Ademas, la siguiente proposicion nos da una caracterizacion relativamente util de la informacion de
correlacion:

Proposicion 2.2.2. [6] Sea p(x;...x,,_1) la probabilidad de cierta secuencia de longitud m — 1, entonces
se cumple que

km = —A%S,, >0 (2.22)
donde k,, es el promedio de las correlaciones a longitud m y A2S,, = S,, —2S,,_1+S_2 es la curvatura
en forma de diferencia segunda de la entropia de bloque.

Demostracion. Véase [6]] O
Con estas definiciones ya dadas podemos dar la definicion que Grassberger introdujo de complejidad.

Aunque esta definicion no es Unica, es la que se emplea en este trabajo [[6].

Definicion 2.2.5. [6]] Sea k,, la informacion de correlacion promedio en correlaciones de longitud m,
entonces se define la complejidad n como la suma ponderada de las contribuciones de la informacion de
correlacion de diferentes distancias

0= i(m — Dk =~ i(m —1)-A%S,, (223)
m=1 m=1

donde la ultima igualdad se cumple por la Proposicion anterior.

El objetivo de este trabajo es cuantificar el grado de correlacion de cierta senal temporal o el grado
de memoria de dicha senal temporal, para asi deducir si es una senal aleatoria o no correlacionada
o en cambio es una senal correlacionada. La Definicion permite precisamente cuantificar lo
anterior y comparar entre senales temporales para concluir cual esta mas o menos correlacionada.

En la mayoria de los casos aplicar la definicion directamente para calcular el valor de 7 no
suele ser el método mas usado. En la literatura se usa mas la caracterizacion basada en el siguiente
resultado.

Proposicion 2.2.3. [6] Sea ) la complejidad definida en la definicion anterior, entonces se cumple que

n = lim (S,, — ms) donde S,, es la entropia de bloque para longitud m y s es la entropia por simbolo
m—ro0

teorica.

La siguiente figura ilustra de manera esquematica lo que dice la proposicion.
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Figura 2.1: Representacion de la entropia de bloque en funcion de la longitud del bloque para una
secuencia de longitud infinita. Imagen tomada de [6]].

Demostracion. Vease [6]]. [

Recordemos, que en la Definicion se definio la complejidad como una medida de la magnitud de
la correlacion que se encuentra en un mensaje pesada por la longitud a la que se encuentra.

Es por esto que la Proposicién[2.2.3permite distinguir entre mensajes que tienen correlaciones y men-
sajes completamente aleatorios. Por ejemplo, la Figura 2.1 nunca podria representar a una secuencia
aleatoria, ya que una secuencia aleatoria debe tener complejidad 0 que se corresponde con la abscisa
en el origen, es decir, no debe tener correlaciones y es evidente que la 17 del mensaje de la Figura no
es 0.

Otra forma de ver este hecho desde un punto de vista de analisis desde la teoria de la informacion
mas basica es que en una secuencia aleatoria desde el primer simbolo al ultimo la pendiente debe
ser igual, ya que por definicion en una secuencia aleatoria, el ver un simbolo no nos proporciona
ninguna informacion sobre el sistema y por tanto, la pendiente del punto 1 al 2 debe ser la misma
que la del 2 al 3 y asi sucesivamente, es decir, la pendiente no puede decrecer como lo hacia en el
caso correlacionado representado por la Figura ya que seguiremos esperando la misma ganan-
cia de informacion independientemente de cuantos simbolos hayamos sacado, ya que el saber qué
simbolos han salido no nos ha proporcionado ningun tipo de informacion o conocimiento del sistema.

Resumiendo, la Proposicion nos permite calcular 7 de una forma practica y sistematica a
través del siguiente resultado, el cual es una consecuencia directa de ella.

Corolario 2.2.2. [[6]] Sea mg la longitud de permutacion para la cual se da la transicion de region de
curvatura no nula a region de curvatura nula de la Proposicion entonces se verifica que S, =
N+ s - m para cualquier m > my donde s representa la entropia por simbolo teorica.

Demostracion. Consecuencia directa de la Proposicion [2.2.3] O
Es decir, podemos obtener la complejidad de cualquier secuencia temporal representando sus valores
de S,,, en funcion de la longitud del bloque m y haciendo el ajuste a la parte que se ajusta a una recta,

la cual tedricamente para una senal temporal de longitud infinita, seria para todas las longitudes de
bloque m de un m en adelante.
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La complejidad 7 es la ordenada en el origen de este ajuste y la entropia por simbolo teodrica s, la
pendiente de este ajuste.

2.3. Problema de Tamano Finito

En las dos secciones previas nos hemos basado en [6] para desarrollar el marco tedrico concerniente
a la teoria de la informacion adaptado al objetivo de este trabajo que es la deteccion de correlaciones
en senales temporales a través de la entropia de bloque.

No obstante, el desarrollo teorico de la seccion anterior es valido para el caso de la entropia de bloque
en el que estemos trabajando con una serie temporal de longitud infinita. Sin embargo, en aplicacio-
nes practicas no se dispone de senales temporales de longitud infinita. Y no se ha encontrado en la
literatura ningtin desarrollo tedrico que sea valido ni para la entropia de permutacion, ni para senales
temporales que no sean de longitud infinita, por lo que vamos a tener que analizar como se modifica
la discusion precedente para el caso de series temporales finitas, lo que denominaremos problema de
tamano finito.

Primero vamos a resolver el problema de que tenemos senales finitas y no infinitas, a lo cual se le de-
nomina problema de tamano finito. Para ello vamos a empezar suponiendo que seguimos trabajando
con la entropia de bloque pero con senales de longitud finita. Este hecho va a afectar a nuestro estudio
en el sentido de que la entropia de bloque no va a crecer hasta infinito como lo hacia anteriormente,
sino que va a estar acotada por un valor S,,,,, que va a depender inicamente de la longitud de nuestra
senal temporal V.

Es decir, la recta de la Figura[2.1no se va a prolongar indefinidamente sino que va a saturar a un valor
Siaz(N) como se ilustra a través de la siguiente figura:

Entropia bloque

Longitud bloque

Figura 2.2: Representacion de la entropia de bloque en funcion de la longitud del bloque para una
secuencia de longitud finita. Se puede observar que se estabiliza en un valor S,,,, dado.

Todas estas afirmaciones se pueden demostrar y lo hacemos mediante el lema y el teorema siguientes.

Lema 2.3.1. Sea x;...xy una senal temporal generada por cualquier tipo de sistema fisico. Sea .S,, el
valor de la entropia de bloque para la longitud de bloque m, con k € {1,...N}, entonces se verifica que
S < log(N) para cualquier k € {1,..N}.
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Demostracion. Vamos a hacer esta demostracion en dos pasos. Lo primero de todo nos damos
cuenta de que el Lema nos dice que una entropia de Shannon con L simbolos esta acotada
superiormente por log L.

Por otro lado, nos damos cuenta que nosotros estamos trabajando a la hora de calcular la en-
tropia de bloque con una senal temporal z;...xy de longitud V. Es inmediato deducir por tanto que
si nos preguntaramos cual es la cota superior de la entropia de Shannon de esta senal concluiriamos
que log N, ya que en este caso aplicariamos el Lema con L = N.

No obstante, lo que nosotros queremos saber es cual es la cota superior de las entropias de
bloque asociadas a la senal x;...xy, no de la entropia de Shannon. No obstante, si uno se da cuenta
la entropia de bloque no es mas que un conjunto de entropias de Shannon pero en vez de aplicadas a
simbolos individuales, a bloques de cualquier longitud de simbolos adyacentes en la senal temporal.
No obstante, a la hora de aplicar la definicion de la entropia de Shannon (Definicion da igual
lo que los elementos del alfabeto sean, bloques, simbolos o lo que sea.

Asimismo, nosotros al final el calculo lo hacemos sobre nuestra senal z;..ry que es la que
tiene la informacion. Luego, como mucho el mayor nimero de bloques a los que poder calcular la
entropia de bloque sera N, ya que es absurdo pensar que de una senal de N simbolos podamos sacar
mas de N bloques no repetidos considerando que los simbolos de los bloques deben ser adyacentes
en la senal temporal. Por lo tanto, la maxima entropia de bloque sera la maxima entropia de Shannon
asociada a N bloques o elementos del alfabeto que por el Lema[2.1.2]es log N. O

No obstante, el problema de tamano finito no se traduce en que inicamente .S,,, no puede ser mayor
que el valor dado por el teorema anterior, sino que ademas, 5,,, es una funcion creciente la cual a partir
de cierto valor satura en el valor dado por el teorema anterior y este es realmente el comportamiento
debido al problema de tamano finito de la entropia de bloque. Enunciamos este hecho a partir del
siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Sea z;...xy una senal temporal generada por cualquier tipo de sistema fisico. Sea Sy,
el valor de la entropia de bloque para la longitud de bloque m, con m € {1,...N}, entonces S,, es una
funcion creciente con el parametro m que satura en el valor S, = log N.

Demostracion. Para demostrar este teorema nos basamos en el Corolario donde se prueba que
la entropia de bloque es una funcion creciente con la longitud de bloque m, es decir, AH;, > 0y en
el Lema anterior donde se demuestra que .S;, < log V.

Juntando estos dos hechos es inmediato concluir que S,,, es una funcion creciente que satura en el
valor S, = log V. O

A continuacion se exponen algunos valores de cotas superiores para longitudes N cominmente usa-
das en el texto.

N 10° | 10* 10° 2-10° | 10°
Sz | 9:966 | 13.287 | 16.610 | 17.610 | 19.932

Tabla 2.1: Valores maximos de la entropia para longitudes N de la senal temporal usadas a lo largo
del texto.

Observacion 2.3.1. Cabe resaltar que en ningun momento ni en el Lema[2.3.1 ni en el Teoremal[2.3.1 se
ha usado ninguna propiedad particular de la entropia de bloque, es decir, se podria hacer exactamente el
mismo argumento con la entropia de permutacion. Asi, aunque todavia no se ha introducido el concepto
de entropia de permutacion lo cual se hara en la siguiente seccion, adelantamos que este desarrollo
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teorico sera igualmente valido para la entropia de permutacion.

Por ello, ya hemos resuelto el problema de la finitud de la senal y solo nos queda trasladar el
marco teorico de la entropia de bloque para senales infinitas a la entropia de permutacion para senales
infinitas.

2.4. Optimizacion de la Entropia de Bloque: Entropia de Per-
mutaciéon

En esta seccion introducimos primero a traveés de la Subseccion|2.4.1]el por qué de usar la entropia de
permutacion en lugar de la de bloque cuando para la de bloque hay todo un desarrollo teorico detras
y para la de permutacion no. Luego, damos la definicion propia de la entropia de permutacion a traveés
de la Seccion[2.4.2] El analisis sobre como adaptar el desarrollo tedrico de la Seccion 2.2) valido para la
entropia de bloque para que sea valido para la entropia de permutacion vendra dado en la siguiente

Seccion

Notacion 2.4.1. Dependiendo del autor y el ambito donde se use la entropia se le suele denotar por la
letra H o por la letra S. En este texto se ha escogido denotar a la entropia de Shannon y de bloque por la
letra S y a la entropia de permutacion se la ha denotado H. Con esto se ha querido facilitar al lector la
distincion entre la entropia de bloque y la entropia de permutacion al denotarlas mediante letras distintas.

2.4.1. Problemas de la entropia de bloque

El analisis de la entropia de bloque en series temporales reales conlleva la cuestion que se denomina
problema de discretizacion. Este hecho es una consecuencia indirecta del problema de tamano finito,
es decir, es una consecuencia de que las senales temporales tengan longitudes finitas.

Para determinar la entropia de bloque de una sefial temporal fisica x(¢) necesitamos hacer
una particion del rango de la funcion, ya que una senal temporal puede tomar un ntmero infinito de
valores reales entre min x(¢) y max x(¢). Dicho de otro modo, uno tiene que transformar una serie
de datos de una variable continua en una serie de simbolos de un conjunto discreto. Cuanto mas
fina es la resolucion deseada, mas grande es el alfabeto necesario. Esto supone una limitacion muy
importante en las aplicaciones practicas de la teoria de la informacion en senales reales. Para mas
detalles de esta problematica ver [1].

2.4.2. Entropia de permutaciéon

Consideremos una serie temporal {x;}¥ ,. Para poder calcular la entropia de permutacién H,, de un
bloque de longitud n, necesitamos primero calcular la frecuencia con la que obtenemos cada una de
las n! posibles permutaciones (ordenaciones de mayor a menor) de n elementos en nuestro mensaje.
Para ello definimos la aplicacion & para ordenar de mayor a menor los bloques de longitud £ como

O : R* — R

2.24
(x1, 22, ...;x) +—  (01,09,...,08), (2.29)

donde o; representa cuantos x; son mayores que x; si ¢ # j. Por ejemplo, si tenemos el bloque de
longitud 4, x = (7.45,—-0.3,98.7, —2.517), entonces o(z) = (1,2,0,3). Se puede demostrar que
para una longitud k& dada hay k! posibles ordenamientos de mayor a menor posibles, o dicho de otra
manera hay k! permutaciones posibles. A continuacion damos un ejemplo del calculo de la frecuencia
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de todas las posibles permutaciones de longitud 2 de un mensaje. Supongamos que nuestro mensaje

esxz(t) = (1.4,3.11,2.9,4.56), entonces los posibles bloques de longitud 2 son (1.4, 3.11), (3.11, 2.9)

y (2.9,4.56), lo que se corresponde a las permutaciones (1,0), (0,1) y (1, 0) respectivamente. Como

estamos en n = 2, las dos unicas posibles permutaciones son (0,1) y (1, 0), por lo que la frecuencia
2

de la permutacion (0,1) es 3 y la de la permutacion (1,0) es 2.

Asi, en sentido general, para cada permutacion 7; determinamos su frecuencia relativa como

(8]
() = #{t|t <T —n: (Tt41,..., Tein) es de tipo m;} (2.25)
p\mi) = T—_ntil ) .
que no es mas que aplicar la regla de Laplace de casos favorables entre casos totales.
Cabe destacar que esto no es mas que una estimacion de la frecuencia de cada tipo de permutacion y
que para obtener la expresion correcta se deberia tomar una serie temporal infinita {x, zo, ..., 2, } ¥

tomar el limite para en la Ecuacion (2.25) anterior.

Con todo esto ya podemos dar la definicion de entropia de permutacion.

Definicion 2.4.1. Sea ¥ el grupo de permutaciones de n elementos y sean 7; € \S,, lasn! permutaciones,
se define la entropia de permutacion de orden n > 2 como

H(n) = — Z p(m;) log p(m;). (2.26)

TiEX

Proposicion 2.4.1. La entropia de permutacion para longitud de bloque n elementos esta acotada,
0 < H(n) <logn!

Demostracion. Directo a partir del Teorema y del hecho de que para una longitud de bloque n
hay n! posibles permutaciones, con lo que el alfabeto del Teorema en este caso tiene L = n!
elementos. ]

Cabe resaltar que la cota inferior se obtiene para una secuencia periodica de valores y la cota superior
para una secuencia completamente aleatoria de valores.

Para poder comparar secuencias de distintas longitudes se define la siguiente cantidad:

Definicidon 2.4.2. Se define la entropia por simbolo de ordenn > 2 como
H{(n)

h, = .
n—1

(2.27)

Esta entropia por simbolo no deja de ser una estimacion. Para obtener la entropia por simbolo real o
teorica, debemos tomar el limite de n — oo:

Definicion 2.4.3. Se define la entropia por simbolo real o teorica como

1
h = lim

n—oo 1N —

H,. 2.28
: (225)

2.5. Adaptacion del Desarrollo Teodrico de la Seccion 2.2 a la

Entropia de Permutacion

Vamos a dividir esta seccion en dos partes. En la primera vemos si es valida la teoria de la Seccion
desarrollada para la entropia de bloque también para la entropia de permutacion, lo cual ya ade-
lantamos que la respuesta sera negativa y en la segunda subseccion desarrollamos un marco tedrico
propio para la entropia de permutacion.
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2.5.1. ;Esvalidala teoria de la Seccion [2.2|para la entropia de permutacion?

Lo primero de todo vamos a centrarnos en lo que nos interesa, para lo cual necesitamos saber qué
es lo que nos interesa. A nosotros nos interesan los resultados que nos sirvan para poder calcular la
complejidad de una serie temporal de una forma practica.

Si volvemos un momento a la Seccion nos damos cuenta de que hay dos formas para cal-
cular la complejidad de senales temporales de manera sistematica. La primera es a través de la
Proposicion ya que nos asegura el calculo de la complejidad a través de ajustes lineales y la
segunda es juntando la Definicion y la Proposicion para calcular la complejidad a través
del calculo de curvaturas.

Asi, de lo que mas nos interesa comprobar la validez es en primer lugar de la Proposicion

o bien de la Proposicion .

Empecemos con la Proposicion [2.2.3] que desafortunadamente no es muy dificil de comprobar
que es falsa para el caso de la entropia de permutacion.

Proposicion 2.5.1. Sean Hy, la entropia de permutacion para bloques de longitud k y h.. la entropia
por simbolo tedrica, entonces es falso que se cumpla quen = lim (Hy — k - ho) , es decir, no es verdad
m—0o0

que para la entropia de permutacion exista un ko € N a partir del cual Hy, = n+ h - k para cualquier
k € N, es decir, no es verdad que a partir de cierto ko € N la entropia de permutacion siempre se ajuste
a una recta.

Demostracion. Para demostrar esto basta observar el siguiente contraejemplo.

Supongamos que tenemos una secuencia completamente aleatoria, es decir, que cualquier bloque de
longitud {1, 2, ...,4, ...} es igualmente probable que los demas i — 1 bloques, es decir, para todas las
longitudes de bloque la distribucion es uniforme.

Por tanto, por la Proposicion para cada longitud de bloque n la entropia alcanza el valor maximo

que es de log(n!).

Por tanto, tenemos una funcion con el dominio en N de la forma
f(n) =log(n!) =log[n - (n—1)...- 1] =log(n) +log(n — 1) + ... + log(1) = Zlog k, (2.29)
k=1

de donde se puede deducir que

Af(n) = f(n) = f(n—1) = log(n), (2.30)

lo cual solo es constante si n = 2F con k € Z (recordemos que estabamos trabajando en base 2), que
ya sabemos que no es el caso, ya que n € N. Cabe resaltar que hemos definido A f como la diferencia
finita centrada a derecha porque asi el resultado es mas simple, pero si se tomara la definicion centrada
o0 a izquierda el resultado es analogo.

Como estamos en el rango de n — oo otra forma de ver esto seria la de realizar la aproximacion de
Stirling la cual afirma que si n — oo entonces n! ~ v/2mn (%)n de donde se deduce que

log(n!) ~ log(V2mn) 4+ nlog(n) — nlog(e). (2.31)

Por tanto como estamos en el rango n — oo se cumple que n >> log(n) > log(y/n) y asi nos queda
que
log(n!) = n - (log(n) — log(e)), (2.32)
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y asi
f'(n) = log(n) —log(e) + 1, (2.33)

que es un resultado analogo al obtenido anteriormente.

Asi, probamos que no es cierto que la entropia de permutacion siempre tienda a una recta
para bloques suficientemente largos. [

Este resultado es muy importante y es que en la literatura como [[6]] se basan en este hecho de ajuste
a la recta para poder calcular la complejidad de una senal temporal de manera sistematica. A partir
de aqui hay dos posibles soluciones, o bien enunciar y demostrar un resultado que determine en qué
situaciones si se ajusta a una recta y solo estudiar esos casos o bien intentar ver si la Proposicion
2.2.2| resulta valida también para la entropia de permutacion.

No obstante, a través de la siguiente proposicion tampoco es muy dificil ver que la Proposi-
cion tampoco es valida cuando pasamos de la entropia de bloque a la entropia de permutacion.

Proposicién 2.5.2. Sea A’H,, = Hm+272ﬁm+Hm‘2 la segunda diferencia finita de la entropia de per-

mutacion, entonces es falso que se cumpla k,, = —A?H,, siendo k,, el promedio de las correlaciones a
longitud m.
Demostraciéon. Supongamos por reduccion al absurdo que k,, = —AZ?H,,. Tomemos una senal

completamente aleatoria que por definicion cumple que &, = 0 Vm € N. Entonces, si se cumpliera
o0 [e.e]

km = —A%H,, obtendriamos n = > (n — 1)k, = — >_ (n — 1)A?H,, = 0.
n=1

n=1

Comprobemoslo. Por la Proposicion sabemos que para una sefal aleatoria H, = log(k!),
ya que sabemos que para una senal aleatoria la entropia es maxima. Entonces, calculemos A%H,,
para la senal aleatoria.

A’H, = ; = ; _
log(n + 2) +log(n + 1) + log(n!) — 2log(n!) — log(n) — log(n — 1) + log(n!)
4
_ log(n + 2) + log(n + 131 —log(n) —log(n — 1) = 0 € N\{0,1}
donde la desigualdad proviene de que log(n +2) > log(n) y log(n+ 1) > log(n — 1) Vn € N\{0, 1}.
Asi, concluimos que = — i (n — 1)A?H,, < 0, que es contradictorio con que = 0, por lo cual
hemos llegado a un absurdozlzz;si k,, = —A?H,, es falso. O

Observacion 2.5.1. Cabe destacar que en [G] y por ende en la Proposicion|2.2.2 se calcula la diferencia
segunda como A%S,, = S,, —2S,,_1 + S,._o, mientras que en esta proposicion se calcula como A* Hy, =
w, ya que segun [9] conlleva un menor error al aproximar la curvatura que lo propuesto en
[6]]. No obstante, es inmediato observar que el resultado de esta proposicion es exactamente igual usando

cualquiera de las dos definiciones.

Probablemente el lector ya se haya dado cuenta de la magnitud del problema y es que como conse-
cuencia de la Proposicion se deduce la no concavidad de la entropia de permutacion.

Corolario 2.5.1. Sea A’H,, la diferencia segunda de la entropia de permutacion, entonces es falso que
A%H,, <0, es decir, la entropia de permutacion no es céncava.

Demostracion. Inmediato de que en la demostracion de la Proposicion hemos llegado a que para
una senal aleatoria se verifica que A%2H,,, > 0. O]
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No obstante, la concavidad de la entropia como concepto es una de sus propiedades mas notables
[6] y que para la entropia de permutacion, que es un tipo particular de entropia esto no se verifique
parece de lo mas extrano.

Sin embargo, aunque sea extrano, considerando estos resultados debemos concluir que tene-
mos un problema, ya que lo que se concluye es que el desarrollo tedrico de la Seccion[2.2no es valido
en su forma original para el caso de la entropia de permutacion, por lo que se deberia construir un
marco teorico o al menos adaptar el existente de la Seccion [2.2| para la entropia de bloque para que
resulte valido para la entropia de permutacion.

2.5.2. Marco Teorico Propio para la Entropia de Permutacion

Empecemos por algo sencillo que es darnos cuenta de que mientras que la entropia de bloque de
longitud 1, S, tiene sentido, no tiene sentido hablar de la entropia de permutacion de longitud 1,
H,, ya que solo hay una posible permutacion en este caso. En otras palabras, el bloque minimo que
tiene sentido considerar para la entropia de permutacion es m = 2. Esto produce un desplazamiento
m — m + 1 en algunas de las formulas y definiciones que presentamos en la Seccion [2.2| para la
entropia de bloque.

Definicioén 2.5.1. Sea k,, la informacion de correlacion promedio en correlaciones de longitud m, en-
tonces se define la complejidad n como la suma ponderada de las contribuciones de la informacion de

correlacion de diferentes distancias:
o0

n=Y (m=2)kn, (2.34)
m=2

donde k., representa las correlaciones promedio en longitudes m. Comparar con la Ecuacion (2.23).

Una vez hecho esto vamos a hacer unas comprobaciones. Sabemos por [6] que para que una definicion
de complejidad sea correcta es condicion necesaria que se verifique 7 = 0 tanto para una senal
aleatoria como para una senal periddica, ya que ninguna de ellas tiene correlaciones, &, = 0. Asi que
veamos como se comporta la definicion

n=Y (m=2ky=—> (m—2)AH,, (2.35)
m=2 m=2

aunque sepamos por la Proposicion que la segunda igualdad no es correcta.

Empecemos por ver que para una senal periodica se obtiene 1 = 0.

Proposicion 2.5.3. Sean = — > (n — 2)A*H}, una medida de la complejidad y H}, la entropia de
n=1
permutacion, entonces 1) = 0 cuando la senal es completamente periodica.

Demostracion. Dependiendo del criterio se podria decir que una senial completamente periodica es la
periodica de periodo 1, es decir, z(t) = (a,a,a,a,a,a,...) con a € R o la periodica de periodo 2, es
decir, z(t) = (a,b,a,b,a,b,...) cona, b € R. El criterio depende en si considerar la de periodo 1 como
constante y periodica o solo constante.

En cualquier caso, por un lado, la de periodo 1 seria por ejemplo x(t) = (a,a,a,a,a,a,a,...), de lo
cual deducimos que H;, = 0 Vk € N, ya que para cualquier % solo hay un tipo de permutacion posible
y da igual que sean siempre igualdades, solo hay una posible secuencia. De este hecho deducimos que
A%H,; = 0y por tanto 1 = 0.
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Por otro lado, la senal periodica x(t) = (a,b,a,b,a,b,a,b...) donde suponemos sin pérdida de
generalidad que a > b. En este caso, para longitudes de permutacion de bloque 2, vamos a obtener
que las posibles permutaciones van a ser la de que el primer indice sea mayor (0, 1) con probabilidad
p= % y la de que el segundo indice sea mayor (1,0) con probabilidad p = % Asi, segtin la Definicion
Hy = 1. Para H3 vamos a tener la secuencia (1,0, 1) con probabilidad p = % y la secuencia
(0,1,0) con probabilidad p = %, por lo que de nuevo Hs=1. Para [, vamos a tener la secuencia
(1,0,1,0) con p = % y la secuencia (0,1,0,1) con p = 3, por lo que de nuevo H, = 1. Asi
sucesivamente tendremos H = 1 Vk € Ny asi A2H;, = 0 para todo k > 2, por lo que n = 0.

Cabe destacar que en este caso las igualdades se han considerado como tal ya que es una idea
tedrica y el razonamiento es el mismo permitiendo las igualdades o no permitiéndolas.

Por lo tanto, concluimos que nuestra definicion funciona correctamente para el limite de las senales
periddicas. ]

Ahora, veremos como para una senal aleatoria no se cumple 77 = 0

Proposicion 2.5.4. Sean = — > (n — 2)A*Hy una medida de la complejidad y H}, la entropia de
n=2

permutacion, entonces ) = —oo cuando la senal temporal es de longitud infinita y completamente alea-
toria.

Demostracion. Para probar este resultado basta ver la demostracion de la Proposicion En ella
hemos visto que para una senal aleatoria se cumple que

log(n +2) +log(n + 1) —log(n) — log(n — 1)

A’H,, = 2.
' . , (2.36)
de donde se deduce que
n=-Y (n—2)AH, (2.37)
n=2
. 1 2) +1 1) -1 —log(n—1
_ Z(" _9). og(n + 2) + log(n + i og(n) — log(n — 1) . (238)
n—oo

n=2

Como estamos trabajando en el marco teorico donde tenemos senales temporales infinitas, es decir,
n — 00, entonces 17 = —o0. O]

Vamos a parar un momento y vamos a analizar todo lo visto en lo que va de seccion. En general
la mayoria se podrian calificar como resultados extranos, pero posibles. Sin embargo, el que desde
un punto de vista teorico es muy dificil de admitir es el Corolario ya que la concavidad de la
entropia es un concepto teorico muy asentado [6].

Esto lo que nos sugiere es que la entropia de permutacion debe de tener alguna propiedad es-
pecial que hace que tenga este comportamiento tan anémalo. Una pista de por donde puede venir
la solucion a este comportamiento la encontramos en la Proposicion en el hecho de que la
pendiente de la senal mas aleatoria sea logaritmica.

Vamos a volver por un momento a la entropia de bloque, pero no a la entropia de bloque
teorica sino al caso practico. Para calcular de forma no tedrica la entropia de bloque se debe dividir
el eje Y en un numero m de bines, es decir, se debe hacer una particion de m elementos del eje Y,
que es justamente el origen del problema de discretizacion comentado en la Subseccion De
aqui el caso tedrico se obtiene haciendo m — oo. Pero en cualquier caso, para la entropia de bloque
de un elemento, Sy, hay m posibilidades, para la entropia de bloque, S, hay m? posibilidades y para
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la entropia de bloque k, Sy, hay m* posibilidades, de donde se deduce que la pendiente para la sefial
aleatoria (pendiente maxima) en este caso de la entropia de bloque es:

ASj, = Sj1 — Sk = logm*™ —logmF = (k + 1) logm — klogm = logm (2.39)

que es una constante ya que el numero de elementos de la particion m es una constante. En el caso
teorico era cuando m — 00, pero en este caso también es una constante y por tanto, es inmediato
deducir como ya no tenemos ninguno de los problemas que hemos obtenido para la entropia de
permutacion a lo largo de esta seccion, basta ver las demostraciones de todos los resultados dados en
esta seccion.

Resumiendo, el origen del problema con la entropia de permutacion viene de que la pendiente
maxima no sea constante (véanse las demostraciones de los resultados de esta seccion), es decir, de
que

AH) = Hy — Hy_1 = logk! — log (k — 1)! = log k, (2.40)

y esto a su vez si nos fijamos bien proviene de que el nimero de elementos de la particion no crezca
en forma de potencia, sino que crezca de forma factorial, es decir, mientras que la entropia de bloque
Sy, crece como m*, en el caso de la entropia de permutacion Hj, crece como k! y la teoria que se
desarrollo en la Seccion [2.2| supone implicitamente que crece en forma de potencia.

Por lo tanto, se concluye que el problema que estamos teniendo no es un problema intrinseco
de la entropia de permutacion sino que aparece debido a que la entropia de permutacion tiene una
forma de crecimiento del bineado de la forma k! en vez de tenerlo en forma de potencia.

Es por ello que este problema lo va a tener cualquier tipo de entropia cuyo nimero de elementos de
la particion crezca con la longitud del bloque & diferente a m”* donde m es el niimero de elementos
de S del tipo particular de entropia. Es decir, podria haber incluso entropias de bloque que tuvieran
este problema. Bastaria definir el crecimiento de su bineado de forma diferente a mF. Cabe resaltar,
no obstante, que hacer esto seria algo artificial para la entropia de bloque, pero no por ello imposible.

Por lo tanto, vamos a parar un momento y vamos a formalizar todo lo que acabamos de dedu-
cir en estas lineas previas.

Definicion 2.5.2. Sea H* una entropia que verifica la Definicion es decir, cumple que H* =

n
— Y pilog(p;) y sea k € N un entero. Entonces, se define la sucesion de entropias H\ como H; =
i=1

ng

— > pilog(p;), donde ny = n(k) es una funcion que depende de k que puede ser creciente, decreciente
i=1

o constante a medida que aumenta k.

Proposicion 2.5.5. Sea H; la sucesion de entropias de la definicion previa. Entonces,

1.-La entropia de bloque corresponde a una sucesion de entropias con ny, = n(k) = m", siendo
m el numero de elementos de la particion del eje Y .

2.-La entropia de permutacion corresponde a una sucesion de entropias con ny, = n(k) = k.

Es decir, tanto la entropia de bloque como la entropia de permutacion son una sucesion de entropias de
Shannon con diferente numero de elementos.

Demostracion. 1.-Vamos a empezar pensando en el caso de una particion del eje Y finita (recordemos
lo hablado en la Subseccion [2.4.1). Supongamos que tenemos una particién de tamafio m del eje
Y (nuestro alfabeto). En la entropia de bloque, k£ denota la longitud de los bloques selecciona-
dos. Para £ = 1 hay m posibilidades para el valor del eje Y del simbolo obtenido. Para &k = 2
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hay m posibilidades para el primer simbolo y m también para el segundo simbolo, por lo que hay
m? posibilidades en general. Asi, sucesivamente. Cuando hacemos m — oo el argumento es el mismo.

2.-Para la entropia de permutacion k denota la longitud del bloque seleccionado de nuevo. En
este caso el numero de elementos de cada particion coincide con el numero de permutaciones
posibles para esa longitud. Asi, es inmediato ver que el nimero de elementos de la particion crece
como k!, ya que el nimero de permutaciones posibles crece como k!. ]

Ahora, enunciamos las propiedades especiales segun cada tipo de crecimiento n(k).
Proposicion 2.5.6. Sea H; la sucesion de entropias de la definicion previas. Entonces,

1.-Sin, = n(k) = mF, entonces se cumple AH; .. = ¢ € R, A’H;,, < 0, es decir, tiene pen-
diente constante positiva de un indice ky en adelante y curvatura negativa.

2.-Siny = n(k) = k!, entonces AH}_,__ no es constante y A? Hy, puede ser positiva.

Demostracion. 1.-Proposicion [2.2.3] Proposicion[2.2.2]

2.-Proposicion [2.5.1, Corolario O

Y con esto ya podemos formular el resultado que buscabamos desde el principio de la seccion.

Teorema 2.5.1. La entropia de permutacion detecta las correlaciones de forma equivalente a como las
detecta la entropia de bloque pero mediante una escala diferente.

Demostracion. Este resultado se basa en que mediante la Proposicion se ha probado que la
entropia de bloque y la de permutacion miden lo mismo pero con diferentes escalas. Es absurdo
pensar que una senal temporal esté mas correlacionada que otra dependa de como se haga el bineado.

Por poner un ejemplo, esta ltima afirmacion seria lo analogo a afirmar que si se mide la tem-
peratura en grados Celsius en el desierto del Sahara hace mas calor que en Groenlandia, pero que
si se hace en Kelvin entonces en Groenlandia hace mas calor que en el desierto del Sahara. Esto es
absurdo, ya que la temperatura no depende de la forma en que se calcule siempre que sea correcta.
Lo mismo sucede con la entropia de bloque y la entropia de permutacion.

De hecho, el ejemplo de la temperatura es muy relevante, ya que al igual que la temperatura
inferior en Kelvin tiene una cota inferior en 0 y en grados Celsius en -273,15, la entropia de bloque
tiene cota inferior 0, pero la entropia de permutacion tiene cota inferior —oo en el caso de una senal
aleatoria de longitud infinita. No obstante, como nunca se alcanza el caso de una senal de longitud
infinita, la entropia de permutacion tiene una cota inferior dada por cierto nimero negativo. [

Corolario 2.5.2. La definicion

n= i(m — 2k = — i(m —2)A%H,,, (2.41)
m=2 m=2

es valida en el caso de la entropia de permutacion si el objetivo es ordenar las series temporales segtin su
complejidad, la unica diferencia es que ) € [—c,00) con ¢ € RT, en vez den € [0,00), donde el —c
proviene de la Proposicion[2.5.4 y del hecho de que la longitud de las senales reales es finita. Es decir, el
—c depende de la longitud de la sefial que se esté analizando. Por ejemplo, para N = 2 - 10° se tiene que
—c~ —1.84.

Demostracion. Inmediato del Teorema [2.5.1] O
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A continuacion vemos graficamente la diferencia entre las dos situaciones.
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Figura 2.3: Representacion de las propiedades de las curvas correspondientes a las senales completa-
mente periodicas y aleatorias para cualquier sucesion de entropias de Shannon con un crecimiento
del bineado de la forma m* en la subfigura (a) y de la forma k! en la subfigura (b).

Se han proporcionado estas figuras con el objetivo de resumir graficamente lo argumentado desde
un punto de vista tedrico en las lineas anteriores.

Probablemente las secciones previas le hayan resultado demasiado densas al lector, no obstan-
te, era necesario hacerlas debido a que constituyen la base de nuestro método para detectar
correlaciones. Sin embargo, es importante resaltar que de todas estas secciones lo importante para
recordar es que la complejidad alcanza valores minimos tanto para senales periodicas como para
senales aleatorias y alcanza valores maximos a mitad de camino entre senales periodicas y aleatorias.
A continuacion, se proporciona un esquema grafico sobre como varia la complejidad en funcion de
la uniformidad de la senal:

llustraciéon esquematica complejidad

/

Sefial cadtica
no aleatoria

Complejidad

Sefial completamente

| ® Régimen periodico

Régimen caotico
Sefial completamente
aleatoria ~—

Uniformidad
Figura 2.4: Representacion esquematica cualitativa sobre como varia la complejidad correspondiente

a la entropia de permutacion en funcion de la uniformidad de la senal para senales de longitud N =

2105,

La uniformidad de una senal se expresa de manera precisa como el grado de uniformidad promedio
de la distribucion de probabilidad de las permutaciones de la senal. Esta uniformidad alcanza el

23



minimo para una senal completamente periodica donde solo hay un tipo de permutacion y asi la
distribucion de probabilidad de las permutaciones es una delta de Dirac, mientras que alcanza el
maximo para una senal completamente aleatoria donde todas las permutaciones estan representadas
por igual, por lo que su distribucion de probabilidad es la distribucion uniforme. Cabe resaltar que se
debe considerar la uniformidad promedio de la distribucion de permutaciones, ya que por ejemplo
una senal puede tener una distribucion mas uniforme que otra para una longitud de permutacion £,
pero tener una distribucion menos uniforme para una longitud £ + 1.

Cabe destacar que dependiendo de la longitud de la senal, la cota inferior de la senal comple-
tamente aleatoria varia en el rango [—o0, 0], con 7 = —oo alcanzandose para una senal de longitud
N = oo yn = 0 para una senal de longitud N = 0. En el caso de N = 2 - 10° la cota inferior
es de 7 =~ —1.84. La cota superior siempre es positiva y depende de cada sistema. Esta figura es
caracteristica de la entropia de permutacion, ya que para la entropia de bloque recuérdese que tanto
para una senal periddica como para una senal aleatoria se cumple 1 = 0.

Hay dos regimenes diferenciados, el régimen periodico y el régimen caotico. La delimitacion
de cada uno de ellos se ha hecho de manera cualitativa, no obstante, siempre se cumple que el
maximo de la complejidad se alcanza para una senal perteneciente al régimen caotico. Asimismo, el
crecimiento no tiene por queé ser en forma de parabola.

2.6. Metodo

Por todo lo argumentado en la seccion previa deducimos que la forma en que debemos calcular la
complejidad es en la forma

n= i(m -k, = — i(m —2)A%H,,, (2.42)
m=2 m=2

donde A?H,, es la diferencia de orden 2 de la entropia de permutacion.

No obstante, al hacerlo nos damos cuenta que nos surge un problema y es que debido al Teorema|2.3.1]
no podemos llegar hasta longitudes de permutacion m — 0o, sino que debemos alterar la Definicion

en la forma

Mmax

n= > (m—2)-AH,, (2.43)

m=2

donde M4, es el Gltimo valor no afectado por el problema de tamano finito.

Hay que resaltar que el m,,,, no es aquel donde primero se alcance el valor de saturacion dado por el
Teorema2.3.1] sino que es aquel primer valor para el cual el cual el valor de la entropia de permutacion
se vea afectada aunque sea de forma minima por el problema de tamano finito o la falta de estadistica.
Por tanto, como A%H,, = Hm“_QZ”ﬁH’”*Q lo Unico que nos queda por determinar es como
calcular m,;,q., es decir, el primer valor que ya se ve afectado por la falta de estadistica asociada a la
longitud finita de la serie temporal, lo cual hacemos en la siguiente seccion.

2.6.1. Primer Indice Afectado por Problema de Tamarfio Finito

Para resolver este problema vamos a tomar el siguiente enfoque. Vamos a considerar como en la
Proposicion el caso en que estamos analizando una senal completamente aleatoria.
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Hacemos esto ya que sabemos que el comportamiento tedrico de una senal aleatoria es f(n) = log(n!)
con n € N como demostramos en la Proposicion Asi, una posible forma de determinar cual
es el primer indice para el cual afecta es por un lado calcular esta f(n) = log(n!), por otro calcular
computacionalmente los valores de la entropia de permutacion para una senal aleatoria, establecer
un criterio de separacion como por ejemplo 0.01 y calcular para cada longitud de la senal /N cual
es el valor de Hj, para el cual empieza la separacion y luego generalizar este valor a cualquier
tipo de senal temporal de longitud N basandonos en que el problema de tamano finito solo de-
pende de la longitud de la sefial temporal N como se ha probado en el Lema[2.3.1]y en el Teoremal[2.3.1]

Este enfoque es un enfoque valido, lo Gnico que tiene el inconveniente por un lado de que pa-
ra valores de N pequenos como se alcanza rapido el problema de tamano finito, los puntos pueden
distar H, = 1 — 2 entre si, lo que hace que este método sea impreciso, ya que estariamos diciendo
por ejemplo que el valor de separacion es de H), = 12 £ 2 por ejemplo. El otro inconveniente es que
habria que determinar esto para todo N con el que se quiera trabajar. A parte de que en general se
podria calificar a este método como bastante bruto o rudimentario.

Sin embargo, hay una forma mas precisa de hacer esto. Para ello primero identificamos el
problema matematicamente.

(P) Queremos determinar la distribucion teodrica que sigue (pi,...,px) teniendo N muestras, es
decir, tenemos las siguientes N muestras de vectores n-dimensionales:

(
(pl,lv "'apn,l)

N (pl,ia ---vpn,i)

k (pl,N7 "'apn,N)

y queremos saber la distribucion poblacional o tedrica de nuestras entropias de longitud n a partir de
las N muestras de las que disponemos, es decir, queremos determinar el N minimo suficiente para
cada longitud de permutacion n, ya que si el IV no es suficiente es que hay mala estadistica y por
tanto, aparece el problema de tamano finito.

En otras palabras, se pretende inferir la distribucion de probabilidad poblacional o tedrica discreta

P[X = ;) = p; coni € {1,...,n} a partir de N muestras.

Este es un problema estudiado recurrentemente en la literatura, incluso en el ambito de la en-
tropia de permutacion [[10]. En [10] se da como condicion que 5 - n! < N, con lo que resolvemos el
problema y asi tomamos el n,,,,, mayor que verifique

5 Nnaz < N, (2.44)

como el ultimo hasta donde aplicar la definicion

Nmazx

n=Y (n—2)-AS, (2.45)

n=2

No obstante, por lo demostrado en el Teorema el problema de tamano finito es un fenéomeno que
solo depende de la longitud de la senal /V y que se refleja en que hay una cota superior en el valor de
la entropia de permutacion, Hy.

Es por esto que todavia nos falta una tltima cosa por hacer antes de haber definido completamente
el método, ya que debemos relacionar la longitud de permutacion n,,,, donde tenemos la cota que
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muestra hasta donde nuestros datos no estan afectados, con el valor de la entropia de permutacion,
ya que para una senal aleatoria para el n,,,, podemos estar en altura H; = 15, mientras que para
una senal mas periddica podemos estar en altura H; = 1 para una misma longitud de la senal N y
la forma que tiene de reflejarse el problema de tamano finito es a través del valor de la entropia de
permutacion H;"**, no del n,q,-

Para solucionar esto nos situamos en el caso peor en términos de tamano finito que sera aquella
situacion donde se alcance el valor mayor de Hj para un n menor. Por la Proposicion es
inmediato deducir que este caso peor es cuando tenemos una senal aleatoria. Por tanto, se puede
deducir que el H;"** donde aparece el problema de tamano finito para cualquier senal de longitud N
es el H}, que se alcanza cuando en la sefial aleatoria se sustituye el 1,4, obtenido de la Ecuacion (2.44).

Por lo tanto, el método propuesto se basa en calcular

Nmax

n=>Y (n-2)-A’H,, (2.46)

n=2

donde el n,,,, es el indice correspondiente a la altura H]"** definida anteriormente. Cabe resaltar
max k

que mientras que el H;"** es invariante para todas las senales de la misma longitud, el n,,,, no lo es,

por todo lo argumentado anteriormente.

A continuacion siguiendo el método dado en las lineas previas damos valores de H;'** para
algunos valores de N comunes en este texto.

N | 10° | 10* | 10° |2-10° | 10°
H™* 1 6.90 | 9.48 | 12.29 | 12.29 | 15.29

Tabla 2.2: Valores de 1,4, y H}'** para diferentes valores de /V usados en el texto.

El lector podria pensar que esta Subseccion es una sutileza teorica sin mayor importancia al llevarlo
a la practica. Podria pensar, que el tomar un indice mas o un indice menos no debe tener importancia
en la practica. Si el lector piensa esto, se le recomienda encarecidamente que observe la Figura |5 del
Apeéndice|C.2|y lea su breve discusion posterior.
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Capitulo 3

Datos Simulados: La Aplicacion Logistica

En este capitulo se comprueba la validez del método introducido en la Seccion [2.6| mediante datos
simulados con la aplicacion logistica. Se divide el capitulo en 3 secciones. En la Seccion|[3.1]se introduce
la aplicacion logistica, en la Seccion 3.2 se exponen los resultados obtenidos con nuestro método y
en la Seccion [3.3] se cuantifica la reduccion del problema de tamano finito al pasar de la entropia de
bloque a la entropia de permutacion.

3.1. Introduccion a la Aplicacion Logistica

La aplicacion logistica es uno de los ejemplos mas simples de una aplicacion no lineal y asi, uno de
los modelos mas simples de dinamica caotica. Esta ecuacion logistica se puede expresar en forma de
ecuacion diferencial en la forma
dz
— =bx(l —x), (3.1)
dt
donde el tiempo se considera como una variable continua [11]]. No obstante, también se puede expresar
como una ecuacion cuadratica de recurrencia, asi considerando el tiempo como discreto

Tn+l = bxn(l - xn)a (3'2)

donde b es una constante positiva a la cual se le suele conocer por el nombre de potencial biotico. Este
nombre proviene de que la aplicacion logistica a parte de ser una ecuacion muy util para describir un
sistema complejo mediante una relacion simple, es una ecuacion que describe el crecimiento de una
poblacion con el tiempo. Valores pequenos hacen que el crecimiento de una poblacion sea pequeno,
lo que conlleva a su extincion. Valores mas altos en cambio llevan a que la poblacion se asiente
en un valor dado o a que fluctile en torno a ciertos valores que representan épocas de poblacion
extraordinariamente alta o épocas de poblacion extraordinariamente baja [11]].

Ya en los anos 1940 John Von Neumann sugirio usar esta aplicacion logistica con b = 4, es
decir, ,.; = 4z,(1 — z,,) como generador de numeros aleatorios. No obstante, no fue hasta el
trabajo de W.Ricker de 1954 y los estudios de la década de 1950 de Paul Stein y Stanislav Ulam para
que las notables propiedades de la aplicacion logistica se conocieran [12].

Cabe destacar que en general, para un cierto valor arbitrario de b no se sabe calcular analiti-
camente las soluciones, sin embargo, en [12] se postula que cualquier solucion exacta debe ser de la
forma

oo = {1 = 071 = 220)) 33
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donde f es cierta funcién, f~! su inversa y x; el valor inicial.

La forma de estudiar las aplicaciones logisticas es a partir de los llamados diagramas de bifur-
cacion, que muestran los valores visitados o a los que hay un acercamiento asintotico (puntos fijos,
orbitas periodicas o atractores caoticos) de un sistema en funcion del parametro de bifurcacion del
sistema bajo estudio, que en el caso de la aplicacion logistica es el parametro b [13]].

Los puntos fijos, Orbitas periodicas y atractores cadticos son algunos de los posibles comportamientos
que tiene un sistema dinamico [6]], los cuales se definen a continuacion.

Definicion 3.1.1. Supongamos que tenemos un sistema discreto en tiempo, con estados z(t) € R, con
una dinamica dada por la aplicacion:

2(t+1) = f(x(t). (3.49)

siendo f una funcion real diferenciable, f : R — R. Entonces,

1) Se dice que x € R es un punto fijo de f si y solo si f(z) = x.

2) Se dice que es una orbita periodica siz(T) = f1(x(0)) = z(0) y x(k) # x(0) para todo0 < k < T.
3) Se dice que un atractor es aquel valor o conjunto de valores en donde el sistema se asienta después de
cierto paso de tiempo. Por otro lado, se dice que el sistema tiende a un atractor caotico cuando el sistema
tiene una oscilacion que no cesa, a traves de la cual nunca visita el mismo punto dos veces y tiene una
estructura fractal, lo cual significa que existen los mismos patrones independientemente del zoom que se
haga [6].

Cabe resaltar que se suele tomar un valor inicial de la poblacion z € (0,1) y b € [0, 4], para que asi
T, € [0, 1] para cualquier m > 0. Ademas, se puede comprobar que para valores de b menores que 1,
el sistema siempre tiende a 0 (extincion) y para valores de b entre 1y 3, el sistema siempre se asienta
en un unico valor del intervalo [0, 1].

A partir de b = 3 es donde la tendencia empieza a cambiar ya que aparece la primera bifurcacion.
Hasta b = 3.4 los posibles valores de la poblacion siguen siendo 2. Justo después de b = 3.4, el
diagrama vuelve a bifurcarse, dando lugar a 4 posibles caminos que puede trazar la poblacion. Luego,
ligeramente después de 3.5 vuelve a bifurcase de nuevo, dando lugar a 8 posibles caminos. Aqui, la
poblacion oscila en torno a 8 posibles valores [11]].

A partir de aqui, en b ~ 3.6, se transiciona al régimen caético de la aplicacion logistica. Aqui
las bifurcaciones crecen tanto, que el sistema pasa de 4, a 8, a 16, 32... posibles valores de la poblacion.
Se dice que en b ~ 3.6 hay una transicion del régimen periodico al régimen caotico. Si una poblacion
para cierto valor de b tiene k posibles valores, se dice que tiene periodo k. En b = 3.9, la bifurcacion
ha sido tan grande que el sistema puede tomar casi cualquier valor en el intervalo [0, 1]. Esto es lo
que se conoce como ruta del caos por duplicacion del periodo en el contexto de los sistemas dinamicos.

Por todo esto se puede considerar que la zona de interés de la aplicacion logistica se sitia en-
tre los valores de b de entre 3.5 y 4. En consecuencia, se muestra el diagrama de bifurcacion para
b€ [3.5,4].
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Parametro del mapa logistico, b

Figura 3.1: Diagrama de bifurcacion para valores de b entre 3.5 y 4.

Como se puede observar en la figura a medida que aumenta el valor de b de 3.5 a 4 el niimero de
posibles valores que visita el sistema dinamico va creciendo, hasta que en b = 4 los posibles valores
de la poblacion abarcan practicamente todo el intervalo [0, 1]. No obstante, pese a esta tendencia hacia
cada vez mas caos, se puede observar como intermitentemente hay algunas ventanas de orden, en las
cuales los posibles valores de la poblacion se reducen a unos pocos. Por ejemplo, hay una pequena
ventana de orden sobre b = 3.63, otra sobre b = 3.75, no obstante, la ventana de orden mas grande es
la que se observa entre b = 3.82 y b = 3.84 donde se puede observar como los tnicos posibles valores
de la poblacion al principio de esta ventana de orden son aproximadamente 0.15, 0.55 y 0.95. Si se
genera una senal con la aplicacion logistica con un parametro b de una ventana de orden, entonces
esta senal sera periodica o cuasiperiodica. Cabe resaltar que la figura muestra de manera muy evidente
la transicion del regimen periodico al régimen caotico de b =~ 3.6.

3.2. Uso de la Entropia de Permutacion en la Aplicacion
Logistica

En resumidas cuentas, el interés de la aplicacion logistica reside en que es una aplicacion simple a
traves de la cual se puede estudiar el caos unicamente variando el parametro b de su definicion. A
parte la aplicacion logistica ha sido muy estudiada por la literatura, por lo que se conoce perfecta-
mente su comportamiento. Es por esto que se ha elegido esta aplicacion para probar la validez del
método propuesto en la Seccion[2.6]

Para ello, se ha calculado la entropia de permutacion en funcion de la longitud de permuta-
cion para diferentes parametros b de la aplicacion logistica para comprobar que el método funciona
adecuadamente y que es capaz de discernir aquellas series temporales que estan mas correlacionadas
de aquellas que lo estan menos, usando las técnicas introducidas en el Capitulo 2]y luego comparando
el resultado con lo dado en el diagrama de bifurcacion de la Figura[3.1] Como la region de interés de
la aplicacion logistica es el intervalo [3.5, 4], se ha decidido estudiar los casos b = 3.5, 3.55, ..., 3.95, 4.

La aplicacion logistica muestra una mayor o menor correlacion y por tanto, complejidad dependiendo
de su parametro b. Hasta aproximadamente b = 3.58 la complejidad es nula o aproximadamente
nula, ya que las senales temporales generadas son periodicas o cuasiperiodicas. En, b = 3.6 al pasar
del régimen periodico al régimen caotico es cuando alcanza la complejidad maxima y de b = 3.6 en
adelante su complejidad va decreciendo de manera monotona, debido a que las series temporales
generadas van tendiendo a ser cada vez mas aleatorias (recuérdese la Figura[2.4)y que la complejidad
es minima para senales periodicas y aleatorias y maxima para senales a mitad de camino, es decir,
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para senales localizadas al inicio del régimen caotico). Este decrecimiento monotono se rompe en
algunos puntos. Estos puntos son el b ~ 3.63 donde la complejidad pasa a ser 0 repentinamente
debido a la aparicion de una ventana de orden que hace que las senales temporales generadas aqui
sean periodicas. En el limite de esta ventana de orden en b = 3.64 se da lo que se conoce como el
limite del caos o edge of caos que tiene asociada una correlacion anormalmente alta y por tanto,
una complejidad anormalmente alta. Finalmente, de b ~ 3.65 en adelante sigue el decrecimiento
monotono.

Esta ventana de orden no es la Unica. En el diagrama de bifurcacion de la Figura se puede
apreciar otra en b ~ 3.74 y otra mas grande que las dos anteriores en b ~ 3.82. El comportamiento
de la complejidad en estas dos es igual al de la ventana de orden de b ~ 3.63, es decir, una caida a
aproximadamente 0 de la complejidad debido a la ventana de orden y luego una subida repentina
debido a lo que se conoce como limite del caos.

Antes de empezar con el analisis en si, vamos a comprobar la validez de nuestro método computacio-
nal descrito en el Apéndice [C| rehaciendo las figuras de hg y hi2 en 501 puntos equiespaciados en el
intervalo [3.5, 4] dadas en [8]], donde hg representa la entropia por simbolo de longitud de permutacion
6 de la Definicion y hi2 la de longitud de permutacion 12.

121 ® d=6 P ® d,=12 /

~ M{/«

ﬁd"‘r

-

=)
=
5}
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wr“i‘ \

2
2
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3
b
2

por simbolo, hiz
™

7

Entropia de permutacién
por simbolo, hg
2

Entropia de permutacién

0.4 — . : —
02 -

35 36 37 38 39 40 s 36 37 EE] 39 40
Parametro logistico Parametro logistico

Figura 3.2: Representacion de las entropias por simbolo para longitudes de permutacion de 6 y 12
respectivamente. Estas figuras son exactamente iguales a las dadas en [8]).

Una vez comprobada la validez de las técnicas computacionales descritas en el Apéndice |C|, comenza-
mos representando la entropia de permutacion Hy en funcion de la longitud de permutacion £ para
mostrar graficamente algunas de las propiedades introducidas tedéricamente en el Capitulo [2| Se van
a representar 4 curvas correspondientes a aplicar la entropia de permutacion a senales de longitud
N = 10* con k € {3,4,5,6}. En estas representaciones segtin lo introducido en la Seccion a
través del Teorema[2.3.1]se esperaria ver 4 curvas tomando valores similares, pero que se diferencian
en que saturan en los valores de la Tabla 2.1 segun su correspondiente longitud N. Comprobémoslo.
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Figura 3.3: Representacion de la entropia de la permutacion Hj en funcion de la longitud de permu-
tacion k para b = 3.55 en la subfigura (a), b = 3.65 en la subfigura (b), b = 3.85 en la subfigura (c) y
b = 4 en la subfigura (d), para senales temporales de N = 10* con k € {3,4,5,6}.

A primera vista estas 4 representaciones parecen muy distintas entre ellas y es por ello que nos sirve
para ilustrar lo introducido teéricamente en el Capitulo

Lo primero a destacar es que en los 4 casos estudiados las longitudes de permutacion van de 2 a 40 y
sin embargo, se observa que en el tnico donde se han estabilizado todos los valores de Hj, segun lo

estipulado en el Teorema [2.3.1]y la Tabla[2.1]es el caso de b = 4.

Para el caso b = 3.65 se puede ver como solo han saturado las curvas de N = 10° y N = 10%,
mientras que para los casos de b = 3.55 y b = 3.85 se puede ver como todavia les queda un largo
recorrido antes de saturar, es decir, el problema de tamano finito aparece en un & notablemente
mayor. Esto es debido a que las senales correspondientes a b = 3.55 y b = 3.85 son cuasiperiodicas,
con complejidad aproximadamente nula.

Es importante subrayar este hecho y sera relevante en lo sucesivo, ya que se vera como la
longitud de permutacion k£ donde se alcanza el problema de tamano finito esta intimamente relacio-

nado con la complejidad. Solo hace falta ir a la Definicion[2.5.1] para deducirlo.

Es importante resaltar, a partir de la inspeccion de las Figuras y que aunque parece
existir una region clara donde se puede hacer un ajuste lineal, la Proposicion prueba que tal

31



asintota lineal no existe para la entropia de permutacion.

Observacién 3.2.1. Comparemos los valores de saturacion de la Figura[3.3d con los predichos teorica-
mente en el Teorema

N 10° 10 10° 10°
Teodrico | 9.9658 | 13.2877 | 16.6096 | 19.9316
Numeérico | 9.9248 | 13.2837 | 16.6091 | 19.9310

Tabla 3.1: Comparacion entre los valores predichos por el Teorema como log N y los valores
determinados en simulacion numérica calculados como el ultimo valor de H), de las curvas de N =

103, N =10%, N = 10y N = 10° para el caso b = 4 de la Figura

Recordemos que lo que el Teorema predice es una cota superior que Hj, debe de alcanzar para
longitudes de bloque k suficientemente grandes.

Una vez realizado este analisis de las Figuras[3.3a} [3.3b] [3.3c| y [3.3d| con el objetivo de transmitir vi-
sualmente algunos de los resultados mas importantes de la teoria dada en el Capitulo [2| pasemos a
lo que es realmente el objetivo de este capitulo que es comprobar que el método introducido en la
Seccion [2.6/da resultados de complejidad compatibles con el diagrama de bifurcacion de la Figura 3.1]
es decir, compatibles con los estudios previos de la literatura. Cabe destacar que solo se van a analizar
senales correspondientes al régimen caotico.

Logistico para N=2-10°

Entropia de permutacién

o 10 20 30 40 50 60 70 80
Longitud de permutacién

Figura 3.4: Representacion de la entropia de permutacion H, en funcion de la longitud de permutacion
k para sefiales temporales de longitud N = 2 - 10° generadas mediante la aplicacion logistica con
b € {3.6,3.65,3.7,3.75,3.8,3.9,4}. La linea discontinua negra representa el punto a partir cual los
valores estan afectados por el problema de tamano finito.

A continuacion, calculamos la complejidad de la aplicacion logistica aplicando el método introducido
en la Seccion [2.6 a las curvas de la Figura [3.4 y comparamos con el diagrama de bifurcacion de la
Figura[3.1] para deducir la validez del método.
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Figura 3.5: Representacion de la complejidad de senales temporales generadas a traves de la aplicacion
logistica con los parametros b € {3.6,3.65,3.7,3.75,3.8,3.9,3.95,4}.

Hay clara tendencia monotonamente decreciente a medida que aumenta el parametro b de la
aplicacion logistica, que concuerda con lo esperado. Se ha obtenido que para b = 3.6 y b = 3.65
la complejidad es notablemente mayor que el resto como se esperaba con la excepcion del caso
b = 3.75. No obstante, también se espera una complejidad alta para este caso, debido a que como
se ha explicado antes en b ~ 3.74 hay una ventana de orden y en b = 3.75 es el limite del caos. En
consecuencia, los resultados obtenidos son coherentes con los esperados.

Por ultimo se representa el limite de la longitud de permutacion antes de que aparezca el pro-
blema de tamano finito, es decir, el k,,,, de cada b asociado a la altura /;"** dado en la Tabla que
enel casode N = 2-10° es H"** = 12.29.

Problema de tamario finito

bS] i 5

Longitud de permutacién maxima

=
o

360 365 370 375 380 385 390 395 400
Parametro logistico

Figura 3.6: Representacion de la longitud de permutacion maxima k,,,, para series logisticas de lon-
gitud N = 2-10°, donde k,,,, representa el tamano de bloque mas largo para el que puede estimarse
de manera fiable la entropia de permutacion a partir de series de longitud finita V.

No es sorprendente la clara tendencia que se puede observar en esta figura, ya que no hay mas que
irse a la Definicion y a la Definicion de donde se puede deducir que para la senales mas
aleatorias en cada longitud de permutacion la entropia de permutacion es mayor y asi las curvas de
Hj, en funcion de la longitud de permutacion k£ son mayores, lo que hace que se alcance la altura
limite dada por la Tabla [2.1) mucho antes para estas senales aleatorias que para las que estan mas
correlacionadas.
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3.3. Comparacion de Problemas de Tamanos Finitos

Como ya se ha comentado en la Subseccion del Capitulo [2|las razones para escoger la entropia
de permutacion frente a la mas clasica entropia de bloque, aunque para esta segunda se disponga de
un marco teorico completo en la literatura mientras que para la primera no, es por un lado que se
elimina el problema de discretizacion y por otro que se reduce el problema de tamano finito. Veamos
entonces cuanto se reduce el problema de tamano finito.

Para ello nos basamos en que el Teorema es igualmente valido tanto para la entropia de
permutacion como para la entropia de bloque, por lo que las alturas H;"** son iguales en ambos
casos y vienen dadas por la Tabla Lo que cambia en ambos casos es el k,,,,, asociado a estos H}"**.

Asi, escogemos un b particular como por ejemplo b = 4 y comparamos los k., asociados a
los H;"** en el caso de la entropia de permutacion y en el caso de la entropia de bloque.

Tamarnio finito con b=4 Tamafio finito con b=4

2] ol o neo| R hae
-a-N=10" - 22 | g
. ‘/' ® N=10 ®
204 —e-N=10 - & snics pe
—10¢ | —o—o—o—0—p
18 N=10¢ 20 ® nN=10f ¥ oot
—a-N=10° ® N-10? )-/r

oo oo

PR S SRR S e o S e o

Entropia de Permutacion , Hy
Entropia bloque,s,
=

= -

0 5 10 5 0 5 4

Longitud de Permutacién, k « =

10 15
Longitud bloque,k
(@) (b)

Figura 3.7: Representacion del problema de tamano finito al generar a través de la aplicacion logistica
con b = 4 series temporales de longitudes N = 10* con k € {3,4, 5,6} para el caso de la entropia de
permutacion en la subfigura (a) y el caso de la entropia de bloque en la subfigura (b). La subfigura (b)
se ha tomado de la referencia [1].

Observando la Figura[3.7]se deduce que las longitudes de permutacion k donde se alcanza el problema
de tamano finito (saturacion del valor de la entropia) en el caso de la entropia de permutacion es
aproximadamente un 50 % mayor que para el caso de la entropia de bloque. En consecuencia, el
problema de tamafo finito se ha reducido en aproximadamente un 50 %.
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Capitulo 4

Datos Reales: Plasmas Generados en SLPM

Una vez comprobada la validez del método introducido en la Seccion [2.6| mediante datos simulados,
se procede a analizar senales temporales reales obtenidas del plasma del Santander Linear Plasma
Machine (SLPM) para comprobar que nuestro método también da resultados coherentes para este
caso. Se divide el capitulo en 2 secciones. En la primera Seccién[4.1] se describe el tipo de sefiales que
se van a analizar, y en la Seccion [4.2| se exponen los resultados obtenidos con nuestro método.

4.1. Senales Temporales de SLPM

Las senales temporales disponibles de SLPM tienen longitud N = 2 - 10° y han sido medidas en 10
radios diferentes de la columna de plasma mediante sondas de Langmuir, donde los 10 radios van
desde el » = 1.0 cm hasta el » = 2.8 cm distribuidos uniformemente. En el Capitulo 1| se describio
como el plasma se aloja dentro de una camara de vidrio cilindrica de 1 m de longitud y 7 cm de
diametro. El rango de radios entre 1 cm y 2.8 cm abarca la mayor parte de los 3.5 cm de radio. El
lector podria preguntarse por qué no se mide para radios inferiores a 1 cm o superiores a 2.8 cm o
mejor dicho, aunque se midieran por qué no se consideran para el analisis en este trabajo.

Por un lado, para radios inferiores a 1.0 cm, la sonda Langmuir y su soporte perturban dema-
siado las mediciones, por lo que se descartan ya que no podemos asegurar su validez. Para los radios
mayores a 2.8 cm se descartan simplemente porque se puede considerar que no hay plasma. Es decir,
el plasma esta en un recipiente cilindrico de 3.5 cm de radio de manera que en el centro es donde se
encuentra la densidad maxima de particulas y al alejarse del centro esta densidad va disminuyendo
de forma que para radios mayores que » = 2.8 cm, el plasma esta suficientemente enrarecido como
para considerarlo como tal.

Por otro lado, cabe destacar que se trabaja con unidades arbitrarias del flujo a las que se de-
nota como w.a.. La razon es que la entropia de permutacion se basa en ordenar los bloques de
la senal temporal de mayor a menor o de menor a mayor, por lo que las unidades no afectan.
Matematicamente hablando, la entropia de permutacion es invariante ante cambios de escala de la
senal temporal, lo que hace irrelevantes las unidades de las senal temporales.

Ademas, cabe resaltar que la sefial de longitud N = 2 - 10° ha sido medida en un intervalo temporal
de t = 0.2 s con distribucion uniforme. Asi, se deduce que el paso de tiempo entre cada par de
mediciones consecutivas ha sido de t = 1 us, o equivalentemente la frecuencia de muestreo de 1 MHz.

A continuacion, se representa la senal temporal para » = 1.0 cm, a partir de la cual se anali-
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zaran sus propiedades generales.
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Figura 4.1: Representacion de una senal temporal de longitud N = 2 - 10° generada en SLPM para
r = 1.0 cm. En la parte superior se representa la senal de flujo completa y en la parte inferior se
representa inicamente una parte de longitud N = 5 - 103. Las lineas horizontales discontinuas son
umbrales necesarios para identificar avalanchas.

Los umbrales positivo y negativo establecen un criterio arbitrario pero con una razon solida detras
dada en [4] para clasificar avalanchas. Todo lo que esta por debajo del umbral negativo o encima del
positivo se considera como avalancha. En este caso se observa que hay 3 avalanchas. La variable
tiempo de espera cuantifica la distancia temporal entre cada par de estas avalanchas, la variable
duracion la duracion de cada avalancha en el corte con el umbral positivo o negativo y ademas,
se puede definir una tercera variable que cuantifica el area encerrada entre el umbral positivo o
negativo y la curva para cada una de las avalanchas.

Cabe recordar que en el Capitulo [2| se hizo el desarrollo tedrico para senales temporales tal
que su probabilidad no cambia con el tiempo, es decir, senales estacionarias. Asi, falta comprobar que
las senales temporales del SLPM verifican esta propiedad de estacionariedad. Se define a continuacion
el concepto de estacionariedad.

Definicion 4.1.1. [14] Sea X3, ... X, un proceso estocastico o senal temporal. Se dice que es un proceso
estocastico estacionario si y solo si verifica que Xy,...X;, v X4, +r...X4, 4 tienen la misma funcion de
distribucion empirica (PDF) para cualquier conjunto de indices {1, ..., k} y cualquier 7 < n.

Siendo estrictamente rigurosos, para comprobar que un proceso estocastico o senal temporal es es-
tacionaria, habria que comprobar que la funcion de densidad empirica no varia con el tiempo. No
obstante, segun [[14] a efectos practicos se suele comprobar la estacionariedad de los momentos de
primer y segundo orden, lo que se traduce en comprobar que la media y la varianza no varian con el
tiempo o equivalentemente, que la media y la desviacion tipica no varian con el tiempo.
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Figura 4.2: Evolucion de la media y la desviacion tipica del flujo medido con la sonda colocada en
r = 1.0 cm.

Como se desprende de la Figura tanto la media como la desviacion tipica son constantes. Se
ha procedido de forma analoga con los restantes 9 radios y se han obtenido resultados similares.
Por lo tanto, se ha podido concluir que efectivamente se esta trabajando con procesos estocasticos
estacionarios como requiere la teoria del Capitulo

4.2. Deteccion de Correlaciones en Senales Temporales del
SLPM

En esta seccion se trata de detectar el grado de correlacion en secuencias temporales obtenidas en dis-
tintos radios de la columna de plasma generada en SLPM. Después de todo lo explicado en el Capitulo
es facil deducir que hay un problema si se pretende detectar cual de las 10 senales de flujos esta mas
correlacionada ya que en el entorno central (aproximadamente entre valores de flujo de -10 u.a. y 10
u.a.) hay una gran concentracion de fluctuaciones aleatorias, que se traduce en que las frecuencias de
las diferentes permutaciones van a ser muy homogéneas, independientemente del radio, lo que supo-
ne un problema, ya que segun la Definiciones[2.4.1]y [2.5.1 resultara en que todas las sefiales tendran
una complejidad muy baja. Es decir, las fluctuaciones del entorno central enmascaran la correlacion
asociada a las avalanchas. Esto es debido a que en porcentaje el transporte turbulento tiene muy poco
peso frente al difusivo. Pero las correlaciones aparecen en el transporte turbulento y no en el difusivo.

Veamos que este argumento teodrico en efecto se traslada a la representacion de la entropia de
permutacion.
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Figura 4.3: Representacion de las entropias de permutacion en funcion de la longitud de permutacion
calculadas a partir de las senales originales en crudo.

Como se puede observar en la Figura |4.3|los resultados no permiten distinguir las senales segun su
correlacion. Recordemos que en el Capitulo [3| a través de la Figura se muestra cOmo a mayor
complejidad mayor es el indice donde aparecen los primeros efectos del problema de tamano finito
(indice de corte con H;*** = 12.29) y también que para el caso mas aleatorio de la aplicacion logistica
(b = 4) este indice es 10. Ademas, en resultados previos [[1I] se muestra que este caso es realmente
aleatorio, ya que se representa su PDF y se observa como es casi uniforme. En esta Figura [4.3| estos
indices estan entre 5 y 10, y por lo tanto se deduce que las senales que se han analizado son casi
completamente aleatorias, como se habia previsto.

Para resolver este problema se debe pensar en qué se esta analizando: senales temporales pro-
venientes de un plasma cuya dinamica se puede describir mediante dos canales de transporte.

Por un lado esta el transporte difusivo y por otro, el transporte no difusivo o mediante ava-
lanchas. Mientras que el transporte difusivo reduce las diferencias y gradientes, eliminando las
correlaciones entre distintos instantes temporales, el transporte por avalanchas en cambio genera
correlaciones en la senal, ya que el transporte mediante avalanchas esta generado por inestabilidades
que vienen de instantes temporales precedentes. Inestabilidades que el transporte difusivo no ha
sido capaz de eliminar.

Mientras que el transporte difusivo ocurre de forma continua en el tiempo, el transporte por
avalanchas solo ocurre en determinados instantes en los que una fluctuacion se hace lo bastante
grande como para trasladarse en cascada por una buena parte del sistema, es decir, un gradiente lo
suficientemente grande como para causar una avalancha.

Como se puede observar en la Figura hay 3 variables que caracterizan este transporte por
avalanchas [4]], el tiempo de espera entre dos avalanchas sucesivas, la duracion de la avalancha y el
area de la avalancha.

Cuando se mide el flujo en un punto del espacio en diferentes instantes de tiempo, una ava-
lancha se define como un crecimiento o decrecimiento anormalmente alto del flujo en ese punto
[4]. Sin embargo, esta definicion es arbitraria y no cuantitativa. Es por ello que se debe establecer
un criterio para determinar qué es una avalancha y queé no lo es. En [4] se establece como criterio
calificar como avalancha todo aquél proceso que supere el umbral positivo o el umbral negativo de
la Figura [4.1|donde el umbral positivo se define como
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iol g(;)

Iy =03 _1-2110

donde g(z;) es la funcion de los valores del flujo ordenados de mayor a menor. Es decir, se toma el
30 % de la media de los 10 mayores valores del flujo para establecer el umbral positivo. Para el umbral
negativo es analogo, pero se toma la media de los valores minimos, es decir,

(4.1)

f) h(z;)

Iy =03-=2——

n (4.2)

donde h(z;) representa los valores de flujo ordenados de menor a mayor.

La eleccion del umbral del 30% o 25 %, etc, es arbitraria. Esencialmente debe elegirse un um-
bral suficientemente alto como para filtrar los eventos mas grandes (avalanchas), pero no tan
grande como para que se pierda estadistica. El umbral 6ptimo es un compromiso entre eliminar
el ruido (transporte difusivo) pero mantener una estadistica suficiente del transporte cooperativo
(avalanchas).

Se concluye por todo lo expuesto que el tratamiento del 30 % es de suma importancia a la ho-
ra de trabajar con senales temporales que tienen la forma de la Figura [4.1]y es que entre cada par
de avalanchas como ya se ha explicado hay un tiempo caracteristico denominado tiempo de espera
en el que el Unico transporte es el difusivo que para un radio fijo se caracteriza por fluctuaciones
aleatorias. Es por ello que se necesita un método que elimine este entorno central asociado a las
fluctuaciones gaussianas para asi poder analizar el transporte mediante avalanchas, el cual es el
responsable de mostrar las correlaciones y asi poder saber cual de las senales de los 10 radios es mas
correlacionada y cual menos.

Es importante resaltar que no se esta afirmando que el tratamiento del 30 % sea la Gnica ma-
nera de conseguir esta eliminacion de las fluctuaciones gaussianas del entorno central, sin embargo,
es una que se ha comprobado que funciona. En el Apéndice [B|se proporciona también un ejemplo de
método de tratamiento de datos cominmente usado en la literatura que no es efectivo para eliminar
estas fluctuaciones aleatorias.

A continuacion, se proporciona el pseudoalgoritmo para llevar a cabo el tratamiento del um-

bral del 30 % [4].

1.-Sea F\(t) el flujo de la senal temporal que se esta analizando, entonces se calculan los um-
brales positivo I'" y '™ segtin la Ecuacion 4.1|y la Ecuacion [4.2| respectivamente.

2.-Se redefine la senal del flujo en la forma

sil'” < F(ty) <T'", entonces F*(tg) =0
si F'(tg) > I'" entonces F*(ty) = F(to) — I'"
si F'(tp) < I'"entonces F*(ty) = F(ty) — '~

donde F*(t) representa la sefial del flujo después del tratamiento del 30 %
Resumiendo, se calculan los umbrales positivo y negativo con el 30 % de la media de los picos
positivos y los 10 picos negativos y luego se resta a la senal temporal original positiva el flujo

positivo y a la senal original negativa el flujo negativo, sin permitir un cambio de signo.
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Cabe destacar que hay autores [4] que este segundo paso lo hacen de una manera ligeramente
diferente.

2*.-Se redefine la senal del flujo en la forma

sil'™ < F(ty) <T'", entonces F*(ty) =0
si F(tg) > I't entonces F*(ty) = F(to)
si F'(ty) < I'"entonces F*(ty) = F(to)

es decir, el flujo por encima del umbral no lo modifican. No obstante, ambas formas son equivalentes.
A continuacion, se muestra graficamente la senal resultante después de aplicar el tratamiento del
30 % a la sefial original.
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—
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Figura 4.4: Representacion de la senal temporal de flujo del SLPM correspondiente a r = 1.0 cm
tratada a traveés del tratamiento del 30 %.

La figura es exactamente igual a la Figura [4.1| pero con la Unica diferencia de que en esta se le ha
aplicado el tratamiento del 30 %. La diferencia entre ambas figuras es notable ya que mientras que en
la Figura[4.1]se puede observar cémo el entorno central esta cubierto de fluctuaciones, aqui se puede
ver como la parte central esta vacia, lo cual es todavia mas apreciable al hacer zoom. De hecho, al
hacer zoom se puede observar como solo hay 3 zonas de flujo no nulo, que son precisamente las 3
avalanchas mencionadas en la Figura Notese que las lineas punteadas representando el umbral
positivo y el negativo son las mismas.

Observando esta figura y basados en la teoria del Capitulo |2 todo parece indicar que se ha
resuelto el problema, gracias a que se ha eliminado el entorno central de las fluctuaciones aleatorias.
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Figura 4.5: Representacion de la entropia de permutacion correspondiente a las senales tratadas me-
diante el tratamiento del 30 % para sefiales del SLPM en funcion de la longitud de permutacion. La
linea discontinua negra representa el punto a partir del cual los valores estan afectados por el proble-
ma de tamano finito.

Lo primero que resalta es que se ha eliminado completamente el problema de las fluctuaciones
aleatorias ya que como se puede observar el problema de tamano finito empieza en indices entre
150 y 300 aproximadamente (donde corta con H"** = 12.29). Volviendo al Capitulo [3| recuérdese
que para la aplicacion logistica estos valores estaban entre 10 y 32 y cuanto mayor era este
indice, mayor tendia a ser la complejidad asociada. Por tanto, se espera que las complejidades
asociadas a estas senales tratadas sean notablemente mayores que las del logistico. Antes de cal-
cularlas, intentemos razonar con herramientas puramente teoricas del Capitulo2|por queé sucede esto.

Para empezar se debe tener en cuenta como son las senales que se estan analizando, para lo
cual vamos a la Figura 4.4]y observamos que el mayor porcentaje de las senales son ceros, es decir,

igualdades.

Ahora, debemos ir al Apéndice|C|y observar que la técnica computacional usada trata las igualdades
como cadenas ascendentes. Esto significa que para calcular la entropia segin la Definicion se
obtiene un valor menor del que se deberia haber obtenido, ya que el tener un gran porcentaje de un
mismo tipo de permutacion como son las cadenas ascendentes hace que segin la Definicion [2.4.1]
se obtengan valores mas pequenos de esta. Esto a su vez hace que el problema de tamano finito de
la Seccion [2.3| aparezca para indices mayores ya que al ser para cada longitud de permutacion £ la
entropia menor de la que debiera, entonces tarda mas en alcanzar el valor dado H;"** en la Tabla [2.2]
Es por esto que se obtienen estos indices de 150 a 300, que comparando con el caso del logistico son
tan elevados.

A su vez, este hecho es positivo ya que asegura que el crecimiento de la entropia es puramen-
te debido al mayor o menor nimero de correlaciones en el transporte por avalanchas y no hay
ninguna contribucion de la aleatoriedad del transporte difusivo, por lo que es posible identificar
qué senales estan mas correlacionadas o menos, ya que como se ha mencionado anteriormente las
correlaciones de una senal de flujo de un plasma aparecen en el transporte por avalanchas y no en el
transporte por difusion.

Volviendo a la expresion obtenida anteriormente para la complejidad:

Nmaz

n=-—Y (m—2)AH,, (4.3)

=2
las curvas de mayor curvatura en el rango Hy € [0,12.29] seran las de mayor complejidad. En la
figura se ve claramente como las dos curvas asociadas a los radios mas externos r = 2.6 cm
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y r = 2.8 cm son las que mayor curvatura tienen, ya que por ejemplo la de r = 2.8 cm empieza
tomando valores Hj;, mayores que las restantes 9 curvas para un k fijo pequeno, pero para k grandes
las restantes curvas toman valores mayores que ella. Sucede lo mismo pero en menor medida para
la curva correspondiente a » = 2.6 cm. Luego, se puede intuir que como estas dos curvas tienen la
mayor curvatura negativa, entonces tendran la mayor complejidad.

Complejidad datos reales
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Figura 4.6: Representacion de la complejidad para cada una de las 10 posiciones radiales del SLPM
entre r = 1.0 cm y r = 2.8 cm, tratadas mediante el tratamiento del umbral del 30 %.

Se concluye que en los radios internos, desde » = 1.0 cm hasta » = 2.2 cm, la tendencia es constante,
mientras que en los radios externos la tendencia es ascendente.

En [4] se hace un estudio del mismo problema, pero mediante un analisis alternativo. Lo que
concluyen es que en los 2 radios mas externos, es decir, en 7 = 2.6 cm y 7 = 2.8 cm es donde hay
una apreciable mayor complejidad, mientras que para los 7 radios mas internos la complejidad es
aproximadamente constante, que es la misma conclusion obtenida en la Figura Por lo tanto,
como los resultados son analogos a los obtenidos en [4] y ademas estos tiene un respaldo teorico
solido, entonces se concluye que el método funciona adecuadamente para estos datos reales también.

Cabe destacar que en el Apéndice [A] se han rehecho los resultados de [4] usando el analisis
alternativo usado ahi.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se ha desarrollado un método basado en la entropia de permutacion de la teoria
de la informacién que permite el calculo del grado de correlacion o memoria para distintas series
temporales de una manera sistematica. Se ha deducido su validez teorica en el Capitulo 2| mediante
una estructura matematico-deductiva, que es original de este TFG y se ha comprobado su eficiencia
practica con datos simulados por la aplicacion logistica y con datos reales provenientes de medidas
de flujo radial turbulento en los plasmas generados en la SLPM.

El uso de sucesiones de la entropia de bloque como forma de deteccion de correlaciones es
una técnica que ha sido estudiada desde el punto de vista teorico [6]] y practico [1]] en la literatura. No
obstante, debido al gran numero de datos que necesita esta técnica para obtener una estadistica fiable
y debido a la finitud de las senales reales, la entropia de bloque no sirve para detectar correlaciones a
medio y largo plazo como se puede ver en [[1]]. Sin embargo, la denominada entropia de permutacion
introducida por primera vez en [8] requiere un nimero considerablemente menor de datos para
obtener una estadistica fiable, lo que ahora permite detectar correlaciones en senales temporales a
medio y largo plazo.

El principal problema de esta entropia de permutacion es que a dia de hoy no se dispone de
una base tedrica necesaria para respaldar los resultados numéricos relativos a las correlaciones y la
complejidad de series temporales finitas. En este trabajo, en la Seccion [2.5 se ha desarrollado este
marco tedrico, a partir del cual se describe un método que permite detectar todo tipo de correlaciones
en senales temporales.

Se ha comprobado que el método desarrollado teodricamente detecta correlaciones, cumpliendo
con el objetivo principal de este trabajo.

En primer lugar, se han usado datos simulados procedentes de la aplicacion logistica, muy usada
en el ambito de los sistemas dinamicos. Se han medido las correlaciones de senales temporales de
las cuales previamente se conocia cual era su relacion de complejidades. Los resultados muestran
como algunas senales temporales son claramente mas correlacionadas que otras, con una tendencia
descendente general respecto al parametro b, como se esperaba obtener. Ademas, el método detecta
las ventanas periodicas, en las que la complejidad disminuye y luego aumenta repentinamente en su
limite.

Por otro lado, se ha empleado el método para detectar correlaciones en senales temporales
asociadas a los flujos en distintas localizaciones de la SLPM, para la cual se conoce [4] que las
senales asociadas a los radios mas internos son menos correlacionadas que las de los radios externos,
especialmente que los dos mas externos. Justamente, al medir estas correlaciones con nuestro
método se ha obtenido a través de la Figura[4.6|como la complejidad o grado de correlacion aumenta
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subitamente a partir de r = 2.2 cm, tal como se esperaba.

Por tanto, se ha probado que el método desarrollado cuenta con un respaldo teodrico solido de-
sarrollado en este TFG, y un respaldo numeérico/experimental. Se ha comprobado que detecta todo
tipo de correlaciones, de bajo, medio y largo plazo. Por lo tanto, es un método ideal si se desea
caracterizar el grado de correlacion general de una senal temporal, asi como su complejidad.

Una posible linea de investigacion a futuro seria medir senales de flujo en multiples posicio-
nes radiales por disparo, lo que permitiria medir propiedades como la velocidad de propagacion
de las avalanchas. El método desarrollado en este TFG puede ser de gran utilidad como técnica de
analisis en estos experimentos.
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Apéndice

A. Meétodo Alternativo de Deteccion de Correlaciones

Lo primero de todo recordamos que la funcion de este apéndice es Unicamente la de eliminar toda
posible duda sobre cualquier error en el procedimiento que llevan a los resultados dados en la Figura
al obtener los mismos resultados mediante otro método dado en la literatura [4].

Como ya se ha comentado anteriormente las correlaciones aparecen a través del transporte
por avalanchas. En [4] se analizan estas correlaciones mediante el analisis de los parametros carac-
teristicos de este transporte por avalanchas, que como se ha comentado antes son los tiempos de
espera entre cada par de avalanchas, la duracion y area de cada una de las avalanchas y obviamente
el niumero total de avalanchas que aparecen en la senal.

En primer lugar, se va a analizar que el numero de avalanchas obtenido en cada una de las 10
senales es coherente con lo obtenido en [4]].

Numero de avalanchas
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Figura 1: Representacion del nimero de avalanchas en funcion del radio en la subfigura (a) y repre-
sentacion analoga pero tomada de [4] en la subfigura (b). Cabe destacar que en [4] se clasifican las
avalanchas como salientes (outwards) o entrantes (inwards), por lo que para la comparacion se debe
mirar el nimero total dibujado en negro.

Dos cosas son destacables de esta figura. La primera y principal es que ambas figuras muestran el
mismo resultado y por otro que, se ve como para radios mas externos el transporte por avalanchas
cobra mayor importancia, lo que en [4] se asocia con una mayor complejidad. Asi, este resultado es
coherente con lo obtenido en la Figura

Una vez hecho esto nos quedaria comprobar la estadistica asociada a los tiempos de espera,
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se hace a traveés de las funciones de supervivencia

duraciones y areas de las avalanchas, lo cual en [4]]
= 1 — F(t) donde F'(t) es la funcion de distribucion

empirica S(t), las cuales se definen como S(t)
empirica.

Como nuestro objetivo es solo comprobar que el procedimiento es correcto, nos conformamos
con rehacer una de las funciones de supervivencia, como por ejemplo la de los tiempos de espera.

Funcién de supervicencia de los tiempos de espera

p=(Q)

Q(us) ) Q (microseconds)
(a) (b)

Figura 2: Representacion de la funcion de supervivencia obtenida para los tiempos de espera en la
subfigura (a) y funcion de supervivencia tomada en [4] en la subfigura (b).

Es inmediato comprobar que ambas figuras son iguales con la nica diferencia de que la linea puntea-
da senalada como Q~%7°. No obstante, esta linea solo representa que la curva azul correspondiente a
r = 2.8 cm tiene una region la cual en escala logaritmica se ajusta a una recta y la diferencia reside
en que en [4] se traslada esta linea para ponerla sobre la curva correspondiente a r = 2.8 cm.

La interpretacion fisica de estos resultados es que aquellas curvas a las que se les puede hacer
un ajuste lineal en escala logaritmica a alguna de sus regiones son las mas correlacionadas [4]]. Asi,
concluimos de nuevo que los 2 radios mas externos estan claramente mas correlacionados, de nuevo,
verificando nuestros resultados de la Figura[4.6]

B. Tratamiento de Suavizacion

Como se ha comentado en la Seccion el tratamiento del umbral del 30 % no es el tnico posible.
Otro tratamiento de datos que se suele hacer cominmente en la literatura es el tratamiento por
suavizacion. No obstante, como se ha anticipado anteriormente en la Seccion este tratamiento no
sirve para arreglar nuestro problema ilustrado en la Figura[4.4)de fluctuaciones aleatorias dominando
el entorno central. Asi, lo que queremos ilustrar es que nuestro problema no se puede arreglar con
cualquier tratamiento comun en la literatura, sino que se debe identificar la raiz del problema y
arreglarlo con un tratamiento que se adecua a él como es el tratamiento del 30 %.

Lo primero de todo explicamos en qué consiste el método de suavizacion. Sea F'(t;) la senal
de flujo original y F*(t;) la correspondiente senal de flujo suavizada donde i € {1,...N} siendo N la
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longitud de la senal original. Entonces, se verifica que

Jj=i+m

> Fty)

Frt) =1—"" 1

(t:) 2m+1 )

donde m es el grado de suavizacion que se desea obtener. Lo usual es tomar m € {2, 4,8, 16}, ya que

para m mayores la suavizacion es de tal magnitud que borra las propiedades de la senal original. De

hecho, m = 8 y m = 16 ya se suelen considerar como suavizaciones demasiado elevadas. En este
trabajo se toma m = 4.
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Figura 3: Representacion de la senal temporal de flujo del SLPM correspondiente ar = 1.0 cm, después
de haberle sido aplicado el tratamiento de la suavizacion con m = 4.

La figura es exactamente igual a la Figura y a la Figura pero con la unica diferencia de
que en esta se le ha aplicado el tratamiento de la suavizacion. Vamos a comparar esta figura con
la Figura de la senal original. Al hacerlo lo que vemos es que no se ha eliminado la parte
central correspondientes a las fluctuaciones aleatorias y que ademas se ha reducido el tamano de
las avalanchas, es decir, se han suavizado. Es decir, no solo no hemos arreglado el problema de no
eliminar las fluctuaciones aleatorias, sino que ademas hemos anadido otro problema que es que
hemos reducido el tamano y hemos alterado la forma de las avalanchas, asi dificultandonos el trabajo
de deteccion de las correlaciones, ya que como hemos dicho antes estas correlaciones aparecen en las
avalanchas. Luego, ya podemos anticipar que los resultados cuantitativos que obtengamos mediante
este tratamiento van a dar malos resultados.

Aunque ya se haya anticipado que va a dar malos resultados, veamos qué es lo que obtenemos al
representar la entropia de permutacion en funcion de la longitud de permutacion.
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Figura 4: Representacion de la entropia de permutacion correspondiente a las senales tratadas median-
te el tratamiento de suavizacion con m = 4 para los 10 radios del SLPM mencionados anteriormente
en funcion de la longitud de permutacion.

La figura obtenida aqui es muy similar a la Figura[4.3] por lo que por argumentos analogos a los dados
para esa figura podemos concluir que el analisis realizado no tiene ningtn sentido teorico ni practico,
por lo que se concluye que para analizar las senales de este capitulo no sirve el método introducido
en la Seccion[2.6] previo tratamiento de suavizacion.

C. Técnicas Computacionales

Dividimos este apéndice en dos partes. En la primera, Apéndice describimos la libreria ordpy
de Python que hemos usado y como la hemos usado, es decir, qué partes de ella hemos usado. En
la segunda, especificamos exactamente como hemos calculado la complejidad en nuestro programa
de Python, es decir, como se han obtenido las Figuras 3.5 y ya que los resultados del texto se
sintetizan en estas dos figuras, por si el lector deseara comprobar que los resultados efectivamente
son compatibles con los esperados.

C.1. Consideraciones generales: Libreria Ordpy

Debido a que el concepto de la entropia de permutacion no es un concepto nuevo y ha tenido una
repercusion notable, se han creado librerias que la aplican en lenguajes de programacion como Python
[15].

Como se expone en [15] esta libreria tiene muchas funciones, no obstante, para este trabajo nos
restringimos a trabajar unicamente con la funcion permutation_entropy(data, d,, d, = 1, 7, = 1,
7, = 1, base, normalized, probs, tie_precision). A continuacion detallamos a queé rangos de las variables
de entrada nos restringimos.

En primer lugar, nos restringimos al caso de series temporales unidimensionales, es decir, va-
riamos d,, la longitud de los bloques a permutar en horizontal, mientras que fijamos d, = 1, la
longitud de los bloques a permutar en vertical. La situacion d,, # 1 es para el caso en que se quiera
analizar por ejemplo imagenes.

Por otro lado, fijamos también 7, = 1 que es la distancia entre las diferentes posiciones de los simbolos
a permutar en horizontal. Por ejemplo, si 7, = 1 y tenemos cierta sefial temporal {z;}Y ,, entonces
los bloques de permutacion de longitud n seran de la forma x;x;1...2; 4,121, pero en cambio para
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7. = 2 los bloques de permutacion de longitud n seran de la forma x;x;5...2; 1271, y para el caso
general de 7, = k < n tendriamos bloques de permutacion de longitud z;x; k...T; 4k Titn-

Obviamente, también escogemos 7, = 1, ya que es la tnica posible si d, = 1.

Por tultimo, la entrada base que denota la base del logaritmo con la que trabajamos es 2 como
ya se ha comentado en capitulos previos. Ademas, elegimos no tener resultados normalizados donde
normalizar significa que los valores de la entropia de permutacion de longitud £ se dividan por el
valor maximo de la entropia de permutacion entre todas las posibles longitudes k.

Probs y tie_precision también los configuramos en false, ya que probs en false significa que metemos
como entrada en data las senales temporales tal cual, ya que probs=true es para aquellos casos
donde en data se introducen ya las frecuencias de cada posible permutacion de una cierta longi-
tud de permutacion k y tie_precision solo es una herramienta para redondear los resultados obtenidos.

Otra cosa relevante para el trabajo que debe de ser comentada es como trabaja esta libreria
con las igualdades, ya que como se explicara mas adelante en el texto en algunos analisis las
igualdades son un factor importante. Como se puede leer en [15], en la libreria ordpy las igualdades
se consideran como una cadena ascendente de simbolos, es decir, si x;, = Ty, pero t; # t;, entonces
por convencion x;, < xy, sil; < tj y xy > xy sit; > t;. Originalmente en el articulo original
donde se introduce el concepto de entropia de la permutacion [8], se propone resolver las igualdades
introduciendo ligeras perturbaciones aleatorias, no obstante, lo mas comun en la literatura es
considerar las igualdades como cadenas ascendentes [15].

Obviamente el considerarlas como cadenas ascendentes se traduce en una reduccion de la en-
tropia de permutacion para todas las longitudes de permutacion k. Esto es debido a que si cada
vez que hay una cadena de igualdades lo trasladamos a que haya una cadena ascendente, entonces
estamos haciendo que la frecuencia del tipo de permutacion ascendente, es decir, la (12) para k = 2,
(123) para k = 3, (1234) para k = 4 y asi sucesivamente y asi si la mayoria son igualdades lo
traduciremos a que la mayoria son cadenas ascendentes y asi tendremos un tipo de permutacion
muy dominante para cada longitud de permutacion % y asi de las Definiciones [2.1.1} [2.1.2] y [2.4.1]
es inmediato deducir que obtendriamos un valor muy pequeno de la entropia de permutacion. En
cambio si introdujéramos perturbaciones aleatorias pequenas, su efecto se traduciria en aumentar la
entropia de permutacion debido a que tenderia a homogeneizar las frecuencias de las permutaciones
que es justo el efecto contrario que teniamos antes.

Desde un punto de vista puramente tedrico es claramente mas adecuado considerar una senal
constante como periddica que como aleatoria y por otro lado, debido al problema de tamano finito
de la seccion [2.3| es mucho mas beneficioso reducir la entropia que aumentarla, ya recordemos que
estamos trabajando con senales temporales de longitud finita.

Por tltimo, volvamos por un momento a la Observacion que senala como calcular las di-
ferencias de orden 2, A?H;, con el menor error posible. Hay que destacar que computacionalmente
no siempre se pueden calcular en la forma

Hyyo —2Hp + Hy o
4

ya que por ejemplo para k = 2, Hy no esta definida. Para arreglar esto se ha tomado el criterio de
calcular la diferencia de orden 1 en la forma

A’H, =

()

AH, = Hy.1 — H, 3)

en vez de
AHy = Hyppy — Hp (4)
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para el caso en el que Hj,_; no exista. De aqui se deduce como debe ser A% H}.

C.2. Calculo de la Complejidad

En este apéndice detallamos como se han obtenido las Figuras (3.5 y [4.6| computacionalmente paso
por paso, ya que son la sintesis de los resultados del texto, por si el lector deseara comprobar que los
resultados efectivamente son los que son.

Vamos a hacerlo Unicamente para el caso de los datos reales, ya que en este caso a parte de la
complejidad se debe hacer un tratamiento del 30 % previo, pero el calculo de la complejidad en si es
analogo en el caso del logistico.

Primero empezamos con el codigo que permite realizar el tratamiento del 30% a nuestras
senales temporales. Antes de nada cabe destacar que vamos a llevarlo a cabo solo para la senal
temporal proveniente del radio » = 1 cm, al cual se le ha llamado como data_plasma_1058. Para el
resto de radios el codigo es analogo.

data_plasma_1058 = np.loadtxt(’C:/Users/Iker Ledn/OneDrive - UNICAN - Estudiantes
/Escritorio/TFGfisica/data/DatosPlasmaOriginal/flujo1058.txt’)

data_plasma_1058 = [x / 1e19 for x in data_plasma_1058]

diez_valores_mayores sorted(data_plasma_1058, reverse=True)[0:10]

diez_valores_menores = sorted(data_plasma_1058, reverse=False)[0:10]

upper _threshold=(sum(diez_valores_mayores)/10)*0.3
lower _threshold=(sum(diez_valores_menores)/10)*0.3

longitud=len(data_plasma_1058)

data_plasma_1058_threshold=np.zeros(longitud)
for i in range(1l, longitud):
if data_plasma_1058[i]<upper_threshold and data_plasma_1058[i]>lower._
threshold:
data_plasma_1058 _threshold[i]=0
elif data_plasma_-1058[i]>0 and data_plasma_1058[i]>upper_threshold:
data_plasma_1058_threshold[i]=data_plasma_1058[i]-upper_threshold
elif data_plasma_1058[i]<0 and data_plasma_1058[i]-lower_threshold:
data_plasma_1058_threshold[i]=data_plasma_1058[i]-lower_threshold

np.save(”C: /Users/Iker Ledn/OneDrive - UNICAN - Estudiantes/Escritorio/TFGfisica/
data/DatosPlasmaAnalisis/Metodo30porciento/data_plasma_1058_threshold.npy”,
data_plasma_1058_threshold)

Lo tnico que hemos hecho en las lineas previas es seguir el pseudoalgoritmo dado en la Seccion

A continuacion, proporcionamos el codigo requerido para calcular la entropia de estas senales
temporales tratadas con el tratamiento del 30 %. A partir de aqui el procedimiento para el caso de las
senales temporales provenientes del logistico y de los datos del SLPM son analogas.

data_plasma_1058 _metodo30 = np.load(”C:/Users/Iker Lebn/OneDrive - UNICAN -
Estudiantes/Escritorio/TFGfisica/data/DatosPlasmaAnialisis/Metodo30porciento/
data_plasma_1058_threshold.npy”)
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#2.-Calculamos la entropia. Para el caso de las senales del SLPM llegamos hasta
longitudes de 1000.
entropy._data_plasma_1058 _metodo30 = []
for dx_ in range(2, 1000):
entropy_data_plasma_1058 _metodo30 += [ordpy.permutation_entropy(data_plasma._
1058 _metodo30, dx_, base=2, normalized=False) ]
np.save(”C:/Users/Iker Lebn/OneDrive - UNICAN - Estudiantes/Escritorio/TFGfi
sica/data/DatosPlasmaAnalisis/Metodo30porciento/Entropias1000/entropy_data
_plasma_1058 metodo30.npy”, entropy._data_plasma_1058_metodo30)

En las lineas previas hemos usado la funcion permutation_entropy de la libreria ordpy segiin hemos
explicado en el Apéndice anterior. Cabe destacar que el for hecho en el rango de 2 a 1000, en
realidad solo considera las longitudes de 2 a 999 por como esta configurado Python

Por ultimo, calculamos la complejidad a partir de este vector de la entropia de permutacion
concerniente a la sefial del radio » = 1 cm a la que se ha tratado con el método del 30 %.

#1.-Importamos el vector de entropias.
entropy._data_plasma_1058_metodo30_N200000 = np.load(”C:/Users/Iker Ledn/OneDrive
- UNICAN - Estudiantes/Escritorio/TFGfisica/data/DatosPlasmaAnalisis/
Metodo30porciento/Entropias1000/entropy_data_plasma_1058 _metodo30.npy”)
#2.-Calculamos el primer indice que ya estd afectado por el problema de tamano
finito.
indice_1058=np.argmax(entropy.-data_plasma_1058_metodo30_N200000>= 12.29)
#3.-Calculamos la longitud total del vector de entropias.
longitud_1058=1len(entropy_data_plasma_1058_metodo30_N200000)
#4.-Definimos cual es nuestro vector de entropias.
entropy=entropy.data_plasma_1058_metodo30_N200000[0:1longitud_1058+0]
#5.-Calculamos las diferencias finitas primeras y segundas.
dy_dx = np.gradient(entropy, np.linspace(2, longitud_1058+1, num=longitud_1058+0)
)
dy2_dx2 = np.gradient(dy_dx[0:longitud_1058], np.linspace(2, longitud_1058+1, num
=longitud_1058+0))
#6.-Insertamos dos ceros al principio para hacerlo mas intuitivo, ya que la
entropia
#de permutacidn empieza en 2 y no en O.
dy2_dx2 = np.insert(dy2_dx2, 0, [0, 0])
#A partir de ahora habrad que tener cuidado ya que hemos hecho una translacibdn de
dos indices.
#7.-Calculamos la complejidad, variando del indice 6ptimo 5 a la izquierda y 5 a
la derecha.
complejidad_1058=np.zeros(11)
for j in range(0,11):
#E1 indice O6ptimo es indice_1058, no indice_-1058+2 que podriamos pensar ya
que
#hemos hecho la translacidn de 2. No hay que hacer +2, ya que recordemos
#que la diferencia finita va 2 indices hacia arriba y 2 hacia abajo. Luego,
#el correspondiente a indice_1058 es el primero que se ve ligeramente
afectado.
for i in range(2,indice_1058-5+j):
complejidad_1058[j] +=(i-2)* (-dy2_dx2[i])

Vamos a analizar estas tltimas lineas con atencion, ya que nuestros resultados se sintetizan en las
Figuras[3.5y [4.6]y estas lineas son las que han creado estas figuras.

Lo primero de todo nos fijamos en que indice_1058 representa el primer indice en el que ya
tenemos problema de tamano finito. No obstante, también nos debemos fijar en que al calcular las
diferencias finitas segundas hemos puesto dos ceros al principio, para hacerlo mas intuitivo, ya que la
entropia de permutacion empieza en 2 y no en 0. Uno podria preguntarse por qué no hemos metido
los dos ceros al principio de todo, es decir, antes de calcular las diferencias finitas. La respuesta a ello
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es que si lo hubiéramos hecho, estos ceros hubieran afectado al calculo de las diferencias finitas.

Entonces, al calcular la complejidad debemos tener en cuenta esta translacion y por ello la complejidad
la deberiamos calcular como

for i in range(2,indice_1058+2):
complejidad_1058 +=(i-2)* (-dy2_dx2[1i])

Y si lo hiciéramos asi nos estariamos confundiendo, ya que para empezar, cuando hacemos for i in
range(a,b) el b no lo considera, es decir, trabaja hasta el b-1, por lo que en principio deberia ser

for i in range(2,indice_1058+3):
complejidad_1058 +=(i-2)* (-dy2_dx2[i])

Pero esto seria otro error, ya que recordemos como definiamos la diferencia finita segunda. Nosotros
definiamos la diferencia finita segunda como

Hpyo —2Hp + Hy o

A’H, = 1

©)

es decir, en nuestra curvatura A2H), intervienen tanto Hj,, como Hj_,, es decir, dos indices a la
derecha también nos van a influir. Luego, uno pensaria en hacer
for i in range(2,indice_1058+1):

complejidad_1058 +=(i-2)*(-dy2_dx2[i])

Y nos volveriamos a equivocar. El por qué de nuestra nueva equivocacion reside en como definiamos
el indice_1058:

indice_1058=np.argmax(entropy_data_plasma_1058 _metodo30_N200000>= 12.29)

es decir, es el primer indice ya afectado por el problema de tamano finito. Pero nosotros no queremos
que haya ningtn indice afectado por el problema de tamano finito, luego lo que debemos hacer en
realidad es

for i in range(2,indice_1058):
complejidad_1058 +=(i-2)* (-dy2_dx2[i])

Uno podria pensar que estas sutilezas tedricas de tomar un indice arriba o abajo son cosas sin impor-

tancia, ya que al final esto no se va a ver reflejado en los resultados practicos. Pero se equivocaria.
Veamoslo a través de las siguientes dos figuras.
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Complejidad logistico Complejidad datos reales
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Figura 5: Representacion de como varia la complejidad si calculasemos la complejidad con menos o
mas indices de lo optimo deducido en la Seccion 2.3} para el logistico, subfigura (a), y para el plasma,
subfigura (b). E1 0 del eje X representa el indice optimo, es decir, los valores de las complejidades con

los que se han hecho las Figuras 3.5y [4.6]

Como se puede observar en el caso de los datos reales, variar ligeramente hasta donde se calcula la
complejidad no afecta demasiado, no obstante, al hacerlo en el logistico si afecta. En este caso, con-
siderar menos de los debidos no hay problemas, pero en cambio, si consideramos mas de los debidos
vemos que los resultados nos cambian completamente tanto cuantitativa como cualitativamente.
Vamos a analizar por qué sucede esto.

Cuando consideramos mas indices de los debidos estamos incurriendo en que estamos metien-
do indices ya afectados por el problema de tamano finito. Y mientras que esto no tiene demasiada
importancia en las curvas de las entropias de los datos reales ya que son curvas que tienen una
extension de en torno a 500, luego la suma de un termino mas a los 500 anteriores no tiene tanto
peso. En cambio, en el logistico que son curvas de extension en torno a 20-25, entonces, la inclusion
de un término mas o menos si afecta, y al meter términos afectados por el problema de tamano finito,
estamos ocultando los resultados de verdad, como se puede ver en la grafica de la izquierda de la

Figura

Con esto lo que se quiere dejar claro es que hay que ser cuidadoso con como se calcula la
complejidad si se esta trabajando con curvas de extension pequena.

Por tultimo, decir que el resto del codigo de Python no se da en el texto ya que o bien es repe-

tido a lo dado ya, o bien es solo el codigo para hacer las representaciones o bien porque lo obtenido
mediante el codigo no es de mayor relevancia para el texto.
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