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Resumen

Este trabajo se centra en el estudio cualitativo de ciertas ecuaciones diferenciales ordi-
narias de segundo orden. En particular, aborda propiedades relacionadas con los ceros
de las soluciones de dichas ecuaciones. Tales resultados son de gran importancia ya que
en muchas ocasiones no se puede obtener una funcién explicita que verifique la ecuacion
diferencial. Las propiedades a estudiar pueden ser de diversos tipos como el entrelaza-
miento de los ceros de unas soluciones con otras, si poseen una cantidad infinita de ellos
o no, o la distancia que existe entre ellos. Como caso particular se analizara el problema
de Sturm-Liouville con distintas condiciones, recogiendo sus principales rasgos. A lo largo
de toda la memoria se ilustraran los distintos resultados con ejemplos clasicos y originales.

Palabras clave: Teoremas de Separaciéon y Comparacion, Entrelazamiento y distancia
entre ceros, Teoria de Oscilacion, Transformacion de Priifer, Problema de Sturm-Liouville.

Abstract

This work focuses on the qualitative study of certain second-order ordinary differential
equations. In particular, it addresses properties related to the zeros of the solutions of the-
se equations. Such results are of great importance since in many cases, an explicit function
that satisfies the differential equation cannot be obtained. The properties to be studied can
be of various types, such as the interlacing of the zeros of some solutions with others,
whether they have an infinite number of zeros or not, or the distance between them. As
a particular case, the Sturm-Liouville problem will be analyzed with different conditions,
highlighting its main features. Throughout the entire document, the various results will be
Wllustrated with both classical and original examples.

Keywords: Separation and Comparison Theorems, Interlacing and distance between ze-
ros, Oscillation Theory, Prifer Transformation, Sturm-Liouville Problem.
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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales, desde su origen, han sido siempre una de las ramas mas
importantes de las matematicas aplicadas y de la fisica. Son determinantes a la hora de
modelizar diversos fenémenos en disciplinas como la ingenieria, la fisica o la economia.
Los inicios de esta rama de las matematicas se remontan al siglo XVII con los primeros
estudios de Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz, quienes introdujeron las bases del
calculo. Més tarde, en los siglos XVIII y XIX, algunos matemaéticos como Jean le Rond
d’Alembert, Joseph-Louis Lagrange, Pierre-Simon Laplace o Leonhard Euler investigaron
sobre métodos analiticos para encontrar solucién a las ecuaciones diferenciales. Asentando
asi las bases de la teoria que conocemos hoy en dia.

Es muy conocido por todos el hecho de que en la inmensa mayoria de las ecuaciones
diferenciales es muy complicado encontrar una funcién explicita que sea solucion de la
ecuacion. Es por ello, que en el siglo XIX, el matematico Henri Poincaré escribe acerca
de la conocida como Teoria Cualitativa. Dicha teoria se centra en el estudio de diver-
sas propiedades de las soluciones basandose tinicamente en las funciones que definen a
la ecuacién. Tales propiedades pueden ser de muchos tipos como por ejemplo el compor-
tamiento asintotico de las soluciones o la existencia y unicidad de solucion del conocido
como problema de Cauchy o de valores iniciales.

En esta memoria nos centraremos en el estudio de propiedades cualitativas de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias lineales homogéneas de segundo orden. En particular, dichas
propiedades versaran sobre los ceros de las soluciones de tales ecuaciones. Estas propie-
dades son de una gran importancia puesto que, como ya hemos mencionado, la resolucion
explicita de las ecuaciones es, en ocasiones, muy dificil. En consecuencia, los resultados
que veremos nos seran de ayuda a la hora de analizar el comportamiento de las soluciones
de las ecuaciones sin necesidad de resolverlas y observando tinicamente sus coeficientes. A
pesar de que solo trabajaremos con ecuaciones de segundo orden, muchos de los resultados
se pueden extender a érdenes mayores, para ello se puede consultar el libro [13].

El trabajo gira en torno a la llamada Teoria de Sturm. Dicha teoria nace con la publica-
cién de un articulo original (ver [I2]) publicado en el ano 1836 por el matematico francés
Jacques Charles Francois Sturm. Los resultados principales de la teoria desarrollada por
Sturm son los conocidos como Teoremas de Separacién y Comparacion. Ambos teoremas
hablan de como se distribuyen los ceros de unas soluciones con otras. En el primer ca-
so las soluciones son linealmente independientes y referentes a una misma ecuaciéon. Sin
embargo, en el segundo las soluciones son de ecuaciones distintas cuyos coeficientes veri-
fican ciertas condiciones. Ademas, estos resultados nos seran de gran utilidad a la hora
de demostrar otras propiedades como por ejemplo la distancia que existe entre dos ceros



consecutivos de una solucién o si esta posee un niimero infinito de ceros o no.

El objetivo de esta memoria es presentar los resultados que forman parte de la Teoria de
Sturm junto con otras propiedades cualitativas referentes a los ceros de las soluciones de
las ecuaciones. Dichos teoremas seran ilustrados con ejemplos clasicos y originales.

El primer capitulo, titulado Teoria de Sturm, aborda los teoremas mas importantes de
dicha teoria, el de Separacién y el de Comparacién. En una primera seccién de prelimi-
nares, se enuncian unos resultados bésicos ya vistos a lo largo del grado en los cuales
nos apoyaremos a lo largo de la memoria. Posteriormente introduciremos dos formas nue-
vas de reescribir las ecuaciones, denominadas forma autoadjunta y normal. Estas formas
nos seran de ayuda a la hora de enunciar y demostrar nuevos resultados. Seguidamente,
daremos unas primeras propiedades cualitativas de las soluciones que usaremos en repe-
tidas ocasiones. Finalmente, se expondran los Teoremas de Separacion y Comparacion de
Sturm, ilustrandolos con numerosos ejemplos. En dichos ejemplos, aplicaremos los resulta-
dos a funciones especiales, como por ejemplo, a las funciones de Bessel o a los polinomios
de Hermite.

En segundo lugar, veremos un capitulo sobre la teoria de oscilaciones. Dicha teoria estudia
el caracter oscilatorio de las soluciones, es decir, si estas poseen un numero infinito de
ceros o no. En una primera seccién, enunciaremos tres teoremas que ofrecen condiciones
para que las soluciones de una cierta ecuacion sean oscilatorias o no. Las demostraciones
de dichos teoremas se basan en el Teorema de Comparacion visto en el primer capitulo.
Seguidamente, hablaremos sobre las distancias que existen entre dos ceros consecutivos de
las soluciones de nuestra ecuacion. Asimismo, daremos cotas acerca del nimero de ceros
que puede haber en un cierto intervalo. Para acabar el capitulo, introduciremos una nueva
perspectiva para estudiar el nimero de ceros de una solucién. Realizaremos un cambio de
variable, conocido como transformacién de Priifer, que nos ayudara a estudiar las propie-
dades cualitativas de las ecuaciones.

Finalmente, abordaremos el conocido como problema de Sturm-Liouville, el cual surge
al modelizar situaciones fisicas, como por ejemplo, la difusién del calor en un alambre.
Trataremos distintas condiciones en los extremos y daremos sus principales propiedades,
prestando especial atencién a los ceros de las funciones propias. A lo largo de toda la
memoria, hemos trabajado bajo ciertas hipdtesis de regularidad y positividad sobre los
coeficientes de la ecuacién. En la tltima seccién relajaremos dichas condiciones y vere-
mos qué se puede decir acerca de las soluciones, ilustrandolo con las funciones especiales
conocidas como polinomios de Legendre.



Capitulo 1

Teoria de Sturm

En este capitulo abordaremos los teoremas conocidos como Teoremas de Separacién y
Comparaciéon, que forman parte de la conocida como Teoria de Sturm. Para ello, intro-
duciremos previamente otros resultados y nociones que necesitaremos, como por ejemplo
la forma autoadjunta y normal de una ecuacién. Dicha teoria se centra principalmente en
el estudio cualitativo de las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales. En particular,
analiza propiedades de los ceros de dichas soluciones, tales como el niimero de ellos o la
disposicién de los mismos respecto a otros ceros de distintas soluciones. Este capitulo se
basa en el contenido de los libros [5], [§], [9], [10] y [11].

1.1. Preliminares

Este trabajo se centra en el estudio de los ceros de las soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) lineales homogéneas de segundo orden, es decir, ecuaciones de la forma:

az(z)y"(x) + ax(2)y () + ao(x)y(z) = 0, (1.1)

donde ag, aj,as : I — R son funciones continuas, I es un intervalo de R y as(z) # 0 para
todo x € I. Puesto que el coeficiente ay no se anula en dicho intervalo podemos dividir,
si fuera necesario, por dicha funcién y asi obtenemos la ecuacion equivalente

y' (@) + p(x)y () + q(z)y(x) =0, (1.1b)

donde p(z) = a1(z)/az(x) v q(x) = ag(x)/az(x). Por ello, en esta primera seccién in-
troduciremos algunos conceptos y resultados ya conocidos, relativos a ecuaciones de la
forma o (1.1D)), y que utilizaremos a lo largo de la memoria. Daremos los resultados
y definiciones aplicados al caso que nos interesa. Sin embargo, estos se pueden extender a
ordenes superiores de una manera andloga. Para mayor informacion sobre como generali-
zar estos resultados a érdenes superiores, se pueden consultar libros como [§] o [9].

Comenzamos enunciando el conocido teorema de existencia y unicidad de solucién del
problema de Cauchy o de condiciones iniciales asociado a ([1.1]).

Teorema 1.1. (Teorema de Existencia y Unicidad) Consideramos el siguiente
problema de Cauchy:

y'(z) + a1 ()Y (x) + ap(z)y(z) =0
{ y(zo) = yo, ¥'(20) = (1.2)
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Si las funciones ag y a1 son continuas en un intervalo I C R tal que xy pertenece a dicho
intervalo, entonces para cada (yo,y1) € R? existe y es tnica la solucion de (1.2)) y estd
definida en todo I.

Dicho resultado permite probar que el conjunto de soluciones de es un espacio
vectorial de dimension dos. En consecuencia, basta encontrar dos soluciones linealmente
independientes de para hallar su soluciéon general. Ahora introduciremos la nocion
de wronskiano que usaremos para determinar la dependencia o independencia entre solu-
ciones de una ecuacion lineal homogénea.

Definicién 1.2. Dadas f,g : I C R — R funciones continuas con derivada en I, se
define el wronskiano de f,g en el punto xy € I, y se denota por W|f, gl(zo), como el
determinante

f(zo)  g(wo)
f'(w0)  g'(z0)

Proposicion 1.3. Sean f y g soluciones de

WIf, gl(xo)= = f(x0)g'(x0) — f'(20)g (o).

y"(x) + a1 (2)y (x) + ag(x)y(z) =0 (1.3)

en un intervalo I C R, con ag y a; funciones continuas. Se tiene que f y g son linealmente
dependientes en I si y solo si W|f, gl(x) =0 para todo x en I.

Demostracion. Primero supongamos que las soluciones f y g son linealmente dependientes
en I, esto quiere decir que existen dos constantes C; y (5 no ambas nulas tales que
Cif(x) + Cog(x) = 0 para todo = en I. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que C; # 0, y despejando obtenemos que f(x) = _ng(x) En estas condiciones, el
wronskiano de f y g es: '
—C;
9(x)  g(w)
= -0y / & /
WI(f. gl(x) = - = ¢, 9@+ 5 9l)g (@) =0, Ve el
@) )

Para la otra implicacién, supondremos que el wronskiano de f, g es cero para todo z en
el intervalo I. Fijado xy € I, consideramos el siguiente sistema

c1f(wo) + cog(wo) =0
{ c1f' (o) + c29' (o) = 0. (1.4)

Se ve claramente que ¢; = ¢o = 0 es una solucién del sistema. Sin embargo, ya que el
determinante de la matriz de coeficientes del sistema coincide con el wronskiano de f y
g en el punto zg, y este vale 0 por hipdtesis, se tiene que el sistema posee soluciones no
triviales. Sea ahora c¢; y ¢o una solucién no trivial de , definimos la siguiente funcién

y(r) = crf(x) + cag().

Puesto que la ecuacién ([1.3)) es lineal, se tiene que ¢ es solucién de dicha ecuacion, ya
que es combinacion lineal de dos soluciones. Ademads por (1.4]),  satisface las condiciones
iniciales siguientes



9(zo) =0, ¢'(x) = 0.

En base al Teorema se tiene que la solucién 7 tiene que ser la solucién nula. En
consecuencia, se llega a que

cf(x)+cg(x)=0 Vrel,

donde ¢; y ¢ son dos constantes ambas no nulas. Concluimos entonces que f y g son
soluciones linealmente dependientes en el intervalo I. O

Podemos ver que la primera implicacién es cierta para funciones C? cualesquiera, puesto
que en la demostracion no se ha usado el hecho de que f y ¢ sean soluciones de una
ecuacion diferencial. Sin embargo, para la otra implicacién es fundamental el hecho de
que f y g sean las soluciones de una ecuacion diferencial. Para mostrar esto podemos
considerar el siguiente contraejemplo. Tomamos las funciones:

0 sixz<0 () = 22 si <0
x? st x>0 g\ =

f(x):{ 2 0 sixz>0

Es facil comprobar que W{f, g](z) = 0 para todo z € R, pero sin embargo f y g son
linealmente independientes.

1.2. Formas autoadjunta y normal

En esta seccién introduciremos dos formas en las que la ecuacién puede aparecer:
la forma autoadjunta y la forma normal. Ademé&s enunciaremos y demostraremos algunos
resultados 1tiles que nos permitiran reescribir o transformar la ecuacién de dicha
manera, lo cual serd conveniente a lo largo de la memoria. Estas formas de escribir la
ecuacion junto con los resultados que veremos se pueden encontrar, por ejemplo, en
[2], [9] o [10].

Primero veremos la forma autoadjunta de una ecuacion.

Definicién 1.4. Se dice que una ecuacion lineal homogénea de sequndo orden estd en
forma autoadjunta si aparece como

(P(2)y'(z)) + Q(z)y(x) =0,
para ciertas funciones Py Q).

Es facil comprobar que es autoadjunta si y sélo si ah(z) = a1(x) para todo x € I,
y en ese caso P(z) = as(z) y Q(r) = ao(z). No obstante, bajo ciertas hipdtesis de
regularidad, se puede demostrar que toda ecuacién en la forma (1.1)) admite una forma
autoadjunta. Esto resulta muy relevante puesto que el hecho de considerar las ecuaciones
en forma autoadjunta no supondrd una gran limitacion a la hora de estudiar las ceros de
sus soluciones. Ademas, la demostracién es constructiva y proporciona un método para
escribir dichas ecuaciones de orden 2 en su forma autoadjunta.

Proposicién 1.5. Toda ecuacion lineal homogénea de seqgundo orden de la forma (|1.1)
con ag,ar,as : I — R funciones continuas en el intervalo I y as(x) # 0 para todo x en
dicho intervalo, se puede escribir en forma autoadjunta.



Demostracion. Para demostrar este resultado basta con multiplicar la ecuacién (|1.1]) por

el factor integrante
ai(x) ) 1
T) =ex dx ,
o) =ow ([ 2500) 2

donde [ f(z)dz denota una primitiva cualquiera de la funcién f. Asf obtenemos la EDO
equivalente

exp (f Z;Eg dI) y"(z) + exp (f Z;Eg dx) Z;Egy/@) +exp <f

Juntando los dos primeros términos llegamos a que

(oo ([ 255e) i) oo (230 o=

Llamando P(x) = exp (/ al(x)dx) y Q(x) = exp (/ al(m)dm) Zo(iﬂ) en la Definicién
[

[~

2)

ai
az(x)

d:c) ao(x)y(x) = 0.

as(z) as(x) 2(T)
[.4] concluimos el resultado.

Ejemplo 1.6. Consideramos la siguiente ecuacién lineal homogénea:
2y (x) + xy/ (z) + y(x) = 0 x> 0. (1.5)
Multiplicamos dicha ecuacién por el factor integrante u(z) = exp(In(x))/x? = 1/, obte-
niendo asi la forma autoadjunta
vy () £/ (@) + o) =0 e (af(@) + Ty(r) =0

De ahora en adelante, cuando hablemos de una ecuacion en su forma autoadjunta, nos
referiremos a la siguiente expresion

(P(2)y' () + Q(z)y(x) = 0, (1.6)

donde P es una funcién con derivada continua tal que P(z) > 0 para todo z € [ y Q
es una funcién continua en el mismo intervalo. A no ser que se especifique lo contrario,
siempre consideraremos que estamos bajo estas hipotesis de regularidad.

La Proposicién [1.5| resultara muy 1util ya que enunciaremos y demostraremos la mayoria
de resultados usando la forma autoadjunta. Sin embargo, a veces usaremos otra manera
de transformar la ecuacién (|L.1)). Esta nueva expresion se conoce como forma normal y
puede verse como un caso particular de ecuaciéon autoadjunta con P = 1.

Definicién 1.7. Se dice que una ecuacion lineal homogénea de sequndo orden estd en
forma normal si aparece como

y'(x) + Qx)y(x) = 0, (1.7)
para cierta funcion Q).

Como en la Proposicion para la forma autoadjunta, bajo ciertas hipétesis de regula-
ridad podemos transformar, mediante una cambio de variable, toda ecuacién a otra en
forma normal.



Proposicion 1.8. Toda ecuacion lineal homogénea de sequndo orden de la forma
con ag,aq,ay : I — R funciones continuas en el intervalo I, as(x) # 0 para todo = en
dicho intervalo y tal que a1 y as posean derivadas, se puede transformar, mediante un
cambio de variable, en una ecuacion en forma normal.

Demostracion. Como az(x) # 0 en el intervalo [a, b], podemos dividir la ecuacién por as vy,
renombrando los coeficientes de y e ¢/, obtenemos la ecuacién y” (z)+p(x)y' (z)+q(z)y(x) =
0, donde p = ay/as y ¢ = ag/as. Introducimos ahora el cambio de variable y = uv con u
y v funciones a determinar. Derivando y sustituyendo en la ecuacién obtenemos que

vu” + (20" + po)u' + (V" + pv’ + qu)u = 0. (1.8)

Puesto que en la forma normal el término de la derivada primera no aparece, igualamos a
cero dicho coeficiente, es decir, imponemos que 2v' + pv = 0. Vemos que es una ecuacién

lineal de primer orden con
1
v(x) = exp (—5 /p(x)dx)

una solucién. Observamos que la funcién v se trata de una exponencial y por ello, se
puede dividir entre ella puesto que no se anula nunca. En consecuencia, despejando u en
el cambio realizado y = uv y sustituyendo los valores de v y p, se obtiene que

u(z) = y() exp (% / E%d) ,

y este es el cambio de variable que se necesita realizar para llegar a la ecuaciéon normal.
Ahora, como v = —pv/2, se tiene que v = —(p'v +pv')/2 y V" + pv’' + qu = —p'v/2 +
pv' /2 4+ qu = —p'v/2 — p*v/4 + qu. Por tanto, sustituyendo en la ecuacién dividida
por v se obtiene que la ecuacion en forma normal es

u'(x) + (=p/(2)/2 = p(2)* 4+ gq(2))u(z) = 0 (1.9)
que, escrita en términos de las funciones originales a;, resulta

o)+ (~lete) o) La @)

2a(x)? B Z_lag(x)Q as(x)

Cabe destacar que ambas ecuaciones y no tienen las mismas soluciones puesto
que hemos introducido un cambio de variable en la ecuacién. Sin embargo, conocida la
solucién de una de ellas, la otra se puede obtener mediante el cambio y = uv. Como hemos
visto, la funcién v no se anula nunca puesto que se trata de una exponencial. Este hecho
es muy importante puesto que, a pesar de que ambas ecuaciones no tengan las mismas
soluciones, lo que si se cumple es que las soluciones y,u de dichas ecuaciones se anulan
en los mismos puntos, es decir, las soluciones de ambas ecuaciones tienen los mismos
ceros. Puesto que este trabajo se centra principalmente en el estudio de los ceros de las
soluciones, el hecho de considerar las ecuaciones en su forma normal no supondra una
gran limitacion.

Para ilustrar esta ultima proposicion vamos a considerar la misma ecuacién que en el
Ejemplo [1.6] y vamos a transformarla en una ecuacién en forma normal.
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Ejemplo 1.9. Consideramos la ecuacién (1.5). En este caso, el cambio que debemos

realizar es . 1
y = uv, donde v(x) = exp (—5 / Z:Egdl) = %,

es decir, y(x) = u(z)z~'/2. Derivando en el cambio, tenemos que y/'(z) = u'(z)z~"/? —
u(z)r=32)2 e y'(z) = u'(2)27V? — o/ (2)z7%? + 3u(z)x5/%/4. Ahora sustituyendo en
(1.5) obtenemos

2 (u ()™ = (2)2 73 4 3u(x) 2 J4) + 2 (v (2) a2 —u(x) a3 )2) 4 u(z)z™/? = 0.

Dividiendo ahora por 2%/2, se llega a la forma normal

)
u"(x) + @u(:ﬂ) =0.

1.3. Primeras propiedades

En esta seccion enunciaremos y demostraremos ciertos resultados acerca de las soluciones
de la ecuacién autoadjunta (|1.6). Algunos de ellos nos serviran a lo largo de la memoria
para deducir otros. Estos resultados los podemos encontrar en libros como [10] y [L1].

El primer resultado es conocido como férmula de Abel y relaciona el wronskiano de dos
soluciones de la ecuacién autoadjunta junto con la funcion P de manera que el
resultado es constante. Este resultado nos sera de utilidad para demostrar la dependencia
lineal entre soluciones de dicha ecuacion.

Lema 1.10. (Férmula de Abel) Sean fy g dos soluciones cualesquiera de ((1.6) en el
intervalo [a,b]. Entonces para todo x del intervalo [a,b] se verifica la siguiente igualdad

P(x)W [f,g] (z) =k,
donde k es una constante.

Demostracion. Como f y g son dos soluciones de la ecuacién, se tiene que
(P(2)f'(2)) + Q@) f(x) =0 Va € [a, ], (1.10)

(P(x)d (x)) + Q(x)g(z) =0 YV € [a,b]. (1.11)

Multiplicando ([1.10) por —g(x) y (L.11) por f(z), y sumando ambas expresiones, se
obtiene

f(@) (P(x)g' ()" = g(x) (P(x)f'(x)) = 0.
Integramos ahora en ambos miembros de a hasta z € [a,b], y utilizando el método de
integracion por partes llegamos a que

fOP@Y© | - [ POsOr - gPOr 0 | + [ PO OF =0
Observamos que las integrales se cancelan consiguiendo que

P(z) [f(z)g'(x) = ['(2)g(x)] = P(a) [f(a)g'(a) = ['(a)g(a)].
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Vemos que el miembro de la derecha es una constante y por tanto, se concluye la demos-
tracion de la féormula de Abel. n

En el siguiente ejemplo, que ilustra la Formula de Abel, tomaremos una sencilla ecuacion
cuyas soluciones son muy conocidas.

Ejemplo 1.11. Consideramos la ecuacién y”(z) + y(x) = 0, que ya estd en forma auto-
adjunta (basta escoger P(z) = Q(z) = 1). La solucién general de esta ecuacion es

y(x) = C} cos(z) + Cysin(x), con Cy y Cy constantes reales.
Tomando ahora dos soluciones f y g cualesquiera, estas serdn de la forma siguiente
f(z) = Cycos(x) + Cysin(z) y g(x) = Cscos(z) + Cysin(z) Cp,Co,C3,Cy €R .

Operando se llega a que P(z)W [f,g] (z) = C1Cy — C2C5 que es una constante como
afirma el lema.

La siguiente proposicion muestra algunas propiedades del conjunto de ceros de una solu-
cién no trivial de la ecuacién (|1.6). En particular, afirma que el conjunto de ceros de una
solucion no trivial en cualquier intervalo compacto es finito.

Proposicién 1.12. Sea y una solucidn no trivial de (L.6)), donde P € C*(I), Q € C(I)
y P(z) > 0 para todo x € I, con I intervalo de R. Entonces se tiene que sus ceros son
simples y el conjunto de tales ceros no posee puntos de acumulacion. En consecuencia, en
cada intervalo cerrado y acotado |a,b] C I, y posee un nimero finito de ceros.

Demostracion. Primero veamos que los ceros de una solucion no trivial de son sim-
ples. Por reduccién al absurdo, suponemos que xq es un cero con multiplicidad algebraica
mayor o igual que dos. En este caso se tendria que y(zg) = v'(z9) = 0 y en base al teo-
rema de existencia y unicidad de solucién del problema de Cauchy (Teorema , dicha
solucién debe ser la funcién nula, en contradiccién con las hipétesis.

Veamos ahora que los ceros de dicha solucién no pueden poseer puntos de acumulacién.
Supongamos por el contrario que xy es un punto de acumulacion del conjunto de ceros de
y, entonces existird una sucesién (x,,), de ceros de y tal que x, converge a xy cuando n
tiende a infinito. En virtud del Teorema de Rolle, podemos afirmar que entre dos ceros de
y existe un cero de ', por tanto existird una sucesién (s, ), tal que y'(s,) =0y s, — xo.
Pero, por la continuidad de y y de su derivada concluimos que y(x¢) = 3/'(z9) = 0, que ya
habiamos visto que no se puede dar simultaneamente.

Finalmente, si en un intervalo [a, b] hubiese una cantidad infinita de ceros de y, en base al
teorema de Bolzano-Weierstrass, dicha familia de ceros tendria un punto de acumulacién,
cosa que se ha demostrado falsa. O

Para ilustrar esta proposicion vamos a volver al Ejemplo [1.11]

Ejemplo 1.13. Consideramos de nuevo la ecuacién, y”(z) + y(z) = 0, cuya solucién
general es y(z) = C cos(x)+Cysin(z) con Cy, Cy € R. Tomamos como solucién la funcién
y(x) = cos(x), y es conocido por todos que los ceros de dicha funcién son los puntos de
la forma x = 7/2+ km con k € Z, es decir, la funcién cos(z) posee una cantidad finita de
ceros en cualquier intervalo [a,b] como afirma la proposicién. Ademds, cabe senalar que
los ceros son simples que era otra de las propiedades que enunciaba. El hecho de que sean
simples es ficil de ver puesto que cos(x)’ = sin(x) que no se anula en tales puntos.
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Como observacion, cabe destacar que esta proposicién no afirma que todas las solucio-
nes de la ecuacion (1.6) posean ceros en algun intervalo cerrado [a, b], basta considerar la
funcién e” que es solucién de y”(x) —y(z) = 0, y no posee ningun cero en toda la recta real.

En virtud de la Proposicion sabemos que en cada intervalo de la forma [a, b] existe
un numero finito de ceros. De aqui podemos deducir que el nimero de ceros en R serd
numerable. Este hecho resultara importante mas adelante puesto que hablaremos de ceros
consecutivos, cosa que no podriamos hacer en caso contrario.

Aplicando los resultados previos podemos demostrar la siguiente proposiciéon que afirma
que dos soluciones de ([1.6) con un cero comin en un intervalo [a, b] han de ser linealmente
dependientes en dicho intervalo.

Proposicion 1.14. Sean f y g dos soluciones no nulas de , donde P € C'a,b),
Q € Cla,b] y P(x) > 0 para todo x € [a,b]. Supongamos que existe un punto xy € [a,b]
tal que f(xo) = g(xo) = 0. Se verifica entonces que fy g son linealmente dependientes en
dicho intervalo [a,b].

Demostracion. Aplicamos la férmula de Abel (Lema
P(x)W[f,gl(z) = P(x) [f(z)g'(x) = ['(z)g(x)] = k V€ [a,b].

En particular tomando x = zy concluimos que k£ = 0. Por tanto, se tiene que

P(x) [f(z)g (z) — f'(z)g(z)] =0, Vz € [a,b].
Como hemos impuesto que P(x) > 0 para todo = € [a,b], la expresién entre corchetes
que es igual a W|[f, g|(x) tiene que ser igual a 0 para todo z en [a,b], y aplicando la
Proposicién a f y g, concluimos que las funciones son linealmente dependientes en el
intervalo |[a, b]. O

Acabamos de ver que si dos soluciones tienen un cero comun, estas son dependientes la
una de la otra. La siguiente proposicién esta relacionada con la anterior puesto que la
conclusion de la primera es la hipétesis de la segunda. En particular, afirma que si dos
soluciones no triviales son dependientes en un intervalo cerrado [a, b], entonces tienen los
mismos ceros en dicho intervalo.

Proposicién 1.15. Sean fy g dos soluciones no nulas de la ecuacion (1.6 en el intervalo
la, b] linealmente dependientes, y tal que f(xo) =0 con xy en el intervalo [a,b]. Entonces
se tiene que g(xg) = 0.

Demostracion. Como f y ¢ son linealmente dependientes quiere decir que existen cons-
tantes C7 y Cs no ambas nulas tales que,

Cif(z) + Cag(z) =0, V€ |a,b)].

Veamos que ninguna de las constantes C; y C5 son nulas. Suponemos lo contrario, es
decir, consideramos que C; = 0, en este caso se tendria que Cog(z) = 0 para todo x en
el intervalo [a, b], y puesto que por hipdtesis ninguna de las soluciones f, g es la solucién
nula, asi Cy = 0 llegando a una contradiccion ya que ambas constantes no son nulas.
En consecuencia, se tiene que C; # 0 y andlogamente se deduce que Cy # 0. Tomando
ahora x = xy vemos que C f(zg) + Cag(xo) = 0, es decir, Cag(zo) = 0, y se concluye que
g(xg) = 0. O

10



La Proposicién [1.15| no se trata exactamente del reciproco de la Proposicién puesto
que dos soluciones f y g pueden ser dependientes en un intervalo [a, b] pero no tener ceros
en dicho intervalo. Si se tratase del reciproco, la Proposicion [1.15| afirmaria que si dos
soluciones son dependientes en un intervalo [a, b] entonces necesariamente tienen un cero
en comun, cosa que no es cierta. Como ejemplo, basta considerar las funciones e” y 2e*,
ambas son solucién de la ecuacién y”(x) — y(x) = 0. Estas soluciones son linealmente
dependientes en cualquier intervalo [a,b] C R, pero sin embargo, ambas funciones son
siempre positivas por lo que no se anulan en ningin punto.

El siguiente resultado que vamos a tratar, conocido como Teorema de Sonin-Polya, di-
fiere mucho de todos los que vamos a ver, puesto que la mayoria de los resultados que
enunciaremos hablan de propiedades acerca de los ceros de las soluciones de . Este,
sin embargo, habla de los valores maximos y minimos relativos de las soluciones de dicha
ecuacién. En particular afirma que, bajo ciertas hipdtesis, la sucesién formada por los
valores absolutos de los valores maximos y minimos relativos de las soluciones posee un
caracter creciente o decreciente.

Teorema 1.16. (Teorema de Sonin-Polya) Sea la ecuacion autoadjunta tal que
las funciones P y Q wverifican P,Q € CY(I), y no se anulan en un cierto intervalo I C R.
Sea y una solucion no trivial de la ecuacion en tal intervalo. Si PQ es (estrictamente)
decreciente en I, entonces los valores absolutos de los mdzimos y minimos relativos de y
son (estrictamente) crecientes. Andlogamente, si PQ) es (estrictamente) creciente en I,
entonces los valores absolutos de los mdzimos y minimos relativos de y son (estrictamente)
decrecientes.

Demostracion. Solamente vamos a demostrar el caso en el que P() es decreciente pero no
estrictamente puesto que los casos en los que P() es estrictamente decreciente o P() es
(estrictamente) creciente, se demuestran de manera totalmente andloga.

Consideramos la funcion

Flo) =y + O 0+ (P 0 i
Derivando llegamos a que
Fa) = 2@y (0) + 5 (P @) = G (P (o)

y puesto que, despejando de la ecuacién (1.6|) tenemos que (P(x)y'(z)) = —Q(x)y(x), se
cancelan los dos primeros términos, y simplificando el tercero, obtenemos que

(P(2)Q(x))".

2

: y'(x)

P =G

Ahora por hipétesis, tenemos que PQ es decreciente, esto quiere decir que (PQ)" < 0en I.
Por tanto, se satisface que F'(z) > 0 para todo x € I y asi F es creciente en tal intervalo.
En particular, si (z,,) es una sucesién de puntos en [ tales que z, < x,,; para todo n, se
tendrd que F(x,) < F(2,41). Si tomamos ahora la sucesién formada por los puntos z,, € I
en los que y tiene un maximo o un minimo relativo, se tiene que F(x,) = y(z,)* puesto
que la derivada de y se anula en dichos puntos. Por consiguiente, podemos concluir que
y(2,)? < y(rne1)? para todo n, o equivalentemente que |y(z,)| < |y(2,41)] como afirma
el teorema. O]
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Corolario 1.17. Si en la ecuacion se tiene que P(Q) es una funcion constante,
entonces la sucesion de valores maximos y minimos relativos de cualquier solucion de
dicha ecuacion es también constante. Esto quiere decir que los valores mdximos y minimos
relativos de cada solucion se encuentran a la misma altura en valor absoluto.

Demostracion. Se tiene que si P(Q) es una funcion constante, en particular sera creciente
y decreciente. Aplicando el Teorema [1.16] concluimos que los valores absolutos de los
maximos y minimos relativos de cualquier solucién de , forman una sucesién creciente
y decreciente. En particular, dicha sucesién es constante. O

Antes de ilustrar el Corolario con un ejemplo, vamos a recordar lo que es una ecuacién
de Euler.

Definicién 1.18. Se dice que una ecuacion de sequndo orden lineal homogénea es de
Fuler, si es de la siguiente forma:

asx®y" (x) + arwy’ (z) + apy(x) = 0, as,a1,a9 € R, ay # 0 (1.12)

Una forma de resolver estas ecuaciones se basa en la busqueda de soluciones del tipo
y(x) = 2™ con m escalar. Sustituyendo y en la ecuacion, se llega a la ecuacién de segundo
grado en la variable m, agm(m — 1) + a;m + a¢ = 0, llamada ecuacién indicial. Hallando
las soluciones m; y my de dicha ecuacion indicial, obtenemos que una candidata a base
de la solucion de es {z™ 22 }. Dependiendo de los valores de m;, my la base serd
esa o habra que modificarla adecuadamente, cuando m; = my 0 my y ms son complejos.
Para mas detalle se puede consultar, por ejemplo, el capitulo 3 del libro [3].
Consideramos entonces el siguiente ejemplo que ilustra el caracter constante de los extre-
mos relativos de las soluciones cuando P() es una funcién constante.

Ejemplo 1.19. Consideramos la ecuacion de Euler
2y (x) + 2y (z) + 100y(x) =0, > 0.
Utilizando la Proposicién la escribimos en su forma autoadjunta y obtenemos

(zy/ (2)/100)" + y(z)/z = 0.

En este caso se tiene que P(z)Q(x) = 1/100, es decir, PQ es constante. En virtud del
Corolario [I.17] todos los valores maximos y minimos relativos de cualquier solucién, se
encontraran a la misma altura en valor absoluto. Por otro lado, siguiendo el método enun-
ciado, probamos con soluciones del tipo y(x) = 2™. Derivando y sustituyendo llegamos a
la ecuacién indicial m? + 100 = 0, cuyas raices son trivialmente m; = 10i y mo = —10i.
En este caso, obtenemos que una posible base para la solucién de la ecuacion de Euler es
{210 27101} Puesto que en esta memoria solo consideramos soluciones reales, podemos
escribir las funciones en forma exponencial, es decir, z'% = exp(10log(z)i), y aplicando la
formula de Euler para la exponencial de un niimero complejo, obtenemos que la solucion
general real es

y(x) = Cycos(10log(x)) + Cysin(10log(z)) con Cy,Cy € R.

En la Figura (1.1l hemos representado la funcion |sin(10log(z))|. Podemos ver cémo todos
los valores maximos y minimos relativos de la solucién y(z) = sin(10log(z)) tienen el
mismo valor absoluto como habfamos afirmado aplicando el Corolario [L.17]
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Figura 1.1: Grafica de la funcién |sin(10log(x))|.

En el siguiente ejemplo vamos a considerar una ecuacién en la que no se satisfaga que P(Q)
sea una constante, pero si estrictamente decreciente.

Ejemplo 1.20. Consideramos la siguiente ecuacion de Euler

3y (x) + %y(m) =0, z>0.

Escribiéndola en su forma autoadjunta obtenemos y”(z) + 401y(z)/42* = 0. Vemos que
P(z)Q(z) = 401/42* y entonces se satisface que P(Q es una funcién estrictamente decre-
ciente en el intervalo (0,400). Por tanto, en base al Teorema de Sonin-Polya, se tendrd
que las soluciones de dicha ecuacién cumpliran que los valores absolutos de los méaximos
y minimos relativos forman una sucesion estrictamente creciente.

Veamos que esto es cierto resolviendo dicha ecuacién con el método descrito anteriormen-
te. Probamos con soluciones del tipo y(z) = 2™; derivando y sustituyendo llegamos a la
ecuaci6n indicial m? —m +401/4 = 0 cuyas raices son m; = 1/2+ 10i y my = 1/2 — 10i.
Reescribiendo las soluciones de manera andloga al ejemplo anterior, llegamos a que la
solucion general de esta ecuacion de Euler es

y(z) = C1v/x cos(10log(x)) + Cov/wsin(10log(x)) con Cp,Cy € R.

En la Figura hemos representado la funcién |y/z cos(10log(z))|. Se puede observar
que, efectivamente los valores méximos y minimos relativos, en valor absoluto, de la
solucién y(x) = v/z cos(log(z)) forman una sucesién estrictamente creciente como afirma

el Teorema [1.16]

Como observacién final al Teorema de Sonin-Polya (Teorema y al Corolario m,
destacamos que la sucesion formada por los puntos x,, € I en los que y tiene un maximo
o minimo relativo, puede ser una sucesién finita, es decir, no tiene que cumplirse que la
solucién y tenga una cantidad infinita de maximos y minimos para que el resultado sea
cierto. Por ejemplo, basta considerar la ecuacién y”(x) — y(z) = 0, en este caso se tiene
que PQ) = —1, es decir, la funcién PQ es constante. Aplicando el Corolario se tendria
que la sucesién de los valores maximos y minimos relativos en valor absoluto deberia ser
constante. Sin embargo, tomando e* como solucién de la ecuacién, vemos que esta no
posee ningun extremo relativo, verificdndose de forma trivial el Corolario [1.17]
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Figura 1.2: Grafica de la funcién |y/z cos(10log(x))|.

1.4. Teorema de Separacion de Sturm

El siguiente resultado es uno de los mas importantes de la Teoria de Sturm, es conocido
como Teorema de Separacion de Sturm y habla de cémo se distribuyen los ceros de dos
soluciones linealmente independientes de la misma ecuacién. En particular, afirma que
entre dos ceros de una soluciéon hay exactamente un cero de la otra, por lo que los ceros
de cada solucién se van alternando. Este teorema se puede encontrar en libros como [§],
[9], [10] o [11] .

Teorema 1.21. (Teorema Separacion de Sturm) Sean fy g dos soluciones reales
linealmente independientes de la ecuacion autoadjunta en el intervalo [a,b], donde
P e C'a,b], Q € Cla,b] y P(z) > 0 para todo x € [a,b]. Entonces se cumple que entre
dos ceros consecutivos cualesquiera de f hay un y solo un cero de g.

Demostracion. Llamemos x; y 25 a dos ceros consecutivos de f en el intervalo [a, b]. En
base al Teorema se tiene que g(z1) # 0y g(x2) # 0 puesto que si en alguno de los
ceros de f, la funcion g se anula deduciriamos que f y ¢ son linealmente dependientes, en
contradicciéon con las hipotesis.

En primer lugar probaremos que existe al menos un cero de g en el intervalo (zq,x2).
Por reduccion al absurdo, supongamos que g no tiene ningin cero en el intervalo abierto
(21, 22). Debido a que las soluciones f y g poseen derivadas continuas en [a,b] y g(x) # 0
para todo x en el intervalo [z, 2], la funcién f/g también posee derivada continua en el
intervalo [z1,x2]. Ademds puesto que xq,x2 son ceros de f se tiene que el cociente f/g
se anula en los extremos del intervalo [z, z5]. En virtud del teorema de Rolle, podemos
afirmar que existe un punto del intervalo (z1,z5) tal que la derivada de la funcién f/g se
anula. Esto quiere decir que existe un punto £ € (z,x2) tal que

(f (33))’
9(x)
Por otro lado, tenemos que

(f(ﬂf))’ _ ['(@)g(x) = f(2)g'(x) _ Wlg, fl(z)
g(x) g(x)? g(x)*
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Puesto que f y ¢ son linealmente independientes en [a, b] se tiene, en virtud de la Propo-
sicion [1.3} que Wy, f](z) # 0 y por tanto

<%)/ £0 Ve (r1,20),

llegando asi a una contradiccion. En consecuencia, podemos concluir que g tiene al menos
un cero en el intervalo abierto (z1, xs).

Veamos ahora que tiene exactamente uno. Supongamos que ¢ posee mas de un cero
dentro del intervalo (x1,z5) y llamemos x3 y x4 a dos de esos ceros consecutivos; es decir,
Ty < x3 < x4 < x9 con f(z1) = f(xe) =0y g(r3) = g(xq) = 0. Ahora intercambiando los
papeles de f y g hemos demostrado en el paso anterior que cada dos ceros consecutivos
de g hay al menos un cero de f. En consecuencia tendria que haber al menos un cero x5
de f en el intervalo abierto (x3,z4) pero esto va en contra de que x; y xo eran dos ceros
consecutivos de f. Por todo ello, g posee exactamente un solo cero en el intervalo abierto
(x1,22) como afirma el teorema. O

Como primer ejemplo vamos a considerar una ecuacién de orden 2 sencilla pero cuyas
soluciones ilustran muy bien el Teorema de Separacién de Sturm.

Ejemplo 1.22. Consideramos la ecuacién y”(z) + y(z) = 0. En este caso, podemos
considerar cualquier intervalo cerrado [a,b] C R puesto que P(x) = 1 = Q(x) satisfacen
todos las hipotesis impuestas en tal intervalo. Se tiene que la soluciéon general de esta
ecuacion es y(x) = Cy cos(z) + Cysin(x) con Cp, Cy € R. Es conocido el hecho de que los
ceros de las funciones seno y coseno se van alternado (ver Figura [L.3(a)). Sin embargo,
un hecho menos obvio es que dos funciones cualesquiera de la forma

f(x) = Cycos(x) + Cysin(z), g(x) = Cscos(x) + Cysin(x)

tienen los ceros alternados siempre y cuando dichas soluciones sean linealmente indepen-
dientes. Para ver cuando son independientes podemos calcular su wronskiano. Como vimos
en el Ejemplo [1.11] tenemos que Wf, g](z) = C1Cy — C5C5. En consecuencia, podemos
concluir que las soluciones son independientes siempre que se cumpla que C1Cy # CyC5
y asi las soluciones tendran sus ceros entrelazados, en caso de que estos existan. Por el
contrario, si C1Cy = CyC}3 los ceros de f y ¢ coinciden en virtud de la Proposicién [1.15
Para poner de manifiesto el Teorema de Separacion con una representacion grafica, vamos
a considerar como soluciones linealmente independientes las funciones f(z) = 2cos(z) —
sin(x) y g(x) = —2cos(z) + 3sin(z) y como intervalo [a,b] tomamos el [0, 87]. En base
a lo calculado anteriormente, tenemos que el wronskiano de estas soluciones vale 4 y por
ello, ambas soluciones son linealmente independientes. En la Figura (b) se puede ver
claramente el entrelazamiento entre los ceros de las soluciones f y g.

Notemos que el Teorema de Separacién de Sturm no aborda el caso en que alguna de las
soluciones f o ¢g no tengan ningin cero en el intervalo [a, b]. De esta forma, supongamos
que f y g son dos soluciones linealmente independientes de en el intervalo [a,b], y
ademas consideramos que f no tiene ninguin cero en dicho intervalo. En virtud del Teorema
de Separacion de Sturm si g tuviese al menos dos ceros en el intervalo [a, b], f tendria al
menos un cero entre dos ceros consecutivos de g pero esto es absurdo puesto que hemos
supuesto que f no tiene ceros en tal intervalo. En consecuencia, en base a dicho teorema
podemos concluir que si f y g son dos soluciones independientes en el intervalo [a,b] y
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Y, 3

Figura 1.3: Gréfica de distintas soluciones de y”(z) + y(z) = 0. (a) Las funciones y; (x) =
cos(z) e yo(x) = sin(z) (b) las funciones f(z) = 2cos(x) — sin(x) y g(z) = —2cos(z) +
3sin(z).

una de ellas no tiene ceros en dicho intervalo, se puede afirmar que la otra solucién tiene
como mucho un cero en el mismo intervalo. Para ilustra esta reflexién vamos a considerar
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.23. Consideramos la ecuacién y"(x) — y(z) = 0, donde P = 1y Q = —1
satisfacen las hipdtesis impuestas para cualquier intervalo [a,b] C R. Una base para la
solucién de esta ecuacién es la formada por las funciones e* y e*. Ambas funciones son
siempre positivas para cualquier intervalo [a,b], es decir, no tienen ceros. Por otra parte,
se tiene que otra posible base para la solucién es la formada por las funciones sinh(x) y
cosh(x). Ahora, se tiene que el cosh(z) no se anula para ningin = € R. Sin embargo, el
sinh(z) sf que se anula para x = 0, por tanto, si consideramos el intervalo [—a,a] con
a € RT, se tendra que una solucién, sinh(zx), si que tendra un cero en x = 0, mientras que
la otra, cosh(z), no tendrd ningin cero en todo el intervalo. Este hecho no contradice al
Teorema m puesto que para que el cosh(x) tuviese algtin cero en tal intervalo, la funcién
sinh(z) deberia tener dos ceros, cosa que no es cierta.

Antes de proponer el siguiente ejemplo, vamos a definir unas funciones especiales cono-
cidas como funciones de Bessel, estas funciones nos seran ttiles para ilustrar diferentes
resultados de la Teorfa de Sturm. Las siguientes nociones se pueden consultar mas a fondo,
por ejemplo, en libros como [I] o [4] .

Definicién 1.24. (Ecuacion de Bessel de orden a)
Se llama ecuacion de Bessel de orden « a la ecuacion
2,11 / 2 2 —

2y (x) + ay'(z) + (z* — a?)y(z) = 0,
donde o es un numero real o complejo.
En general a puede ser un nimero real o complejo, sin embargo, en esta memoria solo
trabajamos con ecuaciones reales por lo que consideraremos que « solo toma valores reales,
en particular que o > 0.

La ecuacion de Bessel se puede resolver aplicando el método de Frobenius que consiste en
buscar soluciones del tipo
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y(x) _ Zan$n+>\
n=0

con A\ y a, escalares por determinar. Dicho método es una mezcla entre el de series de
potencias y el utilizado para resolver las ecuaciones de Euler. De esta manera se llega a
una solucién, denominada funciéon de Bessel de orden « de primera clase y que se denota
por J,:

Jalz) = ; mﬁfl +1) <g>2m ’

donde I'(z) denota la funcién Gamma de Euler. Recordemos que, cuando « es un nimero
entero I'(k+a+ 1) = (k + a)!

Si a > 0 no es entero, J, v J_, son linealmente independientes y la solucién general
vendrd dada por y(z) = C1Ju(z) + CoJ_n(z) con C1,Cy € R. Por el contrario, si « es
entero se cumple que

Toa(z) = (=1)%Ja().

Esto quiere decir que ambas funciones son linealmente dependientes y debemos construir
otra solucion de la ecuacién de Bessel de orden o que sea linealmente independiente a J,.
Esta funcion se conoce como funcién de Bessel de segunda clase y orden «, y se denota
por Y, (z). Si n es un nimero entero, la funcién Y,, se puede expresar como

Y, (z) = lim Y, (),

a—n

donde
Jo(x) cos(am) — J_q(x)

sin(ar)

Y, (z) = con o € RT\N.

En consecuencia, la solucién general de la ecuacién de Bessel de orden o = n € NU {0}
se puede escribir como:

y(x) = CrJa(z) + CoYa(z), C1,Cy €R. (1.13)
Aplicando ahora la Proposicion [1.5], podemos escribir la ecuacion de Bessel de orden a en

su forma autoadjunta multiplicando por el factor p(z) = 1/x, obteniendo asi

042

(xy/(2)) + (m - —> y(z) = 0. (1.14)

T

Se observa que en este caso P(z) = . En consecuencia, trabajaremos en intervalos [a, b] C
R*, ya que una de nuestras hipdtesis era que P(z) > 0 para todo z € [a, b].

Ejemplo 1.25. Consideramos la ecuacion de Bessel de orden a = 0 es su forma autoad-
junta
(zy/ (x)) + zy(z) = 0. (1.15)

Como hemos visto anteriormente se tiene que la solucién general de ([1.15]) es

y(I) = Clj()(l’) + 02}/0(1’) con Cl, CQ S R,
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donde Jy e Yj representan las funciones de Bessel de orden 0, de primera y segunda clase
respectivamente.

Para ilustrar con una grafica el Teorema de Separacion de Sturm con las soluciones de la
ecuacién (1.15), tomaremos como funciones linealmente independientes a f(z) = Jo(z) y
g(z) = Yo(z), que representamos en la Figura [1.4] Dicha figura se ha realizado usando la
implementacion que tiene el programa Matlab acerca de las funciones de Bessel. Como
podemos apreciar en dicha figura, se observa que entre dos ceros consecutivos de la funcion
de Bessel de primera clase y orden 0, Jy, hay exactamente un cero de la funciéon de Bessel
de segunda clase y orden 0, Yy, y viceversa como afirma el Teorema de Separacion.

Figura 1.4: Funciones de Bessel de orden 0 de primera, .Jy, vy segunda clase, Yj.

De la Figura |1.4] podemos intuir que las funciones de Bessel poseen un nimero infinito
de ceros, este hecho se probard mas adelante en el capitulo 2 (ver Teorema y Ejem-
plo . En consecuencia, hasta el momento hemos visto dos ejemplos, que ilustran el
Teorema de Separacion de Sturm, en los cuales todas las soluciones tienen un numero
infinito de ceros en el intervalo (0, +00). Sin embargo, el Teorema también se aplica
a ecuaciones cuyas soluciones poseen un numero finito de ceros, puesto que en las hipéte-
sis de dicho resultado no se habla del cardinal de ceros que han de poseer dichas funciones.

Antes de analizar un ejemplo en el cual las soluciones posean un numero finito de ceros,
vamos a introducir un tipo de polinomios, conocidos como polinomios de Hermite. Estos
polinomios son solucién de la ecuacion diferencial con el mismo nombre. Dichas funciones
son muy conocidas y se pueden encontrar en libros como [1] o [6].

Definicién 1.26. Se dice ecuacion de Hermite de orden o a
y"'(x) — 2zy'(z) + 2ay(x) = 0,
donde o es un parametro real.

Dicha ecuacién se puede resolver mediante el método de series de potencias. Se puede
demostrar que para n € NU {0} una de las soluciones linealmente independientes es un
polinomio de grado n. Al tnico polinomio con coeficiente de x™ igual a 2", que satisface
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la ecuacion de Hermite de orden o = n, se le conoce como polinomio de Hermite de grado
n.

Aplicando ahora la Proposicion podemos escribir la ecuaciéon de Hermite en su forma
autoadjunta, obteniendo
2 2
(e (x)) + 2™ y(z) = 0. (1.16)

Lo primero que observamos es que en este caso, la funciéon P es igual a e~ y dicha
funcién es siempre positiva. En consecuencia, podemos trabajar con cualquier intervalo
cerrado de la recta real, [a,b] C R. Sabemos que una solucién de es un polinomio
de grado «, cuando « es un nimero natural. La otra solucion linealmente independiente
no es tan facil de encontrar y su expresién no es tan sencilla. Sin embargo, en virtud del
Teorema podemos asegurar que el nimero de ceros de esa solucion es finito puesto
que en caso contrario tendriamos que el polinomio de Hermite deberia tener también
un numero infinito de ceros, cosa que es absurda puesto que se trata de un polinomio.
Podemos decir mas, si llamamos H,, al polinomio de Hermite de grado n y sea y, una
solucion linealmente independiente a H,, de la ecuaciéon de Hermite de orden n, en base
al Teorema podemos afirmar que la solucién y, posee una cantidad de ceros en el
conjunto {n—1,n,n+1} puesto que el polinomio H, posee exactamente n ceros en toda la
recta real. Para ilustrar graficamente estos resultados, consideramos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.27. Tomamos la ecuacién (e *’y/(z)) + 6e *"y(z) = 0, que se trata de la
ecuacion de Hermite de orden 3 en forma autoadjunta. Se puede comprobar facilmente
que el polinomio Hs(z) = 823 — 12x es una solucién. Por tanto, tenemos que el polinomio
de Hermite de grado 3 es Hj. Los ceros de dicho polinomio son x; = 0y x5 = i\/3/_2.
Aplicando ahora el Teorema [1.21], podemos afirmar que cualquier solucién y3 de la ecua-
cion, linealmente independiente de H3 ha de poseer un cero en el intervalo (—\/ﬁ, 0)
y otro en el intervalo (0, —1—\/%) Ademas, se puede garantizar que tanto en el intervalo
(=00, —1/3/2) como en (+1/3/2, +00), la solucién y3 posee como mucho un cero en cada
uno de ellos.

En la Figura 1.5 estdn dibujados el polinomio de Hermite de grado 3 (Hj) y otra solucién
(y3) de la ecuacion de Hermite de orden 3 linealmente independiente con Hj. Dicha so-
lucién ha sido hallada mediante el método de diferencias finitas, en particular, la funcion
ha sido calculada resolviendo el problema de contorno con las condiciones y3(—2) = 20 e
y3(2) = 20. En la figura se puede observar cémo se entrelazan los ceros del polinomio de
Hermite de grado 3 con ys.

1.5. Teorema de Comparacién de Sturm

Al igual que el Teorema de Separacién de Sturm, el siguiente teorema del que vamos a
tratar es esta seccion es uno de los més relevantes de toda la teoria. Este teorema, cono-
cido como el Teorema de Comparacion de Sturm, también habla de como se distribuyen
los ceros de las soluciones de ciertas ecuaciones escritas en su forma autoadjunta. A di-
ferencia del Teorema de Separacion, el Teorema de Comparacion relaciona las soluciones
de la ecuacion cuando @) es distinto, es decir, en este teorema no se comparan dos
soluciones de la misma ecuacién. En particular, bajo ciertas hipdtesis, afirma que entre
dos ceros consecutivos de una solucién existe al menos un cero de la otra solucion. Este
teorema se puede encontrar en libros como [8], [9], [10] o [11].
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Figura 1.5: Soluciones de la ecuacion de Hermite de orden 3.

Teorema 1.28. (Teorema de Comparacion de Sturm) Sea f una solucién real no
trivial de la ecuacion

(P()y'(2)) + Qu(x)y(x) =0

y sea g una solucion real no trivial de
(P(2)y'(x)) + Q2(z)y(x) = 0,

ambas definidas en el intervalo |a,b]. Ademds, supongamos que P € C'a,b], Q1,Qs €
Cla,b], y tales que P(x) > 0 y Qa(x) > Q1(x) para todo x € [a,b]. Entonces se cumple
que entre dos ceros consecutivos de [ existe al menos un cero de g.

Demostracion. Suponemos por reducciéon al absurdo que g no tiene ningin cero en el
intervalo (z1,x2). Como x; y x2 son dos ceros consecutivos de f, f toma siempre el
mismo signo en (x1,23); lo mismo ocurre con g puesto que estamos suponiendo que no
se anula en dicho intervalo. Sin pérdida de generalidad, suponemos que f(x) y g(x) son
mayores que 0 para todo x € (x1,22). Si no fuera asi, bastaria considerar las soluciones
—f y/o —g. Por hipétesis se cumple que

(P(2)f'(x)) + Qi(2) f(x) =0 (1.17)

(P(x)g' () + Qa(x)g(x) = 0 (1.18)
Multiplicando ((1.17)) por g(z) y (1.18) por f(x) y restando obtenemos
g(x) (P(2)f'(2)) = f(x) (P(x)g'(x))" = (Qa(w) — Qu(x)) f(x)g(x) (1.19)

Desarrollando la derivada de la funcién P(x) (f'(z)g(z) — f(z)¢'(x)), obtenemos la si-
guiente expresion

9(x) (P(2)f'(z)) = f(2) (P(z)g'(x)) = (P(z) (f'(z)g(z) — f(z)g'(x)))
De esta manera, la igualdad se transforma en
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(P(z) (f'(2)g(x) = f(2)g' () = (Qa(2) — Qu(2)) f(x)g(2)-

Integrando en ambos miembros entre x; y x5 obtenemos la siguiente igualdad

P) (F(@)(o) ~ F)g () | = [ [Qule) - Qu(o)] f@)g(a)d

1 1

T2

Puesto que x1 y x5 son ceros de la funcion f, la igualdad se convierte en

P () f'(w2)g(w2) — P(a1) f'(21)g(21) = /%2 [Q2(x) — Qu(2)] f(z)g(z)dx.  (1.20)

1

Ahora, por hipdtesis se tiene que P(x) es mayor que cero en [a, b]. Ademads, f(z) es mayor
que 0 en (x1,22) y f(x2) = 0, por tanto, se tiene que f’(x2) es menor que 0. Por otro lado,
g(x) es mayor que cero en (z1,xs), asi se tiene que g(x3) es mayor o igual que cero por ser
g continua. En consecuencia se tiene que P(x2)f'(x2)g(z2) < 0. Anédlogamente se tiene
que P(xy)f'(x1)g(x1) > 0 ya que P(xy) >0, f'(x1) > 0y g(x;) > 0. Por tanto, el término
de la izquierda de ((1.20]) es no positivo. Sin embargo, por hipétesis Q2(x) — Q1(z) >0y
ademds f y g son positivas en (z1,z5) y asi, el término de la derecha de es positivo.
En consecuencia, habiendo llegado a una contradiccién por el hecho de suponer que g
no tenia ceros en (xy, ), podemos afirmar que g tiene al menos un cero en el intervalo
abierto (z1,%2) como afirmaba el teorema. O

El siguiente teorema es una versiéon més general del Teorema de Comparacién [1.28] Dicho
teorema junto con su demostracién se puede encontrar, por ejemplo, en [10].

Teorema 1.29. Sean f y g soluciones reales no triviales de

(P(2)y (2) + Qu(z)y(x) =0 v (Pa(z)y'(x)) + Qa2(x)y(x) =0,

respectivamente, ambas definidas en el intervalo [a,b]. Ademds, supongamos que Py, Py €
Cla,b] y Q1,Q2 € Cla,b], tales que Pi(v) > P(z) > 0y Qo(x) > Qi(z) para todo
x € [a,b]. Entonces se cumple que entre dos ceros consecutivos de f existe al menos un
cero de g.

Como primer ejemplo vamos a considerar dos ecuaciones cuyas soluciones son combina-
ciones de senos y cosenos.

Ejemplo 1.30. Tomamos las ecuaciones y{(z) +yi(z) = 0 e y5 (z) + 25y2(x) = 0. Vemos
que ambas estan escritas en su forma autoadjunta donde Qs(z) = 25 > 1 = Q;(x). En
consecuencia, estamos bajo las hipétesis del Teorema[I.28)y sin resolver, podemos concluir
que entre dos ceros de cualquier solucion no trivial de la primera ecuacion, toda solucion
de la segunda poseera al menos un cero. En efecto, es facil ver que, las soluciones generales
de ambas ecuaciones son y;(z) = Cysin(x) + Cy cos(z) e ya(x) = Cysin(bx) + Cy cos(5x),
con C,Cs,C3,Cy € R. En la Figura se han tomado dos soluciones particulares de 1
e Y. En ella, se puede observar claramente como entre dos ceros de y; hay al menos uno
de y,. En este caso concreto, puesto que las funciones y; e y, son periddicas, se puede ver
que entre dos ceros consecutivos de y; hay exactamente cinco ceros de ys.

Para ilustrar con otro ejemplo el Teorema [1.28] vamos a volver a considerar las funciones

de Bessel que definimos en la seccién anterior (ver Definicién y Ejemplo [1.25]) .
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Figura 1.6: Graficas de y;(x) = 3 cos(z) — 2sin(x) e ya(z) = — cos(bx) — 2sin(5z).

Ejemplo 1.31. Consideramos las ecuaciones de Bessel de orden 10 y 0 en forma autoad-
junta

100
(a910(2)) + (:c - 7) yo(z) =0 >0, (1.21)
(zyo(2)) + zyo(x) =0 = > 0. (1.22)
Como ya hemos visto (ver (1.13])), las soluciones generales de las ecuaciones ([1.21]) y (|[1.22))

son:
yo(z) = Cido(x) + CoYo(x), wyio(z) = CsJip(x) + CuYio(z), C1,C,Cs,Cy € R,

donde Jy, Yy son las funciones de Bessel de orden 0 de primera y segunda clase respecti-
vamente, y Jyg, Yip son las funciones de Bessel de orden 10 de primera y segunda clase.
Claramente P(z) = z, Q1(x) = x y Qa(x) = x — 100/x verifican las hipdtesis del Teore-
ma en cualquier intervalo [a,b] C RT. Asi, podemos concluir que entre dos ceros de
cualquier funcion de y;¢ hay al menos un cero de cualquier funcién .

Para ilustrar dicho problema, tomaremos Cy, = Cy = 0y C; = C3 = 1, es decir, las
soluciones particulares yo(z) = Jo(x) e yio(z) = Jip(z). En la Figura representamos
ambas funciones en el intervalo [1/2,30]. Se puede observar que entre los dos primeros
ceros de Jig hay dos ceros de Jy haciendo claro el resultado de la existencia de al menos
uno, a diferencia del Teorema de Separacion que afirmaba la existencia de exactamente
un cero.

Al igual que el Teorema [1.21] el Teorema de Comparacion de Sturm también se aplica
a ecuaciones cuyas soluciones posean un numero finito de ceros. Para ilustrar este hecho
volveremos a considerar los polinomios de Hermite introducidos anteriormente.

Ejemplo 1.32. Consideramos la ecuacién de Hermite ([1.16|) tomando dos valores de «
distintos y ambos enteros no negativos. Asi, obtenemos las dos siguientes ecuaciones,

2

(e y/ (z)) + 200 " y(z) = 0, (1.23)

(e~ y/ (x)) + 200e " y(z) = 0. (1.24)
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Figura 1.7: Funciones de Bessel de primera clase de orden 0 y 10.

Supongamos que a; > «3, asi tendremos que Qq(z) = 20167 > 200" = Qo ().
Aplicando ahora el Teorema podemos afirmar que entre dos ceros de una solucion
cualquiera de habra al menos un cero de una solucién de (1.23]). En particular se
puede concluir que, si H,, y H,, son los polinomios de Hermite de grado a; y a5 respec-
tivamente, se tiene que entre dos ceros de H,, habra al menos uno de H,,. Este hecho es
igual de valido si consideramos dos soluciones cualesquiera de y a pesar de

que las que no son polindmicas sean dificiles de calcular explicitamente.

En la Figura [1.§ se han tomado a; = 10 y as = 8 y como soluciones los polinomios Hig
y 10Hg. En ella se puede observar que entre dos ceros de 10Hg hay al menos uno de Hi,
en particular se puede ver que entre los dos ceros centrales de 10 Hg hay exactamente dos
raices de Hiy poniendo asi de manifiesto que no tiene por qué cumplirse que solo haya un
cero como afirma el Teorema [I.21} Cabe destacar que los polinomios Hiy y Hg tienen diez
y ocho raices respectivamente. Sin embargo, para una mayor claridad dichos polinomios
han sido dibujados en el intervalo [—1.5, 1.5].

x10*

HYﬂ
10H,

Figura 1.8: Gréfica con los polinomios de Hermite Hq y 10Hy.
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Capitulo 2

Teoremas de oscilacion

En este capitulo abordaremos resultados que tienen que ver con el caracter oscilatorio
de las soluciones de la ecuacién autoadjunta ; diremos que una funcion es oscilatoria
si posee infinitos ceros. Ademads, veremos otras propiedades de las soluciones, como por
ejemplo, la distancia que hay entre sus ceros o el nimero de estos. Los demostraciones de
los resultados que veremos en este capitulo se basan en el Teorema de Comparacién visto
en el capitulo anterior (Teorema [1.28)).

2.1. Algunas condiciones suficientes

En el capitulo anterior vimos casos en las que las soluciones tenfan infinitos ceros (ecua-
cién de Bessel (1.14)) y otros en los cuales las soluciones poseen un nimero finito de ceros
(ecuacién de Hermite ((1.16])). En esta seccién expondremos ciertos teoremas que ofrecen
condiciones suficientes para que las soluciones de una cierta ecuaciéon posean un caracter
oscilatorio. Recordando el Teorema , podemos afirmar que si una solucién de (1.6)
es oscilatoria, se tendra que todas las soluciones de dicha ecuacion lo son, este hecho nos
sera de utilidad a la hora de demostrar el Teorema 2.5

Los dos primeros teoremas, ofrecen condiciones suficientes para la ecuacién en forma
normal , de tal manera que las soluciones de la misma posean a lo sumo un cero
0, en contraposicion, posean una cantidad infinita de ceros, es decir, las soluciones son
oscilatorias. Dichos resultados se pueden encontrar en el capitulo 3 del libro [§].

Teorema 2.1. Sea y una solucion no trivial de la ecuacion en forma normal

y'(x) + Qx)y(z) = 0. (2.1)

Tal que Q sea continua en un cierto intervalo I C R y Q(x) < 0 para todo x € I. Entonces
se tiene que y posee a lo sumo un cero en I.

Demostracion. Para demostrar este teorema, consideraremos dos casos. Primero conside-
raremos un intervalo cerrado y acotado de la forma [a,b] C R. Posteriormente, extende-
remos el resultado a cualquier intervalo I C R.

La demostracién del caso [a, b] se basa en aplicar el Teorema comparando la ecuacion
y"(z) + Q1(x)y(xz) = 0 con y"(x) = 0 donde Q1(x) = Q(z). Vemos que en la primera se
satisface (1(z) < 0 para todo x € [a, b], por hipdtesis. En contraposicién, en la segunda
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ecuacién tenemos que Q2(x) = 0 en [a, b]. En consecuencia, se cumple que Q2(x) > Q1 ()
para todo x en tal intervalo. Resolviendo la ecuacién y”(z) = 0, vemos que su solucién
general es yp(x) = Chz + Cy con C, Cy € R y aplicando ahora el Teorema , se tendra
que entre dos ceros consecutivos de cualquier solucién de y”(x) + Q(x)y(x) = 0 habrd al
menos un cero de una solucién cualquiera de y”(x) = 0. Por reduccién al absurdo, supo-
nemos que y; tiene al menos dos ceros en el intervalo [a, b], donde y; satisface la ecuacién
y"(x) 4+ Q(x)y(x) = 0. Llamamos x; y xs a dos ceros consecutivos. En virtud del Teorema
se tendria que cualquier solucién, ys, de y”(x) = 0 deberia tener al menos un cero
en el intervalo (x1, z3). Para llegar a un absurdo, basta considerar y,(x) = 1, para ver que
dicha solucién no posee ningtin cero en tal intervalo. Concluimos asi que y no puede poseer
méas de un cero en el intervalo [a, b], para cualquier solucién y de y"(z) + Q(z)y(z) = 0.

Vamos ahora a demostrar que el resultado es cierto también para cualquier intervalo I C R
no necesariamente acotado. Supongamos por reducciéon al absurdo que y posee al menos
dos ceros en I, siendo y una solucién cualquiera de y”(z) + Q(z)y(x) = 0. Llamamos x; y
2o a dichos ceros. Para llegar a un absurdo basta tomar como intervalo cerrado y acotado
el [z1,x] vy aplicar el caso anterior. O

La demostracién del Teorema se puede realizar mediante argumentos de crecimiento
de las funciones y e ¢/, teniendo en cuenta que y”(x) = —Q(z)y(z). Para mas detalles,
consultar [g].

Teorema 2.2. Sea y una solucidn no trivial de la ecuacion y"(z) + Q(z)y(x) = 0. Su-
pongamos que Q) es continua y verifica Q(z) > 0 para todo x > 0. Ademds supongamos
que

+oo

(x)dx = 400

a
para cierto a > 0, entonces y posee una cantidad infinita de ceros en (0,+00), es decir,
es una funcion oscilatoria.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que y tiene una cantidad finita de
ceros en el intervalo (0, +00). En este caso existird un punto o > a tal que y(z) # 0 para
todo = > «. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que y(z) > 0 para todo = en
[, +00). Si no se tuviera que y > 0, bastaria trabajar con la solucién —y que posee los
mismos ceros que y. Definimos ahora la siguiente funcion:

/
x
o(x) = Y(x)
y(x)
Derivando v y utilizando que y es solucién de ecuacion llegamos a

o) =~ L8 L Q) 4 utap

Integrando ahora entre @ y x > «, obtenemos que

v(z) —v(a) = /C:C Q(z)dx + /axv(x)de

Por hipdtesis, tenemos que la primera integral tiende a infinito cuando xr — +oo. La
segunda integral es positiva puesto que el integrando lo es. En consecuencia, v(z) tiende
a infinito cuando z — 4o00. Esto quiere decir que existe M > « tal que v(xz) > 0 para

para todo x > a.
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todo z > M.

De esta manera, por cémo estd definida nuestra funcién v, tenemos que y e v han de
tener signos opuestos cuando x es suficientemente grande. Puesto que habiamos supuesto
que y > 0, llegamos a que ¢’ ha de ser negativa. Esto supone una contradiccion, en efecto,
despejando y”, tenemos que y”(x) = —Q(x)y(x) < 0 por ser Q(z) > 0 e y(z) > 0.
Sumando esto al hecho de que y/(x) < 0 para todo x > M se concluye que y posee un
cero a la derecha de a. Absurdo puesto que habiamos supuesto que y no tenia més ceros
a la derecha de a. O

Notemos que las condiciones de ambos teoremas son suficientes pero no necesarias. Para
ilustrar estos resultados, y poner de manifiesto que las hipdtesis de ambos teoremas no
son necesarias, vamos a considerar una ecuacion de Euler, que ya vimos como se resuelven

en secciones anteriores ( ver Ejemplos y [1.20)).

Ejemplo 2.3. Consideramos la siguiente ecuacion de Euler en forma normal

y'(x) + %y(m) =0, keRz>0 (2.2)
Queremos analizar el nimero de ceros de las soluciones dependiendo del parametro k£ € R
en el intervalo (0, +0c). Vemos que el signo de la funciéon Q(x) = k/z* dependerd de si
k es positiva o no. Si k es negativa, se tendra que Q(z) < 0 para todo z € (0,4+00) y
aplicando el Teorema 2.1 podemos concluir que todas las soluciones poseen a lo sumo un
cero en tal intervalo. Por otro lado, si k es positiva Q(z) > 0 para todo x > 0 pero

+oo
Q(z)dx = k < 400 paratodok € Ry a>0.
a a

Vemos entonces que las hipétesis del Teorema no se satisfacen. Sin embargo, vamos
a ver que para algunos valores de k si se cumple la tesis, es decir, las soluciones de la
ecuacion poseen infinitos ceros, mientras que para otros no se cumplira.

Resolvemos ahora la ecuacién. Aplicando el método de Euler, buscamos soluciones del
tipo y(x) = z™. Derivando y sustituyendo en la ecuacién, llegamos a la ecuacién indicial

m? —m + k = 0, cuyas soluciones son

1+ VI-dk 11— 4k

my y m2=
2 2
Para analizar las soluciones de la ecuacion de Euler vamos a distinguir varios casos de-
pendiendo del valor de k.

i) Si k < 1/4 : En este caso se tiene que 1 — 4k > 0, y por ello ambas raices m;
y mg son reales y distintas. En consecuencia, la solucién general de la ecuacion es
y(x) = Cra™ + Cox™2, (C4,Cy € R. Vamos a ver cuando se anulan las soluciones,
es decir, C1z™ 4+ Ch2™2 = 0. Dividimos la ecuacién por ™, podemos hacerlo puesto
que al tratarse de una potencia no se anula en (0, +0c). Asi, obtenemos la ecuacién
equivalente C + Chox™ ™™ = (. Derivando el término de la izquierda obtenemos
(mg — my)Cox™>~™~1 cuyo valor es siempre positivo o negativo, dependiendo del
signo de (mg — my)Cs. En consecuencia,la funcién es estrictamente creciente o de-
creciente en (0, 4+00) y por ello la ecuacién Ciz™ + Cox™? posee al maximo una
solucién. En el caso particular en que k sea menor que cero hemos visto, aplicando
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ii)

iii)

el Teorema 2.1 que las soluciones se anulan como mucho una vez en el intervalo
(0, +00) (ver Figura 2.1f(a)).

Con ello ponemos de manifiesto que las hipotesis del Teorema son suficientes y
no necesarias.

Para ilustrar este caso podemos tomar k£ = 3/16. Calculando las raices m; y my
se llega a que una base para la solucién de la ecuacion es la formada por las fun-
ciones y;(z) = 2% e yp(x) = x'/*. Esto quiere decir que la solucién general es
y(z) = Cha®/* + Cya/*. En la Figura[2.1[(b) vemos una solucién particular y.
Dentro de k < 1/4 estd el caso particular de que k = 0. Aqui @ = 0, y la solucién
general serd y(z) = Cix + Cy con Cp,Cy € R. Es fécil ver que toda solucién no
trivial tiene a lo més un solo cero en (0, 4+00), puesto que son rectas.

Si k = 1/4 : En este caso vemos que el discriminante de la ecuacién de segundo
grado es cero. Ahora no podemos tomar como base {z™!, 22} puesto que ambas
funciones son la misma. En este caso debemos buscar otra solucién linealmente in-
dependiente con 2™ = x'/2. La buscamos de la forma 7(x) = c(x)z™, donde c(z)
es una funcion a determinar. Derivando y sustituyendo en la ecuacién es facil de ver
que c satisface la ecuacion diferencial ¢’ (x) +¢(z) /x = 0, y resolviéndola obtenemos
que ¢(z) = log(z) es una solucién. En consecuencia, se tiene que la solucién general
es y(z) = C1v/x + Coy/zlog(x) = /2 (Cy + Cylog(x)) con Cy, Cy € R. Vemos que la
funcién \/z # 0 para todo z en (0,400). Por ello, la solucién y se anulard si y solo
si Cy + Cylog(z) = 0. Suponemos que Cy # 0, si fuera al contrario, y(z) = Cyy/x
no tendria ceros a no ser que la solucién fuese nula. Despejando entonces, vemos
que y solo se anula en el punto x = exp(—C7/C3). En consecuencia, toda solucién
no trivial posee como mucho un cero en (0,400) (ver Figura [2.1|c)). Poniendo de
nuevo de manifiesto que se satisface la tesis del Teorema a pesar de que no se
cumplen sus hipdtesis.

Sik > 1/4: Ahora tenemos que 1—4k < 0, por ello, las raices m; y ms son complejas
conjugadas. Escribiendo m; = a+i8 y mo = a — i3, tenemos que una base para la
solucién es la formada por las funciones y;(x) = 27 e y,(x) = 2. Escribiendo
esta funciones en forma exponencial y aplicando la féormula de Euler para la expo-
nencial de un nimero complejo, obtenemos otra base de la soluciéon formada por las
funciones reales g1 (z) = 2% cos(Blog(z)) e yo(x) = x*sin(Flog(x)). Ahora, puesto
que las funciones seno y coseno tienen infinitos ceros, tenemos que toda combinacién
lineal de y; e y» poseerd también infinitos ceros (ver Figura[2.1(d)). En consecuen-
cia, en este caso se tiene que toda solucién de la ecuaciéon serd oscilatoria. Con este
ejemplo se pone de manifiesto que las hipotesis del Teorema son suficientes y no
necesarias.

En el siguiente ejemplo vamos a considerar una ecuacion cuya soluciéon no es facil de
obtener. Sin embargo, podremos aplicar los Teoremas [2.1] y 2.2] para estudiar el compor-

tamiento oscilatorio de sus soluciones.

Ejemplo 2.4. Consideramos la ecuacion

k
y"(x) + Ey(x) =0, keRyz>0. (2.3)
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50 2

(c) k = 1/4. (d) k = 401 /4.

Figura 2.1: Gréficas con ciertas soluciones de la Ecuacién de Euler para distintos
valores de k. (a) Para k = —2, y(z) = 2#2/2—22~! (b) Para k = 3/16, y(z) = 32'/4 — 223/
(c) Parak = 1/4, y(x) = /x(—2+log(x)) (d) Para k = 401/4, y(x) = 41/ cos(101og(z))—
2y/z sin(10log(z)).

En esta ocasién, tenemos que (x) = k/x. Diferenciamos entre los siguientes caso depen-
diendo del signo de k.

i) Si k < 0, se tiene que Q(z) < 0 para todo z > 0. En virtud del Teorema [2.1]
podemos afirmar que cualquier solucién de ([2.3)) poseerd a lo mas un cero en el
intervalo (0, +00).

ii) Si k = 0, la ecuacién resultante es y”(x) = 0. Al igual que lo visto en el Ejemplo
2.3] podemos concluir que toda solucién no trivial posee como mucho un cero en el
intervalo (0, +00).

iii) Si £ > 0, tenemos que @Q(x) > 0 para todo z > 0. Ademéds se verifica que
+oo +o0 .
[ Qx)dx = [ k/xdr = 4o00. Por tanto, aplicando el Teorema (cona = 1),
se puede concluir que cualquier solucién de ([2.3)) sera oscilatoria en (0, +00).
El siguiente teorema, conocido como Teorema de Leighton es una generalizacion del Teo-
rema [2.2] Dicho teorema ofrece igualmente unas condiciones suficientes para que las solu-

ciones de la ecuacion autoadjunta (|1.6|) sean oscilatorias, pero dichas condiciones también
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afectan esta vez a la funcién P. Este teorema se puede encontrar en el capitulo 10 del
libro [7].

Teorema 2.5. (Teorema de Leighton) Sea y una solucion no trivial de (1.6). Si se
satisfacen las siguientes condiciones:

+oo dl’ +o0
- = 100 x)dx = +00
| 5 v [ aw
(donde a es una constante arbitraria) entonces se tiene que y posee una cantidad infinita
de ceros en el intervalo [a,+00), es decir, es oscilatoria

Demostracion. Supongamos por el contrario que existe una solucion y de que no es
oscilatoria en [a, +00), de este modo existird un punto x = x; con a < z; tal que y(z) # 0
para todo & > z;. Sin pérdida de generalidad suponemos que y(x) > 0 para todo z > x;.
Puesto que y no se anula en el intervalo [z, 4+00) podemos escribir la ecuacién en
la forma siguiente,

(P(2)y'(z))

+ Q) =
y(x) )
Integrando por partes entre x1 y x € (x1,400), obtenemos la siguiente expresion
P(z)y P T P(t)y(t)? e
(@)y'(x)  Px1)y'(z1) +/ (t)y g ) g — _/ Q(t)dt
y(z) y(z1) oY)

Puesto que siempre estamos bajo la hipotesis de que P > 0, se tiene que la integral de la
izquierda es no negativa y por ello se da la siguiente desigualdad

Pl)y(x) _ Pley(e)  [*
@) S gl / Qle)d

Como por hipdtesis sabemos que / Q(t)dt — 400 a medida que x — +00, se tiene que

lim —P(:U)y'(x) = —00.

a0 y(x)
En consecuencia, para x suficientemente grande, y e 3’ tienen signos opuestos. Suponga-
mos que esto ocurre a partir de un punto z5 > x;. Como habiamos supuesto que y era
positiva, se tendra que y' es negativa y asi, y serd decreciente y acotada en el intervalo
[z2, +00). Asi, se tendrd que y(z2) > y(z) > 0 cuando = € (2, +00).
Sea ahora z otra solucién de linealmente independiente de y, tal que z sea también po-
sitiva en el intervalo (z7, +00); senalemos que es posible tomar z de esta forma puesto que
al igual que y, z es no oscilatoria, puesto que si lo fuese en base al Teorema de Separacion
(Teorema tendriamos que y también lo seria. Supongamos ademas que la constante
k de la férmula de Abel (Lema P(x)Wly, z](z) = P(x) [y(x)z' (x) — z(z)y'(z)] = k
es positiva. Si no fuese asi, bastaria con cambiar y,z de orden. Usando un razonamiento
totalmente andlogo, z también satisface la desigualdad z(z3) > z(x) > 0 para todo x en
el intervalo (xq, +00).
Ahora definimos la funciéon v como sigue:

v(x) = arctan(z(z)/y(x)).

Derivando v y multiplicando el numerador y el denominador por P, obtenemos que
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iy = PO ) — =) _ .
Pa)(y(x)? + 2(2)?) Pa)(y(x)? + 2(2)?)
Ahora, integrando desde x5 hasta z € (9, +00) y usando el hecho de que y(z9)?+2(x2)* >
y(z)? + z(z)?, obtenemos que

>0 en (z1,400).

vie) —vlw) = /zg P(z)(y(z)* + z(x)2)dx 7 (o) + 2(w)? /zg P(z)

Tomando ahora el limite cuando z tiende a infinito y aplicando las hipdtesis, vemos que

lim v(z) —v(z2) > F lim /I do__ +00
z—>+00 2T y(@2)? + 2(w)? et [, Pl) '

Esto supone un absurdo puesto que la funciéon v esta acotada al tratarse de la funcion

arcotangente. Dicha contradiccién nace de haber supuesto que existia una solucién no

oscilatoria y por tanto, concluimos que toda solucién ha de serlo como anunciaba el

teorema. ]

Para ilustrar el Teorema de Leighton con un ejemplo, vamos a recuperar las funciones de
Bessel que habiamos visto en las secciones precedentes (ver Definicién [1.24)).

Ejemplo 2.6. Consideramos la ecuacién de Bessel de orden « ([1.14]), con ae > 0. En este

caso tenemos que

062

Plz)=z vy Q(x):a:—?.

Tomando a = 1, tenemos que

Too dy /+°° dx +oo Foo a? x? oo
- — = 400, Qxdx:/ (x——)dxz——o?logm = +o00.
| rw= ] e =, y ~lost)

x 1 x 1

Esto es cierto para todo a > 0. Por tanto, se satisfacen las hipotesis del Teorema de Leigh-
ton y podemos asegurar que cualquier solucién de la ecuacion , es decir, cualquier
funcién de Bessel es oscilatoria en el intervalo [1,400). En la Figura observamos el
caracter oscilatorio de las funciones de Bessel de primera clase y orden o con a = 0, 1, 2, 3.

-05

Figura 2.2: Grafica con algunas funciones de Bessel de primera clase.
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Como cabia esperar, al igual que los dos teoremas previos, las hipotesis del Teorema
de Leighton son suficientes y no necesarias. Para ilustrarlo consideraremos el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2.7. Consideramos la ecuacién, y”(x) +y'(x) +y(z) = 0. Vemos que se trata de
una ecuacion de coeficientes constantes. En particular, todos ellos son iguales a 1. Para
resolver la ecuacién, calculamos las raices del polinomio caracteristico A2 + X +1 = 0. Se
puede comprobar facilmente que dichas raices son A = (—1 4 +/3i)/2. En consecuencia,
llegamos a que la solucién general de la ecuacién es

y(z) = Cle*:r/2 cos <§x> + Cge"”/Q sin (?:c)

donde C7, Cy € R. Escribimos ahora la ecuacién en su forma autoadjunta. Utilizando la
Proposicién[L.5} multiplicamos por el factor u(z) = e* y obtenemos (e”y'(z)) +e*y(x) = 0.
En este caso vemos que P(z) = e* = Q(z), por tanto se cumple que

/%o du <+ tod eR
— = € o0 para Ttodo a .
. P) P

Esto quiere decir que no estamos bajo las hipotesis del Teorema de Leighton. Sin embargo,
vemos que todas las soluciones de la ecuacién son oscilatorias. En conclusién, la ecuacion
que hemos considerado posee soluciones con infinitos ceros en el intervalo [a,+00) para
cualquier a € R, a pesar de que las hipotesis del Teorema [2.5 no se satisfacen.

2.2. Distancia entre ceros

En esta seccién no nos centraremos solo en estudiar el caracter oscilatorio de las soluciones
de ciertas ecuaciones. Analizaremos otra propiedad de los ceros, la distancia que existe
entre dos ceros consecutivos. En particular, bajo ciertas hipotesis, proporcionaremos cotas
inferiores y superiores de esa distancia. Tales cotas nos ayudaran a determinar el nimero
de ceros existentes en un intervalo acotado. Recordemos que por la Proposicion [I.12] sa-
bemos que el nimero de ceros en [a, b es finito.

El siguiente teorema ofrece las cotas anteriormente nombradas. Dicho resultado se puede
encontrar en [2].

Teorema 2.8. Sea la ecuacion normal siguiente
y'(z) + Qz)y(z) =0, (2.4)

tal que Q(x) es continua en el intervalo (0, +00). Supongamos que existen niumeros reales
positivos A, B tales que

i) A% < Q(z) para todo x > 0.

i) Q(x) < B? para todo x > 0.
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Si se cumple 1), entonces toda solucion de la ecuacion tiene infinitos ceros en
(0, +00). Ademds se cumple que la distancia d entre dos ceros consecutivos de cualquier
solucion no trivial satisface que d es menor o igual que w/A.

Si se satisface ii), entonces d es mayor o igual que 7/B.

En particular, si se verifica i) y i), la distancia d satisface

<d<

=
| =

Demostracion. Supongamos que se satisface i). Para demostrar que toda solucién de la
ecuacion tiene infinitos ceros en el intervalo (0, +00), basta aplicar el Teorema .
Por hipdtesis sabemos que Q(x) > 0 para todo x > 0, y por otra parte sabemos que
Q(z) > A? y por tanto

+o00 400

(x)dx > / APdz = +o0,
1 1
satisfaciéndose asi las hipdtesis de dicho teorema y concluyendo que toda solucién ha de
poseer infinitos ceros en (0, +00).
Demostremos ahora la desigualdad d < w/A. Sean x; y x5 dos ceros consecutivos de una
solucion no trivial de , 0 < x1 < xo. Para estimar una cota de la distancia d = x5 —x1,
vamos a emplear el Teorema de Comparacion de Sturm. En particular, vamos a comparar

la ecuacién ([2.4) con
y'(x) + Ay(x) = 0. (2.5)

Se puede ver facilmente que la solucién general de ([2.5)) es

ya(z) = Cysin(Azx) + Cycos(Ax) con C1,Cy € R. (2.6)

Aplicando ahora el Teorema m con las ecuaciones (2.4)) y (2.5, deducimos que entre
cada dos ceros consecutivos de una solucién de la ecuacién hay al menos un cero
de cualquier solucién de . Sean ahora x; y x5 dos ceros consecutivos de una solucion
de la ecuacion . Tomamos ahora, como soluciéon particular de la ecuacion , la
funcion y,(z) = sin(A(x — x1)) que se anula en x = x; y es facil ver que el siguiente
cero es el punto x = x; + 7/A. En consecuencia, en base al Teorema se tiene que
o < 11+ 7/A, es decir, x93 —xy = d < w/A.

Suponemos ahora que se satisface i7). Para ver que d > 7/B basta razonar de manera
andloga al caso 7). En esta ocasién, vamos a comparar la ecuacién ([2.4) con

y'(2) + By(z) = 0. (2.7)

Ahora tomamos como solucién de la funcion y,(z) = sin(B(x — z1)), donde z; es un
cero de una solucion de , por el Teorema , se tiene que entre dos ceros de una
solucion de hay al menos un cero de la solucién y, que hemos tomado. Llegamos asi
a que x1 + 7/B < x4, es decir, z9 — x; > 7/B. O

En la demostracién, hemos visto, aplicando el Teorema , que si se satisface i), entonces
las soluciones son oscilatorias. Este hecho también se podria haber demostrado aplicando

el Teorema comparando la ecuacion (2.4) con ([2.5). Como hemos visto en la de-
mostracién (2.5)) posee soluciones oscilatorias (ver (2.6)). En consecuencia, en cualquier
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intervalo de Rt de tamafio mayor o igual a w/A, existe un cero de las soluciones de (12.4)).

Como corolario al Teorema [2.8] conociendo las cotas inferior y superior de las distancias
entre dos ceros consecutivos, podemos deducir otras cotas acerca del niimero de ceros que
tiene cualquier solucién en un cierto intervalo [a, b].

Corolario 2.9. Suponemos que estamos bajo las misma hipdtesis del Teorema[2.8 Lla-
mamos n al numero de ceros de cualquier solucion no trivial de la ecuacion en el
intervalo [a,b] C RY.

Si se satisface i), entonces n cumple la desigualdad

A(b—a)

™

n >

— 1.

Si se satisface i), entonces n cumple la desigualdad

B(b—a)

(e

n <

+ 1.

Demostracion. Empezamos demostrando la primera desigualdad. Llamamos d a la dis-
tancia entre dos ceros consecutivos de cualquier solucién no trivial de . Por hipétesis,
aplicando el Teorema , sabemos que d < 7/A. Dividimos ahora el intervalo [a,b] en
subintervalos de tamano 7/A. En cada uno de ellos, salvo tal vez en el tltimo, debera
existir al menos un cero de cualquier solucién no trivial de . Puesto que el ntimero
de subintervalos es mayor o igual que (b—a)A/m — 1, concluimos la desigualdad buscada.
Para la otra desigualdad, denotamos por x; al i-ésimo cero en el intervalo [a,b] de una
solucion cualquiera de . Asi, de esta manera, se tendra que la distancia entre el iltimo
y el primer cero sera menor o igual que la distancia del intervalo, es decir, b—a > x, — ;.
Ahora, la distancia entre dichos ceros sera igual a la suma de las distancias entre dos
ceros consecutivos y sabiendo que cada una de dichas longitudes es mayor o igual a 7/B,
obtenemos que

T
b—a>x, =21 = (Tn—Tpn1) + (Tn1 — Tp2) ++ (22 —21) > (0 — 1)5.
Despejando ahora el valor de n obtenemos la desigualdad que queriamos probar. O

Cabe destacar, que las hipétesis i) y iz) del Corolario basta con que se satisfagan en
el intervalo [a, b]. Es decir, las desigualdades de las hipdtesis del Teorema es suficiente
con que se den en tal intervalo y no para todo x > 0.

Para el primer ejemplo, vamos a considerar una ecuacion cuya solucion es dificil de obtener
explicitamente. Sin embargo, podremos aplicar el Teorema[2.8]y proporcionar informacién
acerca del cardcter oscilatorio de las soluciones y de la distancia entre los ceros de las
mismas.

Ejemplo 2.10. Consideramos la siguiente ecuacién,
y'(z) + (sin(z) + 3)y(z) =0 con x> 0. (2.8)

En este caso, tenemos que Q(x) = sin(x) + 3 y puesto que la funcién sin(z) toma valores
en el intervalo [—1, 1], podemos concluir que 2 < Q(x) < 4 para todo = € (0, +00). Ahora,
aplicando el Teorema 2.8 lo primero que podemos deducir acerca de las soluciones de la
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ecuacién es que todas poseen infinitos ceros en (0, +00), es decir, son oscilatorias. Por
otro lado, usando la notacién de dicho teorema, tenemos que A =2y B =2y en con-
secuencia, en virtud de dicho teorema, podemos afirmar que la distancia d entre dos ceros
consecutivos de cualquier solucién de nuestra ecuacién, satisface que 7/2 < d < «/ V2.
Ademas aplicando el Corolario con (b—a) =20, A=+/2y B =2, podemos afirmar
que el nimero de ceros n de cualquier solucién de la ecuacién en el intervalo [0, 20], satis-
face la desigualdad 8.003 < n < 13.73.

Observamos que a pesar de que no conozcamos explicitamente la solucion general de la
ecuacion, podemos proporcionar datos acerca de los ceros de la soluciones.

En ocasiones podemos aplicar métodos numéricos para obtener aproximaciones de las
soluciones. Asi, en la Figura hemos representado una solucién de la ecuacion , ob-
tenida mediante el método de diferencias finitas. En particular, es la solucién que satisface
las condiciones de contorno y(0) = 0 e y(20) = 5. Lo primero que vemos es que efectiva-
mente, la solucion es oscilatoria tal y como habiamos probado. Seguidamente, observamos
que hay once ceros que satisfacen las cotas de la distancia entre ellos. Para confirmar que
realmente dichas cotas son ciertas, se han calculado las distancias entre cada par de ceros
consecutivos, obteniendo los resultados de la Tabla [2.1]

1500
1000
500
04

-500

-1000

-1500
0

Figura 2.3: Solucién aproximada de y”(z) + (sin(x) + 3)y(z) = 0.

dl 2 d2,3 d3,4 d4,5 d5,6 d6,7 d7,8 d8 9 d9,10 d10,11

)

1.6330 | 1.6542 | 2.1514 | 1.7956 | 1.5815 | 1.9153 | 2.0560 | 1.6072 | 1.6949 | 2.1781

Tabla 2.1: Distancias entre cada par de ceros consecutivos.

En la Tabla[2.1] se muestran las distancias entre ceros consecutivos en el intervalo [0, 20] de
la aproximacién obtenida numéricamente. En dicha tabla se tiene que d; ;11 representa la
distancia entre el i-ésimo cero y el posterior. Aplicando el Teorema[2.8 habfamos concluido
que 7/2 < d < 7/+/2, y puesto que 7/2 &~ 1,5708 y 7/v/2 ~ 2,2214 se puede ver que la
cota para d obtenida con dicho teorema se satisface para esta solucién particular.

Para el siguiente ejemplo vamos a recuperar los polinomios de Hermite (ver Seccién .
Daremos una cota inferior de la distancia existente entre dos ceros consecutivos de dichos
polinomios. Para poder aplicar el Teorema primero debemos transformar la ecuacion
de Hermite a su forma normal.
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Ejemplo 2.11. Consideramos la ecuacién de Hermite de orden a y”(z) — 2zy/(z) +
2ay(z) = 0. Aplicando la Proposicién , vemos que el cambio que debemos realizar es

y = uv, donde 2
- ([0 2).

Derivando en el cambio obtenemos que y'(z) = u/(z)exp(z?/2) + xu(z)exp(x?/2) =
exp(x?/2)(u'(x) + zu(z)) y por otro lado, 3’ (z) = u”(x) exp(x?/2) + 2zu/(x) exp(z?/2) +
u(z) exp(x?/2)(1 + 2%) = exp(2?/2)(v"(z) + 22u/(z) + 1 + 2?). Sustituyendo ahora en la
ecuacién y dividiendo entre exp(z?/2), obtenemos

u"(z) + (14 20 — 2®)u(z) = 0. (2.9)

Puesto que hemos introducido un cambio de variable, las soluciones de (2.9) y de la
ecuaciéon de Hermite no serdn las mismas. Sin embargo, como el cambio realizado es
y = uv donde v es una funcién que no se anula nunca, se tendra que las soluciones de
ambas ecuaciones poseeran los mismos ceros.

Ahora, aplicamos el Teoremaa la ecuacién (2.9). Vemos que Q(z) = 1+2a—2? < 142«
para todo z y ademds es continua en el intervalo (0, 400). En consecuencia, estamos bajo
las hip6tesis del caso i) del Teorema con B = /1 4+ 2a. Asi, se tendra que la distancia
d entre dos ceros consecutivos de cualquier solucién de (2.9)) satisface que

T
d> ——.
V2a+1
Dicha cota es igualmente vélida para los ceros de las soluciones de la ecuacién de Hermite
de orden «. En particular, vimos que los polinomios de Hermite son soluciéon. En con-

secuencia, podemos concluir que la distancia d entre dos ceros consecutivos de cualquier
polinomio de Hermite de grado o cumple d > 7/v/2a + 1.

En la Tabla se pueden apreciar las distancias existentes entre cada par de ceros con-
secutivos del polinomio de Hermite de grado 10. Como hemos visto anteriormente la
distancia d satisface d > 7/v/21 ~ 0,6855. Fijandonos en la tabla, vemos que dicha cota
se cumple.

d1,2 d2,3 d3,4 d4,5 d5,6 d6,7 d7,8 d8,9 d9,10
0.9034 | 0.7760 | 0.7201 | 0.6937 | 0.6858 | 0.6937 | 0.7201 | 0.7760 | 0.9034

Tabla 2.2: Distancia entre los ceros consecutivos del polinomio de Hermite de grado 10.

En el tltimo ejemplo de esta seccién, vamos a ver que la condicién de que A? < Q(x)
es muy importante. Veremos que si no se satisface, existen casos en los que la distancia
entre dos ceros consecutivos no estd acotado por ninguna cantidad.

Ejemplo 2.12. Consideramos la siguiente ecuacién de Euler x%y”(z) + zy/(z) + y(z) = 0
con z > 0. Como vimos en el Ejemplo dicha ecuacion se puede transformar en su
forma normal mediante el cambio y(z) = u(x)x~'/2. Asi obtenemos la ecuacién

)
u"(x) + @u(x) =0.
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Dicha ecuacion se resolvié en el Ejemplo con k = 5/4. En este caso tenemos que las
raices de la ecuacién indicial son my; = 1/2+1y my = 1/2 —i. En consecuencia, tenemos
que la solucién general de la ecuacién en forma normal es u(x) = Ci/xsin(log(x)) +
Cov/x cos(log(x)) con Cp,Cy € R. Ahora vemos que en este caso, en la ecuacién normal,
tenemos que Q(z) = 5/4x? y claramente no existe ningin entero positivo A tal que
A? < Q(z) para todo z > 0, es decir, no se satisfacen las hipétesis del Teorema .
Veamos que tampoco se satisface la tesis de dicho teorema. Tomamos ahora como solucién
particular de la ecuacién en forma normal la funcién u(z) = \/x sin(log(x)). Puesto que
estamos trabajando en el intervalo (0, +00), vemos que los ceros de dicha funcién son los
puntos de la forma x; = exp(k7) con k un entero positivo. En este caso se puede ver que
la distancia entre dos ceros consecutivos es d = e**)™ — k™ En conclusién, vemos que en
este caso no existe una cota de la distancia entre dos ceros consecutivos para el intervalo
(0,4+00). Sin embargo, podemos considerar el intervalo compacto [a,b] C R*. En dicho
intervalo si que se dan las cotas puesto que la funcién Q(z) = 5/42% es continua en [a, b]
y por tanto, esta acotada tanto inferior como superiormente. Por otro lado, puesto que @)
es decreciente, se tiene que

Q) < Q) < Q(a) Va € [a,b].

En consecuencia, podemos tomar las contantes A? = Q(b) = 5/4b*> y B* = Q(a) = 5/4a.
Aplicando ahora el Corolario [2.9] concluimos que el nimero de ceros, n, de cualquier
solucién de la ecuacion en el intervalo [a, b] cumple

Vib—a) | VBb—a)

1.
2bmw 2am +

2.3. Transformacion de Prufer

En esta seccién vamos a abordar la cuestién del célculo de ceros de las soluciones de (1.6])
desde otra perspectiva. Esta nueva manera de tratar este tema es mediante cambios de
variable conocidos como transformaciéon de Priifer. Introduciendo estos cambios llegamos a
una nueva ecuacion, la cual nos aportara informacién acerca de los ceros de las soluciones.
Esta transformacién se puede encontrar en libros como [2], [7] o [9], y la aplicaremos a
la ecuacion . Como siempre, estamos bajo las hipotesis de regularidad de que P’
continua, () sea continua y P(x) > 0 para todo x € [a, b]. La transformacién que usaremos
es la siguiente:
y(x) = p(z)sinb(z) (2.
P(x)y (z) = p(x) cos O(x). (2.11)

Usando ([2.10) y (2.11]) se pueden deducir las siguientes expresiones

p(z) = Vy(2)* + (P()y'(x))> p>0

y(z)
Pa)y' ()
Vemos que p = 0 solamente si y e ¢’ son idénticamente nulas, es decir, tenemos la solucién
trivial. Por ello, consideramos que p # 0. Claramente si Py’ e y son diferenciables en [a, b],
entonces lo es p. Despejando en ([2.10)), obtenemos que sin(z) = y(x)/p(x) y puesto que
p e y son diferenciables, entonces también lo es sinf(x), lo cual implica que 6(z) debe

y 0(x) = arctan
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ser diferenciable en el intervalo [a,b]. Aplicando la transformacion (2.10) y (2.11) a la
ecuacion (1.6 obtenemos el siguiente sistema de primer orden

90 = 5 (5 — @) ) sin20()pter) (212)

0 (z) = % + Q(z)sin 0(x). (2.13)

Nuestro objetivo en esta seccién es encontrar informacion acerca de los ceros de las solu-
ciones de ([L.6). Observando la ecuacién (2.10)), y teniendo en cuenta que p # 0, se tendrd
que los ceros de una solucién y se encuentran en los puntos tales que sinf(z) = 0, o equi-
valentemente, cuando 6(z) sea un multiplo de 7. Volviendo ahora a la ecuacién ,
en base al conocido Teorema de existencia y unicidad de Cauchy-Picard, se tiene que
dicha ecuacién junto con la condicién inicial 6(z¢) = K, donde K es una constante, tiene
solucién unica en un cierto intervalo I que contiene a xg. En el caso en el que podamos
resolver dicha ecuacion, seria posible encontrar los valores de x que hacen que 6(z) sea un
multiplo de 7. Dichos valores seran ceros de la solucién de . Sin embargo, no siempre
sera posible resolver la ecuacion , en tal caso, tendremos que utilizar otro tipo de
argumentos para localizar los ceros de las soluciones.

El siguiente teorema se trata de un resultado de comparacién al igual que el Teorema
Sin embargo, esta vez se aborda desde la perspectiva de la transformacion de Priifer.
La demostracion se puede encontrar en [9].

Teorema 2.13. Sean Py, Py, Q1 y Qo funciones continuas en un intervalo [a,b] tales que
0 < Py(z) < Pi(z) y Qa(x) > Q1(x) en [a,b]. Sean f y g soluciones no triviales de las
ECUACIONES

(Pi(x)y(z)) + Qu(x)y(z)
(Pa(2)y (z)) + Q2(x)y ()

respectivamente. Si 0a(a) > 61(a), entonces Oo(x) > 61(x). Ademds, si Q2(x) > Q1(z) en
[a,b], entonces O2(x) > 01(x).

( 0,
( 0

Para concluir la seccion, aplicaremos la transformacién de Priifer para estudiar el caracter
oscilatorio de las soluciones de dos ecuaciones ya analizadas.

Ejemplo 2.14. Consideramos la ecuacién y”(x) + y(z) = 0. En este caso, tenemos que
P(z) = Q(z) = 1. Sustituyendo estos valores en (2.13), llegamos a la ecuacién 0'(z) =
cos? () + sin®0(z) = 1. Se puede ver ficilmente que la solucién es 6(z) = x + C, con
C € R. Como primera observaciéon vemos que 6 tiende a infinito a medida que x lo hace.
En consecuencia, 6 tomara valores multiplos de 7 una cantidad infinita de veces y asi se
tendra que cualquier solucion y de la ecuacion poseera infinitos ceros. Por otra parte, no
era necesario haber aplicado la transformacion de Priifer para deducir esta informacion
puesto que bastaba con resolver dicha ecuacion.

Ejemplo 2.15. Consideramos la ecuacién de Bessel de orden @ = 1/3 en su forma
autoadjunta

(24 (2)) + (x _ %) y(z) = 0. (2.14)
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En este caso, tenemos que P(z) = z y Q(z) = x — 1/(92). Sustituyendo en (2.13)),

obtenemos
cos? 0(x)

o) = 0 <g; _ 9i> sin? 0(z). (2.15)

T X

Podemos ver que la ecuacién (2.15)) no es facil de resolver. Sin embargo, se puede ver que
si tomamos z > 2, se satisface la siguiente desigualdad

2 L2 9
el(x) — M + (33 B 1 ) sin2 (9(1‘) i Sin t9($) B Sin G(x)
z 9z T -
1 0\ ., 1
= — —_ > _
- + <$ —9x> sin® 0(x) > o

para todo = € [2,+00). Integramos ahora en ambos lados desde 2 hasta z > 2. Asi,
obtenemos que
0(x) — 0(2) > log(z) — log(2).

Sabemos que la funcién log(z) tiende a infinito cuando z — 4o00. En consecuencia, se
tiene que la funcién 6 también lo hara. Podemos entonces concluir que la funcién 6 tomara
infinitas veces un valor multiplo de 7, demostrando asi que las soluciones de han
de ser oscilatorias en el intervalo [2,4+00). Hecho que ya habia sido probado aplicando el
Teorema de Leighton (Teorema [2.5)).
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Capitulo 3

Problema de Sturm-Liouville

En este capitulo trabajaremos con ecuaciones diferenciales en las cuales interviene un
parametro real A\, y estan sujetas a ciertas condiciones en los extremos. No siempre exis-
tiran soluciones no nulas del problema. En consecuencia, estaremos interesados en aquellos
valores de A para los cuales existan soluciones no triviales y daremos algunas propiedades
de estas. Dichos problemas resultan muy tutiles puesto que surgen en muchas ocasiones al
modelizar situaciones fisicas como, por ejemplo, la distribucién del calor en un alambre
o en las vibraciones de una cuerda. Los resultados que veremos pueden encontrarse en
libros como [5], [9] o [10].

A lo largo del capitulo, consideraremos la ecuacion, denominada de Sturm-Liouville
(P(x)y (2)) + (Q(z) + AS(x))y(x) =0, z € [a,b], (3.1)

donde A es un parametro. Ademads, () y S son funciones continuas en el intervalo [a,b] y
P € C'a,b]. La funcién S es positiva y suele ser referida como funcién peso.

3.1. Problema Regular de Sturm-Liouville

En esta seccién nos centraremos en el problema de Sturm-Liouville en su caso regular. A
continuaciéon procedemos a definirlo.

Definicién 3.1. Se dice problema regular de Sturm-Liowville a la ecuacion (3.1) junto
con las condiciones

ary(a) + azy'(a) =0,  biy(b) + bay'(b) = 0, (3.2)

donde P y S son funciones positivas y ay,as, by, by son constantes reales tales que |aq| +
|a2\ > 0, |b1‘ + ‘b2| > 0.

Es facil ver que la solucién nula satisface siempre el problema de Sturm-Liouville para
cualquier valor de A. Llamaremos valores propios a aquellos A para los cuales el problema
posea soluciones no triviales y funciones propias a las correspondientes soluciones.

Como primer ejemplo de problema regular de Sturm-Liouville vamos a considerar la ecua-
cion de Euler.
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Ejemplo 3.2. Consideramos la ecuacién de Euler z%y”(z) + zy/'(x) + Ay(x) = 0 con
z € [1,e] y junto a las condiciones y(1) = 0 e y(e) = 0. Aplicando la Proposicién [L.5]
podemos escribir la ecuacion en la forma de Sturm-Liouville, obteniendo asi

(/) + ~ Ay(x) = 0.

Utilizando el método visto en el capitulo 1 para resolver las ecuaciones de Euler, se puede
ver facilmente que se llega a la ecuacién indicial m? + XA = 0. Si A < 0, tendremos que
las rafces son m; = VA y my = —V/\, ambas reales y distintas. En este caso, la solucién
general serd y(z) = C1z™ + Cyx™2,Cy, Cy € R. Imponiendo ahora las condiciones en los
extremos, obtenemos el sistema

C1+ Cy =0
Cleml + Cg€m2 =0.

Es facil ver que el determinante de la matriz de coeficientes de dicho sistema es igual
a e™ — ™ #£ 0, puesto que m; # mao, luego C; = Cy = 0 es la tnica soluciéon. En
consecuencia, solamente existird una solucién del problema regular de Sturm-Liouville, la
trivial. Asi, los valores propios no pueden ser negativos. Andlogamente, si A = 0, se llega a
que la solucién general es y(x) = Cy 4+ Cy log(z) e imponiendo las condiciones se concluye
que la tnica soluciéon del problema es la nula. En conclusion, solo estamos interesados
en los \ positivos. En este caso, las raices de la ecuacién indicial serdn m; = iv\ y
my = —iv/A. Asi, la solucién general serd y(z) = C, cos(v/Alog(z)) + Cysin(v/Alog(z))
con C1,Cy € R. Imponiendo la condicién de que y(1) = 0, se obtiene que C ha de ser 0.
Ahora, aplicando que y(e) = 0 junto con que Cy # 0 (en caso contrario la solucién seria
trivial) llegamos a que sin VA = 0. Equivalentemente, obtenemos que los valores propios
son
A, =n?m?, n=1,23..

y las correspondientes funciones propias son
Csin(nmlog(z)), n=1,2,3... CeR

En el Ejemplo hemos visto que existe un conjunto numerable de valores propios con
una unica funcién propia (salvo constante multiplicativa) asociada a cada valor. El proxi-
mo objetivo es poner de manifiesto ciertas propiedades de los valores propios y funciones
propias comunes a todos los problemas regulares de Sturm-Liouville. Comenzamos anali-
zando la ortogonalidad de las funciones propias asociadas a valores propios distintos.

Teorema 3.3. St f y g son dos funciones propias correspondientes a los valores propios
distintos A y p del problema regular de Sturm-Liouuville -, tales que f,g € C*[a, .
Entonces se tiene que f y g son ortogonales respecto a la funcion peso S en el intervalo
la,b], es decir satisfacen

/ f(x)g(x)S(x)dz = 0. (3.3)

Ademds se cumple que todos los valores propios son reales.

Demostracion. Comenzamos demostrando la ortogonalidad de las funciones propias. Pues-
to que f y g satisfacen la ecuacién de Sturm-Liouville con los pardmetros A y p respecti-
vamente, se tienen las siguientes igualdades

(P +(Q+A\S)f =0, (3.4)
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(Pg") +(Q+ nS)g = 0. (3.5)

Multiplicando la ecuacién (3.4)) por g vy (3.5)) por f y restando ambas ecuaciones, obtene-
mos que

(A=w)Sfg=f(Pg) —g(Pf") =[f(Pg)—g(Pf)],

e integrando ambos miembros en el intervalo [a, b], se llega a

(A —n) / Sfgdx = P®)(f(b)g'(b) — f'(b)g(b)) — Pla)(f(a)g'(a) — f'(a)g(a)). (3.6)
Las condiciones en a implican que
ai f(a) + azf'(a) =0,

arg(a) + azg’(a) = 0.

Suponiendo que ay # 0, si multiplicamos la primera condicién por g(a) y la segunda por
f(a), y restamos, se obtiene que

f'(a)g(a) — ¢'(a)f(a) = 0.

Si ag = 0, laigualdad anterior es inmediata, puesto que a; serfa nonulay f(a) = g(a) = 0.
Anélogamente, tenemos que

f'(b)g(b) — g'(b) f(b) = 0.

Finalmente, sustituyendo en la ecuacién ({3.6)), llegamos a que

(A=) / Sfgdr =0, (3.7)

y como Ay u son distintos, se satisface , como queriamos probar.

A continuacién, demostramos que los valores propios son reales. Por reduccién al absurdo
suponemos que existe un valor propio complejo A; = o + i3 con funcién propia asociada
f; = u +iv. Puesto que los coeficientes de la ecuacién son reales, el conjugado de un
valor propio ha de serlo también. En consecuencia, existe una funcién propia f, = u — iv
asociada al valor propio Ay = o —if8. Sustituyendo en la ecuacién (3.7)), se llega a

b
25/ S(u? +v*)dr = 0.

Puesto que la integral es positiva, concluimos que 5 debe ser cero, y con ello los valores
propios han de ser reales. O

Podemos aplicar el Teorema [3.3] a las soluciones obtenidas en el Ejemplo [3.2] Asi, obte-
nemos que

c 1
/ sin(nm log(x)) sin(mm log(a:))gdx =0 sin#m, m,neN
1

La integral anterior se puede calcular realizando el cambio de variable ¢t = 7log(x) y
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teniendo en cuenta la identidad trigonométrica sin(z) sin(y) = (cos(y —x) — cos(y+z))/2.

En el Ejemplo podemos ver que cada valor propio A = n?7? tiene asociado una tnica
(salvo una constante multiplicativa) funcién propia f,(x) = sin(nz log(z)). Este resultado
es cierto en todos los problemas regulares de Sturm-Liouville, como afirma el siguiente
teorema.

Teorema 3.4. Una funcion propia f correspondiente a un valor propio A de un problema
reqular de Sturm-Liouville — es unica excepto por un factor multiplicativo, es
decir, si g es otra funcion propia correspondiente a A, se cumple que f = Cgq, donde C' es
una constante real.

Demostracion. Sean f y g dos funciones propias correspondientes al valor propio A. Apli-
cando la férmula de Abel (Lema [1.10]), tenemos que P(z)W|f, g](z) = k donde k es una
constante. Por lo tanto, si el wronskiano vale cero en un punto de [a, b], puesto que P > 0,
este debe anularse para todo x en dicho intervalo. Debido a que f y g son soluciones
del problema, ambas satisfacen la condicién en el extremo a. En consecuencia se tiene el

siguiente sistema

a1 f(a) +azf'(a) =0

arg(a) + azg'(a) =0.
Las incognitas son a; y ag, se puede ver que a; = ay = 0 es una solucién. Sin embargo,
por definicion del problema de Sturm-Liouville a; y as no pueden ser ambas nulas. Esto
implica que el sistema ha de poseer mas soluciones. Asi la matriz de coeficientes tendra
determinante nulo. Con ello tenemos que
‘f (a) f'(a)
g9(b) g'(a)
En consecuencia, W|f,g](x) = 0 para todo x € [a,b]. En virtud de la Proposicién ,

podemos concluir que f y g son linealmente dependientes, es decir, difieren por un factor
constante. [

= WI[f,gl(a) = 0.

El préximo teorema habla del niimero de valores propios que posee un problema regular
de Sturm-Liouville y ademaés proporciona un resultado acerca del nimero de ceros de las
funciones propias asociadas.

Teorema 3.5. Sea el problema regular de Sturm-Liouville (3.1)-(3.2), entonces se tiene
que los valores propios satisfacen

)\1<>\2<)\3<)\4<... con lim A\, = +o0.

n—-+o0o

Ademds, para cada n € N, la correspondiente funcién propia f,(x) asociada a A, posee
exactamente n — 1 ceros en el intervalo (a,b). En particular, se tiene que la primera
funcion propia no posee ceros en tal intervalo.

Demostracion. Comenzamos demostrando el hecho de que cada funcién propia posee n—1
ceros en (a,b). Tomando constantes reales apropiadas a y  en [0, 7), podemos reescribir
las condiciones separadas ([3.2]) en la forma

cos(a)y(a) — P(a)sin(a)y'(a) = 0, (3.8)
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cos(B)y(b) — P(b) sin(B)y'(b) = 0, (3.9)

donde a y 8 pueden ser expresados en términos de ay, as, by, by (para més detalle consultar
[2]). Aplicando ahora, la transformacién de Priifer, es facil ver que la condicién (3.8) es
equivalente a

0(a) = a. (3.10)

Sea ahora f(x, \) una solucién de la ecuacién regular de Sturm-Liouville . En consecuencia,
la funcion 6(x, \) tal que #(a, \) = a puede ser determinada. Por el Teorema [2.13] 6(z, \)
es una funcion creciente de A para un x fijo. Ademas de la ecuacion

0'(x) = w +(Q(z) + AS(x)) sin*(0(x))

podemos deducir que ¢'(x) > 0 cuando 6 es un miltiplo de = (¢" = 1/P > 0). Ya que
0(a) = a > 0, tenemos que O(z, A) > 0. Si denotamos por x,, el n-ésimo cero de f(z, A) en
(a,b), entonces 0(x,,\) = nm paran = 0,1,2,... . Puesto que #(a,\) = o < 7, el primer
cero de f(x,\) en (a,b) ocurre cuando 6 = 7, y el n-ésimo cero si § = nxw. Debido a que
O(x,, \) es una funcién continua en x,(\) y A, tenemos que

9 dz, 0
0x, d\  OX

0. (3.11)

Ya que 00/0\ > 0y 00/0x, > 0 cuando 0 es un miltiplo de =, es facil ver que por
se tiene que z,(\) es una funcién continua y decreciente respecto de A. Sean ahora ﬁ, @
v S constantes tales que P(z) < P, Qz) > Q. S(z) > S > 0. Entonces se cumple que la
ecuacion

(Py'()) + (@ + AS)y(z) =0
donde (@ +A\S ) > 0 tiene como solucién

f(z) = sin(kx)

donde k? = (@ + )\§) / P. Los ceros consecutivos de f estan separados a una distancia
de 7((Q + AS)/P)~Y/2. Vemos que esta distancia tiende a cero a medida que A tiende a
infinito. Por el Teorema de Comparacién de Sturm (Teorema, se tiene que f(x) posee
un cero entre cualquier par de ceros consecutivos de f(z). Ahora, es facil ver que f(z)
tiene n—1 ceros en el intervalo (a, b) cuando A es suficientemente grande. En consecuencia,
tenemos que f(z) debe poseer igualmente n—1 ceros en el intervalo (a, b), como queriamos

probar.
O

La parte de que la sucesion de valores propios tiene a infinito no la demostraremos puesto
que no forma parte de los objetivos de esta memoria. Dicha demostracion se puede hacer
utilizando la transformacién de Priifer (ver libros [5] o [9]). Asimismo, en el libro [10] se
puede encontrar otra demostracién alternativa que no usa dicha transformacién.

Para ilustrar con un ejemplo el Teorema|3.5| recuperaremos las funciones propias obtenidas
en el Ejemplo 3.2
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Ejemplo 3.6. Consideramos los valores propios )\, = n?w? con sus correspondientes

funciones propias f,, = sin(nwlog(z)) n € N, obtenidas en el Ejemplo [3.2] En virtud del
Teorema[3.5] se cumple que la funcién propia f, = sin(nwlog(z)) posee exactamente n— 1
ceros en (1,e). En particular, la primera funcién propia fi(z) = sin(7log(z)) no tendra
ceros en tal intervalo.

En la Figura [3.1| estan dibujadas las funciones propias correspondientes a los valores
propios Ao v A7. En la gréfica se puede apreciar claramente como tales funciones poseen
1 y 6 ceros respectivamente en el intervalo (1,e) como afirma el Teorema [3.5

n=2
n=7

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-04

-06

-08

Figura 3.1: Gréfica de las funciones propias fo(z) = sin(2w log(x)) y f7(x) = sin(77 log(z))
correspondientes a los valores propios Ay = 472 y \; = 4972

Observamos que el Teorema solo habla del nimero de ceros en el intervalo (a,b). En
este caso, el nimero de ceros totales de cada funcién propia es infinito puesto que son
funciones oscilatorias. Sin embargo, pueden existir otros casos en los que las funciones
propias solo posean ceros en el intervalo que estamos considerando.

El siguiente teorema es uno de los més importantes de esta teoria. Establece que el con-
junto de funciones propias de un problema regular de Sturm-Liouville forman una base
ortogonal en el espacio de funciones L%(a,b). Recordamos que dicho espacio es igual a

Li(a,b) = {f :(a,b) - R : /abf(x)25(x)dx < —I—oo}

La demostracién de una versién mas general de este teorema se puede encontrar en [5].

Teorema 3.7. El conjunto de las funciones propias del problema regular de Sturm-
Liouville (3.1)-(3.2)), {f. : n € N}, forma una base ortogonal en el espacio de funciones
L%(a,b). Es decir, toda funcién g € L%(a,b) se puede escribir como

o0

g(x) = Z Cnfu(x)  para todo x € (a,b),

n=1

donde los términos ¢, vienen determinados por

b
/ 9(2) f(2) S(x)dz

Cn = (3.12)

a / (@S ()
4

4



La convergencia que se tiene es en L%(a, b), es decir, se satisface que
b
/ (g(x) — Sn(2))®S(z)dr — 0 cuando N — +oo,

donde Sn(z) = 22721 Cnfn(z). Ademds, si g € C?|a,b] y verifica las condiciones (3.2)),
entonces la convergencia es uniforme en [a,b].

Para ilustrar el Teorema vamos a considerar las funciones propias del Ejemplo [3.2]

Ejemplo 3.8. Consideramos el conjunto de funciones propias del Ejemplo 3.2] es decir
fn(x) = sin(nmlog(x)) con n = 1,2,3, ... . En virtud del Teorema [3.7] tenemos que (f,,)n
forma una base ortogonal. Tomamos ahora la funcién g(z) =1y vemos que g € L%(1,¢).
En consecuencia, g = 1 se podré escribir de la siguiente manera

o0

1= chfn(x) x € (1,e).

n=1

A continuacién, calculamos los términos ¢,. Siguiendo la igualdad (3.12)) debemos calcular
dos integrales. Recordamos que en el Ejemplo la funcién peso es S(z) = 1/z. Primero
calculamos la integral

e 1 1 1— (_l)n 0 sinespar
/ sin(nmlog(x))—dz = / sin(nrt)dt = ———— = 2 . _
1 x 0 nm — sines impar.

Ahora para hallar el denominador de ¢, debemos calcular

11 — cos(2nmt) 1

e 1 1
/ sin(nmlog(x))?~dx = / sin(nmt)?dt = / ———=dt = —.
1 € 0 0 2 2

Destacar que para ambas integrales hemos empleado el cambio de variable ¢t = log(x).
Por tanto, tenemos que ¢, = 0 si n es par y ¢, = 4/(nm) en el caso de que n sea impar.
En resumen, hemos visto que la funciéon g = 1 se puede escribir como combinacion de las
funciones propias f, de la siguiente manera

o0

1= ; 48111((?;2__117;%@)) para todo = € (1,e).

En la Figura (a) se puede ver la comparacion entre la funcion g = 1 y la serie conside-
rando los 10 primeros términos. Asimismo, en la Figura[3.2b) hemos tomado 30 términos
del sumatorio. Observamos que cuantos mas términos de la serie tomemos més precisa
serd la igualdad.

3.2. Problema Peridédico de Sturm-Liouville

En esta seccion, trataremos la ecuacion de Sturm-Liouville sujeta a otras condiciones,
conocidas con el nombre de peridédicas. Ademas, veremos las principales semejanzas y
diferencias entre imponer estas y las condiciones en los extremos . Comenzamos
dando la definicion del problema periédico de Sturm-Liouville.
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Figura 3.2: Graficas con las comparaciones de la funcion constante igual a 1 y la serie ob-
tenida con las funciones propias f,,(z) = sin(nmlog(z)) con diferente niimero de términos.
(a) 10 términos (b) 30 términos.

Definicién 3.9. Se dice problema periddico de Sturm-Liouville a la ecuacion (3.1) en la
cual P(a) = P(b), junto con las condiciones periddicas

y(a) =y(b), y'(a)=1y'(b). (3.13)

La primera diferencia entre las condiciones en los extremos (3.2)) y las periddicas (3.13)) es
que el Teorema [3.4{ no es cierto en el caso periédico. Para ilustrar este hecho consideramos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.10. Sea el problema periédico de Sturm-Liouville asociado a la ecuacion
y"(z) + Ay(z) = 0, con z € [—m,7|. Sujeto a las condiciones periédicas y(—n) = y(7
ey (=) = y/(n). Si A > 0, tenemos que la solucién general es y(x) = C cos(v/Az) +
Oy sin(v/Az). Imponiendo las condiciones periédicas, y teniendo en cuenta que sin(—xz) =
—sin(x) y cos(—x) = cos(z), se llega a que 2C; sin(v/Ar) = 0, 2¢/AC; sin(v/Ar) = 0. Ya
que C; y Cy no pueden ser ambas nulas, puesto que en caso contrario la solucién seria
trivial, obtenemos que sin(\/XW) = 0. En consecuencia los valores propios del problema
son
Ay =n* n=123.

Por otro lado, es facil ver que si A < 0 las soluciones de la ecuacién no satisfacen las
condiciones periddicas. Finalmente, en el caso A = 0 se obtienen las soluciones constantes.
Esto quiere decir que Ao = 0 es valor propio. Por cada valor propio A,, n > 1, vemos
que existen dos funciones propias, asociadas a este, linealmente independientes que son
fn = cos(nz) y g, = sin(nx). Por tanto, vemos que no se cumple el resultado del Teorema

para este problema.

Vimos que las funciones propias de un problema regular de Sturm-Liouville eran orto-
gonales respecto a la funcién peso (Teorema . En el caso del problema periédico de
Sturm-Liouville, también se puede demostrar que las funciones propias son ortogonales
(para mas detalle consultar el capitulo 7 de [9]).

El siguiente teorema es el andlogo al Teorema [3.5] en el caso del problema periédico de
Sturm-Liouville. La demostracién de este teorema se puede encontrar en [5].

Teorema 3.11. Los valores propios, \,, del problema periodico de Sturm-Liouville for-
man una sucesion tal que

)\0<)\1§)\2<)\3§>\4<...
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Ademas, existe una unica funcion propia linealmente independiente, fo, asociada a Ng. St
Aoni1 < Aonio para m > 0, entonces existe una unica funcion propia fon,.1 linealmente
independiente correspondiente a \opiq Y otra unica fonio asociada a Agyio. Sin embargo,
St Aopt1 = Aopio, entonces existen dos funciones propias linealmente independientes aso-
ciadas al mismo valor propio Aoni1. En cuanto al nimero de ceros, se tiene que fo no
posee ninguno en el [a,b] y foni1, fonto tienen exactamente 2n+2 ceros en [a,b) para todo
n € N.

3.3. Problema Singular de Sturm-Liouville

A lo largo de toda la memoria hemos trabajado con [a,b] cerrado y acotado y P > 0 en
dicho intervalo. En cambio, en esta secciéon abordaremos el caso en el que esto no ocurra.
En particular, trataremos el problema singular de Sturm-Liouville. Los contenidos de esta
seccién se basan principalmente en [9].

La ecuacién de Sturm-Liouville (3.1) se dice que es singular cuando el intervalo [a,b] no
estd acotado o cuando P se anula en dicho intervalo. También se dice singular si alguno de
los coeficientes tiende a infinito cuando x se acerca a un extremo del intervalo considerado.

Una ecuacién singular de Sturm-Liouville junto con unas condiciones apropiadas en los
extremos se conoce como problema singular de Sturm-Liouville. En este caso las restric-
ciones que imponemos no son combinaciones lineales de los valores de la funcién y/o de
su derivada en los extremos como en el caso regular. Usualmente se requiere que las
soluciones de la ecuacién estén acotadas en los extremos del intervalo (para mas detalle
acerca del motivo de estas condiciones se puede consultar el capitulo 7 de [9]).

Antes de considerar un ejemplo de problema singular de Sturm-Liouville, vamos a introdu-
cir los denominados polinomios de Legendre. Para mayor informacién se puede consultar
libros como [I], [6] o el capitulo 4 de [9].

Definicién 3.12. (Ecuacion de Legendre de orden n)
Se llama ecuacion de Legendre de orden n a

(1 —2*)y"(z) — 22y (z) + n(n + 1)y(x) =0, (3.14)
donde n es un numero real.

La ecuacion se puede resolver mediante el método de potencias. Ademas, si n €
NU {0}, se puede demostrar que una solucién linealmente independiente es un polinomio
de grado n. Se define el polinomio de Legendre de grado n, P,, como el tinico polinomio
que es solucion de la ecuacion y que satisface P, (1) = 1; dicha restriccién solo tiene
sentido en el caso de que P, no se anule en el punto x = 1. Este hecho ocurre para todos
los polinomios de Legendre. La ecuacion se puede reescribir facilmente en su forma
autoadjunta obteniendo

(1 —2Hy/(2)) +n(n+ y(x) = 0. (3.15)

Observamos ahora que podemos escribir la ecuacién de Legendre como un problema sin-
gular de Sturm-Liouville.
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Ejemplo 3.13. Consideramos la ecuacion singular de Sturm-Liouville
(1 =2y (z)) + \y(z) =0, z€[-1,1], (3.16)

con las condiciones de que y e 3y sean acotadas cuando x tiende a +1. Vemos que se
trata del caso singular puesto que la funcién P(z) = 1 — 22 se anula en los extremos
del intervalo. Por lo visto anteriormente, tenemos que los valores propios de la ecuacion
son A, = n(n + 1) y las funciones propias asociadas son f, = P,, donde P,
representa el polinomio de Legendre de grado n. Senalamos que los polinomios son las
unicas soluciones que estan acotadas cuando z tiende a los extremos puesto que las otras
soluciones linealmente independientes poseen términos logaritmicos que tienden a infinito
cuando x se aproxima a 1 o -1.

En la Tabla podemos ver los 6 primeros polinomios de Legendre.

N
e}
—_

2 3 4 )
P, 1|xz]| (322=1)/2 | (ba?® —3x)/2 | (352" — 302% + 3)/8 | (632° — 702> + 15x)/8

Tabla 3.1: Primeros polinomios de Legendre.

En el caso regular vimos que las funciones propias son ortogonales respecto a la fun-
cién peso (Teorema [3.3)). Para el caso singular, existe un resultado andlogo. Es decir, las
funciones propias obtenidas de un problema singular de Sturm-Liouville son ortogonales
respecto a la funcion peso. En este caso debemos imponer ademas la condicion de que
las funciones sean de cuadrado integrable. Aplicando este teorema a los polinomios de
Legendre obtenemos que

/_l P,(z)Pn(x) =0, n#m.

1

En particular, como Py = 1, tenemos que

1
/ P,(z)=0, n=1,23..

1

Es facil ver que cada funcion propia P, posee exactamente n ceros puesto que se trata de
un polinomio de grado n. En este caso, no podemos aplicar el Teorema puesto que no
se trata de un problema regular de Sturm-Liouville. Sin embargo, se puede demostrar que
los polinomios de Legendre poseen todas sus raices en el intervalo (—1,1). En la Figura
se puede ver la grafica de los primeros 6 polinomios de Legendre. En ella se puede
apreciar el hecho de que el polinomio de Legendre de grado n posee sus n ceros en el
intervalo (—1,1).

Otra propiedad importante de los polinomios de Legendre es que forman una base ortogo-
nal en el espacio de funciones L%(—1,1). Esto quiere decir que toda funcién f € L%(—1,1)
se puede escribir como combinacién de los polinomios de Legendre. Este resultado siem-
pre se tiene en los problemas regulares de Sturm-Liouville (Teorema . Ademas, los
coeficientes c¢,, vienen dados por la misma expresion que en dicho Teorema. Para ilustrar
este hecho vamos a considerar la funcién f(z) = sin(x).
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Figura 3.3: Grafica con los primeros polinomios de Legendre.

Ejemplo 3.14. Consideramos la funcién f(z) = sin(z) € C*—1,1] C L%(—1,1). La
funcién f se puede escribir en la siguiente forma

— icnpn(x) vz € [—1,1],

n=0

donde P, representa el polinomio de Legendre de grado n. Los términos ¢, vienen dados
por la siguiente expresion

/ sin(z) P, (z)dx
Cp = s Vn e NU{0}.

/_1 P,(z)*dx

Sabemos que el polinomio P, es una funcién par cuando n lo es. En consecuencia, debido
a que la funcién seno es una funciéon impar y el intervalo de integracién es simétrico, se
tiene que el numerador se anula cuando n es par. Es decir, o =0 Vk € NU{0}. Por
otra parte, se puede demostrar que

1
2
2 —
/_an(x) d$_2n+1 Vn € NU{0}.

Reuniendo estas consideraciones, llegamos a que los términos ¢, vienen dados por

dn—1 [1
Con1 = n2 / sin(x) Py,—1(x)dx Vn € N.
-1

Calculando los primeros términos obtenemos los siguientes resultados:
c1 = 3(sin(1) — cos(1))
c3 = 7(14cos(1) — 9sin(1))
cs = 11(540sin(1) — 841 cos(1))
c7 = 15(118187 cos(1) — 75887 sin(1)).

49



En consecuencia, llegamos a
sin(z) ~ c1 Py (z) + esPs(z) + c5 Ps(z) + 7 Pr(z) Va € [—1,1].

En la Figura (a) podemos ver la comparacion entre las graficas de la funcién seno y su
desarrollo en polinomios de Legendre con los 8 primeros términos, en el intervalo [—4, 4].
En ella, se puede apreciar cémo en el intervalo [—1, 1] ambas funciones son indistinguibles.
Por tanto, podemos afirmar que el desarrollo en serie con polinomios de Legendre de la
funcién seno es muy precisa con tan solo considerar unos pocos términos.

Por otro lado, en la Figura [3.4b) se muestra la grafica de la diferencia entre la funcién

seno y su desarrollo en polinomios de Legendre en el intervalo [—1,1]. En ella, podemos
ver que la diferencia entre ambas funciones es del orden de 1078.

%108

0.5 1

a AN/

05 -1

4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 7-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 02 04 06 08 1

(a) (b)

Figura 3.4: Gréficas relativas al desarrollo de la funcién sin(x) en polinomios de Legendre.
(a) Comparacién entre la funcién sin(z) y los 8 primeros términos de su desarrollo en
serie de polinomios de Legendre. (b) Grafica de la diferencia entre la funcién sin(z) y los
8 primeros términos de su desarrollo en serie de polinomios de Legendre.
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