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Resumen

El Teorema de Minkowski establece que una forma cuadratica sobre (Q representa a 0 si
y solo si la forma cuadratica representa a 0 sobre R y @, para todo p primo, es decir, afirma
que el Principio Local-global se cumple para la representacion de 0 en las formas cuadraticas
racionales. El objetivo de este trabajo es proporcionar una demostracion del mismo. Para
ello, introducimos el cuerpo de los p-adicos asi como las propiedades mas relevantes que po-
seen como el Lema de Hensel y también proporcionamos una serie de resultados de las formas
cuadraticas sobre Q,, que incluye el estudio del simbolo de Hilbert y sus propiedades para
poder definir el invariante de Hasse, invariante de las formas cuadraticas sobre los p-adicos.
Como consecuencia de este teorema, se establecen las condiciones necesarias y suficientes
para que dos formas cuadraticas sobre Q sean equivalentes.

Palabras clave: forma cuadratica, simbolo de Hilbert, invariante de Hasse, p-adicos,
Teorema de Minkowski.

Abstract

Minkowski’s Theorem states that a quadratic form over Q represents 0 if and only if
the quadratic form represents 0 over R and Q, for every prime p, i.e., it states that the
Local-global Principle holds for the representation of 0 in rational quadratic forms. The goal
of this work is to provide a proof of it. For this porpose, we present the field of the p-adic as
well as the most relevant properties they have, like the Hensel’s Lemma, and we also provide
a series of results of the quadratic forms over Q,, which includes the study of the Hilbert
symbol and its properties for to be able to work with the Hasse invariant, invariant of the
quadratic forms on the p-adic. As a consequence of this theorem, the necessary and sufficient
conditions are established for two quadratic forms on Q to be equivalent.

Key words: quadratic form, Hilbert symbol, Hasse invariant, p-adics, Minkowski’s Theo-
rem
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la clasificacién de las formas cuadraticas es un problema clasico en las ma-
tematicas y tan relevante que su estudio sobre un espacio vectorial real o complejo se incluye
habitualmente en el plan de estudios del Grado en Matematicas.

El matematico Hermann Minkowski trabajé en las formas cuadraticas y en 1883, la Aca-
demia de Ciencias Francesa le otorgd el premio de matematicas Grand Prixz des Sciences
Mathématiques por demostrar que una forma cuadratica sobre QQ representa a 0 si y solo
si lo hace en QQ, para todo primo p y en R. En 1900, Hilbert propone “resolver ecuaciones
cuadraticas con coeficientes en cualquier cuerpo de nimeros algebraico” en el Congreso In-
ternacional de Matemaéticos, ver [5]; convirtiéndose en el undécimo problema de los veintitrés
propuestos en dicho congreso. En la década de 1920 Helmut Hasse resolvio el problema ge-
neralizando el Teorema de Minkowski a cuerpos numéricos, extensiones de grado finito de
los niimeros racionales. De hecho, Hasse descubre que el trabajo de Minkowski sobre for-
mas cuadraticas racionales podia simplificarse si se expresaban los resultados empleando los
nimeros p-adicos. Mas concretamente, su demostracién del Teorema se basa en el Principio
Local-global o también Principio de Hasse [2], que consiste en estudiar las soluciones de ecua-
ciones racionales sobre sus diferentes completaciones, los reales y los cuerpos p-adicos, Q,,
llamados cuerpos locales. No obstante, y pesar de que para el caso de las formas cuadraticas
se cumple el Principio Local-global como veremos en el trabajo, en [2] podemos encontrar
situaciones donde no se verifica.

El principal objetivo de este trabajo es introducir las herramientas necesarias, entre otras:
el cuerpo de los p-adicos, Q,, asi como los invariantes de las formas cuadraticas sobre Q, y
algunas de las caracterizaciones que poseen, para poder realizar la demostracion del Teorema
de Minkowski. Asimismo, una vez obtenido este resultado, podremos determinar la equiva-
lencia o, en su defecto, la no equivalencia de formas cuadraticas con coeficientes racionales
a partir del estudio de las formas cuadraticas sobre cada cuerpo local.

La principal referencia de este trabajo ha sido el libro A Course in Arithmetic [9] es-
crito por el matematico francés Jean-Pierre Serre. En general, se siguen las demostraciones
proporcionadas por el autor, aunque se han completado los detalles y se han anadido expli-
caciones para facilitar su comprension.



La memoria consta de cuatro capitulos, concluyendo con la demostracién del Teorema
de Minkowski. En el Capitulo 2 se realiza la construccion del cuerpo de los p-adicos. Se ha
optado por definir los nimeros p-adicos como el cuerpo de fracciones de los enteros p-adicos,
que por su parte se construyen completando el anillo de los enteros mediante la filtraciéon
p-adica. En este capitulo, se prueban las propiedades topoldogicas més relevantes de estos
nimeros, se muestra coémo obtener soluciones aproximadas de una ecuacion polinomial em-
pleando el Lema de Hensel y se estudian el grupo multiplicativo y el subgrupo de cuadrados.

En el Capitulo 3 se recuerdan las nociones fundamentales de la teoria de formas cuadrati-
cas. En particular, destacamos el Teorema de diagonalizacién, el Teorema de existencia de
bases contiguas y el Teorema de Witt que son fundamentales en el estudio de la equivalencia
de formas cuadraticas. En este sentido, sabemos que dos formas cuadraticas equivalentes
representan los mismos elementos y, aunque el reciproco no es cierto, conocer los elemen-
tos representados por una forma cuadratica es fundamental para su clasificacién. Por este
motivo, el capitulo concluye con una serie de resultados que determinan cuando una forma
cuadratica representa un elemento de un cuerpo.

En el Capitulo 4 nos centramos en el estudio de las formas cuadréticas sobre Q,. A modo
ilustrativo y por su relevancia en las aplicaciones, comenzaremos estableciendo la clasifica-
cién de las formas cuadraticas sobre cuerpos finitos. En la siguiente seccién introduciremos
el simbolo de Hilbert y describiremos algunas de sus propiedades, que nos permitiran probar
que el invariante de Hasse estd bien definido. Veremos que mediante el rango, el discrimi-
nante y el invariante de Hasse se pueden caracterizar los elementos representables por una
forma cuadrédtica en Q,. Gracias a estos resultados, concluimos el capitulo obteniendo la
clasificacién de formas cuadraticas en Q,.

En el dltimo capitulo, trataremos las formas cuadraticas sobre los racionales. Comenza-
mos repasando los resultados para el caso real. Junto con la informacion del capitulo previo,
estamos en condiciones de poder abordar la demostracion del Teorema de Minkowski que
constituye el ntcleo del capitulo. La memoria concluye con una serie de resultados que se
deducen de forma mas o menos directa del teorema y con algunos ejemplos ilustrativos.

Finalmente, senalamos que intentando que el trabajo sea lo mas completo posible y
tratando de agilizar su lectura, se han incluido los resultados auxiliares de Algebra, Teoria
de Numeros y Topologia en el Apéndice A. La mayoria de los resultados del mismo se
enuncian sin demostraciéon salvo aquellos que por su relevancia o su singularidad se ha creido
conveniente detallar.



Capitulo 2
Numeros p-adicos

La construccion del cuerpo de los niimeros p-adicos que presentamos en este capitulo se
basa en construir dicho cuerpo como el cuerpo de fracciones del anillo de los enteros p-adicos
siguiendo las ideas descritas en [9, Capitulo IT]. Una vez introducido el cuerpo de los p-adicos,
estudiaremos también algunas de sus propiedades asi como su grupo multiplicativo o sus
cuadrados.

Notacion 2.1. A lo largo de todo el trabajo vamos a suponer que p es un niumero natural
primo. Denotamos por A, = Z/p"Z el anillo de los enteros médulo p™ con n € N>;.

2.1. Enteros p-adicos
Para cada n € Nxg, consideremos el siguiente homomorfismo de anillos

¢n: An — An—l

a +—— amodp!

que es sobreyectivo y cuyo ntcleo es p" 1 A,,. De este modo, se comprueba de forma directa
que la sucesion (¢,),>2 de homomorfismos ¢,, : A, — A,,_1, es decir, dada por

L Ny S LN W NS N N

forma un sistema proyectivo de anillos en el sentido de la Definicién A.2.

Definicién 2.2. Se define al anillo de los enteros p-ddicos como el limite proyectivo del
sistema (An, On)n>1 Y se denota por

Ly = l'&n(An,qbn).

Por construccién, un elemento de Z, es una sucesién = (1, %2, ..., %n,...) € [[,51 4n
Y ¢n(r,) = 2,1 si n > 2. La suma y la multiplicacién en este anillo se definen coordenada
a coordenada. Como ¢,, es un homomorfismo de anillos se tiene que los enteros p-adicos, Z,,
son un subanillo del anillo producto [] -, A,. Ademés, si dotamos a A,, con la topologia
discreta, por ser finito, A,, es compacto y dotando a Hn21 A, de la topologia producto, por el
Teorema de Tychonoff (Teorema A.17), es compacto. Asi, el anillo Z, hereda esta topologia
y es un espacio compacto, debido a que es cerrado como vamos a probar a continuacion.



2.1. ENTEROS p-ADICOS 4

Lema 2.3. FEl conjunto de los enteros p-ddicos, Z,, es cerrado.

Demostracion. Para ello, veamos que el complementario de Z, es abierto. Observamos que
los elementos = (z1,%2,...) € [[,>; An tal que ¢ Z, son aquellos que cumplen que
existe n > 2 tal que ¢,(r,) # 2,_;. Para cada n € N>, consideramos la proyeccién dada
por 7, : [] i>1 45 — A, que es una aplicacion continua porque en 11 i>1A4;j se considera
la topologia producto. Para cada a € A, el conjunto {a} es abierto de A, y el conjunto
An_1\ {én(a)} es abierto de A,_; porque en ambos casos se estd considerando la topologia
discreta. Por lo tanto, si definimos

Up = ;" ({a}) () mla(Aua \ {en(@)})

es abierto por ser interseccion de dos abiertos. Para cada n € Nsg, consideramos la union
Upn = U,e 4, Ua que es abierto por ser union de abiertos y su unién U = Un22 U, es abierto
por ser unién de abiertos. Finalmente, observamos que

U={x¢e HAj . existe n € Nxy tal que m,_1(x) # ¢n(mu(x))} = HAj \ Z,.
Jj=1 Jj=1

Por tanto, Z, es cerrado. O

En el estudio de los enteros p-adicos, resulta ttil considerar las aplicaciones de multiplicar
por p y la proyeccion sobre la coordenada n dadas por

p: Ly — Ly En /s — A,
(T1,T9, ... Ty ..) —> (PT1,PT2y ..., PTpy ... ) (T1,%9, .. Ty o) —> Ty

Observacion 2.4. Ademds, si abusamos de la notacion y consideramos el homomorfismo

de anillos
p: A, — A,

a +— pa
observamos que Im(p) = pA, y que Ker(p) = p" ' A,, por lo tanto, Ker(p) = Ker(,).

El siguiente lema nos muestra que dentro de A,, tenemos un subgrupo isomorfo a A,,_,
para todo m > n.

Lema 2.5. Para todos m,n € N>y con m > n se tiene que

¢m,n . Am—n — an/me
a mod p"~ " —— p"-a mod p™

es un isomorfismo de grupos, con Ay = {0}.
Demostracion. Basta considerar la composicion de los homomorfismos de grupos

f+Z — pZ, g: PZ, — p"Z/p"Z
r +— p'x a +— a-+p"Z.

Se tiene que g o f es sobreyectivo porque f y g lo son.
Ademés, Ker(go f) = {z € Z : p"x = 0 mod p™} = p™ "Z. Por el Primer Teorema de
Isomorfia v, , es un isomorfismo de grupos. O
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o o, -, pn S ., .
Proposicién 2.6. La sucesion 0 — Z, — Z, — A, — 0 es una sucesion evacta de anillos
donde la aplicacion p"™ es la composicion de la aplicacion p consigo misma n veces.

Demostracion. Para ver que la sucesion es exacta, debemos comprobar que p™ es inyectiva,
en €s sobreyectiva y que Im(p") = Ker(e,).

En primer lugar, como la composicion de aplicaciones inyectivas es inyectiva, basta probar
que p es inyectiva. Tomamos x = (z,),>1 € Z, tal que p(x) = 0 y veamos que = = 0.
Como p(z) = 0, tenemos que pzx, = 0 en A, para todo n € N5, y teniendo en cuenta la
Observacion 2.4, x,, € p" A, = Ker(¢,). Por lo tanto, como para cada n € Nx, se tiene
que ¢n(z,) = xp_1 y T, € Ker(¢n), entonces x,_; = 0 para todo n € N>o. En conclusidn,
se tiene que x = 0.

En segundo lugar, tenemos que la proyeccién g,, es sobreyectiva puesto que dado z,, € A,
y tomamos x = (;);>1 tal que

Tn, sit > n,
Xy = ..
¢i+1(xi+1)7 S11 < n,

se tiene que x € Zy, y €,(x) = Ty,

Finalmente, veamos que Im(p") = p"Z, = Ker(e,) por doble contenido. Comenzaremos
probando la primera igualdad. Si z € Im(p™), lo podemos escribir de la forma z = p™y con
y € Zy, luego Im(p™) C p"Z,. Tomamos = € p"Z,, es decir, x = p™y con y € Z,. Por tanto,
tenemos que x = p"(y), p"Z, 2 Im(p").

Para concluir, probemos la segunda igualdad por doble contenido. De forma directa,
se tiene que p"Z, C Ker(e,) porque e,(p"z) = p"z, = 0 mod p".En sentido contrario,
tomamos & = (Z,)m>1 € Ker(e,), luego x, = 0 mod p" para todo m > n. Por lo tanto,
Ty € P"Z/p"7Z y por el isomorfismo del Lema 2.5 existe un tnico y,,—, € A,,_, tal que
Y (Ymn) = Tm. Observamos que

qu—n(ym—n) = (%711_1@ O G © ¢m,n)(ym—n) = (@er_nl—lm © gbm)(xm) = 7—_,11_17n(xm—1) = Ym-n—1-

En resumen, ¢,,,(ym) = Ym—1 ¥y, por ello, los y; definen un elemento y = (y;)i>1 de Z, que
ademads verifica x = p™y. Por consiguiente, se tiene que x € p"Z,.
En conclusion, la sucesion es exacta. [

Ademas, si aplicamos el Primer Teorema de Isomorfia a la funcién ¢, : Z, — A,, tene-
mos que

Z,/Ker(e,) ~ Im(e,), es decir, Z,/(p"Z,) ~ A, = Z/p"Z.

Proposicién 2.7. Un elemento de Z, es unidad si y solo si no es divisible por p. Ademds,
st denotamos por UP el grupo de las unidades de Z,, todo elemento no nulo de Z, se puede
escribir de forma unica como p™u, con u € UP,n € N.

Demostracion. Primero, demostraremos la primera parte de la proposicién en A,,, es decir,
vamos a probar que x € A, es unidad si y solo si no es divisible por p.

Sabemos que U(A,) = {z € A, : m.c.d(xz,p”) = 1}. Como los tnicos divisores de p" son
de la forma p* con 0 < k < n, se tiene que m.c.d(z,p”) = 1 si y solo si p 1 z, luego

UA,) ={x€A,:ptx}.
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A continuacién, veamos por doble implicacién que el enunciado se cumple en Z,. Si
r = (Zp)n>1 € Z, es invertible, como la multiplicacién en Z, es coordenada a coordenada,
su imagen x, en A, es invertible, luego p 1 x,, y por consiguiente, x no es miltiplo de p.
Reciprocamente, si z no es multiplo de p, existe un n € N>; tal que la imagen z, de z
en A, es invertible. Por tanto, existe un elemento y, € A, tal que x,y, = 1. Como ¢, es
homomorfismo de anillos, ¢, (z,yn) = Tn_10n(y,) = 1. Por lo tanto, ¢, (y,) es el inverso de
Tn1Y &n(Yn) = Yn_1. Con ello, x; es invertible para todo ¢ < n. Por lo tanto, x; es invertible
en A, y se tiene que x1y; = 1. En consecuencia, para x,, € A,, con m € N>y, tenemos que
Tmy1 = x1y1 = 1 mod p. Esto es, x,,y1 = 1 — pz,, con z,, € Z. Consideramos la igualdad

(Tt (LFp2m+p* 22+ - A+p™ 20 = (1=pzy ) (L 4+pzm+p* 22+ 4p™ 2™ = 1—p™ 2y,

y tomamos médulo p™, de esta forma tenemos que
2.2 m—1_m—1 — m
xm(y(1+pzm+pzn+---+p z )>zlmodp ,

luego x,,, es invertible en A,, para todo m € N>y y x es unidad en Z,,.

A continuacién, probamos la segunda parte. Tomamos x € Z, no nulo, consideramos
n € N, luego p™ |  pero p"*!  z, esto es que existe un u € Zy, tal que x = p"u y como p no
divide a u, v es unidad. La unicidad se deduce por cémo se escoge n. O

El dltimo apartado de la proposicién anterior motiva a introducir la nociéon de valoracion
p-adica.
Definiciéon 2.8. Sea x un elemento no nulo de Z, tal que x = p"u con u € UP yn € N. Se

llama valoracion p-ddica de x al nimero natural n y se denota por v,(z). Por convenio,
escribimos v,(0) = oco.

Observacién 2.9. Ademds, se comprueba que para cualesquiera x,y € Z, la valoracion
p-ddica verifica
vp(xy) = vp() + v,(y), vp(x +y) > min(vy(x), v,(y)).

Lema 2.10. La aplicacion definida para todos x,y € Z, por dy(x,y) = p~ ) es una
distancia.

Demostracion. Veamos que dp(x,y) = p~ (=Y es una distancia, es decir, que para todos
x,y € Z, se satisfacen las siguientes propiedades:

1. dy(z,y) > 0. Como v,(z —y) > 0y p > 0, se tiene que p~*»@=¥) > 0.

1. d,(z,y) = 0 siy solo si x = y. Por definicién, d,(x,y) = 0 si y solo si v,(x —y) = oo,
es decir, si y solo si x —y = 0.

1. dy(x,y) = dy(y, ). Distinguimos dos casos:
Supongamos sin pérdida de generalidad que x = 0 e y = p"u conn € Ny u € UP.
Observamos que —y = p"(—u) y que —u € UP, entonces se tiene que
dp(x7 y) — pvp(fy) — pfn — pivp(y) — dp(y7 x)

En segundo lugar supongamos que x e y son no nulos. Escribimos z = p"u, y = p™v
con u,v € UP, n,m € N tales que n < m. Entonces, se tiene que

dp(ﬁ’ y) — p—vp(p"u—pmv) — p—vp(p”(u—pm’"v)) =p "= p—vp(p"(p’"*”v—U)) — dp(y, x)
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. dp(z,y) < d(z,z), + d(z,y),. Supongamos que z,y,z € Z, son no nulos tales que
r=p"u,y=p"v, z=p°wconn,m,s € Nyuwu,v,we UP, tenemos que

dp(ZE, y) = méX(]?_nap_m) S méx(p—n7p—s) + mé“x(p_svp_m) = dp<l', Z) + dp(z7y)
Por otro lado, si alguno es nulo, se tiene que
dp(O’ z)=p " <p+mix(p~,p ") = dp(07 z) + dp(Z’ z),

dp(x,y) =max(p",p™") <p " +p " =dp(0,2) + dy(0,y).

Andalogamente se razona si dos o los tres son nulos y concluimos que d, es una distancia
en Zy,.

]

Observacion 2.11. Los numeros enteros estan contenidos en los enteros p-ddicos a través
de la inclusion candnica
(/R S/
r +—— (z mod p,x mod p?,x mod p?,...)

en donde el conjunto tmagen son las sucesiones constantes de un lugar en adelante.

Observamos que hemos dotado a Z, con dos topologias, la dada por la distancia d, y la
topologia de subespacio heredada de [[ -, A,, resulta que ambas topologias coinciden.

Proposicién 2.12. La topologia de subespacio de Z, coincide con la topologia dada por la
distancia d,. El anillo de los enteros p-ddicos es un espacio métrico completo en donde Z es
denso.

Demostracion. En primer lugar, veamos que las bolas definidas por esta distancia cumplen
B(0,p™) ={z €Z,:dy(x,0) < p "} =p"Z,.

Para probarlo basta observar que d,(z,0) < p~™ siy solo si pUr(®) < p=" o, equivalentemente,
despejando vy(x) > n, es decir, x € p"Z,. Ademds, como v,(x) € N, se tiene que las
bolas verifican B(0,p™) = B(0,p~"Y). Como las bolas forman un sistema fundamental
de entornos de 0, basta probar que coinciden con los entornos de la topologia de subespacio
dada por la topologia producto.

Observamos que:

dep:ZpﬂHCn con C, ={0}sin<dyC,=A4,sin>d.
n=1

Como [[}2, C, es un entorno de 0 en la topologia producto, p?Z, es un entorno de 0 en
la topologia de subespacio de Z,. Reciprocamente, tomamos W un entorno de 0 para lo
topologia producto. Por ello, existe un abierto U tal que 0 € U C W. Por definicion de la
topologia de subespacio, tenemos que U = U’ N Z, donde U’ es un abierto de la topologia
producto. Por la construccion de la topologfa producto, podemos suponer que U’ = [[,,cn Bn
donde B,, # A, para un numero finito de valores de n. Consideramos d el ltimo natural
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para el cual By # Ag. Como p?A, = {0} C B, sin < dy plA, C A, si n > d, tenemos
que p? T[>, A, CU', luego p?Z, C U. Por tanto, los sistemas fundamentales de entornos de
ambas topologias coinciden en 0 y, como son invariantes por traslacion, coinciden en todo
punto de Zj,.

Por otro lado, como Z, es un espacio métrico compacto, entonces es completo, ver Teo-
rema A.21.

Por dltimo, veamos que Z es denso en Z,. Para ello, veamos que dado z € Z, existe un
y € Z tal que para todo € > 0 se tiene que dy(z,y) < €. Para ello, recordamos lo visto en la

Observacién 2.11 sobre la inclusién de Z en Z,,, tomamos & = (21, T2, ..., Tn, Tnt1,---) € Ly y
dado € > 0 tomamos n € N»; y consideramos y = x,, € Z, es decir, y = (X1, T2, ..., Tp, Tpy ... )
visto como elemento de Z,. Con ello, z —y = (0,0,...,0,Zy41 — Tp, Tpi2 — Tn, ... ). De esta
forma, se tiene que v,(z — y) > n, es decir, d,(z,y) < p™" < e. Por tanto, Z es denso en
Z,. O

Observacién 2.13. . Algunos autores definen la distancia p-ddica como d(x,y) = e»@=Y)
como aparece en [9]. La ventaja que presenta la definicion que hemos escogido es que verifica
[Ley lzlo =1 donde |x|, = dy(x,0) y V es el conjunto de todos los nimeros primos y {oo},
como veremos en la Seccion 4.2.

2.2. Ntumeros p-adicos

Una vez construidos los enteros p-adicos y presentadas algunas de sus caracteristicas,
podemos introducir el concepto de los niimeros p-adicos.

Para ello, observamos que el anillo de los enteros p-adicos Z, es un dominio de integridad
dado que si ab = 0, entonces v,(ab) = v,(0) = co. Como v,(ab) = v,(a)v,(b), tenemos que
vp(a)v,y(b) = 00, lo que ocurre si y solo si v,(a) = 00 0 v,(b) = oo, es decir, sia=0o0b=0.

Definicién 2.14. El cuerpo de los nimeros p-ddicos, Q, se define como el cuerpo de
fracciones de los enteros p-ddicos.

Lema 2.15. Los elementos no nulos de Q,, que denotamos por Qj, se pueden escribir de
forma unica como p"u con u € UP yn € Z.

Demostracion. Tomamos x € Qj, luego por ser Q, el cuerpo de fracciones de los enteros
p-adicos, existen d, s € Z,, no nulos, tales que = d/s y, por la Proposicién 2.7, se cumple
que

T = g — pnlul — pnl—n2u
5 p"ug ’
donde u = u; - uy* € UP por ser producto de dos unidades. O

En resumen, tenemos que Q, = Z,[p~!]. De nuevo, el valor n se denomina valoracién
p-adica de los nimeros p-adicos, que abusando de la notacion denotaremos también por vy,
y se tiene entonces que v,(z) > 0 siy solo si x € Z,.

Proposicién 2.16. El cuerpo Q, con la topologia definida por d,(z,y) = p~@¥) es local-
mente compacto y contiene a Z, como subanillo abierto. Ademds, Q es denso en Q,,.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que Q,, es localmente compacto. Para ello, tomamos
a € Q, y veamos que B(a,p~") es compacta. Por la Proposiciéon A.20, sabemos que toda bola
cerrada es completa. Veamos que B(a,p™") es totalmente acotada. Dado € > 0, tomamos
m > n con p~ ™Y < ¢y tenemos que

pm—nil pm—nil
Bla,p) C U Bla+ ip", p—™) = U B(a + ip", p~ ™),
i=0 =0

donde para probar la primera inclusiéon es necesario usar que Z es denso en Z,. Por tanto,
B(a,p™") es totalmente acotada y por la Proposicién A.25, es secuencialmente compacta.
Finalmente, por el Teorema A.23, se tiene que B(a,p~") es compacta.

Como Z, es subanillo de Q, basta ver que es abierto. Para ello, tomamos = € Z,, como
x + p"Z, C Z, concluimos que es abierto.

Por tltimo, veamos que Q es denso en QQ,. Tomamos x € Q, y veamos que para todo
e > 0 se tiene que d,(z,y) < €. Dado = € Q,, por el Lema 2.15, podemos escribir = = p"u
con u € U? y n € Z. Como por la Proposicién 2.12, Z es denso en Z,, existe un a € 7Z tal
que dp(u,a) < ep™. Por lo tanto, se cumple que

dp(z, p"a) = [p"[plu —al, =p™"|u—al, <e.
Como p"a € Q, concluimos que Q es denso en Q,,. O

Observacion 2.17. Los numeros p-adicos también se pueden construir como la completacion
de Q con la distancia p-ddica definida en la Proposicion 2.16, ver [3, Seccion 3.2.].

Observacion 2.18. La distancia d, satisface la desigualdad ultramétrica, es decir, para
todos x,y, z € Q, se verifica

dp(2,y) < méx (dy(7, 2), dp(2,9)).

Con esta propiedad, se tiene que toda serie converge si y solo si su término general tiende
hacia 0.

2.3. Lema de Hensel

A continuacion, nos centraremos en estudiar el comportamiento de las raices de los po-
linomios con coeficientes p-adicos. Vamos a denotar por f € Z,[Xy,...,X,,] al polinomio
con coeficientes en Z, y siendo n € N>, llamamos f, al polinomio con coeficientes en A,
obtenido al tomar la clase de f médulo p”.

Proposicién 2.19. Sea (f%);c; una familia de polinomios de Z,[ X1, ..., X]. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los polinomios f* tienen una raiz comin en (Z,)™.

11. Para todo n > 1, los polinomios (f"), tienen una raiz comin en (A,)™.



2.3. LEMA DE HENSEL 10

Demostracion. Vamos a probarlo por doble implicacién y para ambas, vamos a llamar D al
conjunto de rafces comunes de los f* en (Z,)™ y D, al conjunto de raices comunes de los
(f9)n en (A,)™ para cada n € N.

Si D es no vacio, tomando clases médulo p”, D,, es no vacio. Reciprocamente, suponemos
que para cada n > 1 D,, es no vacio. Como (A4,)™ es finito, D,, es finito. Por otro lado, como
ser rafz médulo p™ implica serlo médulo p™~ !, se tiene que la sucesién (D,,)nen., forma un
sistema proyectivo. Resulta que D = @ D, luego por el Lema A.4, como cada D, es finito
y no vacio, D es no vacio. O

Para estudiar como se relacionan las raices comunes de una familia de polinomios en Z,
y Q,, vamos a introducir la nocién de elemento primitivo.

Definicién 2.20. Sea x = (x1,...,2,) un elemento de (Z,)™ se dice que es primitivo si
para algin i € {1,...,m}, el elemento x; es una unidad. De forma andloga, se dice que un
elemento y = (y1, Y2, - - -, Ym) € (An)™ es primitivo si alguno de los y; es una unidad.

Recordando lo visto en la Proposicion 2.7, tenemos entonces que un elemento dado por
= (T1,...,Ty) es primitivo en (Z,)™ si alguno de los z; no es divisible por p.

Proposicién 2.21. Sean (f*);c; una familia de polinomios homogéneos de Zy[ X1, ..., X,n].
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Los polinomios f* tienen una raiz comin no trivial en (Q,)™.

11. Los polinomios f* tienen una raiz comin primitiva en (Z,)™

11. Para todo n > 1, los polinomios (f*), tienen una raiz primitiva comin en (A,)™.

Demostracion. Veamos que I implica 11. Tomamos x € (Q,)™ una raiz no trivial comun de los
fiy h=min(vy(x1),...,v,(z)). Consideramos y = p~"z y supongamos que h = v,(zy,), lue-
go tenemos que yx = p"xp = uconu € UP y v,(y;) > 0 para todo j € {1,...,m} entonces y
es primitivo en (Z,)™. Veamos que y sigue siendo raiz de los f*. Como los polinomios son
homogéneos, tenemos que fi(y) = fi(p~"x) = p~"deU") fi(z) = 0, luego y es raiz comin.

Veamos 1I implica 1. Si ¢ = (xy,...,2,) € (Z,)™ es una raiz comun primitiva, entonces
zy, € UP, luego z, # 0, x € (Q,)™ y es no trivial.

Para probar la equivalencia entre 11 y III notemos que es el enunciado de la proposicion
anterior anadiendo que la raiz es primitiva, luego basta probar que = € (Z,)™ es primitivo
si y solo si o™ € (A,)™ lo es para todo n € N3y donde a” es x médulo p". Por la Pro-

posicién 2.7, tenemos que x = (x1,...,Zny) € (Z,)™ no es primitivo si y solo si para todo
i € {1,...,m},p | z; . Por tanto, como o™ = (af,...,a") y x; = (a},a?,...), z no es
primitivo si y solo si para todo i € {1,...,m} p | a?, es decir, si y solo si @" no es primitivo

en A,. O

Nuestro siguiente objetivo es establecer los resultados que nos indican bajo qué condicio-
nes podemos obtener una solucién de una ecuacién polinomial médulo p"*! a partir de una
solucién médulo p™, lo que nos permitird pasar de una solucién médulo p a una soluciéon en

Z

D
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Lema 2.22. Sean f € Z,[X| y f" su derivada, x € Z,, n,k € Z tales que
0 <2k <mn, f(z) =0 mod p", vp(f(x)) = k.
Entonces, existe y € Z, verificando:

f(y) =0 mod p™*t,  v,(f'(y)) =k e y=ax modp"F.

Demostracion. Tomamos y = z + p" %2 con 2z € Z, que elegiremos adecuadamente mas
adelante. Aplicando la férmula de Taylor evaluada en y y centrada en x, tenemos que

[g) = F(@) + @) = ) + aly)ly — 2 = f(2) + @) E ) + oo+ 572) (" 2)?
= () + S @) ") + apt R,

con aj(z + p"*2)2? = a € Z,. Nétese que no hay inconveniente en aplicar la férmula de
Taylor dado que la caracteristica de Z, es 0. Por hipdtesis tenemos que f(x) = 0 mod p”,
v,(f'(x)) =k, esto es, f(z) = p"by f'(x) = pFccon b € Z, y ¢ € UP, asi que podemos tomar
z como la solucion de b+ zc¢ = 0 mod p. Por tanto, se tiene que:

+f
+ f

f) = fl@) + f (@) (" 2) + ap®™ 2 = p"b+ pFep™ "z + ap®
:pnb+pnCZ + ap2n—2k’ an(b—l- CZ) + apQ"_%.

Como b + z¢ = 0 mod p, se cumple que p*(b + cz) = 0 mod p"* y como 2n — 2k > n,
tenemos que
f(y) = p"(b+ c2) + ap® * = 0 mod p"*'.

Por cémo hemos escogido y, y = x mod p"~* y aplicando f’ tenemos que f'(y) = f'(x) mod p"~*,
de esta forma, usando la hipétesis de f/(x) = p*e, ¢ € UP, tenemos

f'(y) = p"c mod p™*.
Como n — k > k porque por hipétesis 2k < ny ¢ € UP, se concluye que v,(f'(y)) =k. O

Gracias al lema anterior podemos demostrar el siguiente resultado que nos muestra como
obtener una raiz en Z, a partir de una raiz médulo p.

Teorema 2.23. Sean f € Z,[X1,..., Xn],x = (z1,...,2m) € (Zy)",n,k € Z y j un entero
tal que 0 < 7 < m. Si se tiene que 0 < 2k < n, que

f(x) =0 mod p" Y que vp(aa—)’;j(x)) = k.

Entonces, existe una raiz y € (Z,)™ de f tal que y = x mod p"~*.

Demostracion. Dividiremos la demostracién en dos casos:
En primer lugar, supongamos que tenemos m = 1. Aplicamos el Lema 2.22 a x := (0.
Asi, tenemos que existe un x(Y) € Z,, que verifica

)= 0mod g u(F D) =k vy 2 =2 mod

Empleando de nuevo el lema para = := (), como m+1—k > k tenemos que existe z(?) € 7,
tal que

f@®)=0mod p"*2, v, (f @@=k v 22U =2® mod prtF
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repitiendo este proceso obtenemos una sucesion (z(® 20 . 2@ @) ) que verifica
que
f(29) = 0mod p"te, 2D = 2@ mod prtik,

La sucesién obtenida es de Cauchy y como Z, es completo, podemos asegurar que existe su
limite y € Z, y tenemos que f(y) = 0y, ademds, y = x mod p"~*, luego ya lo hemos probado
para m = 1.

En segundo lugar, si m > 1 lo reduciremos al caso anterior. Tomamos f € Z,[X7, ..., X,,]
y x = (1,...,%,) en las condiciones del enunciado y consideramos f € Z,X;] el polinomio
obtenido de sustituir X; por x; si ¢ # j. Estamos en las condiciones del caso anterior, luego
existe §; € Z, tal que g; = z; mod p" "y f@]) = 0. Tomamos y = (y1,...,Ym) de forma
que y; = y; obtenido e y; = x; si ¢ # j, luego y satisface las condiciones. O]

Concluimos esta seccién enunciando algunas consecuencias del teorema anterior. Para
ello, primero introducimos la nocién de raiz simple.

Definicién 2.24. Sea g € k[X, ..., X,] con k cuerpo. Decimos que x es una raiz simple
de g si g(x) =0y g tiene al menos una derivada parcial distinta de cero, esto es 88—)?7_(33) £ 0.

El primer corolario es un resultado fundamental cuando se trabaja en la aritmética mo-
dular y se corresponde con el andlogo al método de Newton en los p-ddicos. Aunque no
entremos en detalle, no es complicado demostrar que la raiz que encontramos en Z, es tnica,
es decir, cerca de una raiz aproximada existe una unica raiz del polinomio. Cabe destacar que
existen versiones mas generales de este lema, para mas informacién nos referimos al articulo
expositorio de K. Conrad [1].

Corolario 2.25 (Lema de Hensel). Sea f un polinomio en Z,[Xy,...,X,] y  una raiz
simple de f mddulo p. Entonces existe y € Z, tal que f(y) =0 mod p" y v =y mod p.

Demostracion. Tomamos z la raiz simple del teorema, esto es, f(z) = 0 mod p y como es

simple, para algin j, 88—)@(3:) % 0 mod p, por tanto, vp(aa—)g(;v)) = 0. Asi, estamos en las
condiciones del Teorema 2.23 paran =1y k = 0y, en conclusién, existe una raiz y € Z, de
f tal que y = x mod p. n

Cuando apliquemos el Lema de Hensel diremos que y € Z, es el levantado de z o que x
se levanta a y en Z,. Para finalizar, el segundo corolario nos muestra la aplicacién de estos
resultados al estudio de las formas cuadraticas sobre el que profundizaremos en los siguientes
capitulos.

Corolario 2.26. Sean f(X) =", Z;‘:l a;; X; X, con a;; = aj; coeficientes enZy y a € Zy.
Denotamos por A = (ai;)1<ij<n @ la matriz simétrica asociada a f.

o Sip+#2ydet(A) es invertible, entonces toda solucion primitiva de f(x) = a mod p se
puede levantar a una solucion en Z,.

e Sip=2yx esuna solucion primitiva de f(x) = a mod 8, entonces x se puede levantar
a una solucion en Zo asumiendo que no todas las derivadas parciales % se anulan
J

modulo 4.
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Demostracion. Probemos el primer apartado. Supongamos que x es una solucion primitiva de
f(x) = amod p. Por el Corolario 2.25, basta ver que x es una raiz simple, es decir, que existe

. . . . Of
alguna derivada parcial que no se anula. Tenemos que, fijado 1, ax; = 2 > ;@i Xy veamos
que es distinto de cero. Tomamos = = (21, ...,x,), razonamos por reduccién al absurdo y

supongamos que para todo ¢ € {1,...,n} se tiene que ZZj a;;x; = 2(Ax); = 0 mod p, es
decir, 2Az" = 0 mod p. Como det(A) es invertible, A es invertible y concluimos que x = 0
mod p lo que es absurdo porque = es primitiva.

Veamos la demostracion para p = 2. Basta aplicar el Teorema 2.23 paran =3y k=1. [J

Obsérvese que en el caso p = 2 si det(A) es invertible, entonces razonando como en el
caso p # 2 se prueba que no todas las derivadas parciales se anulan mddulo 4.

2.4. El grupo multiplicativo en Q,

El objetivo de esta seccién es describir la estructura del grupo multiplicativo en Q,.
Maés concretamente, queremos obtener una descripcion similar a la que conocemos del grupo
multiplicativo en los nimeros reales, recordemos que (R*,-) es isomorfo al grupo producto
7./27 x R. Recordamos que denotamos UP el grupo de las unidades de los enteros p-adicos.
Para todo n > 1, definimos U,, := 1 4 p"Z, y consideramos el homomorfismo de grupos

fo:UP = A7

que se obtiene como la restriccién a UP de la proyeccién candnica ¢,, de la Proposicion 2.6.
Recordemos ademds, que como vimos en la Seccién 2.1, la aplicacion e, es sobreyectiva vy,
por tanto, I'm(e,) = A,; por otro lado, se tiene que Ker(e,) = p"Z,.

Proposicién 2.27. Sea la aplicacion f, = e,|ue : UP — A%, se cumple que Ker(f,) = U,.
Demostracion. Por definicién, se cumple que

Ker(f,) ={xeUP: f(x) =1} =UNn{r € Z, : ,(z) = 1}
=U0PN(1+p"Z,) = (Z,\pZ,) N (1 +p"Z,) =1+ p"Z, = U,.

La pentltima igualdad se tiene porque U,, C UP, puesto que dado x € U,,, podemos expresarlo
como x = 1 4 p™y y no es multiplo de p, luego = € UP. O

Observaciéon 2.28. Para cada n € N se tiene que U, es un subgrupo de UP por ser el
niucleo de la aplicacion f,, de hecho, es un subgrupo abierto dado que U, = B(l,p_(”_l)).
Ademds, forman una sucesion decreciente porque todo elemento x € U, 1 lo podemos expresar
como x =1+ p"ty cony € Z, y tomando z = py € Z,, tenemos que x =1+ p"z € U,,.

Corolario 2.29. El grupo cociente UP /U, es isomorfo a Fy = A}, donde Ty es el grupo
multiplicativo de F, que recordamos ciclico de orden p — 1.

Demostracion. Consideramos la aplicaciéon para n = 1, f; : U? — Aj. Por la Proposi-
ci6én 2.27, Ker(f;) = Uy y como f; es sobreyectiva aplicando el Primer Teorema de Isomorfia
tenemos que UP/Ker(f1) ~ Im(f1), luego UP /U, ~ A} = T3,

O
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Observaciéon 2.30. Los U,, forman una sucesion decreciente de subgrupos abiertos de UP y
verifican que UP = @A; = @Up/Un, por las Proposiciones 2.7 y 2.27.

Proposicién 2.31. El grupo cociente U, /U, +1 es isomorfo a Ay. Ademds, el orden de Uy /U,
n—1
es pt.

Demostracion. Consideramos la siguiente aplicacion

n: (Una') — (Zpa+)
14+ptx — =z

y el homomorfismo € : Z, — A; de la Proposicién 2.6. La aplicacién ¢ = ¢; o7 es un
homomorfismo de grupos puesto que dados 1+ p™x,1 + p"y € U,, tenemos que

e((14+p"2)(1+p"y)) = e(1+p" (z+y)+p*"zy) = e1(x+y+p"zy) = v4y = (1+p"z)+o(1+p"y).

Veamos que ¢ es sobreyectiva y que Ker(y) = U,y+1. Como 1y &1 son sobreyectivas, ¢ lo es
por su composicion. Por otro lado, tenemos que

Ker(p) ={r € U, :e1(n(x)) =0} ={z € U, : n(x) = py,y € Zy}
={rxelU,:x=14+p"py,y € Z,} = Upy1.

Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y tenemos que U,/Ker(yp) ~ Im(p), es decir,
Un/Upi1 ~ Ay

Por tltimo, veamos que el orden de Uy /U, es p"~1. Por lo que acabamos de probar, para
n = 2 se cumple que #(U;/Us) ~ Ay, luego #(U,/Us) = p. Utilizando el Tercer Teorema de
[somorfia, tenemos que

Ul/Un—l ~ (Ul/Un)/(Unfl/Un)
Supongamos que la hipdtesis de induccién se cumple para un cierto n—1 que # (U, /U,,) = p" 2
y veamos que se cumple también para U;/U,. Por hipétesis de induccién tenemos que

#(Ul/Un—l) = pn_2 luego, #(Ul/Un) = #(Ul/Un—l)#(Un—l/Un) = pn_2p = pn—l_ O

Proposicion 2.32. Sea U?P el grupo de unidades de los enteros p-ddicos. Entonces se tiene
que UP =V x Uy donde V = {x € UP : 2P~1 = 1} es el tinico subgrupo de UP isomorfo a 7.

Demostracion. Consideramos la siguiente sucesién de homomorfismos entre grupos abelia-
nos:
{1} — Uy/U, — U/U, — F, — {1}.

Notemos que, por el Tercer Teorema de Isomorfia y por el Corolario 2.29, U?/U, ~ F;,
tenemos que (U?/U,,)/(U1/U,) ~ UP /U, ~TF; y, por tanto, la sucesién es exacta. Ademas el
orden de Uy /U, es p"~! mientras que el de [F; es p — 1, luego son coprimos. Asi, aplicando
el Lema A.6, tenemos que V,, := {x € UP/U,, : 2P~1 = 1} es el tnico subgrupo de U?/U,
isomorfo a F;. Por la Observacion 2.30, se tiene que UP = lim U” /U, y como cada morfismo
lleva V,, a V,,_1, podemos considerar el limite proyectivo V' := lim V,,. Tenemos entonces que
V ={x € UP: 2Pt =1} y es el tinico subgrupo isomorfo a [F} porque V,, es unico para cada
n € N.
Finalmente, aplicando el Lema A.6 a la sucesién exacta:

{1} — U — U — F, — {1},

se tiene que U? = U; x V dado que V' es el unico subgrupo de U isomorfo a Fy. O
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Observacion 2.33. El grupo V' se denomina grupo de los representantes multiplica-
tivos de los elementos de T, y el cuerpo Q, contiene a las raices (p — 1)-ésimas de la
unidad.

Lema 2.34. Sea x € U, \U,+1 conn>1sip#2yconn>2 sip=2. Entonces se cumple
que 2P € Upi1 \ Upio.

Demostracion. Como x € U, \ Uy, .1, se puede expresar como x = 1 + kp™ con k no multiplo
de p, es decir, x ¢ U, ;. Desarrollando el binomio de Newton, tenemos que:

p
=) (P) 17 (kp™) = 1+ kp™ 4 R
: 0
=0
El exponente de p de los términos que no aparecen escritos es mayor o igual que 2n + 1 que
es mayor que n + 2. Por tanto, son congruentes con 0 médulo p™*2. Para el ltimo término,
tenemos que mp > m + 2 por nuestras hipétesis, luego p™ = 0 mod p"*2. De esta forma,
concluimos que z? = 1 + kp" ™! mod p"*2, es decir, que 2P € U, 11 \ Upo. O

Proposicién 2.35. Si p # 2, Uy es isomorfo a Z,. Sip = 2, Uy es isomorfo a Z/2Z x U,
donde Uy es isomorfo a Zs.

Demostracion. Vamos a dividir la demostracion en dos casos, sip =2y si p # 2.

Primero, supongamos que p # 2 y sea o € U, \ Us. Por el Lema 2.34, tenemos que
o € U1 \ Uipo y llamamos «,, a la imagen de a en U, /U,. Por lo anterior, tenemos que
A= Up-1\U,, asi, o eU, 1 ya? ' €U,y, por tanto, (04n)pn_2 #*1y (an)pn_1 =1len
U1/U,. Como #(U,/U,) = p" 'y O(a,,) = p"~ ! tenemos que o, es un generador. Empleamos
este elemento para definir un isomorfismo 6,,, : 4,1 — Uy /U, dado por 6, ,(z) = aF y
comprobamos de forma directa que el siguiente diagrama es conmutativo:

0n+1,a
An — Ul/Un+1
1 \
971704

Ay — U /U,

Recordando la Definicién 2.2 de enteros p-ddicos y como UP = lim U?/U,, deducimos que
Up = lim U, /U, y comprobamos que la familia (6,,,)>; define un isomorfismo 6 : Z, — U;.

En segundo lugar, supongamos que p = 2. Por un lado, como U, /U, tiene orden 2" !
tenemos que #(U; /Us) = 2, es decir, Uy /Uy =~ Z/27. Por tanto, tenemos que Uy ~ Z /27 X Us,.
Veamos que U, es isomorfo a Zy. Tomamos a € Us \ Uz y de la misma forma que antes,
obtenemos isomorfismos 6,,, : Z/ 227 — U, /U,. Asi, de forma andloga al apartado
anterior conseguimos un isomorfismo entre Us y Zs y, en conclusion,

U1 ZZ/QZX U2 ZZ/2ZXZQ

Concluimos con el resultado fundamental de la seccién.

Teorema 2.36. El grupo Q; es isomorfo a:
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o ZXZL)(p—1)Z X Zyp, sipF#2.
o 7 X 71)27 X Lo, sip=2.

Demostracion. Sabemos que todo x € @Q no nulo puede escribirse de forma tnica como
r = p"u con u € UP,n € Z. Luego, Q) ~ Z x UP. Usando la Proposicién 2.32, UP ~ V' x U,
donde V' es isomorfo al grupo ciclico de orden p—1, es decir, Z/(p—1)Z. Vamos a diferenciar
sip#£2o0p=2:

Si p # 2, usando la Proposicién 2.35 tenemos que U; ~ Z,,. Con todo, tenemos que:

Q 2ZxU =ZxV XU ~ZXZL[/(p—1)L XLy

Si p = 2, usando la Proposicién 2.35 tenemos que U; ~ {41} X Z,. En conclusion,
tenemos que
Qi ZxUP~ZxV xU ~7x 7|27 x L.

2.5. Cuadrados en Q,

Para estudiar y clasificar las formas cuadraticas es esencial conocer la estructura del
conjunto de elementos del cuerpo que son cuadrados. En esta seccion estudiaremos las pro-
piedades de los cuadrados en Qj vy, para ello, emplearemos el simbolo de Legendre cuya
definicion se recuerda en el Apéndice A. Debemos realizar por separado el estudio de los

casos p =2y p# 2.

Teorema 2.37. Seanp # 2 yx =p"u € Q) conn € Z yu € UP. Se tiene que x es cuadrado
en Q, si y solo sin es par y la imagen de u en Fy ~UP/U; es cuadrado.

Demostracion. Tomamos z € Q5 tal que x = p"u. Por la Proposiciéon 2.32, tenemos que
UP =V x Uy, luego podemos escribir u = (v,u1) con v € V,u; € Uy. Como Qy ~Z xV x Uy,
tenemos que x es cuadrado si y solo si n es par y u es cuadrado, es decir, si v y u; son
cuadrados. Veamos que todos los elementos de U; son cuadrados. Por la Proposicién 2.35,
sabemos que existe un isomorfismo ¢ : (Uy,-) — (Z,, +). Como 2 es invertible en Z, puesto
que estamos suponiendo que p # 2, tenemos que todo elemento = de Z, se puede expresar
como z = 2m con m € Z,. Por tanto, dado y € U; se tiene que p(y) = 2m = 2¢(z) = ¢(2?)
para algin z € Z,, es decir, y = 2%. De esta manera, bastarfa ver que v es cuadrado y como
V ~UP/U; ~ [}, « es cuadrado si y solo si n es par y v es cuadrado en F}. [

Observacion 2.38. La condicion de que la imagen de u en I} sea cuadrado es equivalente

a decir que (%) =1, en términos del simbolo de Legendre.

Corolario 2.39. El grupo Q;/Q;Q es isomorfo a )27 x ZJ27 y {1, p,v,vp} es un sistema
completo de representantes de QJ’;/Q]’;Z donde v € F} es un elemento fijo tal que (%) = —1.
Demostracion. Tomamos z = p"w € Q) conn € Z y w € UP y vamos a distinguir cuatro
casos para calcular z@f teniendo en cuenta el Teorema 2.37.

Primero, supongamos que n es par y <%) = 1, entonces (p"w) -1 € Q;Q. Por tanto,
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se tiene que ZQ;;2 = @;2. Segundo, supongamos que n es impar y (%) = 1, entonces

(p"w) - p~' = p"'w € Q?. Por tanto, se cumple que 2Q}* = pQ;?. Tercero, supongamos
que n es par y (%) = —1, entonces (p"w) - v~ € Q;Q con (;’—)) = —1. Por tanto, se
tiene que z(@;;2 = UQ;Q. Por 1ltimo, supongamos que n es impar y <%> = —1, entonces

—1,—1 _ pn—1,, —1 2 _ - 2 _ 2
(p"w)-plo Tt =p"lwut € Q" con (%) = —1. Por tanto, se tiene que zQ,* = vpQ,°.
De esta forma, {1,p,v,vp} es un sistema completo de representantes. Ademds, como se

cumple que p*,v*, (vp)* € Q?, deducimos que Q5/Q}? ~ Z/27 x 7 /2. O

Teorema 2.40. Sea v = p"u € Q4 conn € Z yu € U2 Se tiene que x es cuadrado si y solo
sin esparyu=1 mod 8.

Demostracion. Tomamos x = p"u € Q5 con las condiciones del teorema y, razonando como
en la demostracién del Teorema 2.37, tenemos que x es cuadrado si y solo si n es par y u € U?
es cuadrado. Como U? = {£1} x Uy, u = vw es cuadrado en U? si y solo v es cuadrado
en {+1} y w es cuadrado en U,, es decir, si y solo si v = 1 y w es cuadrado en Us,. Por
tanto, u es cuadrado en U? si y solo si u = w es cuadrado en U, . Empleando el isomorfismo
0 : (Zy,+) — (Ua,-) dado en la prueba de la Proposicién 2.35, como estamos en (Zo, +)
un elemento x es cuadrado si y solo si lo podemos expresar como 2z, luego tenemos que un
elemento de Zy es cuadrado si y solo si su imagen por el isomorfismo estd en Us = 1+ 27,
Por tanto, u es cuadrado en U, si y solo si v = 1 mod 23. O

Corolario 2.41. EIl grupo Q4/Q3? es isomorfo a Z.)27 x 7.)27 X /27 y {£1, £5, £2, +£10}
es un sistema completo de representantes.

Demostracién. Tomamos a = 2"u € Q4 conn € Z y w € U? y vamos a distinguir casos para
ver cudndo a € Q3? aplicando el Teorema 2.40.

Primero, supongamos que n es par y u = 1 mod 8, entonces (2"u) -1 € Q32. Por tanto, se
tiene que aQ3? = Q32. Segundo, supongamos que n es par y v = 3 mod 8, entonces 3u = 1
mod 8, i.e., 3u € Q}? como 3 = —5 mod 8, tenemos que aQ}? = —5Q%2. Tercero, supongamos
que n es par y u = 5 mod 8, entonces aQ3? = 5Q32. Por ultimo, supongamos que n es par y
u =7 mod 8, entonces aQ}? = (—1)Q3%.

Para los casos donde n es impar, los casos que salen son los mismos que los anteriores
multiplicando por 2. Por tanto, un sistema completo de representantes es {41, £2, +5, +£10}.

O]

Concluimos el capitulo empleando la representacion algebraica proporcionada por los
teoremas anteriores para obtener el siguiente resultado topolégico.

Teorema 2.42. Q;Q es un subgrupo abierto de Qj.

Demostracion. Para demostrarlo distinguimos si p =2 o p # 2.
Si p = 2y tomamos a € Q32, por el Teorema 2.40 a = 2"u con n par y u = 1 mod 8.
Veamos que B(a,2~"+3)) C Qi2. Tomamos = € B(a,2™ ") y tenemos que

|x—a]2 < ont3 < 2_n: ’CL‘Q
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Por la desigualdad ultramétrica, como |z — aly # |a|> tenemos que

. 1
2|2 = méx (|2 — al2, |al2) = |al, = o’
Por tanto, z = 2"v con v € U?. Con ello, se tiene que
1 1
v —uly = on 2|x —aly < 2”2n+3 = Jnr3-
Por ello, se tiene que v — u = 2™w con m > 3, es decir, u = v = 1 mod 8 y, por el

Teorema 2.40, x € Q32.

Si p # 2, tomamos a € Q}? y por el Teorema 2.37, a = p™u con n par y u = b*> mod p con
b € Z. Veamos que B(a,p~ ")) C Q2. Tomamos z € B(a, p~ ™)) y veamos que = € Q;2.
Como z € B(a,p~ V), tenemos que |r —al, < p~™*Y. Llamamos y = . —a = p"*'v, luego
r=1y+a=p"(pv+u). Con ello, se cumple que (pv + u) = b*> mod p y se comprueba que
pv + u € UP. En conclusién, por el Teorema 2.37, x € Q;Q. O



Capitulo 3

Formas cuadraticas

En este capitulo introduciremos las nociones fundamentales sobre formas cuadraticas
siguiendo [9, Capitulo ITI]. Aunque trabajaremos en un k-espacio vectorial de dimensién
finita y donde la caracteristica de k no es 2, estos resultados se pueden extender a
otros contextos y en particular se pueden generalizar para modulos.

3.1. Espacios cuadraticos

El objetivo de esta seccién es demostrar el Teorema de Witt para lo cual necesitamos
recordar los conceptos fundamentales de la teoria de formas bilineales.

Definicién 3.1. Sea V' un k-espacio vectorial. Se llama forma bilineal a una aplicacion
F:V xV — k que es lineal en cada variable, es decir, para todos x,y,z € V y para todo
a € k, se cumple que

o Flv,y+z2)=F(r,y) +Fr,2) y Fle+zy) =F(ry)+Fzy).
o Flax,y) = aF(x,y) Yy F(z,ay) = aF (z,y).

Ademds, si se cumple que F(z,y) = F(y,x) para todos x,y € V, se dice que I es una forma
bilineal simétrica.

Una forma alternativa de presentar las formas bilineales es mediante su forma cuadratica
asociada.

Definicién 3.2. Sea F' una forma bilineal simétrica, la aplicacion @Q :'V — k definida
como Q(x) := F(x,x) es la forma cuadrdtica asociada a F.

Como la caracteristica de k es distinta de 2, la forma cuadratica ) determina univoca-
mente la forma bilineal F'. En concreto, para todos x,y € V, por la bilinealidad de F', se

cumple que .
5Q+y) —Qz) = Q)] = F(z.y).

Por simplicidad, escribiremos z.qy := F(x,y) o, si no hay confusion, z.y = F(z,y).

Al par (V,Q) donde V' es un k- espacio vectorial de dimensién finita y @) es una forma
cuadratica lo denominaremos espacio cuadratico.

19
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Definicién 3.3. Sean (V,Q) y (V, Q) dos espacios cuadrdticos, se llama morfismo métri-

co a toda aplicacién f .V — V tal que para todos x,y € V, f(z).af(y) = z.qy.

Definicién 3.4. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico y B = (eq,...,e,) una base de V. La
matriz de () respecto de esta base es la matriz Mp(Q) = A = (a;j)1<ij<n donde a; ; = e;.€;.
Observamos que Mp(Q) es una matriz simétrica.

El primer invariante que introducimos para realizar nuestro estudio de las formas cuadrati-
cas es su discriminante.

Definicién 3.5. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico donde V' es un k-espacio vectorial y
A = Mg(Q) la matriz de @ en la base B. Si det(A) # 0, llamamos discriminante de Q)
a la clase del det(A) en el grupo cociente k* /k*?, es decir, escribimos

d(Q) = [det(A)] € k*/k*>.
En el caso de que det(A) =0, diremos que d(Q) = 0.

Recordamos que dadas dos bases B y B de un k-espacio vectorial de dimensién finita V,
la féormula de cambio de base para las matrices de una forma cuadratica () es

M3(Q) = (Mpp)' Mp(Q)Mpp,
donde Mjp representa la matriz de cambio de base de B a B. Por lo tanto, se tiene que
det(Mg(Q)) = (det(Mpp))*det(Mp(Q))

y como (det(Mpg))? € k*2, el discriminante estd bien definido y no depende de la eleccién
de la base.

Definicién 3.6. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico sobre k. Decimos que x,y € V son or-
togonales si x.y = 0. Al conjunto de elementos formado por los elementos ortogonales a
todos los elementos de un subconjunto H de V' no vacio, se le denomina ortogonal de H y
se denota por H°. Dados dos subespacios V, y V, de V', se dice que Vi es ortogonal a Vy si
Vi C V2. Obsérvese que si Vi C V3, entonces V,° D Vs, luego podemos hablar de subespacios
ortogonales entre si.

Lema 3.7. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico y H un subconjunto de V' no vacio. El orto-
gonal de H es un subespacio vectorial.

Demostracion. Para ver que H® es subespacio vectorial, vamos a aplicar el test de carac-
terizaciéon de subespacios. Tomamos hi,he € H® y A\, Xy € k. Como hy,hy € H°, tene-
mos que h;.y = 0 para todo y € H y hy.y = 0 para todo y € H. Por la bilinealidad
(Ahy + Aoho).y = Aihy.y + Aaho.y = 04+ 0 = 0. En conclusién, A\jhy + A\ohy € HO. O

Definicién 3.8. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico, al ortogonal de todo el espacio vectorial,
es decir, VO, se le llama radical y se denota por rad(V).

Gracias al radical, podemos introducir la nocién de rango de la forma cuadratica Q).
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Definicién 3.9. Sea (V,Q) un espacio cuadrdtico, se llama rango de @ a la codimension
del radical, es decir, se define el rango de @ como

rango(Q) = dim(V) — dim((rad(V))).

Una forma cuadrética se dice no degenerada si VY = {0} y, en la Observacién 3.22,
probaremos que es equivalente a que d(Q) # 0.

Toda forma bilineal define de manera habitual una aplicacién lineal de V' en V*, que
emplearemos para simplificar algunas demostraciones.

Definicién 3.10. Sea U un subespacio de V' y sea U* su dual. Definimos qy : V. — U*
como la aplicacion lineal dada para cada y € U por qu(x)(y) = x.Qy. La aplicacion qy se
denomina morfismo de polaridad asociado a () y restringido a U.

Se puede comprobar de forma directa que Mpp-(qy) = Mp(Q), més precisamente se
tiene la informacién del siguiente lema.

Lema 3.11. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico, U C 'V un subespacio y qu : V. — U* la
aplicacion antes definida. Entonces, se tiene que:

1. Ker(qy) = U".
11. La forma cuadratica () es no degenerada si y solo si qy : V. — V* es un isomorfismo.

Demostracion. Primero, vamos a probar la primera afirmacién por doble contenido.Tomamos
xr € Ker(qu), luego qu(x) = 0, es decir, para todo y € U z.y = qu(z)(y) = 0, por tanto,
xr € U° Reciprocamente, si tomamos x € U°, tenemos que z.y = 0 para todo y € U. Por
ello, se tiene que qy(z) = 0y, por consiguiente, x € Ker(qy).

Por ultimo, probemos la segunda afirmacién por doble implicaciéon. Supongamos que ()
es no degenerada, es decir, V? = {0}. Sabemos que Ker(qy) = V°, luego, Ker(qy) = {0}
y, por tanto, qy es inyectivo. Por otro lado, como dim (V) = dim(V*), se tiene que qy es
sobreyectivo. Con ello, gy es un isomorfismo. Reciprocamente, supongamos que la aplicaciéon
qv : 'V — V* es isomorfismo. En particular, gy es inyectivo y, por tanto, Ker(qy) = {0}.
Como Ker(qy) =V = {0}, luego Q es no degenerada. ]

Definicién 3.12. Sean (V, Q) un espacio cuadrdtico y Uy, Us, . .., U, subespacios de V. De-
cimos que V' es suma directa ortogonal de los U; si son ortogonales dos a dos y, ademds,
V' es suma directa de ellos. Se escribe entonces

V=U,80,® - @ Upn.

Observacion 3.13. Notemos que si tenemos x € V con x = Z:’;l x; con x; € U;, se tiene
que

Q(z) = Qi(x1) + Qa2(z2) + -+ + Qu(T1m)
donde Q; = Q|u, es la restriccion de Q a Us;.

Proposicién 3.14. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico y U un subespacio suplementario de
rad(V') en V. Entonces se verifica que V =U & rad(V).
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Demostracion. Como U es el subespacio suplementario de rad(V') por hipétesis de la pro-
posicion, tenemos que V = U @ rad(V). Ademads, tenemos que U y rad(V') son ortogonales
entre si porque rad(V) C UY, luego, se tiene que V = U & rad(V). O

Proposicién 3.15. Sean (V,Q) y (V, Q) dos espacios cuadrdticos no degenerados. Entonces,
se tiene que:

1. Todos los morfismos métricos de (V,Q) a (V, Q) son inyectivos.

11. Para todo subespacio U de V', se tiene

U® =U, dim(U)+ dim(U°) =dim(V), rad(U)=rad(U") =UNU".

Ademds, el espacio cuadrdtico U es no degenerado si y solo si U° es no degenerado y
en ese caso se tiene que V =U @ UV.

1. SiV es suma directa ortogonal de dos subespacios, es decir, V = Uy, & Uy con Uy, Us
subespacios de V', entonces Uy y Uy son no degenerados y ortogonales entre st.

Demostracién. Primero, probamos 1. Tomamos f : V — V un morfismo métrico. Supon-
gamos que f(x) = 0 y para ver que f es inyectiva, veamos que x = 0. Tomamos y € V
cualquiera, como f es morfismo métrico, tenemos que x.y = f(x).f(y) = 0, luego tenemos
que z € rad(V). Ademds por hipétesis, @ es no degenerada, es decir, V° = {0}, y por tanto,
xz=0.

Veamos que se cumple el apartado 11. Tomamos U subespacio de V', veamos que la apli-
cacion lineal gy : V. — U™ es sobreyectiva. Por el Lema 3.11, como () es no degenerada,
qv : V. — V* es isomorfismo, luego considerando ¢y como la composicién de ¢ con la
proyeccién candnica de V* a U* tenemos que gy es sobreyectivo. Por otro lado, como UV es
el nicleo de gy tenemos que la sucesion

0—U"—>V —>U"—0

es exacta. Utilizando la férmula de las dimensiones tenemos que
dim(V) = dim(Ker(qu)) + dim(Im(qp)) = dim(U°) + dim(U*) = dim(U°) + dim(U).

Empleando esta férmula para U°, tenemos que dim (V) = dim(U) + dim(U®) e igualando
con la anterior, se tiene que dim(U) = dim(U%). Como U C U, tenemos la igualdad, es
decir, U = U%. Veamos que rad(U) = U N U°. Como

rad(U) ={x € U : z.y = 0 para todo y € U},

tenemos que z € rad(U) si y solosi z € Uy x € UY es decir, z € U N U° Para ver
que rad(U°%) = U N U, vamos a utilizar la expresién que acabamos de probar, es decir,
rad(U%) = U°N U y como U = U tenemos que rad(U°) = U° N U. Por dltimo, veamos
que el espacio cuadratico U es no degenerado si y solo si el espacio cuadratico U° no lo
es. Sabemos que U es no degenerado si y solo si rad(U) = {0} y como rad(U) = rad(U°),
tenemos probado la doble implicacién. Ademas, en el caso en que lo sean, como

dim(V) = dim(U) + dim(U°) vy UNU° =rad(U) =0
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tenemos que V = U @ UY. Por definicién de U°, se tiene que U y U° son ortogonales entre
si, luego V =U & U°.

Por 1ltimo, probemos 111. Por definicién de suma directa ortogonal, los subespacios U; y
U, son ortogonales entre si, es decir, Uy C UY. Como la suma es directa,

dim(V') = dim(Uy) + dim(Us), luego dim(Usy) = dim (V') — dim(Uy)

y utilizando lo probado en 11, dim(Uy) = dim(U}). Con todo ello, Uy = UY. Tomamos
z € rad(Uy), luego es ortogonal a todos los elementos de U;. Por estar en U; es ortogonal a
todos los elementos de Uy, asi es ortogonal a todos los elementos de Uy & UY =V y como V
es no degenerada, z = 0. O]

Definicién 3.16. Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico. Un elemento x € V se llama isétropo
st Q(z) = 0. Un subespacio U de V' se dice isdtropo si todos sus elementos son isdtropos.

Como z.y = 1/2((x+vy).(x+y) —x.x —y.y), se tiene que U es isétropo si y solo si U C UY,
es decir, que la restriccion de Q a U es la forma cuadratica nula.
En los razonamientos inductivos haremos uso de un tipo particular de subespacio cuadratico.

Definicién 3.17. Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico con una base formada por dos elementos
1sotropos x e y tales que x.y # 0 se dice que es un plano hiperbadlico.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que x.y = 1, luego la matriz de la forma
cuadrética en la base B = (x,y) del plano hiperbdlico es

Ma(@ = (§ )

donde d(Q) = —1, luego @ es no degenerada.

Proposicién 3.18. Sean (V, Q) un espacio cuadrdtico no degenerado y x € V' un elemento
150tropo no nulo. Entonces existe un subespacio U de V' que es un plano hiperbdlico y que
contiene a x.

Demostracion. Como V es no degenerado, existe un z € V tal que x.z = 1. Consideramos
y =2z — (z.z)x y veamos que es isétropo. Como z.x =0 e z.x = 1, se cumple que

yy =2z — (2.2)2)* = 4(2.2) — 4(z.2)(2.2) + (2.2)*(v.7) = 4(2.2) — 4(z.2)(2.2) = 0.

Ademas,
vy =2.22—(2.2)r) =2(x.2) — (2.2)(z.x) = 2(x.2) =2 # 0.

Por tanto, el subespacio U = { A1z + A2y : A1, A2 € k} es un plano hiperbdlico. ]

Corolario 3.19. Sea (V, Q) un espacio cuadrdtico no degenerado que contiene un elemento
isdtropo no nulo. Entonces, se cumple que Q(V) = k.

Demostracion. Por la Proposicién 3.18, existe un subespacio U que es plano hiperbdlico.
Vamos a demostrar que Q(U) = k. Consideramos (z,y) una base de U con x e y isétropos y
tales que z.y = 1. Tomamos a € k y veamos que existe un v € U tal que v.v = a. Tomamos
v=u1x+ gy, luego

a a a a a a
(x + éy)(x + Ey) =x.x+ 5%y + 5%y + U= 2§x.y = ax.y = a.

Por tanto, Q(U) =k y, con ello, Q(V) = k. O
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Definicién 3.20. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico con dim(V) = n y (e1,...,e,) una
base. Se dice que es base ortogonal si todos sus elementos son ortogonales dos a dos.

Con ello, la matriz de () con respecto a una base ortogonal B es la matriz diagonal

aq 0 0

0 Ao ... 0
Mp(Q) = S I

0O 0 ... a,

donde si z = Y1 | x;e; entonces Q(z) = a2} + agxi + - + a,2?.

Teorema 3.21 (de diagonalizacién). Todo espacio cuadrdatico (V, Q) tiene una base ortogo-
nal.

Demostracion. Tomamos n = dim(V') y vamos a probar el resultado por induccién. Para
n = 1, tenemos que toda base es ortogonal. Supongamos dim (V) = n y que V es isétropo.
En este caso, tenemos que Q|y = 0, luego todas las bases de V' son ortogonales. Supongamos
que V tiene un elemento no isétropo, esto es, existe e; € V tal que e;.e; # 0. Llamamos
W = {e1}° y se tiene que dim(W) =n — 1. Como W es un hiperplano y e; ¢ W, tenemos
que V = (e;) @ W. Por hipétesis de induccién, W tiene una base ortogonal (es, ..., e,) ¥,
por tanto, (eq,...,e,) es la base ortogonal que queriamos. O

Observacién 3.22. Como consecuencia, podemos decir que un espacio cuadrdtico (V, Q)
es no degenerado si y solo si d(Q) # 0, puesto que escribiendo la matriz en forma diagonal
ser no degenerado implica que a; # 0 para todo i y como det(Mp(Q)) = [[;—, a; se tiene la
equivalencia.

Definicién 3.23. Dos bases ortogonales (eq,...,e,) y (€},...,€l,) de V son contiguas si

tienen un elemento comun, es decir, si existen v y j tales que e; = e;-.

El siguiente teorema nos dice que dadas dos bases ortogonales podemos encontrar una
sucesion finita de bases contiguas empezando en una de ellas y terminando en la otra.
Emplearemos este resultado para probar que el invariante de Hasse estd bien definido en
el Capitulo 4.

Teorema 3.24. Sean (V,Q) un espacio cuadrdtico de dimension mayor o igual que 3 y
e= (e, e,...,e,) y e = (€,é,...,e,) dos bases ortogonales de V. Entonces, existe una
sucesion finita de bases ortogonales de V. e® e ... €™ con e = e, ™ = e’y verifi-

cando también que para todo 0 < i < m, ¥ y e son contiguas.

Demostracion. Vamos a dividir la prueba en tres casos:

Supongamos que (e;.e;)(€}.€)) — (e1.€))* # 0, lo que implica que e; y €} no son propor-
cionales y que el plano P = {pue; + B¢ : p, 8 € k} es no degenerado porque el discriminante
es no nulo. Tenemos que existen vectores ortogonales €; y €] de e; y €], respectivamente.
Luego, se tiene que

P ={e1) & (e1) = (e1) @ {€1)-
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Como P es no degenerado, V = P & P°, consideramos (e5,...,€) base ortogonal de P°.

rn

Con ello, podemos relacionar a e y a €’ mediante la cadena de bases contiguas

e=(e1,e2,...,6,) = (e1,61,€5,...,en) = (e, e, e5,...,€el) = (e], e, ....e) =¢.

’r n r n rn

Supongamos que (e.€1)(eh.€5)—(e1.e5)? # 0. La demostracion de este apartado es andlogo
al anterior, intercambiando €} por 5.

Supongamos que (ej.e;)(€;.€;) — (e;.€})* = 0 para i = 1, 2. Primero, veamos que existe un
A € k tal que ey = €] + Aé}, es un elemento no isétropo que genera un plano no degenerado
con ey. Para que e, no sea isétropo, se tiene que dar ey.e, # 0. Utilizando la definicién de
ex vy que € es base ortogonal, tenemos que ey.ey = (€] + Aeh.€) + Aeh) = (e].€}) + A2(eh.eh).
Por tanto, se tiene que cumplir
—el.€}

N2 £
Ademas, para que genere un plano no degenerado con e; se tiene que verificar

(e1.e1)(ex.en) — (e1.ex)* # 0.

eh.el,

Desarrollamos la expresion,
(e1.€1)(ex-ex)—(e1.ex)® = (e1.e1)(e].€))+A(e1.e1)(ey.€h)—(e1.€))* =2\ (e1.€]) (e1.€5) —A*(e1.€5)

y por la ortogonalidad y la hipdtesis del apartado tenemos que se cumple si y solo si
—2X(ey.€))(e1.€45) # 0. Ademés, la hipdtesis implica (e;.€;)? # 0 para i = 1,2 luego bas-
ta que A # 0. De este modo, solo tenemos que comprobar que

A£0 y AN £

—e).€}
eh.ehy

Esto excluye, como mucho, 3 valores de k para elegir; por tanto, si #k > 4 podemos garanti-
zar la existencia de ey, no isétropo. Si k = F3, como (e;.€;) # 0 entonces (e;.€})? = 1, luego la
hipétesis se puede reescribir como (ey.e1)(€).€}) = 1sii = 1,2, luego (€}.€})/(e5.€5) = 1, basta
tomar A = 1 que cumple las condiciones requeridas. Tomamos dicho ey = €} + Ae}, no isétropo
y consideramos el plano no degenerado P = {ue; + ey : p, 8 € k}. Como ey no es isétropo,
existe e, tal que (ey, €4) es base ortogonal de P. Consideramos €” = (ey, €4, 5, ..., €.) base
ortogonal de V' que es contigua a e’. Por otro lado, como P es no degenerado y e; y ey
verifican el primer punto de la demostracion, tenemos que podemos relacionar e con €” y
como e” es contigua a e’; el teorema esta probado. O

Este teorema es valido para aquellos espacios cuadraticos con dimensién mayor que 3,
veamos en el siguiente ejemplo que para dimension 2 no se tiene por qué cumplir.

Ejemplo 3.25. Consideremos en R? el producto escalar estindar y las bases ortogonales
B. = ((1,0), (0, 1)) = (e1,62) y B = ((1, 1), (1, —1)). Supongamos, sin pérdida de generali-
dad, que el elemento ey es el elemento comun entre B. y otra base ortogonal By, es decir,
dada By = (v1,v3), se tiene que v1 = e;. Como By también es base ortogonal, necesariamente
se tiene que vo = ayes con o € R. Repitiendo este proceso un niumero finito de veces, se
tendria la siguiente cadena de bases contiguas

B, — By — -+ — B, = (Yne€1, apne2)

con Y,y € R, en donde nunca se va a poder una cadena entre las bases ortogonales iniciales
B.y B.
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Dados (V,Q) y (V,Q) dos espacios cuadrdticos no degenerados y U un subespacio vecto-
rial de V tal que s : U — V sea un morfismo métrico inyectivo, nuestro siguiente objetivo
es mostrar como se puede extender s a todo V.

Teorema 3.26 (de Witt). Sean (V,Q) y (V,Q) dos espacios cuadrdticos isomorfos y no de-
generados. Entonces, todo morfismo métrico inyectivo s : U — V' donde U es un subespacio
vectorial de V' se puede extender a un isomorfismo métrico de V en V.

Demostracion. Para esta prueba vamos a diferenciar dos casos, si U es degenerado y si U es
no degenerado. En ambos casos, como por hipétesis (V, Q) y (V, Q) son espacios cuadréticos
isomorfos vamos a suponer V =V y que Q = Q.

Supongamos que U es degenerado. Como U es degenerado, existe z € rad(U) no nulo.
Como z es isotropo y V no degenerado, por la Proposicion 3.18 tenemos que existe un
subespacio de V' que contiene a x y que es plano hiperbdlico. Luego existe y € V tal que
z.y =1ey.y = 0. Como y no es ortogonal a x, y ¢ U y el subespacio U; = (y) & U contiene
a U como hiperplano. Como s es un morfismo métrico, s(U) es degenerado luego existe § € V/
tal que 9.g = 0y s(z).g = 1. Definimos sobre U; la aplicacién

51(2) = {s(z), sizelU

y, siz=y

y tenemos que s1|y = s. Ademads, dim(U;) = dim(U) + 1y, por tanto, si U; es degenerado,
repetimos este proceso y, en caso de que no lo sea, pasamos al caso siguiente.

Supongamos que U es no degenerado y vamos a probar este caso por induccién en dim(U).
Supongamos que dim(U) = 1, luego U = (x) con z € V' y z no isétropo. Llamamos y := s(x)
y como s es morfismo métrico tenemos que y.y = x.x. Consideramos los elementos = + y y
x — 1y y veamos que alguno de los dos no es isétropo; si ambos lo fueran tendriamos que

0=Q(z+y)+Qx—y) =2xx)+2yy) =4(v.2)

y con ello, tendriamos que x es isétropo contradiciendo nuestra hipétesis. Sin pérdida de
generalidad, supongamos que z := x + y es el elemento no isétropo y llamamos H a su
ortogonal. Por tanto, V = (2) & H y como (z + y).(x —y) = 0, tenemos que (z — y) €
H. Definimos el automorfismo ¢ como la simetria respecto de H, es decir, o|g = Id|g y
o(w) = —w para todo w € (z). De esta forma, o(x —y) = —yyo(r+y) =—x—yy asi,
o(x) =—y,puestoque oc(x +y+z—y)=clx+y)+olzr—y)=—r—y+r—y=-2yy
con ello, el automorfismo —o extiende s a todo V.

Supongamos que para todo subespacio U con dim(U) = n — 1 para un cierto n > 2 se
cumple la existencia de un morfismo de extensién y veamos que se cumple para dim(U) = n.
Como U es no degenerada podemos descomponer U = U; & U, con Uy, U, # {0}. Por
hipétesis de induccién, tenemos que s; = s|y, se puede extender a un automorfismo oy de
V. Consideramos 3 := 07 os: U — V =V — V que es un morfismo métrico y tenemos
que =§|U1 = IdUl-

Por otro lado, tenemos que 5(U;) C U} dado que si z € §(Us) e y € Uy, existe a € Uy

tal que 5(a) = z, es decir, z.y = §(a).y = 5(a).5(y) = ay = , 0, en conclusién, z € UY.
U CUY

Consideramos sy = 8|y, : Uy — U} y, como sy es morfismo métrico inyectivo, por hipétesis
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de induccién existe oy : U? — UV que extiende a 5.
1 1
Definimos

{]d(w), siw e Uy

oy(w), siwe Uy

y veamos que o := 01 0 & es el automorfismo que buscamos, es decir, que o|y = s.

o(w)ly = {01(w)7 Sre- {:w;

oy 00y(w), siwely o

siw e Uy
siw € Uy

(w)7
{s(w), siwe Uy _ {s(w), siw e Uy
( )

o . . = s(w).
o100y os(w), siw € U s(w), siw € Uy

O

En la siguiente seccion, emplearemos el Teorema de Witt para probar el Teorema de
cancelacién (Teorema 3.39) que es esencial para obtener la clasificacion de formas cuadraticas.

Corolario 3.27. Dos subespacios isomorfos de un espacio cuadrdtico no degenerado tienen
ortogonales isomorfos.

Demostracion. Sean (V, Q) el espacio cuadratico y U; y U, los subespacios. Como son iso-
morfos, tomamos ¢ : Uy — Uj el isomorfismo y s : Uy — V' el morfismo métrico definido
como s(u) := ¢(u). Como por el Teorema de Witt existe un isomorfismo métrico o tal que
oly, = sy oly,(Ur) = s(Uy) = Uy basta probar o(U}) = US vy, por las propiedades de los
morfismos métricos biyectivos, tenemos que o(UY) = (a(U;))° = UY. O

3.2. Equivalencia de formas cuadraticas

En esta seccién vamos a aplicar los resultados de la seccién anterior al estudio de la reso-
lucién de equivalencia entre formas cuadraticas. En particular, emplearemos el Teorema de
Witt para probar el Teorema de cancelacién fundamental para los resultados de clasificacién.

En lo que sigue, trabajaremos con formas cuadraticas definidas sobre k™ que denotare-
mos por f(Xl,XQ, .. ,Xn) = Z?:l Clqu + 22i<j ainin y A = (&ij)lﬁi,jgn a la matriz
simétrica correspondiente.

Definicién 3.28. Dos formas cuadrdticas f y f se llaman equivalentes si sus espacios
cuadrdticos son isomorfos. En ese caso, se escribe f ~ f.

Ademas, si [y f son equivalentes, entonces existen bases By y B de k", tales que

MB1 (f) - MBz(f>‘ Luego, tenemos que MBz(f) - MB1 (f) - (MB1B2)tMBz<f)MB1B27 donde
Mg, B, es la matriz de cambio de base de B; a Bs.

Definicién 3.29. Sean f(X;i...,X,) vy 9(X1,...,X,,) dos formas cuadrdticas en n y m
variables y que forman (K™, f) y (K™, g) dos espacios cuadrdticos, respectivamente. Definimos
la suma ortogonal de f y g como la forma cuadrdtica

f+g(X1, Ce ,Xn,Xn+1, Ce >Xm) = f(Xl, Ce ,Xn) + g(Xn—i—l) . aXn—i-m)-

De forma andloga, se define f—g = f+(—g).
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Notaciéon 3.30. En general, se denotan por + y — salvo que sea necesario utilizar el punto.

Definicién 3.31. Sea f(X1, X3) una forma cuadrdtica en dos variables, se dice que es una
forma hiperbdlica si se cumple que

o~ XX
o, equivalentemente, que f ~ X7 — X2.

Observacion 3.32. Recordando la Definicion 3.17 de plano hiperbolico, tenemos que el
espacio (k?, f) es un plano hiperbdlico si y solo si f es una forma hiperbélica.

Definicién 3.33. Sea f(X1,...,X,) una forma cuadrdtica. Se dice que representa a un
elemento a € k si existe x € k™ no nulo tal que f(x) = a. Por definicion, se tiene que f
representa a 0 si y solo si el espacio cuadrdtico tiene un elemento isotropo no nulo.

Una vez establecidas estas nociones, veamos algunos de los resultados que caracterizan
cuando una forma cuadratica representa a un determinado elemento.

Proposicion 3.34. Sea f una forma cuadrdtica no degenerada y que representa al 0. Se
tiene que f ~ fo+ g donde fo es una forma hiperbolica. Ademds, f representa a todos los
elementos de k.

Demostracion. Consideramos el espacio cuadrético (K™, f) y recordando la Proposicién 3.18,
como existe un elemento isétropo no nulo por representar a 0, tenemos que existe un subes-
pacio U de k™ que es plano hiperbédlico. Como f es no degenerada, k" = U & U° as{ que
llamamos fy := flu y g := flyo y tenemos que f ~ fo + g con fy una forma hiperbdlica.
Ademas, por el Corolario 3.19, f representa a todo elemento de k. n

Corolario 3.35. Sea g = g(X1,..., X,_1) una forma cuadrdtica no degenerada y sea a € k*.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Se cumple que g representa a a.
1. Se tiene que g ~ h + aZ? donde h es una forma cuadrdtica en n — 2 variables.
1. La forma f = g — aY? representa a 0.

Demostracion. Probemos la equivalencia entre 1y 11 por doble implicacién. Supongamos que
g representa a a, esto es, existe x € k"1 \ {0} tal que g(x) = a. Consideramos H := {z}°,
tenemos que k" = H @ (x) porque g es no degenerada. En consecuencia, podemos escribir
g~ h+aZ?donde h :=g|lg y 9@ = aZ?. Reciprocamente, si se cumple 11, consideramos
0,...,0,1) # 0, como ¢(0,...,0,1) = h(0,...,0) + a = a, tenemos que g representa a 0.

Veamos que II implica I11. Por hipétesis, tenemos que f = g —aY? ~ h+aZ? — aY?, asf,
f(z1,29,...,2,) = f(0,...,0,1,1) =0 y como (0,...,0,1,1) # 0, entonces f representa a
0.

Por tltimo, veamos que 11T implica 1. Supongamos que f = g — aY? representa a 0, luego
existe (z1,xg,...,2Tn_1,y) # 0 tal que f(x1,29,...,2,_1,y) = 0. Distinguimos dos posibili-
dades o bien y =00y # 0. Siy = 0, tenemos que g(x1,...,Z,-1) = 0con (z1,...,2, 1) # 0,
luego g representa a 0. Como f es no degenerada, por la Proposiciéon 3.34, g representa a a.
Si y # 0, entonces g(x1/y,x2/y,...,Tn_1/y) = a 'y, por tanto, g representa a a. O
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Corolario 3.36. Sean g y h dos formas cuadrdticas no degeneradas y sea f = g — h.
Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Se cumple que f representa a 0.
1. Erziste a € k* tal que es representado por g y por h.
1. Eziste a € k* tal que las formas g — aZ* y h — aZ? representan a 0.

Demostracion. La equivalencia entre 11 y III se sigue de la misma equivalencia del Corola-
rio 3.35 para g y h, respectivamente.

Veamos la equivalencia de las dos primeras afirmaciones por doble implicacién. Supon-
gamos que f representa a 0. Escribiendo f en la forma f(X,Y) = ¢g(X) — h(Y), sabemos
que existe (x,y) # 0 tal que a = g(z) = h(y). Si a # 0, se cumple 11. Supongamos que a = 0.
Como (z,y) # 0 tenemos que o bien x # 0 o y # 0. Supongamos sin pérdida de generalidad
que = # 0. Asi, tenemos que g representa a 0. Por la Proposicion 3.34 como ¢ es no dege-
nerada por hipétesis, tenemos que g representa a todos los elementos de k. En particular,
también representard a todos los elementos de k* representados por h que, al menos tiene
uno por ser no degenerada.

Reciprocamente, supongamos que a € k* es representado por g y por h. Esto es, existe x;
tal que g(z1) = a y existe xy tal que h(zy) = a. Tomamos z = (z1,x2) y tenemos que
f(z) = g(x1) — h(x2) = a — a = 0. En conclusién, f representa a 0. O

Seguidamente, veamos el resultado anédlogo al Teorema 3.21 (de diagonalizacién), que nos
permite escribir una forma cuadratica como suma de cuadrados, siendo esta la forma mas
habitual de representarla.

Teorema 3.37. Sea f una forma cuadrdtica en n variables. Entonces, existen ay,...,a, € k
tales que
fra X+ +a, X2

Demostracion. Directa a partir del Teorema 3.21. O

En esta representacién, podemos identificar el rango de f facilmente, pues es el niimero
de términos a; no nulos. Por otro lado, recordamos que el discriminante, d(f), es o bien nulo
si det(f) = 0 o bien la clase de det(f) en k*/k*?. Con el mismo espiritu que en esta definicién,
a la hora de estudiar la representacién diagonal de una forma cuadratica podemos limitarnos
a considerar sus coeficientes en k*/k*2.

Lema 3.38. Sea [ = ay X+ a X3+ +a, X2 una forma cuadrdtica de rango n, entonces
es equivalente a f = a1 X7 + @ X3 + -+ + @, X2 donde cada a;, para todo i € {1,...,n} es
un representante cualquiera de la clase de a; en k*/k*2.

Demostracion. Consideramos B = (v1, ..., v,) una base de la forma cuadratica f tal que la
matriz de f es
aq 0 ... 0

0 as ... 0
Mp(f)=A=1| . . .

O 0 ... a,
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Para cada i € {1,...,n} tomamos @; un representante de la clase de a; médulo k*/k*? y
A = diag(ay, as, ..., d,) denotard la correspondiente matriz diagonal. Queremos ver que
existe X € Gl(n, k) tal que A = X*- A- X. Por otro lado, tenemos que @; = a2a; con o; € k*
para todo i, 0 <7 < n. Tomamos

a; O 0
e 0 Ofg 0 7
0 0 Qay,
luego
a; 0 - 0 ap 0 - 0 a;r 0 -+ 0
|
00 - a)\o 0 a)\0 0 - a
Concluyendo asi que f y f son equivalentes. O]

Como consecuencia del Teorema de Witt obtenemos el siguiente teorema de cancelacién.

Teorema 3.39. Sean f =g+ hy fNZ G+ h dos formas cuadrdticas no degeneradas. Si
f~fwygn~ g, entonces también h ~ h.

Demostracién. Supongamos que k" = U, & U,, es isomorfo a k"™ = U, ® U, con

por ser fy f no degeneradas. Como f ~ f Y g ~ g por hipdtesis, tenemos que U, = U,. Por
el Corolario 3.27, tenemos que U,, ~ U,, y, por tanto, h ~ h. O

Concluimos el capitulo estableciendo un resultado que nos permite descomponer una
forma cuadratica separando la parte hiperbdlica de la no hiperbdlica.

Corolario 3.40. Si f es una forma cuadrdtica, entonces
f~go+gi+-+gnth

donde g1, ..., gm son formas hiperbolicas y h no representa a 0. Ademds, esta descomposicion
es, salvo equivalencias, unica.

Demostracién. Consideramos f una forma cuadratica y tomamos f ~ a1 X? + -+ + a, X2
su representaciéon vista en el Teorema 3.37. Separamos los a; nulos de forma que nos quede
f ~ go+gcon gy~ 0y gno degenerada y distinguimos dos casos. Si g no representa
a 0, tomamos h := g y ya hemos acabado. Supongamos que g representa a 0 y por la
Proposicién 3.34 tenemos que existe g; una forma hiperbdlica tal que g ~ g; +hy y repetimos
recursivamente este proceso hasta llegar a h, que no represente a 0. En conclusién, tenemos
f~gp+ag + +9g +h con gg ~ 0, g; formas hiperbdlicas para 1 < i < r y h, que no
representa a 0. Ademés, la unicidad se deduce del teorema anterior. O



Capitulo 4

Formas cuadraticas en

En este capitulo se presentan los elementos fundamentales que nos permiten establecer la
clasificaciéon de las formas cuadraticas sobre Q,. Para la elaboracién del mismo se ha seguido
[9, Capitulo III] en lo relativo al simbolo de Hilbert y [9, Capitulo IV] en lo relativo a los
resultados de clasificacion.

4.1. Formas cuadraticas en F,

Antes de empezar a trabajar con el cuerpo de los p-addicos, vamos a tratar las formas
cuadréticas en el cuerpo finito de g elementos, es decir, vamos a tomar k = F, con ¢ = p™ y
p un nimero primo distinto de 2 y m € N5;.

Proposicién 4.1. Sea una forma cuadrdtica f sobre F, con rango n. Se tiene que

o Sin >3, f representa a todos los elementos de IFy.

e Sin > 2, f representa a todos los elementos de F.

Demostracion. Para probar la primera afirmacion, basta probar que toda forma cuadratica
en 3 variables no degenerada representa a 0 y hacer uso de la Proposiciéon 3.34. Escribimos
[ =aX?4+bY? +cZ? con a,b,c € F;. Para probar que f representa a 0 haremos uso del
Corolario 3.35 y probaremos que g = aX? + bY? representa a c, es decir, que la ecuacién
aX? + bY? = c tiene solucién. Consideramos los conjuntos

A={ar®> 27 €F,} vy B={br*—c:x€F,}.

Como la mitad de los elementos de [} son cuadrados, ver Apéndice A.8, anadiendo el cero
vemos que ambos conjuntos tienen cardinal 1+ (¢ —1)/2 = (¢ +1)/2, luego AN B # (. En
conclusioén, la ecuacion tiene solucion.

Para probar la segunda afirmacion, basta observar que si g es una forma cuadratica
de rango 2, entonces para todo a € Fy, f = g — aZ?* es una forma cuadrética de rango 3.
Utilizando lo que acabamos de probar f representa a todos los elementos de F,, en particular,
a 0. Por el Corolario 3.35, g representa a todo a € F. O

Empleando que I} /]F‘j;2 ~ 7./27 cuya prueba puede encontrarse en el Lema A.8, el si-
guiente resultado establece que sobre [, solo existen dos clases no equivalentes de formas
cuadraticas no degeneradas.

31
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Proposicion 4.2. Fijamos un elemento a € F que no es un cuadrado. Toda forma cuadrdti-
ca no degenerada de rango n sobre F, es equivalente a

X2+ X2+ 4+ X2+ X2

Xi+ X5+ + X2 +aX]
dependiendo, respectivamente, si el discriminante es cuadrado o no.

Demostracion. Vamos a probarlo por induccién sobre el rango n.

Dada f una forma cuadrdtica no degenerada con rango(f) = n = 1. Tenemos que F; /IF;2
tiene dos elementos luego f ~ X? o f ~ aX?. Ahora, supongamos que para un cierto n > 2,
si rango(f) < n se cumple y veamos que también se verifica para n. Como n > 2, por la
Proposicién 4.1 tenemos que f representa, en particular, a 1. Por el Corolario 3.35, tenemos
que f ~ g+ X? donde g es una forma cuadrética en n—1 variables y aplicando la hipdtesis de
induccién tenemos que o bien f ~ X+ -+ X2 |+ X2obien f ~ X7+ -+ X2 | +aX?. [0

Sabemos que el discriminante y el rango son invariantes de las formas cuadraticas y por
la proposicién anterior se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.3. Dos formas cuadrdticas sobre F, son equivalentes si y solo si tienen el mismo
rango y el mismo discriminante.

Ejemplo 4.4. Consideramos en F; las formas cuadrdticas f y g con matrices A y B, res-
pectivamente

31 2 2 30
A=|14 0], B=(36 5],
2 0 1 05 2

y veamos que no son equivalentes.
Tenemos que F%/F:* = {[1], [3]}, rango(A) = rango(B) = 3, det(A) = 2 y det(B) = 5,
luego d(f) = [1] # d(g) = [3] y por la Proposicion 4.2, f y g no son equivalentes.

Estos resultados nos facilitan calcular el nimero de clases de formas cuadraticas en F,
que existen fijado un rango.

Ejemplo 4.5. Si consideramos el cociente S, (F,)/ ~ donde S,(F,) es el conjunto de matri-
ces simétricas y ~ es la relacion de congruencia de matrices. Como los posibles rangos para
las formas bilineales que define la relacion son {0,1,...,n} y para todos los rangos excepto
el nulo, por la Proposicion 4.2, hay dos posibles clases, tenemos que existen 2n + 1 clases
diferentes.

4.2. Simbolo de Hilbert e invariante de Hasse

En las secciones previas hemos introducido dos invariantes para las formas cuadraticas:
el rango y el discriminante. Para poder establecer la clasificacion de formas cuadréticas sobre
Q, necesitamos incorporar nuevos invariantes dado que por ejemplo, f = 2X? +15Y?% 4+ 522
y g = X%+ 3Y? + 772 tienen el mismo rango y el mismo discriminante sobre Qs pero no son
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equivalentes como veremos en el Ejemplo 4.22.
Para poder definir el invariante de Hasse necesitamos introducir primero el simbolo de
Hilbert asi como algunas de sus propiedades.

Definiciéon 4.6. Sea k el cuerpo de los reales, R, o el de los p-ddicos, Q, y sean a,b € k*.
El stimbolo de Hilbert se denota por (a,b) y se dice que

2 —ay? — b2 =0.

o (a,b) =1 si existe (x,y,2) € k* no nulo tal que x
e (a,b) = —1 en otro caso.

Si es necesario precisar el cuerpo escribiremos (a,b), en Q, y (a,b)o en el caso real que por
simplicidad denotamos por Qs = R.

A partir de la definicion podemos comprobar de forma directa que el simbolo de Hilbert
verifica las siguientes propiedades.

Proposicion 4.7. El simbolo de Hilbert satisface las siguientes formulas:
e (a,b) = (b,a) y (a,c*) = 1.
e (a,—a)=1y(a,1—a)=1.
e Si(a,b) =1, entonces (ad’,b) = (d’,b).
e (a,b) = (a,—ab) = (a,(1 —a)b).

Los siguientes resultados nos proporcionan caracterizaciones del simbolo de Hilbert, que
nos permitan el calculo de su valor y que nos ayudaran en las demostraciones de resultados
posteriores. En este caso, no demostraremos todos los enunciados, encontrandose la prueba
de los mas relevantes en el Apéndice A o de manera mas detallada en [9, Capitulo III] debido
a que tienen un caracter mas combinatorio y a las limitaciones de espacio.

Teorema 4.8. Sean k un cuerpo y a,b € k*. Si k = R, entonces (a,b)oe = 1 si a 0b
es positivo y (a,b)s = —1 si a y b son negativos. Si k = Q, y a,b € k* son tales que
a=p"u,b=pTv con u,v € UP. Se tiene que

o Sip#2,(ab)y=(—1)mw ()7 (2)".

e Si p= 2’ (CL, b)2 — (_1)6(u)e(v)+nw(v)+mw(u)'

donde €(z) = Zgl mod 2, w(z) = 228_1 mod 2 y (%) representa el simbolo de Legendre.

Teorema 4.9. El simbolo de Hilbert es una forma bilineal simétrica no de-degenerada en el
[Fy-espacio vectorial k* /k**. En otras palabras, el simbolo de Hilbert satisface las siguientes
propiedades:

e Para todos a,b € k* se cumple que (a,b) = (b, a).
e Para todo \ € Fy y para todos a,b € k*, se cumple que (a*,b) = (a,b)>.

e Para todos a,a’,b € k* se cumple que (ad’,b) = (a,b)(d’,b).
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e El simbolo de Hilbert es no degenerado, es decir, si b € k* es tal que (a,b) = 1 para
todo a € k* entonces b € k*?.

Proposicién 4.10. Sean a,b € k* y sea ky = k(v/). Para que el simbolo de Hilbert (a,b) = 1
es necesario y suficiente que a esté en el grupo de las normas de los elementos de k; denotado

por Nkj. En otras palabras, (a,b) =1 si y solo si existen z,y € k tales que a = 2* — by*.

Continuando con la misma notacién que en los capitulos anteriores, llamamos V al con-
junto de los nimeros primos y el simbolo co. Recordamos que Q. = R.

Teorema 4.11. Sia,b € Q*, entonces se cumple que (a,b), = 1 para todo v € V excepto un
numero finito y se tiene que
H(CL, b)v =

veY

Demostracion. Como el simbolo de Hilbert es bilineal, basta probarlo tomando como posibles
valores de a y b, —1 y los niimeros primos. Para probarlo, utilizaremos el Teorema 4.8 y las
propiedades del simbolo de Legendre, ver Teorema A.10. Distinguimos tres casos:

Primero, si a = b = —1, tenemos que (—1,—1) = (—1,—1)y = —1 y para v # 2 primo,
(—1,—1), = 1.

Segundo, sia = —1 y b = p primo, distinguimos casos. Si p = 2, tenemos que (—1,2), =
para todo v € V. Por el contrario, si p # 2, se tiene que (—1,p)s = (—1,p), = (—1)° (p) y
(—=1,p), = 1 si v # p. Por tanto, el producto es 1.

Por tltimo, tomamos a = py b = p’ con p, p’ primos. Si p’ = p , como por las propiedades
del simbolo de Hilbert, se cumple que (¢q,q) = (—1, ), caso probado en el parrafo anterior.
Supongamos que p # p'. Si p’ = 2, tenemos que (p,2)2 = (p,2), = (1P y (p,2), = 1
si v # 2; por tanto, su producto es 1. Supongamos que p’ # 2 y p # 2 y distinguimos

P

casos: si v = 2, se cumple que (p,p)s = (—1)*P") y si v # 2 tenemos que (p,p'), = (5/),

(p,p)y = (}%) y (p,p')y = 1siv ¢ {p,p'}. Por tanto, por la Ley de Reciprocidad Cuadratica
A.11, tenemos que el producto es 1. n

Teorema 4.12 (Teorema de Aproximacién). Sea S un conjunto finito de V. La imagen de
Q en [[,es Qv es densa para la topologia producto.

Demostracion. Supongamos que S = {p1,pa, ..., Pn, 0} con los p; nimeros primos distintos
es el conjunto finito. Tomamos (Z1,Za, ..., Tn, Tos) € [[,cs Qv y veamos que es adherente
a Q. En primer lugar, multipliquemos los Z; por un entero de tal forma que obtengamos
(x1,22,...,%n, Too) cON ; € Zy,. Tenemos que probar que para todo € > 0 y todo N > 0
existe un x € Q tal que

|t — 2| <e y wvp(r—1z;) > N.

Notemos que si aplicamos el Teorema Chino de los Restos A.7 para m; = p, tenemos que
existe un zy € Z tal que v, (zg — z;) > N para todo i € {1,...,n}. Tomamos ¢ un nimero
coprimo a todos los p;. Observamos que los nimeros de la forma a/q¢™ con a € Zy m € N
son densos en R. Tomamos u de la forma a/q¢™ asegurando que sea préximo a xy — Too €n
R, es decir, tal que

|20 — oo +upy Py Py <€
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y tenemos que el nimero racional x = xq + upl p’ - - - pY verifica las condiciones porque por

c6mo hemos escogido u tenemos que se verifica |x — x| < ¢y, utilizando las propiedades de
. N N

Up, tenemos que vy, (z — x;) > min (vy, (zo — @;), vy, (up) -+~ pl)) > N. O

La ultima de las propiedades del simbolo de Hilbert que enunciaremos sin demostrar es
el teorema de interpolacién que fijado el valor de los simbolos de Hilbert nos asegura la
existencia de un nimero racional con dichos valores, para mas detalles ver Teorema A.15.

Teorema 4.13. Sea (a;)ie; una familia finita de elementos de Q* y sea (g;0)icrvey UNG
familia de nimeros de {£1}. Se tiene que existe un x € Q* verificando (a;, ), = €;, para
todosi €I yv €V sty solo si se verifican las siguientes condiciones:

o (asi todos los ¢;,, excepto un nimero finito son 1.

e Para todoi €I, [[,cy€iv=1.

veY

e Para todo v € V existe un x, € Q} tal que (a;, xy), = €;, para todo i € 1.

Una vez presentado el simbolo de Hilbert, estamos en condiciones de introducir el nuevo
invariante de las formas cuadraticas.

Definicién 4.14. Sea (K™, f) un espacio cuadrdtico y e = (e1,...,e,) una base de k",
denotamos a; = f(e;). Consideramos la funcion € dada por

e(e) = [ J(ai,ay).

i<j
Por convenio, sin =1, escribimos e(e) = 1.

Observacion 4.15. Como el simbolo de Hilbert (a,b) solo toma como valores £1, entonces
E(e) = H(ai,aj) = +1.

i<j
Teorema 4.16. El nimero c(e) no depende de la base e escogida.

Demostracion. Consideramos (k™, f) un espacio cuadrético y € = (ey,...,e,) una base de
k™ y para demostrarlo, distinguimos tres casos.

Primero, si n = 1, tenemos que ¢(e) = 1.

Segundo, si n = 2, tenemos que £(e) = (a1, az). Empleando la definicién del simbolo de
Hilbert, e(e) = 1 si y solo si g = Z% — a; X? — a,Y? representa a 0. Por el Corolario 3.35, es
equivalente a ver que Q = a1 X? + ayY? represente a a = 1, es decir, que exista z € k? no
nulo con Q(z) =1 y esto no depende de e.

Por 1ultimo, supongamos que el invariante de Hasse no depende de la base escogida para
toda forma cuadratica sobre k"~! con n > 3 y veamos se cumple para n. Por el Teorema
3.24 basta probar que £(e) = £(e’) si e y €’ son contiguas. Supongamos que e; = ¢/, de esta
forma a; = e;.e; = €).€} = a). Utilizando las propiedades del simbolo de Hilbert se tiene que

e(e) = [J(ai,aj) = (a1, a2+~ a) T (@i a5) = (a1, d(f)ar) [] (@i, ay).

i<j 2<i<j 2<i<j
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Por otro lado,
e(e’) = [[(ai ) = (ar,d(f)ar) ] (a}, a))
i<j 2<i<j

y aplicando la hipdtesis de induccion, tenemos que

H (ai, a;) = H (a§>a})-

2<i<y 2<i<y
Por tanto, se cumple que €(e) = £(e’). O

Observacion 4.17. Por el teorema anterior, concluimos que €(e) es un invariante, lo de-
notamos por (f) y lo denominamos invariante de Hasse de (K", f), como en [7].

4.3. Representaciones de elementos de (Q, por una for-
ma cuadratica

En esta seccién, daremos caracterizaciones para ver cuando una forma cuadratica f re-
presenta a un elemento a € Qj, / Q;‘f. Recordemos que nuestro objetivo es determinar cuando
dos formas son equivalentes. Claramente, cuando son equivalentes representan los mismos
elementos; no obstante, y pese a que el reciproco no es cierto, también nos ayuda en la cla-
sificacion conocer qué elementos representan. Para ello, primero recordamos los resultados
de la Seccion 2.5, en concreto de los Corolarios 2.39 y 2.41, en los que se veia que el orden
de Q;/Q;Q es2" conr=3sip=2yr=2sip+# 2. El siguiente lema que nos sera ttil para
las demostraciones de esos resultados sobre representacion.

Lema 4.18. Sean a,d’ € @;‘,/@;2, gel e {+l} yr=3sip=2o0r =2sip # 2.
Consideramos el conjunto

H; ={z € Q/Q}": (v,a) =€}
Entonces se tiene que:
o Sia=1, H! tiene 2" elementos y H,;' = 0. Si a # 1, HZ tiene 2"! elementos.

. / . , . / . .
e Si H: y HE son conjuntos no vacios, se tiene que H: N HE, = 0 st y solo sia =ad y

€= —¢.

Demostracidn. Probemos primero que si a = 1 entonces #(H}) = 2". Por la definicién del
simbolo de Hilbert se tiene que (z,1) = 1, luego #(H,) = #(Q;/Q:?) = 2" y #(H, ') = 0.
Supongamos que a # 1, consideremos el homomorfismo ¢ : Q5 / Q;Q — {£1} definido como
¥(b) := (a,b), tenemos que Ker(y) = H} y que es sobreyectiva por el Teorema 4.9 al ser
el simbolo de Hilbert no degenerado. Empleando que Q;/Q:*/H, ~ {1}, tenemos que
#(H!) = 271, Por otro lado, H;' es el complementario del conjunto anterior y, por ello,
#(H, ') =2"— 2! =271 En conclusién, H: tiene 2"~! elementos.

En segundo lugar, veamos que si H; y H, Zf son conjuntos no vacios, entonces su inter-
seccién es vacia si y solo si @ = a’' y € = —¢’. Probamos en primer lugar, la implicacién
directa; por el primer apartado, tenemos que tanto a como o’ son distintos de 1 y que HZ
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tiene 2" elementos. Por ello, y como HE N H jf = (), los conjuntos son complementarios. En
consecuencia, tenemos que H; = H ;51. Sabemos que H} es complementario de H, !, veamos
qué ocurre con H} y H},. Pero como 1 € H} y 1 € H},, tenemos que ambos conjuntos son
iguales. Con ello, tenemos que (z,a) = (z,a’) para todo x € Q]’;/@ZQ. Como el simbolo de
Hilbert es no degenerado por el Teorema 4.9, tenemos que a = a’. Concluimos asi que si los
conjuntos son disjuntos entonces a =a’' y e = ¢’.

Reciprocamente, si a = a’ y ¢ = —¢’. Como por hipétesis, H: y HZ, son no vacios, por el
apartado anterior concluimos que a # 1. Razonamos por reduccién al absurdo y supongamos
que H: N H j: # (), en ese caso tendriamos que

#HUH,?)=#H. +#H, " —#(H. NH,®)=2"—#(H:NH, %) <2,
lo cual serfa absurdo. En conclusién, H: y HE son disjuntos. ]

Observamos que si una forma cuadrética representa a a € Qj, entonces a representa a
todo elemento de la misma clase que a en Q3/ Q;Q. Para ello, vamos a denotar f? := f —aZ>
y por el Corolario 3.35, sabemos que f° representa a 0 si y solo si f representa a a. En primer
lugar, veamos la relacion existente entre el discriminante y el invariante de Hasse de f*y f
en el siguiente lema.

Lema 4.19. Sean f una forma cuadrdtica de rangon, a € Q;;/Q;Q y f*:= f—aZ?% Entonces
se cumple que

d(f*) = —=d(f)-a y  e(f?) =e(f)(=ad(f)).

Demostracion. Por el Teorema 3.37, f* = a; X7 + -+ -+ a,X? — aZ*. De este modo, tenemos
que su discriminante es

d(f?) = amaz- - - an(—a) = =d(f) - a
Por otro lado, empleando la definicién del invariante de Hasse
e(f*) = (a1, a2) -+ - (a1, an)(a1, —a)(az, as) - - - (a2, an)(az, —a) - - (an, —a).
Utilizando las propiedades del simbolo de Hilbert tenemos que
e(f") = e(f)(=a, maz - - - an) = e(f)(=a,d(f)).
O

Una vez tenemos relacionados estos invariantes, veamos las propiedades que se tienen
que verificar en f para que represente a 0 0 a a € Qy/ Q;Q segun los distintos rangos n.

Teorema 4.20. Sea f una forma cuadrdtica de rango n sobre k con k = R o k = Q,.
Denotamos por d(f) = d y e(f) = . Para los distintos valores de n, se tiene que:

1. Sin =2, f representa a 0 si y solo si d = —1.
1. Sin=1, f representa a a si y solo si a = d.
. Sin =3, f representa a 0 si y solo sie = (—1,—d).

Iv. Sin =2, f representa a a si y solo si (a,—d) = ¢.



4.3. REPRESENTACIONES DE ELEMENTOS DE Q, POR UNA FORMA C UADRATICA3S

Ezxclusivamente, en el caso k = Q, se tiene que:

V. Sin=4, f representa a 0 si y solo sid#1 o0d=1ye=(-1,-1).

VI. Sin =3, f representa a a si y solo sia# —d oa=—d ye=(-1,—d).
VII. Paran > 5, f siempre representa a 0.
VIII. Paran >4, f siempre representa a a.

Demostracién. Por el Teorema 3.37, sabemos que f ~ a; X? + -+ + a,X?2. Sin pérdida de
generalidad, empleando el Lema 3.38 trabajaremos con las clases de los coeficientes a; en
k*/k*? que, abusando de la notacién, denotaremos también por a;. Para los casos en los que
hay que demostrar que f representa a a € k*/k*? emplearemos las relaciones del Lema 4.19 y
denotaremos por d, = d(f?®) y €, = £(f*) para simplificar la notacién. Pasamos a distinguir
los diferentes casos.

I. Sin =2, tenemos que f ~ a; X7 +asX3. Por tanto, f representa a 0 si y solo si —ay/as

es cuadrado, es decir, —a;/as = 1 en k*/k*?. Como —ay/ay = —aja; = —d en k* /k*?,
tenemos que f representa a 0 si y solo si d = —1.

11. Por 1, tenemos que f* representa a 0 si y solo si d, = —1. Utilizando el Lema 4.19, esta
condicién es equivalente a d, = —da = —1, es decir, da = 1. Como a? = 1, concluimos

que, f representa a 0 si y solo si d = a.

1. Si n = 3, tenemos que f ~ a; X7 + as X3 + a3 X3 representa a 0 si y solo si —azf ~
—aza; X7 — azas X3 — X2 representa a 0. Utilizando la definicién de simbolo de Hilbert,
esto se cumple si y solo si (—agay, —azag) = 1. Desarrollamos el término de la izquierda,
utilizando la bilinealidad del simbolo y que (a3, —a3) = 1, tenemos que

(=1, —=1)(—1,a3)(—1, as)(as, —as)(as, az) (a1, —1)(a1, az)(a1, az)
(-17 —1)<—1, alagag)(al, ag)(al, CL3)(CL2, (13)
(—1, —1)(=1,d)e = (—1, —d)=.

(—a3a1, —CL3CL2)

Por tanto, que f represente a 0 es equivalente a que se cumpla (—1, —d)e = 1, es decir,
e=(—1,—-d).

1v. Por el apartado 111, f* representa a 0 para n = 3 si y solo si g, = (=1, —d,). De esta
forma, por un lado tenemos que ¢, = (-1, —d,) = (—1,da) = (—1,a)(—1,d) y por otro
lado, e, = £(d, —a) = &(d, —1)(d, a). Igualando las expresiones tenemos que

(—1,a) =¢e(d,a)

y multiplicando a ambos lados por (a,d), se tiene que (—1,a)(a,d) = e. Aplicando las
propiedades del simbolo de Hilbert, ¢ = (a, —d).

V. Sin = 4, por el Corolario 3.36 tenemos que f ~ a; X7+ as X3 + a3 X2 +a, X} representa
a0siysolosig = a1 X7+a X3y h = —a3X3—as X7 representan un mismo b € Q5/Qx?.
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Por el apartado 1V, como g y h tienen n = 2, representan a b € Q;/ Q;Q si y solo si
(b,—d(g)) = €(g) v (b, —d(h)) = ¢(h). En otras palabras, se tiene que cumplir

(b, —ayas) = (a1,a2) vy (b, —azay) = (—asz, —ay).

Consideramos los siguientes conjuntos A = {b € Q5/Q:? : (b, —aiaz) = (a1,a2)} y

={bcQ;/Q;? : (b, —asas) = (—as, —as)} y tenemos que f representa a 0 siy solo
si AN B # (). Observamos que A = H_aalliz) B = H:Zf;[a“), luego por el Lema 4.18,
tenemos que

102 = Q304
ANB =0+
(Clh@z) = —(—CL37 —04).
De la primera condicién, deducimos que d = ajasazas = (aia2)? es un cuadrado, es

decir, d = 1. Usando las propiedades del simbolo de Hilbert tenemos que

e = (a1, a9)(a1,as)(ar, as)(az, as)(az, ay)(as, as) = (a1, az)(ai, azay)(as, asay)(as, ay)

= ((Il, a2)(a1a27 a3a4)(a3, CL4)-

Como aqay = azay, se tiene que

€= (abGQ)(G3G4,@3CL4)(613>G4) = (al,ag)(—l,a3a4)(a3,a4).

Como (ay,az) = as, — se cumple que

—(—as, —aq),
e = —(—as, —a4)( 1,azaq)(as, aq) = — (=1, —ay)(as, —aq)(—1,a3)(—1, a4)(as, aq)
= —(=1,—ai)(as, —as)* = —(=1,-1).

De esta forma, tenemos que f representaa 0 enn =4siysolosid# losid=1y

= (~1,-1).

v1. Utilizando v f representa a a, para n = 3, si y solo si o bien d, # 1 o bien d, =1y

gq = (—1,-1).

En el caso d, # 1, como 1 # d, = —da, multiplicando a ambos lados por a, tenemos
que a # —d probando la primera posibilidad.

En el caso d, = 1, de forma analoga a la anterior tenemos que a = —d. Ademas,

también se verifica ¢, = (—1, —1) y usando de nuevo el Lema 4.19, tenemos que
gq = e(—a,d) = (—1,-1).

Multiplicando a ambos lados por (—a,d) y usando las propiedades del simbolo de
Hilbert y que a = —d se concluye que

= (—1,-1)(—a,d) = (~1,~1)(d,d) = (=1, —1)(—1,d) = (1, —d).

VII. Vamos a probarlo para n = 5. Por el apartado 1, dada una forma cuadratica de rango 2,
si d = —1, representa a 0.
Si d # —1, por el apartado 1v, observamos que toda forma de rango 2 representa a
x € Q;/Q;Z si y solo si e = (z, —d). Consideramos el conjunto H¢ ; y por el Lema 4.18,
existen al menos 2"~ elementos representados por una forma cuadrética de rango 2.
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En cualquiera de los casos, una forma cuadratica de rango 2 representa al menos 27!
elementos y necesariamente lo mismo ocurre para una forma de rango 5, como f. Como
2'=1 > 2 f representa al menos dos elementos de Q;/ @;2. En consecuencia, existe un
a€Qy/ ;;2, a # d tal que f representa a a, es decir, por el Corolario 3.35, f ~ aX?+g
con g una forma cuadrética en n = 4 variables. Como d(g) = d/a # 1, por el apartado
V, g representa a 0 y tomando X = 0, tenemos que f representa a 0.

VIII. Repitiendo el mismo razonamiento que hemos utilizado a lo largo de la demostracion,
si f* para n = 5 representa a 0 siempre, entonces f siempre representa a a.

]

En la siguiente tabla se resumen las diferentes situaciones del teorema anterior.

f representa a 0 a
n=1 Nunca a=d
n=2 d=-1 e = (a,—d)
n=3 e=(-1,—d) a#—doa=—-dye=(—-1—-d)
n=4 d#lod=1ye=(-1,-1) Siempre
n>5 Siempre Siempre

4.4. Clasificacion de las formas cuadraticas en Q,

Gracias a los resultados sobre representacién de elementos y al teorema de cancelacién
podemos dar la clasificaciéon de las formas cuadraticas sobre k = Q,,.

Teorema 4.21. Dos formas cuadrdticas sobre Q, son equivalentes si y solo si tienen el
mismo rango, el mismo discriminante y el mismo invariante de Hasse.

Demostracion. De forma directa se tiene que si f y ¢ son formas cuadraticas equivalentes,
sus invariantes son los mismos por lo probado en las secciones previas.
Para demostrar el reciproco, vamos a aplicar induccién sobre el rango n de las dos formas
cuadraticas f y g.
Paran = 1, por el Teorema 4.20, dadas f y g dos formas cuadraticas con d = d(f) = d(g),
entonces f y g representan los mismos valores, de hecho, se tiene que f ~ dX? ~ g.
Supongamos que para todas f y g formas cuadraticas de rango n — 1 para algin n > 2
con mismos invariantes entonces son equivalentes y veamos que también se verifica para n.
Tomamos f y g dos formas cuadraticas con el mismo rango, mismo discriminante y mismo
invariante de Hasse. Por el Teorema 4.20, f y g representan a los mismos valores de Q5 / Q;Q.
Fijamos a € @, representado por ambas formas cuadraticas y escribimos

fraZ?2+f  y  g~aZ’+

donde f v § son formas cuadréticas de rango n — 1. Por el Lema 4.19, notemos que
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e(f) = e(f)(a, d(f)) = e(9)(a, d(§)) = (7).
Aplicando la hipétesis de induccion, f ~ gy, por el Teorema 3.39, f ~ g. O

Ejemplo 4.22. Al inicio de la Seccion 4.2, dijimos que las formas f = 2X?% 4+ 15Y2 + 572
yg=X24+3Y?4+77% no eran equivalentes en Qs a pesar de tener el mismo discriminante
d(f) = d(g) = 1 y mismo rango. Por el teorema anterior sabemos que para serlo, también
tienen que tener el mismo invariante de Hasse, veamos que esto no es ast.

e(f) = (2,15)(2,5)(15,5) = (2,75)(15,5),
y aplicando el Teorema 4.8, tenemos que (2,75) =1 y (15,5) = —1. Por tanto e(f) = —1.

e(g) = (1,3)(L,7)(3,7),

y de nuevo, por el Teorema 4.8, tenemos que €(g) = 1. En conclusion, f y g no son equiva-
lentes por no tener el mismo tnvariante de Hasse.

A partir del Teorema 4.21, se deduce la unicidad de la forma cuadratica de rango 4 que
no representa a 0.

Corolario 4.23. Toda forma cuadrdtica sobre Q, de rango n = 4 que no representa a 0 es
equivalente Z* — aX? — bY? + abT? con (a,b) = —1.

Demostracion. Por el Teorema 4.20, sabemos que la forma cuadrética f no representa a 0 si
ysolosid=1ye(f)=—(—1,—1) y por el Teorema 4.21 todas las formas cuadraticas con
estas propiedades son equivalentes. Consideramos f = Z? —aX?—bY?+abT? con (a,b) = —1

y veamos que verifica estas condiciones. Aplicando la definicién de ¢ y las propiedades del
simbolo de Hilbert,

e(f)=(1,—a)(1,-b)(1,ab)(—a,—b)(—a,ab)(—b,ab) = (1,ab)(1,ab)(—a, —b)(—a, ab)(—b, ab)
= (—1,-1)(—1,b)(a, —b)(ab,ab) = (—1,—1)(—1,b)(a, —1)(a, b)(ab, ab)
= —(=1,-1)(—1,ab)(ab,ab) = —(—1, —1)(—ab, ab) = —(—1,—1).

Por otro lado, por la definicién de discriminante, tenemos que

d(f) = —a(=b)(ab) = (ab)> = 1 en Q3/Q:2.

Concluyendo toda forma cuadrética de rango n = 4 que no representa a 0 es equivalente
a f. m

Seguidamente, veamos el resultado que nos permite caracterizar cuando existe una forma
cuadratica de rango n, discriminante d e invariante e.

Proposicién 4.24. Seann > 1, d € Q;/Q;z y ¢ = £1. Se tiene que existe una forma
cuadrdtica f de rango n, discriminante d(f) = d e invariante de Hasse € si y solo si

e Obienn=1ye=1.

e Obienn=2,d#—-10e=1.
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e O bienn > 3.

Demostracion. Para n = 1 se deduce directamente de la Definicién 4.14 de invariante de
Hasse.

Para el caso n = 2, consideramos la forma f = a; X7 +a,X2. Supongamos que d(f) = —1,
aplicando las propiedades del simbolo de Hilbert, se tiene que

e(f) = (ay,a2) = (a1, —ajaz) = (a1, 1) =1,

por tanto, si d = —1, entonces € = 1. En consecuencia, no se cumple que d = -1y ¢ = —1.
Reciprocamente, si ¢ = 1 consideramos la forma cuadrética f = X2—Y? ysid # —1 entonces
He, # 0y tomamos a € Q}/Q:? tal que (a,—d) = € y consideramos g = aX? + adY? que
cumple d(g) = a*d = d y que ¢(g) = (a,ad) = (a,—d) = ¢.

Sin = 3, tomamos a € @;/@;2 tal que a # —d, es decir, ad # —1. Por lo probado
en el parrafo anterior, existe una forma cuadrética g de rango n > 2 con d(g) = ady
e(g) = ¢e(a,—d). Basta tomar la forma cuadratica f = aX? + g que cumple que d(f) =
ad(g) = a’d = d y que £(f) = ¢(g)(a, —d) = .

Para n > 4, basta con tomar la forma g de rango 3 con los invariantes necesarios y
considerar f = g(Xi, X, X3) + XZ +--- + X2 O

Empleando los Corolarios 2.39 y 2.41, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 4.25. El numero de clases de equivalencia de formas cuadrdticas de rango n
sobre Q,,

e Parap# 2 es:

n Numero de clases
n=1 4
n=2 7
n>3J3 8
e Parap=2 es:
n Numero de clases
n=1 8
n=2 15
n>3 16

Demostracion. Primero, supongamos que p # 2 con p primo y por el Corolario 2.39, tenemos
que #(Q; / @;2) = 4, por tanto, el numero de clases de formas cuadraticas para n =1 es 4.
Sin =2,y d+# —1, hay 3 posibles elecciones para d y 2 para € por cada una y si d = —1,
e = 1. Por tanto, hay 3-2+ 1 = 7 posibles clases. Para n = 3 como hay 4 posibilidades para
d y dos para ¢, en total hay 8 clases.

Para el caso de p = 2, razonando de forma andloga y teniendo en cuenta que el cardinal
de Q,/Q3? es 8, para n = 1 hay 8 posibles clases, para n = 2, 15 y para el caso n = 3 hay
16 posibles clases. O]



Capitulo 5

Clasificacion de las formas cuadraticas

en Q

Para concluir el trabajo probaremos el Teorema de Minkowski que nos permite determinar
cuando las formas cuadraticas racionales son equivalentes.

5.1. Formas cuadraticas en R

Antes de abordar al Teorema de Minkowski vamos a hacer un pequeno repaso de las
formas cuadraticas en el cuerpo de los nimeros reales R cuyos resultados podemos encontrar
en [6, Capitulo 10].

Teorema 5.1. Sea V' un R-espacio vectorial de dimension finita y f una forma cuadrdtica

de rango p. Entonces existe una base B = (vq,...,v,) de V tal que su matriz es de la forma
Mg(f) = diag(1,1,...,1,—-1,—-1,...,—1,0,...,0),

conr—+s=mnp.

Teorema 5.2 (Ley de inercia de Sylvester). Sea V' un R-espacio vectorial de dimension

finita y f una forma cuadratica sobre R. Supongamos que existen bases B = (v1, vy, . . . , Un)
y B = (v1,0s,...,1U,) tales que
Mg(f) = diag(1,1,...,1,—-1,—-1,...,—1,0,...,0)
N -~ J/ — vl d
Mg(f) = diag(1,1,...,1,—-1,—1,...,-1,0,...,0)
‘f_/ N ~~ s \‘f_/
s S d

entonces se cumple quer =7, s =3 y d = d.

Observacion 5.3. Sequimos suponiendo que las formas cuadrdticas con las que trabajamos
son no degeneradas asi que, en nuestro caso, n =1 + s.

Al par (7, s) le denominaremos signatura de f. Diremos que f es una forma cuadratica
definida si r = 0 0 s = 0 y, por el contrario, diremos que es indefinida si ambos son no
nulos. A partir de esta nocién podemos establecer la siguiente relacion.

43
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Teorema 5.4. Dadas dos formas cuadrdticas no degeneradas sobre un R-espacio vectorial.
Se tiene que

f~g o siysolosi r(f)=r(g) ys(f) = s(g).
Lema 5.5. Una forma cuadratica f es indefinida si y solo si representa a 0.

Ademas, los valores que forman la signatura también determinan el valor del discrimi-
nante y del invariante de Hasse.

Proposicién 5.6. Sea f una forma cuadrdtica con signatura (r, s). Entonces se cumple que:

s |1 st s =0 mod 2,
e d(f)=(-1) _{ -1, sis=1 mod?2.

1 sts=0,1 mod 4
— (_1\s(s—1)/2 _ ) ’ ’
° €(f) ( 1) { —1, sis=2,3 mod 4.

Demostracion. Considerando que f ~ X7+ -+ X2 —Y? — .- — Y2 lo primero se deduce
de forma directa utilizando la definicién de discriminante.
Por otro lado, teniendo en cuenta que (1,1) =1, (1,—1) =1y (=1,—1) = —1, tenemos que
r—1 s—1
e(f) =[] 0@, -1 J(-1, -1
k=1 i=1

y, por tanto,
1 sis=0,1mod4
_ (_1)s(s=D)/2 _ ’ ’ ’
e(f)=(=1) { —1, sis=23mod 4.

5.2. Formas cuadraticas en Q

En esta seccidn, trabajaremos con formas cuadraticas no degeneradas con coeficientes en
Q siguiendo, como en capitulos anteriores, los resultados de [9]. Recordamos que denotamos
por V a la unién del conjunto de los ntimeros primos y el simbolo oo, y escribimos Q. = R.
A lo largo de la seccién, emplearemos la siguiente notacion, f ~ a1 X2 + as X3 + -+ + a, X2
serd una forma cuadratica de rango n, consideramos sus invariantes:

e El discriminante d(f) = ajas- - - a, € Q*/Q*2.
e Para cada v € V), consideramos la inclusion candnica de Q en Q,, consideramos la

forma cuadratica f de Q vista Q,, que denotamos por f,. Los invariantes de f, se
denominan invariantes locales y tenemos que

e(fo) = H(ai, a;)o
i<j
v que d(f,) es la imagen de d(f) de Q*/Q*? en Q}/Q*%. M4s ain, tenemos que por el
Teorema 4.11 se cumple
H e(fo) =

veY

e Ademads, si consideramos f como una forma cuadrética real también tenemos como
invariante la signatura (r, s).
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5.3. Teorema de Minkowski

Una vez introducidas estas nociones, estamos en condiciones de enunciar y demostrar
el teorema principal del trabajo que nos permite determinar cuando una forma cuadratica
representa a 0 en Q.

Teorema 5.7 (Minkowski). Dada una forma cuadrdtica f sobre Q no degenerada. Se tiene
que f representa a 0 st y solo si la forma cuadrdtica f, representa a 0 para todo v € V.

Demostracion. De forma directa se tiene que si f representa a 0 en QQ, también su imagen
fv representa a 0 para todo v € V.

Para el reciproco, consideramos la forma f ~ a1 X? + as X2 + -+ + a,X?2 con a; € Q* y
supongamos, sin pérdida de generalidad, que a; = 1. Dividimos la prueba segtn los diferentes
valores del rango.

1. Supongamos que n = 2 y sin pérdida de generalidad que f ~ X? —aX2. Por hipétesis,
sabemos que f, representa a 0 para todo v € V, en particular, para f., luego a > 0.
Por otro lado, podemos escribir a como

a = Hpvp(a)
p

y como f, representa a 0 para todo p primo, por el Teorema 4.20, —a = —1, luego a es
un cuadrado en cada uno de los Q,, y por los Teoremas 2.37 y 2.40, v,(a) es par. Con
ello, a es cuadrado en Q y, por tanto, f representa a 0 en Q.

1. Supongamos que n = 3 y sin pérdida de generalidad que f = X7 — aX? — bX3 con
a,b € Z libres de cuadrados y |a| < |b|, porque realizando un cambio de variable
siempre podemos reducir nuestro problema a estudiar una forma cuadratica con este
aspecto. Vamos a probar que f representa a 0 en Q por induccién sobre m = |a| + |b|.
Si m = 2, tenemos f = X7 + X7+ X2 y como por hipétesis f., representa a 0, el caso
f = X?+ X3+ X2 queda excluido por ser definida; en otro caso, f representa a 0 en
Q.

Supongamos que m > 2, i.e., [b| > 2y por el Teorema Fundamental de la Aritmética

escribimos i
b==+ H Di
i=1

con p; primos distintos. Fijamos cualquier p := p; para algin j € {1,...,k} y veamos
que a es cuadrado modulo p. Si a = 0 mod p, ya esta resuelto; en otro caso, tenemos
que por la Proposicién 2.7, a € UP. Por hipdtesis, tenemos que existe (Z,7, 2) € (Q,)?
tal que 22 — ag® — bz* = 0y, por la Proposicién 2.21, existe (z,y, z) € (Z,)® primitivo
con

22 —ay? — bz =0.

Tomando médulo p, tenemos que 2% — ay? = 0 mod p. Razonamos por reduccién al
absurdo y supongamos que y = 0 mod p, por tanto, x = 0 mod p. Como se tiene que
22 —ay? = 0 mod p?, deducimos que bz? = 0 mod p? y, como b #Z 0 mod p?, concluimos

que z = 0 mod p, lo que es imposible porque (x,y, z) es primitivo. De esta forma, se
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III.

IV.

tiene que y # 0 mod p, i.e., y es unidad en Z,. Por ello, 2? = ay® mod p, y como y

es unidad, (xy~1)? = a mod p, concluyendo que a es cuadrado médulo p. Como p es
cualquiera de los primos que divide a a y como Z/bZ ~ HZ 1 Z/p;Z, tenemos también
que a es cuadrado médulo b. Por ello, existen t,b € Z tales que t2 = a + bb y podemos
tomar ¢ tal que [t| < |b]/2. Como bb = t*> — a, entonces bb es un elemento de la de la
norma de &k’ y, por la Proposicién 4.10, (a, bg) = 1. Como f representa a 0 si y solo si
(a,b) = 1, por la bilinealidad del simbolo de Hilbert, f representa a 0 si y solo si

f=X?—aX?—-bX?2

representa a 0. En particular, fv representa a 0 para todo v € V y, por otro lado,
teniendo en cuenta la cota de la norma de t, tenemos que

0]

t? —
S| < T AHL< bl

b

b =

Escribimos b = bu? con b,u € Z y b libre de cuadrados y obtenemos 0] < [b]. Aplicamos
la hip6tesis de induccién a la forma f = X2 — aX2 — bX2 que es equivalente a f,
concluyendo asi que f representa a 0 en Q.

Supongamos que n = 4. Consideramos f = aX? + bX2 — (cX? + dX2) y supongamos
que f, representa a 0 para todo v € V. Por el Corolario 3.36 esto es que existe un
z, € Q tal que es representado por g = aX? + bX3 y por h = ¢X2 + dX}. Por el
apartado 1v del Teorema 4.20 esto es

para todov €V (x,, —ab), = (a,b), y (T, —cd) = (¢,d),.

Por el Teorema 4.11 tenemos que

H<a7 b)v - H(C7 d)v =

veY veY
y por el Teorema 4.13 existe un x € Q* tal que para todo v € V
(x,—ab), = (a,b), vy (x,—cd), = (c,d),.

Por tanto, la forma cuadratica g representa a x, por el Corolario 3.36, la forma cuadrati-
ca f = aX? + bX2 — 27?2 representa a 0 en cada Q, y, por el apartado anterior, re-
presenta a 0 en Q. En otras palabras, x € Q* es representado por g = aX? + bX2.
Razonamos de forma andloga para h = ¢X? + dX? y, de nuevo, por el Corolario 3.36
f=aX?+bX3— (cX3+ dX?) representa a 0.

Supongamos que n > 5. Consideremos la forma cuadratica
f=h-yg
con h=a; X? +a X5y g=—(a3X?+ ayX?+ -+ a,X?) y el conjunto finito

S ={00,2,p : p primo con vy(a;) #0 Vi > 3}.
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Tomamos v € S y, por hipdtesis, f, representa a 0 en Q,. Por el Corolario 3.36,
sabemos que existe a, € Q tal que es representado por h, y por g,, i.e. , existen
z! para i € {1,...,n} tales que h,(z},2?) = a, = g,(23,...,2"). Como a, € Q' y
Q% es un subgrupo abierto de Q, tenemos que a,Q? es abierto y, por el Teorema de
Aproximacion 4.12, tenemos que existe

a € a,Q*NQ.
Por tanto, existen xq,x, € QQ tales que
h(zy,22) = a
con a/a, € Q; / Q;Z. Consideramos la forma cuadréatica de rango mayor o igual que 4,
=g, —aZ%

Siv €S, g, representa a a, en Q, y, como a/a, € Q:? se tiene que g, representa a a en
Q.. Empleando el Corolario 3.35, tenemos entonces que f! representa a 0 en Q,. Si por
el contrario v ¢ S, tenemos que los coeficientes —as, . .., —a, son unidades v-adicas y,
por tanto, d(g,) también. Como v # 2, por el Teorema 4.8, tenemos que (a;,a;) = 1
para todo 7,7 € {3,...,n} con i # j por ser unidades v-adicas y, por tanto, (g,) = 1.
Supongamos que rango(g,) = 3, de nuevo, por el Teorema 4.8, como d es unidad,
(—1,—d) = 1y, con ello, como ¢ = (—1, —d), por el Teorema 4.20, g, representa a 0 en
Qp. Como g, es no degenerada y representa a 0, por la Proposicién 3.34, g, representa
a todo elemento de Q, y, en particular, a a. Luego, por el Corolario 3.36, f! representa
a 0 en Q,. Como f! tiene rango 4, por el apartado II1, entonces representa a 0 en Q vy,
por ende, g representa a a en Q. Como h(x,z3) = a, es decir, h también representa a
a, tenemos que f representa a 0 por el Corolario 3.36. Para el caso con rango(g,) > 4,
como por el Teorema 4.20, g, siempre representa a a, razonamos de forma andloga y
se concluye el resultado.

O
Veamos un ejemplo de la aplicacién directa del teorema.

Ejemplo 5.8. Consideramos la forma
f(X,Y,Z) = -3X? +5Y? - 77*

y veamos si representa a 0 en Q aplicando el Teorema de Minkowski (Teorema 5.7). Para
ello veamos si f representa a 0 en Q, distinguiendo sip = 2,3,5,7 o distinto. Notemos que
f representa a 0 en R porque es indefinida.
En Qy, tomamos yo =2 y 20 = 0 y tenemos

g(X)=-3X>+20 y J(X)=-6X.

Por tanto, x = 2 es una raiz con v3(g(2)) = 3 y v2(g’(2)) = 2 y aplicando el Lema de
Hensel, Corolario 2.25, podemos levantar la solucion a una solucion en Qy que denotamos
por £(2) € Qy de forma que (£(2),2,0) € (Q2)? es solucién de f(x,y,2) =0, es decir, f re-
presenta a 0 en Qy. Razonamos de forma andloga para p = 3,5 y 7 con (3,(3),0) € (Q3)?,



5.3. TEOREMA DE MINKOWSKI 48

(€(1),1,1) € (Q5)® y (£(1),3,0) € (Qr)?, respectivamente.
Para acabar, veamos si f representa a 0 en Q, con p # 2,3,5,7. Por la Proposicion 4.1,
sabemos que en (F,)? existe una solucidn (xo,yo, 20) no trivial de

—3X?24+5Y? -72% =0 mod p.

Como la solucion (o, Yo, 20) €s no trivial, al menos uno de los nimeros no es divisible
por p, asi que, supongamos sin pérdida de generalidad que p 1 xo. Tenemos entonces que
g(X) = —=3X2 + 5y2 — 722 tiene xg como raiz con vy(g(xg)) > 1 y como vy(g'(xg)) =
vy(—6xg) = 0, podemos aplicar el Lema de Hensel como en los casos anteriores y levantamos
la solucion a (Q,)*. En conclusidn, como f representa a 0 en Q, para todov € V, f representa

a0 en Q.

Observacion 5.9. Cabe destacar que el teorema no es cierto para polinomios homogéneos
de grado mayor o igual que 3. Por ejemplo, el matemdtico noruego Ernst S. Selmer probo
que la ecuacion

3X?+4Y? +52% =0

no tiene una solucidn no trivial en Q y, sin embargo, si la tiene en cada Q,, ver [8].

A partir del teorema, se pueden deducir los siguientes resultados.

Corolario 5.10. Sean f una forma cuadrdtica no degenerada sobre Q y b € Q. Entonces,
f representa a b si y solo si f, representa a b para todo v € V.

Demostracién. Tomamos la forma cuadratica g := f—bZ2. Por el Corolario 3.35 f representa
a b si y solo si g representa a 0. Por el Teorema de Minkowski esto es si y solo g, representa
a 0 para todo v € V y nuevamente por el Corolario 3.35 esto ocurre si y solo si f, representa
a b para todo v € V. O

Corolario 5.11 (Meyer). Una forma cuadrdtica de rango mayor o igual que 5 representa a
0 si y solo si es indefinida.

Demostracion. Por el Teorema 4.20, sabemos que una forma cuadratica en Q, de rango
mayor o igual que 5 siempre representa a 0, asi que basta ver cuando una forma cuadratica
representa a 0 en R. Pero, por el Lema 5.5, sabemos que una forma cuadratica real representa
a 0 si es indefinida, concluyendo asi el enunciado. O]

Notemos que entonces si existen formas cuadréticas indefinidas de rango menor que 5
que no representen a 0. Lo vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.12. Consideramos la forma cuadrdtica f = —X?—X3+5X2+55X} y veamos que
f no representa a 0 en Q. Empleando los resultados anteriores, veamos que f no representa
a 0 para algiun Q,.

Tomamos p = 5 y trabajemos en Qs. Como det(f) = 5% - 11 y tenemos que (%) =1,
entonces d(fs) = 1. Utilizando las propiedades del simbolo de Hilbert y el Teorema 4.8,

e(fs) = —1. Por tanto, por el Teorema 4.20 f5 no representa a 0 en Q5.

Corolario 5.13. Sea f una forma cuadrdtica de rango n en Q.
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e Sin =3y para todov €V f, representa a 0 en Q, excepto a lo sumo uno, entonces
f representa a 0.

e Sin=4,d(f,) =1 ypara todov €V f, representa a 0 en Q, excepto a lo sumo uno,
entonces [ representa a 0.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que n = 3. Por lo visto en el Teorema 4.20,
tenemos que f, representa a 0 en Q, si y solo si se cumple

8(fv> = (_17 _d<fv>>v-

Sabemos que ], ., e(f,) = 1y, también tenemos que [], ., (=1, —d(f,))» = 1, por el
Teorema 4.11. Por tanto, si se tiene que (f,) = (—1, —d(f,)) para todo v € V excepto como
mucho para uno, se concluye que se verifica para todos ellos. De esta forma, en virtud del
Teorema de Minkowski (Teorema 5.7) tenemos que f representa a 0 en Q.

En segundo lugar, si n =4, d(f,) = 1 y argumentando de forma andloga al primer caso,
tenemos que f, representa a 0 en Q, si y solo si

e(fo) = (=1,-1).
Por tanto, se concluye que f representa a 0 en Q. O

A continuacién, veamos los resultados que nos permiten clasificar las formas cuadraticas
en el cuerpo de los racionales Q.

Teorema 5.14. Sean f y f dos formas cuadrdticas sobre Q. Se tiene que f y f S0N equiva-
lentes st y solo si f, y f, son equivalentes sobre Q, para todo v € V.

Demostracién. De forma directa tenemos que si f v f son equivalentes sobre Q, entonces
las formas f, y fv son equivalentes sobre QQ, para todo v € V.

Probemos el reciproco por induccién en el rango n de las formas cuadraticas fijando
v € V. Supongamos que n = 1y que f, y fv son equivalentes. Tomamos a € Q* representado
por f, luego para todo v € V, f, representa a a y como f, y f, son equivalentes, tenemos
que f, v f, representan a a. Por tanto, [y f representan a a por el Corolario 5.10, luego
f~aZ? f ~aZ?y concluimos f ~ f. Supongamos que se cumple para un cierto n — 1.
Para todo v € V, tomamos f, y fv dos formas cuadraticas de rango n equivalentes. Como
antes, esto implica que existe un a € Q* tal que es representado por f, y fv para todo v € V.
Por el Corolario 3.35, podemos escribir f, y f, como

fo ~ hy +aX? con rango(h,) =n — 1,

fo ~ hy + aX? con Tango(ﬁv) =n-—1,

y por el Teorema 3.39, h, ~ h, en Q, para todo v € V. Utilizando la hipétesis de induccién,
tenemos que h ~ h en Q y concluimos que f ~ f en Q. O]

Corolario 5.15. Sean [ y f dos formas cuadraticas con signatura (r,s) y (7, §), respectiva-
mente. Entonces, f y f son equivalentes si y solo si se cumple que para todo v € V

rango(f) = rango(f), d(f,)=d(f,), (r.s)=(73) y <(fs)=c(fo).
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Demostracion. Por el Teorema 5.14, dos formas cuadréticas f y f son equivalentes en Q si
y solo si las formas f, y f, lo son en Q, para cada v € V. Por el Teorema 4.21, concluimos
que f, v f, son equivalentes en Q, para todo v € V si y solo si

rango(f,) = rango(f,), d(f,)=d(f.), (r,s)=(F3) vy e(fo)=ce(fo).
O

Observacion 5.16. Los invariantes d = d(f), €, = €(f,), (1, s) no son elementos arbitrarios
st no que verifican las siguientes relaciones:

o ¢, =1 para todo v € V excepto un nimero finito y [[,c 0 = 1.

e Sin =1, se tiene que g, = 1.

Sin =2y la imagen d, de d en Q:/Q!? es —1, entonces se tiene que €, = 1.

r,s >0yr+s=n.

o d, = (—1)%.

® £ = (—1)S(S2_1)

Reciprocamente dados d, (£,)vey y (1,8) verificando las condiciones anteriores, entonces
existe una forma cuadrdtica sobre Q de rango n con dichos inviariantes, ver [9, Capitulo IV,
Proposicion 7].

Estos resultados nos son ttiles para determinar cuando dos formas cuadraticas sobre Q
son equivalentes o no, sobretodo para probar que no lo son, basta con encontrar un v € V
en el que no se cumpla la igualdad entre, al menos, uno de sus invariantes. Veamoslo con un
ejemplo:

Ejemplo 5.17. Consideramos las formas cuadrdticas sobre Q :

15 4 75
XY.Z)=—X>+ _—_Y?4+ 277
HX.Y, 2) 2 +25 + 27

33 4 45
XY.Z)="X2+ Y24+ — 72

Ambas estan ya expresadas de forma diagonalizada y su rango es 3. Denotamos por (r,s)
a la signatura de la forma cuadrdtica f y (7,8) ala de g y comor =7 =3 ys=5=0,
tenemos que f y g son equivalentes en R por el Teorema 5.4. Pero esto no nos sirve para
garantizar su equivalencia sobre Q asi que pasamos a trabajar sobre los Q,. En primer lugar,
vamos a calcular su discriminante en los distintos Q, y para ello, utilizamos lo visto en
la demostracion del Corolario 2.39. Denotamos por A a la matriz de f y B a la de g y
comenzamos por Q. Como det(A) = 3%-5 y (3) = —1, tenemos que d(f3) = [5] y razonando
de forma andloga para g3, tenemos que d(gs) = [5]; asi que, como son iguales, pasamos a
calcular su discriminante en Qs. En este caso, tenemos que d(fs) = [5] y d(gs) = [1] y como
son distintos, podemos concluir que f y g no son equivalentes sobre Q.



Apéndice A
Definiciones y resultados auxiliares

En este apéndice, se recogen algunos conceptos y resultados que se han empleado a lo
largo del trabajo. La mayoria de estos aparecen en el temario de alguna de las asignaturas
del Grado en Matemaéticas, pero con el fin de facilitar la lectura de la memoria se incluyen
en este apéndice. En general, se omiten las pruebas, salvo aquellas que por su singularidad
o relevancia se ha creido apropiado detallar. Los resultados se agrupan por teméatica en tres
secciones.

A.1. Prerrequisitos de Algebra

Los enteros p-adicos se construyen como un limite proyectivo de anillos. Para definir esta
nocién es necesario recordar la nocién de grupo/anillo producto. Nos limitaremos a estudiar
el caso de familias numerables.

Definiciéon A.1. Sea (G, )nen una familia de grupos (anillos). Se define el producto di-
recto de grupos (anillos) como el conjunto G =[], .y Gn donde las operaciones se definen
coordenada a coordenada.

neN

Para definir el limite proyectivo es necesario que nuestra sucesioén de conjuntos, grupos o
anillos forme un sistema proyectivo.

Definiciéon A.2. Se llama sistema proyectivo a una sucesion (X, fij)ijen tales que
(Xi)ien es una sucesion de conjuntos/grupos/anillos y los f;; son aplicaciones/homomorfismos
de grupos/homomorfismos de anillos con

fii X5 — X
de anillos con las siguientes propiedades:
1. Para todo i € N se tiene que fi; = Idx,.
11. Para todos i,j,k € N con i < j <k se tiene que fiu, = fijo fir, Vi < j<k.

Definicién A.3. Se define limite proyectivo como un subconjunto/subgrupo/subanillo
particular del producto directo de la siguiente forma

@Xi = {(2;)ien € HX" cx; = fij(z;) para todo i < j}.

i€EN

o1
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A continuacién, vamos a enunciar y demostrar un lema relacionado con los limites pro-
yectivos que ha sido utilizado en la demostracion del Lema de Hensel.

Lema A.4. Sea (X;fij)ijen un sistema proyectivo y sea X = @X" su limite proyectivo.
Si los X, son finitos y no vacios, entonces X es no vacio.

Demostracion. Si los morfismos son todos sobreyectivos, el resultado es cierto pues se puede
construir un elemento de X tomando las preimdgenes de los elementos de los X; (siempre
existen por ser sobreyectivos) y de esta forma X es no vacio. A continuacién, vamos a
demostrar el caso general reduciéndolo a este caso especial. Fijamos n y denotamos por X, ,,
a la imagen de X,, 1, en X,,, es decir, X, , := frnip(Xntp).

Utilizando la definicion de sistema proyectivo :

Xn,erl = fn,n+p+1<Xn+p+1) = fn,n+p(fn+p,n+p+1(XnerJrl)) C fn,ner(Xner) = Xn,p-

Con ello, tenemos que (X,,), es una familia decreciente de conjuntos finitos no vacios.
Por lo tanto, debe ser estacionaria y existe E, := MNyenX, . Consideramos el morfismo
focin + Xy — X1 Como fr1nip(Xnip) = Xin-1, para todo p € N, tenemos que al
restringir el morfismo a F,,, se tiene que el morfismo F,, — E,,_; es sobreyectivo. Los E,, son
no vacios y los morfismos son sobreyectivos, luego por la primera parte de la demostracion
tenemos que @ E, # () y como E, C X, para todo n, se tiene que 1&1 X, # 0. En conclusion,
se cumple que X # 0. O

Continuamos recordando la definicién de sucesion exacta.

Definicién A.5. Sean E,F,H grupos y sean f : F — F y g : F — G homomorfismos

de grupos. Entonces, se dice que la sucesion F Iy F % G es exacta si, f es inyectiva, g
sobreyectiva y Ker(g) = Im(f).

Presentamos un resultado que nos indica como descomponer un grupo en suma directa
de otros dos que hemos empleado en el estudio del grupo multiplicativo de los p-adicos.

Lema A.6. Sea 0 — A — F — B — 0 una sucesion exacta de grupos conmutativos,
suponiendo con notacion aditiva, con A y B grupos de ordenes finitos a y b respectivamente
y coprimos. Sea B' := {x € E : bx = 0}. Entonces, el grupo E = A® B' y ademds, B’ es el
unico subgrupo de E isomorfo a B.

Demostracion. Primero, vamos a ver que E es suma directa de A y B’, para ello, vamos a
ver AN B’ =0y que todo elemento de E se puede escribir como combinacién de elementos
de Ay B'.

Como a y b son coprimos, tenemos que existen r,s € Z tales que ar + bs = 1. Tomamos
x € ANB’'y como #A = a, tenemos que a-x = 0. Por definicién de B’, tenemos que b-z = 0.
Por lo tanto, se tiene que

r=1-2=(ar+bs) -z =r(ax)+ s(br) =0,

luego = = 0. Falta probar que todo elemento de F puede escribirse como suma de elementos
de Ay B’. Como dado = € F podemos escribir = rax + sbx, basta probar que sbx € Ay
rar € B’

Consideramos f : A — E'y g : E — B los morfismos de la sucesion exacta. Primero,
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veamos que bsx € A. Como f es inyectivo y la sucesion es exacta, tenemos que Ker(g) =
Im(f) ~ A. Veamos que bE C A ~ Ker(g). Tomamos y € bF, tenemos que existe z € E
tal que y = bx. Aplicamos g y tenemos ¢(y) = g(bx) = bg(x) = 0 porque #B = b, luego
y € Ker(g). Asi, como sz € E, bsx € A.

Veamos que arx € B'. Como bE C A tenemos que abE C aA = {0}, porque #A = a,
luego abE = {0}. Por tanto, arz € B’ porque barz = abrz = 0.

Por 1ltimo, probemos la unicidad de B’. Supongamos que existe otro subgrupo B” de
que es isomorfo a B. Como #B = b, se tiene que bB” = {0} luego B” C B’, por c6mo se ha
definido B’ y, por tener el mismo orden, B"” = B’. ]

Para concluir, recordamos el enunciado del Teorema Chino de los Restos que se ha em-
pleado en la largo de la memoria.

Teorema A.7 (Chino de los Restos). Sea R un anillo conmutativo y unitario y sean
I, Iy, ..., I, ideales de R comaximales. Entonces el homomorfismo de anillos

¢: R/(Li-I---1,) — ][ (R/)
.T—f—(]lIQIn) — (J]+Il7$+]27...,$+ln)

es un isomorfismo.

A.2. Prerrequisitos de Teoria de Numeros

Por la naturaleza de las formas cuadraticas resulta esencial el estudio de los cuadrados
del cuerpo sobre el que estan definidas. Comenzamos recordando la estructura del grupo de
cuadrados sobre un cuerpo finito que se ha empleado en la Secciéon 4.1 y que es necesaria
para probar las propiedades del simbolo de Legendre.

Lema A.8. Sea p un nimero primo distinto de 2 y sea q = p’ una potencia, consideramos
el cuerpo finito de q elementos Fy. Entonces Fy? = {zx € F, : T =1}y F,/F:? ~ 7/2Z.

Demostracion. Todos los elementos de F} son solucion de la ecuacion 297! = 1 porque
#F, = ¢ — 1. Por otro lado, podemos expresar 2971 — 1 como

I
—
hQ
|
—

luego tiene que haber la mitad de solug:iones en (fada factor del producto. )

Claramente, si a € F? se tiene que a’z = (*)"T =171 =1, luego es solucién de 27 = 1.
Reciprocamente, si a es una solucion de x 2 = 1, tomamos b en una extensiéon algebraica de
[y, tal que a = b?, luego b9~! =1, b es solucién de 297 = 1 que tiene todas sus soluciones en
[F7. Por consiguiente, a es cuadrado. Por tanto, Fzz tiene la mitad de elementos que F;. [

Seguidamente, vamos a introducir una nocién que nos permite determinar el caracter
cuadratico de un numero y que ha resultado esencial en el Capitulo 4 del trabajo. Es un
término que se usa en la teoria de nimeros y la definicién que vamos a dar es la que se recoge
en [9, Capitulo I]. Asimismo, incluimos algunas de las propiedades que posee y que también
se recogen en [9].
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Definicién A.9. Se define el simbolo de Legendre como

(9) — a7 e {+1)

p

donde a y p son enteros, y p es un numero primo que no divide a a. Por el Lema A.8 <%> =1

sty solo si a es cuadrado modulo p.

Si consideramos las aplicaciones ¢,w : Z — Z/2Z dadas por e(z) = %+ mod 2 y

w(z) = % mod 2, se tiene el siguiente resultado.

Teorema A.10. Para todo p primo, el simbolo de Legendre satisface las siguientes relacio-

T G G

Teorema A.11 (Ley de Reciprocidad Cuadrética). Para todos p y q primos impares distin-

tos, se tiene que
(E) (2) = (—1)®=(@),
q p

Veamos cémo se relaciona el simbolo de Legendre con el simbolo de Hilbert.

Lema A.12. Sea v € UP. Si la ecuacion Z? — pX? —vY? = 0 tiene una solucion no trivial
en Q,, tiene una solucion (z,x,y) tal que z,y € UP y x € Z,.

Demostracion. Basta comprobar que la solucién primitiva dada por la Proposicion 2.21 cum-
ple las hipdtesis. Para ello se razona por reduccion al absurdo suponiendo que y = 0 mod p
o que z = 0 mod p y se llega a una contradiccion con el caracter primitivo de la solucion. [

El siguiente teorema nos proporciona una férmula para calcular el simbolo de Hilbert en
términos del simbolo de Legendre. Incluimos la prueba de este resultado dado que de él se
deducen las propiedades del simbolo de Hilbert que se emplean en el estudio del invariante
de Hasse.

Teorema A.13. Sean k un cuerpo y a,b € k*. Si k = R, entonces (a,b) = 1 sia ob
es positivo y (a,b) = —1 si a y b son negativos. Si k = Q, y a,b € k* son tales que
a=p"u,b=pmv con u,v € UP. Se tiene que

o Sip#2,(a,b) = (—1)mm<v) (g)m (5>"

o Sip=2(a,b)= (_1)a(u)s(v)+nw(v>+mw(u)‘

donde e(z) = 551 mod 2 y w(z) = % mod 2.

Demostracion. Tomamos k = R. En primer lugar, supongamos sin pérdida de generalidad
que a > 0, entonces basta tomar (1,0,+/a) para que la ecuacién Z% — aX? — bY? = 0 tenga
solucién, es decir, (a,b) = 1. En segundo lugar, si a y b son negativos, por definicién del
simbolo de Hilbert se tiene que (a,b) = —1 porque los cuadrados de numeros reales son
positivos.
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Tomamos k = Q, y supongamos que p # 2. Por las propiedades del simbolo de Hilbert,
basta distinguir tres casos:
Primero, si n = 0 y m = 0, tenemos que probar que (u,v) = 1. Consideramos la ecuacién

7% —uX? —0Y?=0mod p

que, por la Proposicién 4.1, tiene una solucién no trivial y por el Corolario 2.26 como
d = uv € UP se puede levantar a una solucién p-adica y, por tanto, (u,v) = 1.

Segundo, si n = 1 y m = 0, tenemos que probar que (pu,v) = o) Como por el caso
anterior (u,v) = 1 se tiene que (pu,v) = (p,v) por la Proposicién 4.7, luego basta probar que
(p,v) = <§> Si v es un cuadrado, se tiene que tanto (%) como (p,v) son 1. Si (%) = —1,
por el Teorema 2.37 v no es cuadrado. Si la ecuacién

7% —pX? —0Y? =0

tuviera solucién, por el Lema A.12, tendriamos (z,z,y) solucién con z,y € UP. Por tanto,
v = (z/y)*> mod p que es absurdo porque tenemos que v no es cuadrado. En conclusion, si
v no es cuadrado, (p,v) = —1.

Por 1ltimo, si n» = 1 y m = 1, tenemos que probar que (pu,pv) = (—1)s® (—> (—) )
Empleando las propiedades del simbolo de Hilbert, se tiene que

(a,0) = (pu,pv) = (pu, —p*uv) = (pu, —uv)

y, por el apartado anterior, como (pu, —uv) = <f;w

>, aplicando las propiedades del simbolo

de Legendre, se concluye que

w-()-G) Q- ()6

Supongamos que p = 2y, como antes, basta con probar tres casos.

Primero, si n = m = 0, tenemos que probar que (a,b) = (u,v) = (—1)*®=®) Luego
tenemos que ver que (u,v) = 1 si u o v son congruentes con 1 médulo 4 o (u,v) = —1 en
otro caso. Supongamos que u = 1 mod 4, entonces o bien v = 1 mod 8 o bien u = 5 mod 8.
En el primer caso, por el Teorema 2.40, u es cuadrado y, por las propiedades del simbolo
de Hilbert, tenemos que (u,v) = 1. Si u = 5 mod 8, tenemos que v + 4v = 1 mod 8 y por
el Teorema 2.40, u + 4v es cuadrado, i.e., existe un w tal que w? = u + 4v. Consideramos
la forma Z? — uX? — vY? = 0 y tenemos que (w, 1,2) es solucién. Por tanto, (u,v) = 1.
Supongamos que u = v = —1 mod 4 y que la ecuacién Z? — uX? —vY? = 0 tiene solucién
primitiva no trivial. Luego, tenemos que 2% 4+ z? + y* = 0 mod 4 y como los cuadrados en
Z/AZ son 0 y 1, concluimos que z = y = z = 0 mod 4 en contradiccién con que la solucién
(x,y, z) es primitiva. En conclusién, si u = v = —1 mod 4, tenemos que (u,v) = —1.

Segundo, si n = 1y m = 0, tenemos que probar que (2u,v) = (—1)*®e)+<®) Veamos
que (2,v) = (=1)“® ie., (2,0) = 1 siy solo si v = 41 mod 8. Supongamos que (2,v) = 1,
entonces la ecuacién Z? —2X? —vY? = ( tiene una solucién no trivial (z,vy, 2) € (Z3)* que,
por el Lema A.12, verifica que y, z € U2 Por tanto, v,z no son miltiplos de 2 y, con ello,

y?> = 22 = 1 mod 8. Entonces, se tiene que 1 — 222 — v = 0 mod 8 y como los cuadrados
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modulo 8 son 0,1 y 4, concluimos que v = 1 mod 8. Reciprocamente, si v = 1 mod 8, por
el Teorema 2.40, v es un cuadrado y por las propiedades del simbolo de Hilbert (2,v) = 1. Si
v = —1mod 8, la ecuaciéon Z? —2X? —vY? = ( tiene a (1, 1, 1) como solucién médulo 8 y por
el Corolario 2.26, se levanta a una solucién 2-adica, en otras palabras, (2,v) = 1. Veamos
que (2u,v) = (2,v)(u,v). Si (2,v) = 1 o (u,v) = 1, por la Proposicién 4.7, lo tenemos.
Supongamos que (2,v) = —1y (u,v) = —1 y veamos que (2u,v) = 1. Por los apartados
anteriores, tenemos que v = 3 mod 8 y que u = —1 mod 8 o u = 3 mod 8. Por tanto, la
ecuacién Z2? — 2uX? —vY? = 0 se reduce a

724+2X%2-3Y?’=0mod 8 o Z?>—-6X%2—-3Y%=0mod 8.

En ambos casos (1,1,1) es solucién y de nuevo, por el Corolario 2.26, se levanta a una
solucién 2-adica, es decir, (2u,v) = 1.

Por 1ltimo, si n = 1 y m = 1, tenemos que probar que (2u,2v) = (—1)s@We@+ww)+w),
Utilizando las propiedades del simbolo de Hilbert, tenemos que

(2u, 20) = (2u, —4uv) = (2u, —wv)
y aplicando lo que acabamos de probar en el parrafo anterior, tenemos que
(2u, 2’0) = (_1>€(u)€(7uv)+w(7uv).

Utilizando que €(z) y w(z) son homomorfismo de grupos, se tiene que

(2u, 20) = (—1)sWew)Fwzu) _ (_1)e@ev)+w@)tw)

concluyendo asi el resultado. O]

Concluimos este apartado del apéndice enunciando y demostrando el Teorema de inter-
polacién que nos dice que, bajo ciertas condiciones, siempre podemos encontrar un nimero
racional cuyos simbolo de Hilbert han sido prefijados.

Para demostrar este teorema necesitamos usar el Teorema de Dirichlet cuya prueba se
extiende a lo largo de un capitulo completo [9, Capitulo VI| y requiere del uso de resulta-
dos de teoria analitica de nimeros. Por este motivo, su demostracién se excluye tanto de la
memoria como del apéndice.

Teorema A.14 (Teorema de Dirichlet). Sean a y m enteros coprimos mayores o iguales
que 1, entonces existen infinitos primos p tales que a = p mod m.

Recordamos el enunciado del Teorema 4.13.

Teorema A.15. Sea (a;)icr una familia finita de elementos de Q* y sea (€;4)icrvey UNG
familia de numeros de {£1}. Se tiene que existe un x € Q* verificando (a;,x), = €;, para
todosi €I yv eV siy solo si se verifican las siguientes condiciones:

o (Casi todos los €; ,excepto un nimero finito son 1.

o Para todoi € I, [[,cpciv=1.

e Para todo v € V existe un x, € Q} tal que (a;, ), = €;, para todo i € 1.
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Demostracion. Las dos primeras condiciones necesarias se siguen del Teorema 4.11 y para
la tercera basta tomar z, = .

Reciprocamente, supongamos que tenemos una familia de nimeros (&;,);er ey verifican-
do las condiciones suficientes del teorema. Multiplicamos los a; por los cuadrados de sus
denominadores si es necesario para obtener una familia de enteros sin alterar las hipétesis
del teorema. Consideramos los siguientes conjuntos finitos

S={veV:v=o00,v=2y v es factor primo de algin a;},

T={veV: existei eI cone;, = —1}

y distinguimos dos casos.
Primero, supongamos que SNT = () y escribimos

a:Ht, m=2_8 H S.

teT SES,8#£2,00

Como a y m son coprimos, por el Teorema A.14, tenemos que existe p primo, de hecho
existen infinitos, con a = p mod m con p ¢ SUT. Veamos que x = ap verifica (a;, z), = €;,
para todo ¢ € I y para todo v € V.

Supongamos que v € S y como SNT = (), tenemos que €in = 1; por tanto, basta ver
que (a;, ), = 1. Si v = 00, como = > 0 por el Teorema 4.8 se cumple (a;,2)o = 1. Siv =1
con [ primo tenemos que x = a? mod m. Por tanto, si p = 2, tenemos que z = a® mod 8 y si
p # 2, x = a® mod [. Por definicién de z y a, tenemos que x,a € U' y por el Teorema 2.37 y
el Teorema 2.40, tenemos que x es cuadrado. En conclusién, por las propiedades del simbolo
de Hilbert, se tiene que (a;, z); = 1.

Por otro lado, si v = [ ¢ S, tenemos que a; € U' y como [ # 2, por el Teorema 4.8, se
tiene que

a;\ vi(®)
(a;,b) = <7> para todo b € Q.

Sil ¢ T U{p}, tenemos que x € U', es decir, v;(z) = 0y, por lo anterior, se tiene que
(a;,z); = 1; ademds, como [ ¢ T, ;; = 1 y concluimos que (a;,x); = ;.

Sil € T, tenemos que v;(x) = 1y por la tercera condicién del teorema tenemos que
existe un x; € Q; tal que (a;,x;); = €;; para todo i € I. Como | € T, tenemos que ¢;; = —1
luego vy(z;) = 1 mod 2. Por tanto, tenemos que

a;

(a;,x), = (T) = (a;,x;); = €;; para todo i € I.

Si | = p, combinando las condiciones del teorema y el Teorema 4.11, tenemos que

(aiv x)p = H(aia x)v = Hgi,'u = Eip-

v#p v#p

Supongamos que S N T # (. Sabemos que Q*? es subgrupo abierto de Q7 y que S es
finito. Tomamos v € S y por hipdtesis sabemos que existe un z,, € Q tal que (a;, z,), = €4
para todo i € I. Por el Teorema 4.12, tenemos que existe un y € Q* tal que y/x, € Q2. Con
ello, (a;,y)y = (@i, Ty)y = €in. Consideramos 1;, = €;,(a;,y), para cada i € I que verifica
las tres condiciones del teorema. Si v € S, tenemos que 7;, = 1 y tenemos que SN7T = (),
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luego por el apartado anterior, existe un z € Q* tal que (a;, ), = 1;, para todo i € I y para
todo v € V. Definimos x := yz y veamos que

(&i,l')v = (aia y)v(ai> z)v =E&ip

como queriamos probar. O

A.3. Prerrequisitos de Topologia

Concluimos con los resultados de topologia que se han empleado para estudiar la topologia
p-adica. Comenzamos recordando algunos resultados fundamentales sobre compacidad.

Definicién A.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Decimos que X es compacto si todo
recubrimiento abierto admite un subrrecubrimiento finito.

Dado que los p-adicos estan dentro de un anillo producto resulta natural recordar que
la topologia producto es la topologia mas gruesa que hace continuas a las proyecciones. Se
relaciona con la compacidad mediante el siguiente resultado.

Teorema A.17 (Teorema de Tychonoff). Sea (X;, 7;)icr una familia de espacios topolégicos
compactos. Entonces el producto cartesiano [[,.; X; dotado con la topologia producto es un
espacio compacto.

icl

Pasamos a recordar algunos resultados particulares sobre espacios métricos, ver [4].

Definicién A.18. Sea (X,d) un espacio métrico. Diremos que X es completo si toda
sucesion de Cauchy en X es convergente.

Definicién A.19. Sea (X,d) un espacio métrico, llamamos completacion del espacio
métrico (X,d) a un espacio métrico completo (X', d') tal que X es isométrico a un sub-
conjunto denso de X'.

Proposiciéon A.20. Sea (X,d) un espacio métrico completo y A C X un subconjunto ce-
rrado. Entonces A es completo.

Teorema A.21. Todo espacio métrico compacto es completo.

Finalmente, introducimos dos nociones que hemos empleado para probar que los p-adicos
son localmente compactos.

Definicién A.22. Sea (X,d) un espacio métrico y k € X un subconjunto. Diremos que
K es secuencialmente compacto si cada sucesion (x,)72, en K posee una subsucesion
(@, )k convergente a un punto en K.

Teorema A.23. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces X es compacto si y solo si X es
secuencialmente compacto.

Definicién A.24. Sea (X, d) un espacio métrico. Diremos que es totalmente acotado si
para todo € > 0 existe una familia finita de bolas de radio € cuya union contiene a X.

Proposiciéon A.25. Todo espacio métrico completo y totalmente acotado es secuencialmente
compacto.
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