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Resumen

Resumen

Las ecuaciones diferenciales con retardo aparecen con frecuencia en diferentes proble-
mas de diversas disciplinas como la medicina, la biologia, la ingenieria o la economia. Se
caracterizan por tener en cuenta la influencia de estados anteriores en el comportamiento
actual del sistema. Sus soluciones no siempre son faciles de calcular e incluso en cier-
tas situaciones no existen. Por eso, el objetivo de este trabajo es, por un lado, mostrar
diversos ejemplos resolubles utilizando distintos métodos y, por otro lado, proporcionar
ciertos resultados que garanticen la existencia y unicidad de solucién de un problema de
ecuaciones diferenciales con retardo y funcién inicial.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales, retardo, existencia y unicidad, método de pasos.

Abstract

Delay differential equations frequently appear in different problems from various dis-
ciplines such as medicine, biology, engineering or economics. They are characterized by
taking into account the influence of previous states on the current behavior of the system.
Their solutions are not always easy to calculate and even in certain situations they do
not exist. Therefore, the aime of this work is, on the one hand, to show various solvable
examples using different methods and, on the other hand, to provide certain results that
guarantee the existence and uniqueness of solution of a delay differential equations pro-
blem and initial function.

Keywords: differential equations, delay, existence and uniqueness, method of steps.
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Introduccion

A inicios del siglo XVII comenzé a desarrollarse el estudio de las ecuaciones diferen-
ciales a partir de ciertos trabajos realizados por Leibniz y Newton. Estos textos propor-
cionaban modelos que respondian a problemas de fisica como la termodinamica, ondas o
mecanica.

Durante los siglos XIX y XX, Malthus, Verhulst, Lotka-Volterra, Gompertz y otros au-
tores estudian modelos que trabajan en el crecimiento de poblaciones, los cuales suponen
que los organismos reacionan inmediatamente a la presencia de estimulos. Sin embargo,
esto no siempre es cierto, por ejemplo, un depredador necesita tiempo para consumir a
su presa o al estudiar una epidemia no basta con conocer la cantidad de infectados en
un tiempo dado, sino observar cémo fue la evoluciéon en un periodo pasado para predecir
mejor su futuro. Pero las ecuaciones diferenciales ordinarias no reflejan el comportamien-
to de ciertos procesos que se ven afectados por instancias pasadas, por lo que surgen las
ecuaciones diferenciales con retardo para modelar dicho comportamiento (ver [1]).

Las ecuaciones diferenciales con retardo se desarrollaron durante la segunda mitad del
siglo XX implicando un gran cambio de enfoque, ya que han permitido modelar diversos
problemas de forma mas adecuada que con las ecuaciones ordinarias. Estas ecuaciones,
que se han utilizado para describir problemas de biologia, ingenieria, medicina y economia
(ver [4]), son aquellas que representan ciertos procesos donde la variable de estado en un
tiempo determinado depende de estados asociados a tiempos anteriores (ver [1] y [9]).

De esta forma, la inclusién de los retardos en una ecuacién diferencial es conveniente
a la hora de modelar ciertos problemas. Sin embargo, su resolucién resulta, en general,
un problema matematico mas complicado que las ecuaciones ordinarias. Para resolver
estas ecuaciones, se necesita anadir a la ecuacion diferencial con retardo una condicion
inicial, la cual no serd un nimero o un vector como en el caso de ecuaciones ordinarias,
sino que es una funcién continua en el intervalo [ty — 7, o] para 7 > 0. Esto provoca que
los problemas de ecuaciones con retardo involucren trabajar con espacios de funciones de
dimensién infinita, lo que no sucede para las ordinarias.

Al tratarse de problemas que no son faciles de resolver, donde en multiples ocasiones no
se sabe obtener su solucion, uno de los objetivos de este trabajo sera estudiar resultados
que garanticen la existencia y unicidad de soluciéon de un problema de ecuaciones con
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retardo y una funcién inicial como el que se muestra a continuacién

()= f(t,z(t),z(t — 1)) para t > to, (1)
x(t) = 6(t) para to — 71 <t < to.

Para comenzar este trabajo, en el primer capitulo, se introducen dos ejemplos de pro-
blemas matematicos que son adecuados para ser modelados por ecuaciones diferenciales
con retardo. Estos ejemplos son la mezcla de liquidos en un tanque y el crecimiento de
una poblacién. Ademads, se muestra el método de los pasos como técnica para resolver
estos dos problemas. Y por ultimo, se aplica la transformada de Laplace a una ecuacion
con retardo, proporcionando otro procedimiento para encontrar la solucion.

En el segundo capitulo se estudia la existencia y unicidad para problemas de ecuacio-
nes con retardo discreto. Se empieza introduciendo conceptos y notaciones acerca de la
ecuacion diferencial con retardo. Seguido, se expone un breve repaso sobre los teoremas de
existencia y unicidad de solucion del problema de valores iniciales en el caso de ecuaciones
ordinarias que servird para comparar con los resultados que veremos para ecuaciones con
retardo, ademas de introducir el concepto de funcion Lipschitz o la forma integral del
problema que se han visto a lo largo de nuestros estudios universitarios. Una vez explica-
dos todos estos conceptos previos, en la seccion 2.3, se analiza la existencia y unicidad de
solucion local para un problema asociado a una ecuaciéon con retardo discreto aplicando
el método de los pasos y lo visto para ecuaciones ordinarias. Mientras que en la ultima
seccion se expondra un resultado global para el caso de ecuaciones lineales con retardo
discreto.

Y para terminar, en el ultimo capitulo se analizaran resultados de existencia y unici-
dad para ecuaciones con retardo mas generales. En primer lugar, se reescribe el problema
de condiciones iniciales para una ecuacion con retardo general de manera que se describa
el valor de la funciéon en un intervalo hasta ¢ en lugar de solo en el punto ¢. En la se-
gunda seccion, se escribe el problema con retardo en forma de una ecuacién integral para
posteriormente estudiar la existencia y unicidad de solucién que abarcara las dos tltimas
secciones.



Capitulo 1

Algunos ejemplos de problemas con
ecuaciones con retardo

Las ecuaciones diferenciales con retardo (EDR) aparecen en modelos de diversas dis-
ciplinas como la medicina, la biologia, la ingenieria o la economia, donde la variacion de
la variable de estado x con el tiempo depende en cada instante ¢ no sélo de z(t) sino
también de valores de x en instantes anteriores. Es por eso, que en ciertos problemas
su modelizacion es mas adecuada a través de ecuaciones con retardo que con ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) que también suelen utilizarse en la modelizacién. (ver por
ejemplo la referencia [4]).

En este primer capitulo introduciremos dos ejemplos de problemas matematicos que
son apropiados para ser modelados a través de ecuaciones diferenciales con retardo. El
primero de ellos estudia la mezcla de liquidos cuando la disoluciéon no se produce de
forma instantanea, mientras que el segundo aborda modelos de poblaciones donde la
reaccion bioldgica ocurre transcurrido cierto tiempo. Ambos problemas son presentados
y resueltos por el método de los pasos. Ademds, también se explicara otro método de
resolucion de problemas con retardo que es aplicando la transformada de Laplace. Todo
esto resultard idoneo para comenzar a meternos de lleno en este tema. Para ello, nos
basaremos principalmente en las referencias [3] y [9], con la ayuda de otras referencias
como [5] y [12].

1.1. Mezcla de liquidos

El primer problema que sirve para mostrar el uso de las ecuaciones diferenciales con
retardo es la mezcla de salmuera y agua dulce en un tanque (ver las referencias [3] y [9]).
Consideramos un tanque con capacidad de B litros, lleno de salmuera, en el cual, desde la
parte superior, se anade agua a razon de ¢ litros por minuto. La salmuera en el tanque es
removida continuamente y la disolucion mezclada sale a través de un orificio en el fondo,
también a razén de ¢ litros por minuto. Estamos interesados en determinar la cantidad
de sal que queda en el tanque en funciéon del tiempo.

Denotamos por x(t) la cantidad de sal (en kilogramos) en el tanque en el tiempo ¢ (en
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minutos). Si suponemos que la salmuera se mezcla con el agua de forma instantdnea y
uniforme, entonces la mezcla que sale del tanque contiene z(t)/B kg de sal por litro, de
tal forma que la variacién con respecto al tiempo de la cantidad de sal en el tanque es

2(t) = —La(t) >t

Si llamamos ¢ = ¢/B y consideramos la condicién inicial x(tg) = a, la cual nos indica la
cantidad de sal que contiene el tanque en el instante inicial ¢y, se obtiene el problema

/ — : >
{ ' (t) cx(t) si t>ty, (1.1)
z(tg) = a.

Dicho problema estda compuesto por una ecuacion diferencial ordinaria lineal, donde la
solucién de (1.1) viene dada por

x(t) = ae~c(t —to) para t > to. (1.2)

Ahora suponemos que la mezcla no es instantanea, es decir, que el cambio de con-
centracién del tanque en el tiempo ¢t depende de la concentracién media en un instante
anterior ¢t — 7, donde 7 es una constante positiva. En este caso la ecuacion diferencial que
define la cantidad de sal del tanque es

2 (t) = —cx(t — 1) (1.3)

es decir, una ecuaciéon diferencial con retardo.

En primer lugar nos preguntamos qué tipos de condiciones iniciales debemos imponer
para obtener un problema con solucién unica asociado a (1.3). La respuesta més natu-
ral que podemos encontrar a esta pregunta es tomar una funcién inicial en el intervalo
[to— T, to] de longitud 7 > 0, e imponer que satisfaga la ecuacién (1.3) para t > tq. Es decir

(1.4)

2'(t) = —cx(t —7) sit>ty,
.le(t):e(t) si to—TStSto

donde € es una funcion dada.

Para resolver este problema vamos a utilizar el "método de los pasos” (ver [3] y [13]).
Este método se lleva a cabo de forma iterativa, primero se considera el intervalo [tg, to+ 7]
y se utiliza la funcion inicial de tal forma que la ecuacion con retardo se convierta en una
EDO. Una vez resuelta la EDO en dicho intervalo, el proceso se repite para un nuevo
intervalo [ty + 7,1ty + 27|, tomando como funcién inicial la solucién obtenida previamente.
Este proceso se contintia hasta obtener la solucién en un cierto intervalo o identificar un
patrén que permita construir la solucion en otros intervalos.

A continuacién, se va a resolver el problema (1.4) eligiendo la funcién inicial constante
0(t) = a, ya que representa el caso mas sencillo. En efecto, considerando tqg <t <ty + 7
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se obtiene que to — 7 < t — 7 < tg, y por tanto, utilizando la funcién inicial de (1.4),
x(t — 7) = a. Sustituyendo en la ecuacion con retardo (1.4) nos lleva a la EDO

P(t) = —ca, to<t<tyg+T.

Integrando la expresion anterior entre ty y t verificando ty < t < ty + 7, y teniendo en
cuenta la condicién inicial x(ty) = a, se llega a la solucién

t
x(t) = x(ty) — / cads =a—ca(t —tyg), to<t<ty+T. (1.5)

to

Ahora determinamos la solucién en el intervalo [ty + 7,%y + 27]. Razonando de forma
andloga al caso anterior, tenemos que tg < t—71 < to+ 7, y utilizando (1.5) nos lleva a que
z(t —7) = a— ca(t — 7 — tp). Sustituyendo esta expresién en (1.4) se obtiene la ecuacién

2'(t) = —ca+ Falt — 7 —ty), to+T<t<ty+2r

y la condicién inicial
x(to+7) = a — car.

Integrando la expresion anterior entre to + 7 y t verificando to + 7 < t < tg + 27, se tiene

q:(t):9(:(150—1-7')4—/“r [—ca+ Pa(s — T —t)] ds

t t

a(s — 1 —t)?
+ 5 .
to+7 to+7

=x(ty +7) — cas

Sustituyendo el valor de z(ty + 7) y operando, obtenemos la expresién

ca(t — 1 —tp)?
2

x(t) =a—car —ca(t —tg —7) +
(1.6)

Aa(t — 1 —tp)?

=a — ca(t — ty) + i

t0—|—7'§t§t0+27'.

Repetimos el proceso una vez més en el intervalo [ty + 27, tp+ 37]. Razonando de forma
analoga al caso anterior, tenemos que si o + 27 <t <ty + 37, entonces to +7 <t —7 <
to + 27, lo que nos lleva a

a(t — 21 — tg)?
2 ?

x(t—7)=a—calt —7—ty) + to+7 <t <ty+27

y sustituyendo esto en (1.4) se tiene

Aalt — 21 — tg)?
2 )

2'(t) = —ca+ Falt — 7 —ty) — to+27 <t <ty+3T (1.7)

con condicién inicial
car?

x(to+ 27) = a — 2cat + 5
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Integrando la expresién (1.7) entre tg + 27 y ¢ verificando to+ 27 < t < to+ 37 llegamos a

¢ 3 2
— 27 —1
x(t) = x(to + 27) + / [—ca+ *a(s — T —tg) — cals =27 ~ to) | ds
to+21 2
t 2 2t 3 3t
—r—t — 27—t
= x(to + 27) — cas + & als =7~ t) _ dals =2 o) .
to+271 2 to+271 6 to+21
Sustituyendo el valor de z(ty + 27), se obtiene la funcién
22 20(t — 7 — )2 Rar®  SBalt — 21 — )3
x(t):a—2car—|—caT —ca(t—t0—27)+ca( 27 0) —C;T _ 6T 0)
“at — 7 —t)?  alt — 21 —t)°
:a—ca(t—t0)+ca( 27 )” _ <ol 67 o) ror<t<ty+s3m
(1.8)

A la vista de las expresiones (1.5), (1.6) y (1.8) podemos conjeturar que la forma de
la solucion en cada intervalo temporal de longitud 7 es

o(t) = Z (=1D)*ac*(t —to — (kK —1)T)

x , ot n—Dr<t<ty+nr, neN. (19)

k=0

Probemoslo ahora por induccién.

Claramente se verifica para n = 1 por (1.5). Vamos a suponerlo cierto para n y lo
vamos a demostrar para n + 1.
Si t verifica tg +nt <t <tg+ (n+ 1)7, tenemos que to+ (n — 1)1 <t —7 <ty +nry
por hipdtesis
L (=DFac(t — 17—ty — (k — 1)71)* " (=Dkack(t —tg — kT)*
z(t—71) = Z X = Z 1 )

k=0 k=0

Sustituyéndolo en (1.4) se obtiene

n -1 k+1, k+1 t—th—k k
T'(t) = Z (=)™ ac™ (t — to — k7) to+nt <t<tp+(n+1)r (1.10)
prd k!
con condicién inicial
a(ty +n7) = -~ (CDfad(nr — (k- )" (1.11)

k!

k=0
Integrando en (1.10) entre to + n7 y ¢ verificando tg +nt <t < to+ (n+ 1)7 y operando
llegamos a

k+1ack+1(8 — 1ty — ]m_)k—l—l t

w(t) = a(to+n7) + > (=)

(k + 1>‘ to+nTt
"L (=) lack i (t — ty — kT)ktH! "L (=1D)kack (0 — E)T)ktH!
— (¢ _
”(“”TH; k+ 1) 2 CES]
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Utilizando (1.11) observamos que

(=) adt (n — k)r)k L
$(tg+n7):a+z( ) (k:—i—((l)' )7) .

k=0

De esta forma, sustituyendo el valor de x(tg + n7), se tiene

"L (=D ack i (t — tg — kT)kH! _ e (=1)*ack(t —tg — (k — 1)7)*

wt)=atd (k+ 1)! - A

k=0 k=0

para to +nt <t < ty+ (n+ 1)7, como querfamos probar.

A pesar de haber obtenido una solucién global del problema con retardo (1.9), es dificil
determinar las propiedades més esenciales. Por ejemplo, z(¢) que representa la cantidad
de sal en el tanque, debe ser siempre x(t) > 0 para todo ¢. Por lo tanto, de la expresién
obtenida en la primera integracién, ecuacién (1.5), se deduce que el modelo solo tiene
sentido si ¢ < 1. Ademds, de la ecuacion (1.6), tomando t = tg + 27 y resolviendo la
ecuacién z(t) = 0, las raices son 7 = (2 4 v/2)/c, luego hace falta imponer cr < 2 — /2
para garantizar que la expresion es positiva. Y atn asi, esto no es una condicién suficiente
para garantizar que la solucién siempre sea positiva.

Fijando los pardmetros tp = 0, a = 1 y ¢ = 1/5 obtenemos
x(t) =e'/? (1.12)

como solucién del problema (1.1) relativo a la ecuacién ordinaria. Con los mismos valores
pero considerando un retardo 7 = 2y §(t) = a = 1 para t € [—2, 0], llegamos a la solucién
para el problema (1.4) en los tres primeros intervalos:

(1 ¢ i tel0.2
- = € ) )
: si [0, 2]
12 — 14t + 54
o) = { i t € [2,4), (1.13)
874 — 258t + 27> — t3
Ll sit e [4,6].

\ 750

En la Figura 1.1 hemos representado las funciones (1.12) y (1.13) respectivamente. En
ambas figuras, se puede observar como a partir de ¢t = 0, la grafica empieza a descender
y la cantidad de sal se aproxima a cero cuando el tiempo aumenta. Esto se debe a que
la sal va saliendo del tanque a medida que aumenta el tiempo. A diferencia de la figura
de la izquierda, en la figura de la derecha la cantidad de sal que sale del tanque depende
de la concentracion en un instante de tiempo anterior ¢ — 7, por lo que precisa conocer
la cantidad de sal en el intervalo [—2,0]; en este caso, suponemos constante xz(t) = 1, es
decir, en este intervalo no sale nada de sal.
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Figura 1.1: (a) Solucién del problema (1.1) con to =0, a =1y ¢ = 1/5. (b) Solucién de
(1.4) conty=0,0(t) =a=1,c=1/by7T=2.

Por construccion se tiene la continuidad para ambas graficas, pero se observa que en
t =ty la grafica de la Figura 1.1(b) no es derivable. En este caso se mejora la regularidad
en los puntos t = ty + n7 al aumentar el valor de n € N.

En la Figura 1.2 se representa la grafica de la solucién del problema (1.4) para distintos
valores de c. Se puede observar que la cantidad de sal toma valores negativos, algo poco
realista ya que siempre deberia ser xz(t) > 0. En primer lugar, se considera la solucién
para el problema con retardo con pardmentros tg =0, a =1, c=1/4 y 7 = 2 (ver Figura
1.2(a)). Mientras que en la siguiente figura, se emplean los mismos valores pero tomando
¢ =1/2 (ver Figura 1.2(b)).

(a) Caso c=1/4 (b) Caso ¢ =1/2
Figura 1.2: Soluciones del problema (1.4) con pardametros tg =0, 0(t) =a=1y 7 =2
En la figura de la izquierda, se observa cémo la curva es positiva en [0, 4] y levemente

toma valores negativos para la variable x(t) en el intervalo [4, 6]. En este caso, los pardme-
tros escogidos no cumplen la condicién para que en dicho intervalo la solucion sea positiva
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como sucede para los anteriores, donde en el intervalo [0, 2] se cumple la condicién er < 1
y en el intervalo [2, 4] se satisface cr < 2—+/2. Mientas que en la figura de la derecha se ve
claramente como la cantidad de sal toma valores negativos a partir del segundo intervalo
[2,4]. En este caso, para los pardmetros escogidos no se cumple que e¢r < 2 — V2, por lo
tanto, como se observa en la figura al no cumplir la condicién del intervalo [2, 4] la curva
toma valores negativos los cuales son poco realistas al tratarse de la cantidad de sal.

1.2. Modelos de poblaciones

Otro problema que también sirve para ejemplificar el uso de las ecuaciones diferencia-
les con retardo estd asociado a modelos de poblaciones (ver referencias [3] y [9]).

Si N(t) representa la poblacion en el instante ¢ de una colonia aislada de animales, el
modelo de crecimiento de dicha poblacién puede ser descrito por el modelo de Malthus

N'(t) = kEN(t),

donde £ es una constante positiva denominada tasa de crecimiento y si consideramos la

condicién inicial N(0) = a, llegamos al siguiente problema

N'(t) =kN(t t>0

(1) = kN(t) para >0, "
N(0) = a.

Este problema se resulve por variables separadas donde la solucion viene dada por
_ .kt
N(t) = ae para ¢ > 0. (1.15)

Pero al igual que sucedia con la mezcla de liquidos de la seccion anterior que no era
instantanea, el crecimiento de la poblacién tampoco sucede de manera inmediata segin
nace la especie, precisa un tiempo de maduracion, y podemos considerar la poblacion en
un instante anterior. En este caso, la ecuacién diferencial que define el crecimiento de una
poblacion es

N'(t) = kN(t — 1), (1.16)

que es la misma ecuacién que en la mezcla de liquidos (ecuacién (1.3)) pero ahora con un
crecimiento positivo. Por lo tanto, si anadimos las mismas condiciones pero con t; = 0
tenemos el problema

{N’(t) = kN(t—17) para t >0, (1.17)

N(t)=0(t)=a para —7 <t <0.

Aplicando el método de pasos como al problema (1.4) de la mezla de liquidos, obtenemos
la solucién de la forma

N(t) = f: ak?(t g’f — U7y (n—1)r<t<nr, neN. (1.18)
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Fijando los pardmetros 0(t) = a = 1 y k = 1/5 obtenemos N(t) = €/® como solucién
del problema (1.14) relativo a la ecuacién ordinaria. Con los mismos valores pero conside-
rando un retardo 7 = 2 llegamos a la solucién para el problema (1.17) en los tres primeros
intervalos.

(ot
1+5 si te€0,2],
t2 4 6t + 54
z(t) = % si t€[2,4],
t3 4 3t? + 138t + 746
it€[4,6]
\ =50 si t € [4,6]

o —————p————————————————
o —-—————F/F---—-—-—-—-—---"———-

Figura 1.3: (a) Solucién del problema (1.14) con a =1y k = 1/5. (b) Solucién de (1.17)
conf(t)=a=1,k=1/5y7=2

En la Figura 1.3 hemos representado ambas funciones. Se observa cémo a partir de
t = 0 la grafica empieza a crecer a medida que aumenta el tiempo. Esto significa que la
densidad de poblacién sigue un ritmo creciente. Pero, a diferencia una figura de la otra,
en la Figura 1.3(a) la curva de la densidad de poblacién crece més rapido que la curva de
la Figura 1.3(b). Esto se debe a que la densidad de poblacién se considera en un instante
anterior ¢t — 7.

Al igual que sucedia en la Figura 1.1 de la mezcla de liquidos del apartado anterior,
ambas gréaficas son continuas, pero se observa que en t = 0 para la Figura 1.3(b) la curva
no es derivable. Ahora como las funciones son crecientes no tenemos problemas con la
positividad de las soluciones

Se obtiene un modelo mas realista si suponemos que k£ no es un coeficiente constante
sino que disminuye a medida que aumenta N (t), debido a la escasez de alimentos. En este
caso, el modelo de crecimiento viene dado por la ecuacién diferencial no lineal, conocida

como ecuacion logistica,
N(t
N'(t) = k[ - #} N(#), (1.19)
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donde k£ y P son parametros positivos denominados tasa intrinseca de crecimiento y
capacidad de carga, respectivamente. Esta ecuacién junto con una condicién inicial N (0) =
Ny nos lleva al problema

N(t)
N'(t)=k|1— —=|N(t
que puede ser resulto por variables separadas, llegando a la solucion
Noekt
N(t) = i
Q 1+ (bt —1)5
Si de nuevo fijamos los parametros Ny = 950, k = 1/5 y P = 1000 obtenemos
950¢!/9
N(t) = s (1.21)
1+ (el/5 - 1)—2
1000

como solucién del problema (1.20) relativo a la ecuacién ordinaria.

1030 A

1020

1010 4

1000
G- 990
980 -
970 -

960

950 4
[

T T T T T T T T
o] 10 20 30 40 50 60 J0O

t

Figura 1.4: Solucién para el problema logistico (1.20) con Ny = 950,k =1/5y P = 1000

Si comparamos la Figura 1.4 con la Figura 1.3(a) podemos observar como en ambas
figuras, la grafica es una curva creciente pero, en el modelo logistico llegamos a un tiempo
en el cual la curva deja de crecer y a partir de ese instante la poblacién es constante.
Mientras en el modelo de Malthus esto no sucede, la gréfica crece sin llegar a un periodo
en el que la poblacién se acerca a una constante.

Ahora supongamos que la reaccién de autorregulacién biolégica representada por el
N(t) ., Lo . ; .

factor [1 — T] en la ecuacion del modelo logistico no es instantanea, sino que responde

después de transcurrido un tiempo 7 > 0. Entonces este modelo viene dado por la ecuacion

diferencial con retardo
N(t —
N'(t) = k [1 - %} N(b). (1.22)
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Si a esta ecuacion la aportamos una funcion inicial, tenemos el problema

N'(t) :k{l—W]N(t) para t > 0

(1.23)
N(t) = No(t) para —7 <t <0.
Como se afirma en [3], si introducimos el cambio
N
z(s) = @ -1y c=kr, (1.24)

en (1.23) y derivamos x(s) llegamos a la ecuacién con retardo

Y6 = T(re) = rk;zgm) [1 B N(T(;— 1))} = [1 - 5 ]

= —cz(s — 1)[z(s) + 1].

Si cambiamos la s por la ¢ y anadimos una condicion inicial

o(t) = Noj(jt) ~ 1 para [=1,0]

e imponiendo que se satisfaga la ecuacion para t > 0, tenemos el siguiente problema

a'(t) = —cx(t = V)[x(t) +1] >0, (1.25)
x(t) = 0(t) —1<t<0. |

Si suponemos que 6(t) es una funcién continua, (1.25) se puede resolver por el método
de los pasos como se ha visto anteriormente. No obstante, ahora en cada paso debemos
resolver una ecuacién diferencial lineal.

En primer lugar, consideramos el intervalo [0, 1]. Como 0 <t < 1, se tiene que —1 <
t —1 <0, por lo que utilizando la funcién inicial z(t — 1) = 6(¢t — 1). Sustituyendo en
(1.25), se tiene la ecuacién ordinaria

'(t) + bt — 1)a(t) = —ch(t — 1)
con condicional inicial z(0) = 6(0).

t
/ (s —1)ds
Para resolver este problema se emplea el factor integrante e/o

t

cB(s—1)ds cB(s—1)ds cB(s—1)ds
x’(t)e/o . + cl(t — 1):13(75)6/0 =1 = —ch(t — 1)6/0 =t

que es equivalente a

%[x(t)e/o (s —1) ds] et 1)6/0 (s —1) ds.
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Si integramos a ambos lados de la ecuacién se obtiene

m(f)e/otce(S_DdSt B _e/otce(s—l)ds

t=0

ch(s —1)ds cB(s —1)ds
x(t)e/o o=l —xz(0) = —e/o . + 1.

Utilizando la condicién inicial y despejando x(t) nos lleva a la tnica solucién en [0, 1],

t

t=0

— | cB(s—1)ds
z(t) = [0(0) + 1]e /0 e=1) —1 para te€|0,1]. (1.26)

Se ha encontrado la solucién exacta en el intervalo [0, 1]. Ahora consideramos el inter-
valo [1,2]. Tenemos que 1 <t < 2, lo cual es equivalente a 0 <t —1 < 1, por lo que
-1
- / (s —1)ds
x(t—1)=1[0(0) +1]e Jo -1

Sustituyendo en (1.25), se tiene la ecuacién ordinaria

— B ch(s—1)ds
' (t) = —c([@(O) + 1e /0 — 1) [z(t) + 1] (1.27)
con condicién inicial

— cB(s—1)ds
z(1) = [0(0) + 1]e /o e-1) ~ 1L (1.28)

Para resolver este problema se emplea el factor integrante

t — 8_109 k—1)dk
/c([G(O)—i—l]e /0 ( ) —1)ds

e’ 1

al cual llamaremos M.
Multiplicando por el factor integrante M a cada término de la ecuacién (1.27) y operando,

se obtiene .
% [a:(t)M] = —c([Q(O) + 1]6_/0 W= 1)ds - 1) M.

Integrando entre 1 y ¢ verificando que 1 <t < 2 a ambos lados y sustituyendo la M nos
lleva a

t t
/ c(16(0) + 1]e~ Jo " Ok=1)dk _ 1)ds|t / c([6(0) + 1]e~ Jo o Ok=1)dk _ 1)ds|t
eJs1 = —eJ1

(1)

t=1 t=1
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esto es,

tc [0(0) + 1]e” Ji ™" eoth=1)dk _ 1Y gg
x(t)e/l ( ) —z(1) =

t
/ c(6(0) + 1]e~ Jo ™ coh=1)dk _ 1) ds

Despejando, se llega a la solucién en el intervalo [1, 2]

: T - 1y ak
- c(l0 e /0 - S
z(t) = [z(1) + 1]e /1 ([ O+1 1) ! -1 (1.29)

donde x(1) viene dada por la condicién (1.28). De la misma manera, se puede hallar la
solucién para el resto de intervalos, pero en estos casos los calculos se complican.

A continuacién, procedemos a resolver el problema (1.23) con condicién inicial Ny(t) =
950 y fijando los parametros k = 1/5, 7 =5, c=kr =1y P = 1000.

En primer lugar, para poder calcular las soluciones en los intervalos tenemos que
obtener la condicién inicial del problema (1.25), para lo cual si realizamos el cambio
(1.24) y sustituimos N(7s) para s = 0 por la condicién inicial de (1.23) que es N(t) = 950
tenemos que la condicién inicial para (1.25) es x(t) = —1/20. Por lo tanto, el problema
(1.25) queda de la siguiente forma

2 (t) = —cx(t —1)z(t)+1] ¢t >0,
z(t) = —— -1<t<0.

Sustituyendo la condicién inicial en (1.26) y (1.29) llegamos a que las soluciones en los
intervalos son

19
%et/QO 1 si t € 0,1],

z(t) =

_ 1
19 [—19e(—1/20 L qg 4y 4 ]
20° 2

—1 site(L2)
Ahora, deshacemos el cambio (1.24) y tenemos las soluciones para (1.23) con condicién
inicial Ny(t) = 950 que son las siguientes

.

19¢t/100 . 50 si t € [0,5],

N(t) = (1.30)

[ 10et/5=1)/20 L g Ly 1

19e¢ 5 20

.50 si t € [5,10].
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Figura 1.5: (a) Solucién del problema logistico (1.23) con Ny(t) =950, k = 1/5,7 =5y
¢ =kt = 1. (b) Soluciones de los problemas (1.20) (grafica roja) y (1.23) (grafica azul)
en el intervalo [0, 10].

En la Figura 1.5 se ha representado a la izquierda la solucién (1.30) y a la derecha
las soluciones (1.21) y (1.30) en el intervalo [0, 10]. En la Figura 1.5(a) se puede observar
cémo la grafica empieza a estabilizarse a una cierta poblaciéon en un periodo concreto
al igual que sucede en la Figura 1.4. Aunque esto no podemos afirmarlo con rotundidad
porque para ello necesitamos calcular la solucién de (1.23) para més intervalos, lo cual no
ha sido posible por la laboriosidad de los célculos.

Mientras que en la Figura 1.5(b) podemos ver cémo la grafica correspondiente a la
solucién (1.30) crece més rapido que la solucién (1.21). Incluso se puede observar cémo la
grafica del color azul sobrepasa el valor de la capacidad de carga P = 1000, mientras que la
grafica correspondiente a la solucién (1.21) comienza a curvarse, dejando de crecer cuando
se aproxima al valor de nuestra capacidad de carga. Aunque en ambas graficas se obser-
va como la curva empieza a estabilizarse a diferencia de las representadas en la Figura 1.3.

Al igual que sucedia en Malthus y en la mezcla de liquidos, cuando intoducimos el
retardo a la ecuacién, el punto de partida de la grafica ¢ = 0 no es derivable como se ve
en la Figura 1.5(a).

1.3. Otro método de resolucion

Para la resolucion de las EDRs, ademés de emplear el método de los pasos, que ya
ha sido estudiado en la secciones anteriores, se presentd otra técnica diferente como es
la transformada de Laplace. Comenzaremos recordando su definicién y algunas de sus
propiedades para posteriormente utilizarlas en la resolucién del problema (1.4) con ¢ty = 0
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y 0(t) = a. Para esta seccién se ha usado principalmente las referencias [9] y [12].

1.3.1. Transformada de Laplace

La transformada de Laplace es una técnica utilizada para determinar la solucién
explicita de ciertos problemas con valores iniciales o de Cauchy. En particular, esta es-
pecialmente indicada en aquellos en los que intervienen funciones definidas a trozos. En
concreto, convierte ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de coeficientes constantes
en problemas algebraicos y permite transformar algunos problemas de ecuaciones en de-
rivadas parciales en ecuaciones ordinarias. Este método también se utiliza para resolver
ecuaciones con retardo y el proceso es similar al caso clasico. Se aplica la transformada
a la ecuacién diferencial, se agrupan términos y por ultimo se determina la transformada
inversa, lo que da lugar a la solucién del problema.

A continuacién, escribimos algunos conceptos de la transformada de Laplace estudia-
dos a lo largo de la carrera (ver [5] y [12]).

Definicién 1.3.1 (Transformada de Laplace). Dada una funcion f(t) definida para cada
t > 0, la transformada de Laplace de f es otra funcion (que designamos por L(f)) y que

viene dada por
+oo

L(f)(s) = F(s) = ft)e"dt,

0
para los valores de s para los cuales la integral sea finita.

Es evidente que la transformada de Laplace no esta definida para toda funciéon con-
tinua, basta tomar f(t) = etz, por lo tanto, escribimos la siguiente definiciéon que es una
condicién suficiente para la existencia de la transformada.

Definicién 1.3.2. Se dice que una funcion f(t) es de orden exponencial v cuando t —
+00, st existen M >0 y T >0 tales que se verifica

|f(t)| < Me™  para todo t > T.

Utilizando la definicion, se tienen facilmente los siguientes ejemplos de transformadas
de Laplace:

Ejemplo 1.3.3. Algunos ejemplos de transformadas de Laplace:
w
5

I E(sin wt): s>0, t>0.

11 E(cos wt): s>0, t>0.

1. L(e™) = 1, s>a, t>0.

IV. L(t™) = —— s>0, t>0, meN.
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Las principales propiedades de la transformada de Laplace que vamos a utilizar son
las siguientes:

Proposicién 1.3.4. Sean f,g funciones de orden exponencial v cuando t — oo. Se
tiene:

1. La transformada de Laplace es lineal:
L(af(s) + Bg(s)) = al(f)(s) + BL(g)(s), Va,BER con s> 7.

II. Transformada de la funcion derivada: Supongamos que f es continua en [0,+00),
de orden exponencial v cuando t — +o0o y que f'(t) es continua a trozos en [0,T]
para cada T' > 0. Entonces, si s > 7,

L(f')(s) = sL(f)(s) = £(0).
III. Primer Teorema de traslacion. Si F(s) = L(f(t)) para s > v ya € R, entonces

L(Eef(t)(s)=F(s—a) s> ay.

IV. Segundo Teorema de traslacion. Si F(s) = L’(f(t)) para s > v y a > 0,
entonces
0 sit<a
g(t) = .
ft—a) sit>a,

verifica

L(g(t))(s) =€ "F(s) s>1.
Ademas, para determinar la solucion, también se utilizara la transformada inversa.

Definicién 1.3.5 (Transformada Inversa). Si F(s) = L(f(t)) para cierta funcion f, se
dice transformada inversa de Laplace y se denota por L™Y(F(s)) a

Notemos que la transformada de Laplace de dos funciones continuas a trozos que
solamente difieren en sus puntos de discontinuidad son iguales; en consecuencia la trans-
formada inversa de Laplace coincidird salvo posiblemente en los puntos de discontinuidad.

Utilizando la definicién de transformada inversa y los ejemplos vistos anteriormente
se tiene que

Ejemplo 1.3.6. Algunos ejemplos de transformadas de Laplace inversas:

w
L £‘1(2+ 2):sinwt, s>0, t=>0.
s2 +w

II. L1 <%) =coswt, s>0, t>0.
S w
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III. E‘l( ):e“ﬂ s>a, t>0.

S—a

m)

Sm—i—l

IV. £‘1( ):tm, s>0, t>0, meN.

Utilizando la definiciéon de transformada inversa y la proposicién 1.3.4 se llega a:

Proposicion 1.3.7. La transformada de Laplace inversa verifica las siguientes propieda-
des:

L. La transformada de Laplace inversa es lineal: dadas dos funciones F' y G tales que

F=L(f) yG=L(g), entonces
LY aF +BG) =al Y (F)+ BLHG), Va,B€R.

II. Primer teorema de traslacion: Si L7 (F(s)) = f(t) para s > v y a € R,
entonces
LYF(s—a)=e"f(t) s>a+.

III. Segundo teorema de traslacion: Si L~(F(s)) = f(t) para s >0,a>0y

(t) = 0 stt<a
a= flt—a) sit>a,

entonces se verifica

L (e F(s)) = g(t).

1.3.2. Aplicacion de la transformada de Laplace a la resoluciéon
de EDR

A continuacién vamos a resolver utilizando la transformada de Laplace el problema
con retardo (1.4) con tg =0y 6(t) = a, es decir,

¥(t) = —cx(t—7) sit>0,
{x(t) =a si —7<t<0. (1.31)

En primer lugar, aplicamos la transformada de Laplace a la EDR de (1.31) obteniendo

L(z'(t)) = L(—cx(t —T)).
Aplicando las propiedades 1. y II. de la transformada de Laplace se llega a

sL(z(t)) — x(0) = —cL(x(t — 7)), (1.32)

donde x(0) estd dada por la funcién inicial de (1.31). Ahora, utilizando la definicién de
transformada de Laplace en el lado derecho de (1.32), se alcanza

L(x(t—7)) = /Ooo e Szt —7)dt = /OT e St —7)dt + /TOO e *tx(t — 7)dt.
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Si introducimos una nueva variable u =t — 7, obtenemos
0

L(x(t—7)) :/

—T

- eST( /_ 0 e~ (u) du + /0 () du)

— e < / () du + ll(a:(t))).

-7

ey (u) du —i—/ et g () du
0

Ademas, si u € [—,0] entonces por la condicién inicial de (1.31), z(u) = a, luego inte-
grando

L(a(t—7)) = ( / e du+ E(a:(t)))

—T

:e‘”< - g + ge” + ﬁ(:v(t))) (1.33)
=— ge’” + g + e TL(x(t)).

Sustituyendo (1.33) en (1.32) obtenemos

sL(x(t) —a= gce_” — %c —ce TL(x()).

Agrupando términos se tiene
Lx®)(s+ce™) = L(s +ce™ — o),
s

y, por lo tanto,
a(s+ce*") —ac a ac

L(x(t)) = =

s(s + ce™7) s s(s+ceT)

De esta forma, para determinar la solucion, aplicaremos la transformada inversa, luego se

llega a
a ac
=L =2
2(t) = £ (s s(s+ce—57))

y por la linealidad de la transformada inversa

() = al? (%) _c (#) (1.34)

La primera transformada inversa de (1.34), la cual se obtiene del cuarto ejemplo de
Ejemplo 1.3.6, es la funcién constante 1 y estd definida para ¢t > 0, donde hemos consi-
derado s > 0. Para determinar la segunda transformada inversa de (1.34) utilizamos un
desarrollo en serie. El argumento de dicha transformacion se puede reescribir como

ac ac 1
_— = 1.35
s(s+ce*m) s 14 —Ce;” ( )
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—ST

. ce - 1es . s
Considerando < 1, reescribimos el dltimo factor de (1.35) como una serie geométri-

S
ca, es decir
o0 —
(_1)kck€ stk
ce™ST Z sk
1+ k=0
S
por lo cual
(o.0] —
ac Z (_1)kck+1€ stk
R 1 }
S(S + Ce—ST) o Sk+2

Empleando la propiedad de la linealidad de la transformada de Laplace inversa y el
paso al limite, obtenemos

- ac - b gotl pot | —srk L
k=0

Utilizando el cuarto ejemplo de transformadas de Laplace inversas (Ejemplo 1.3.6),

1 thrl
—1 — tm
. <> k1!

y el segundo teorema de traslacién con la transformada inversa se tiene que

1 (t — kr)k+t
-1 —s7k _
Observamos que en el intervalo temporal [(n — 1)7,n7], n € N, la transformada inversa
(1.37) es no nula para k = 0,1,---,n — 1, de tal forma que en dicho intervalo la expresion
de (1.36) es

B n—1 k+1( k,T)kH T
L (—(S+c€ ST> z; = t € [(n—1)7,n7]. (1.38)

Para obtener la solucién completa en el intervalo [(n — 1)1, n7], n € N, solamente hay que
sustituir en (1.34):

n—1 ack+1 (t— kT)k'H . "Z—f (—1)k+1ack+1(t _ kT)k'H
= = Qa
prd (k+1)! prd (k+1)!

Haciendo el cambio de indice k = [ — 1, se obtiene

o(t) = Zn: (-Dad(t = (= 7) (n—1)r <t <nr

!
1=0

que coincide con la solucién obtenida por el método de pasos si consideramos en (1.4)
to = 0.



Capitulo 2

Existencia y unicidad: ecuaciones
con retardo discreto

Una vez introducidos y resueltos diversos ejemplos de ecuaciones diferenciales con re-
tardo, en los préximos capitulos abordaremos su analisis desde un punto de vista tedrico.

Puesto que en muchas ocasiones no dispondremos de la solucién explicita de una
ecuacion diferencial, resulta muy interesante el estudio de las propiedades de esas posibles
soluciones, asi como de la existencia y unicidad de solucién para un problema compuesto
por una ecuacién diferencial con retardo y una condicion inicial. En general, se entiende
que un problema esta bien planteado cuando tiene solucién Unica y esta depende en forma
continua tanto de los parametros de la ecuacién como de los datos iniciales. Es por ello
que en los proximos capitulos se van a abordar diversos resultados que nos garanticen
que un problema de ecuaciones con retardo y ciertas condiciones iniciales tenga solucion
y esta sea unica.

Para comenzar, vamos a presentar un ejemplo de un problema de ecuaciones ordinarias
con infinitas soluciones pero que al introducir un retardo si tiene unicidad en la solucion.

Ejemplo 2.0.1. Consideramos el problema de ecuaciones ordinarias

x(t) = [z(t)]?/3
e

Claramente vemos que la funcion nula es solucion de (2.1). Ademds, si resolvemos la
ecuacion por variables separadas tenemos la familia

3
x(t) = (x;—c) con c € R

y ajustando la constante obtenemos

21
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Observamos que si ademas combinamos adecuadamente dichas funciones, tenemos infini-
tas soluciones de (2.1) de la forma

0 st t<a (t_a)g

sit>a 0 sit>a

donde a € R (Ver Figura 2.1).

|
I
|
|
0
t

Figura 2.1: Diversas soluciones del problema de Cauchy (2.1)

Sin embargo, si anadimos un retardo, tenemos el problema

() =zt -7 t>0

z(t) =0 t<0.
Resolviéndolo por el método de los pasos visto en el capitulo anterior, llegamos a la solu-
cion unica x(t) = 0.

En consecuencia, se puede observar que hay problemas asociados a ecuaciones ordi-
narias en las que cambia el numero de soluciones al anadir un retardo y parece adecuado
realizar un estudio tedrico.

Este capitulo se dividird en cuatro secciones. En primer lugar, introduciremos ciertos
conceptos y notaciones acerca de la ecuacion diferencial con retardo que utilizaremos en
el resto de la memoria. Después, haremos un breve repaso de los teoremas de existencia y
unicidad de solucién del problema de valores iniciales en el caso de ecuaciones ordinarias,
que servira para comparar con los resultados que veremos para ecuaciones con retardo.
Seguido, en la seccidén 2.3, se analizara la existencia y unicidad de solucién local para el
problema asociado a una ecuacién con retardo discreto. Para ello utilizaremos el método de
los pasos ya mencionado en el capitulo 1 y los resultados vistos para ecuaciones ordinarias
en la seccion 2.2. En la cuarta seccién se abordara el caso particular de ecuaciones lineales
con retardo discreto donde se obtendrda un resultado global. Para todo ello, nos hemos
basado principalmente en las referencias [2], [3] y [13].
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2.1. Conceptos previos

Vamos a dedicar esta seccién a introducir la forma general de una ecuacién con retar-
do. Ademas, mostraremos distintos tipos de ecuaciones con retardo y algin ejemplo de
estos. Para todo esto, emplearemos como referencias principales [3] y [9].

Una ecuacion diferencial vectorial con retardo tiene como forma general:
2'(t) = f(t,z(s)) con s <t,

donde x : R — R" vy f : R x R" — R" funciones siendo n > 1. Notemos que cuando
n > 1 las funciones son vectoriales y estamos considerando al tiempo sistemas de ecua-
ciones con retardo.

Existe una gran variedad de ecuaciones con retardo. A continuacién se mostraran dis-
tintos tipos junto con algin ejemplo de estos.

En primer lugar, introducimos las ecuaciones con un retardo discreto

'(t) = f(t,x(t), 2(t — 7))

donde z : R — R”, f: R x R*® — R" y 7 > 0 es una constante denominada retardo.
Podemos observar que cuando 7 = 0, se tiene una ecuacion diferencial ordinaria.

Un ejemplo de ecuaciones diferenciales con retardo discreto es el modelo de poblaciones
visto en el primer capitulo cuya ecuacién es de la forma

N'(t) = k:{l — W}N(t)

También se pueden definir estas ecuaciones con un retardo variable, es decir, vendran
dadas por

2(t) = f(t, x(t), x(t = 7(t)))

donde el retardo es una funcién 7 : R — R U {0}.

Otro tipo de ecuaciones con retardo son las ecuaciones que contienen multiples retardos
discretos; estas se definen como

()= flt,x(t), z(t — 1), 2t — 12),...,x(t — 7))
donde z: R — R™, f: R x R*"™*D) s R" v 7, 7, ..., T, > 0 constantes.
Un ejemplo de este tipo de ecuaciones es el que se muestra a continuacién:
2(t) = z(t — 1) + 2(t — V2)

donde los retardos son 71 =1y 75 = V2.
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Existe otro tipo de euaciones con retardo que son las ecuaciones que no dependen del
instante actual, estas son de la forma

a'(t) = f(t,z(t — 7))
y un ejemplo de estas ecuaciones es el visto en el primer capitulo de la mezcla de liquidos
2'(t) = —cx(t — 7).

Al igual que sucedia con las ecuaciones ordinarias, las ecuaciones diferenciales con
retardo también se clasifican en auténomas/no auténomas y en lineales/no lineales.

Se dice que una ecuacién es autéonoma cuando la ecuacion no depende de ¢t. Un ejemplo
de estas son las mencionadas anteriormente de la mezcla de liquidos o el de poblaciones,
mientras que un ejemplo de una ecuacion que no es autéonoma es el siguiente

() =t+z(t— 7).

Por 1ltimo nos falta de explicar un tipo de ecuaciones con retardo que emplearemos
mas adelante en este capitulo. Se tratan de las ecuaciones lineales con retardo discreto

' (t) = A(t)x(t) + B(t)x(t — 1) + ¢(t)

donde A(t) = (a;(t)), B(t) = (bi;(t)) y el vector c(t) = (ci(t)) con a;j,bij, ¢ @ [to,to +
o] — R con o > 0, son funciones continuas para i,j = 1,...,ny 7 > 0 es un retar-
do constante. Si ¢(t) = 0, entonces diremos que se trata de una ecuacién lineal homogénea.

Algunos ejemplos de ecuaciones lineales son:
I. La ecuacién de mezcla de liquidos: 2'(t) = —cz(t — 1)
IL 2/(t) = 2(t — 1) + 2(t — V/2)
I 2'(t) =t +z(t —1)

En cambio, un ejemplo de una ecuacion no lineal es la ecuacién con retardo del método

de poblaciones
N(t —
N'(t) = k [1 - %} N(t).

Hasta ahora los ejemplos propuestos son para ecuaciones escalares con retardo. No
obstante, estamos considerando funciones vectoriales y por tanto incluimos cuando n > 1,
los sistemas de EDR. Asi, a partir del modelo de Lotka-Volterra en [3] tenemos un ejemplo
acerca de un sistema de ecuaciones diferenciales con retardo que es el siguiente:

'(t) = a ll - %} x(t) — bry(t)x(t)

Y (t) = —asy(t) + bax(t — 7)y(t — 7).
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donde ai, as, bl, by > 0.

Notemos que este sistema se puede resolver por el método de los pasos conocidos los
valores de z(s) y y(s) para s < to; basta calcular y(¢) en el intervalo [t, to + 7] utilizando
la segunda ecuacién que ahora sera una EDO lineal y sustituir en la primera obteniendo
una ecuacién ordinaria para z(t).

Finalmente mencionar que aunque todos las definiciones de ecuaciones con retardo las
hemos enunciado para primer orden, estas pueden darse para orden n > 1 de la forma

M) = flt,x(t), x(t — 1), 2" (), 2’ (t —7),..., "), 2"Vt — 7).

Al igual que sucedia para ecuaciones ordinarias, toda ecuacién con retardo de orden
n > 1 se puede escribir como un sistema de ecuaciones con retardo de primer orden y
este a través de una ecuacion vectorial. Un ejemplo de esto es el del resorte cuya ecuacion
ordinaria es
ma” (t) + q2'(t) + kx(t) = 0,

donde m, g y k son constantes positivas. Anadiendo el retardo en la primera derivada
tenemos
ma” (t) + qx'(t — 7) + ka(t) = 0.

Asi, realizando el cambio x1 = x y x5 = 2/, obtenemos el sistema de primer orden

wh(t) = —Lay(t — 1) — Ly (2).

2.2. Existencia y unicidad para EDO

En esta seccion hacemos un breve repaso de los resultados sobre la existencia y unicidad
de solucion para un problema de condiciones iniciales asociado a ecuaciones ordinarias.
Previamente vamos a introducir el concepto de funcién Lipschitziana que sera necesario
en los teoremas de unicidad. Para esto se ha empleado principalmente las referencias [7],

[8] v [10].

Definicion 2.2.1. Dada una funcion f : D C R® — R™, diremos que f es Lipschitziana
(o Lipschitz) en el conjunto D cuando exista una constante L > 0 (constante de Lipschitz)
tal que

[f(2) = fWl <Llz—yl, Va,yeD

donde | - | es la norma usual en el espacio R* correspondiente.
Un ejemplo de una funcién Lipschitziana es:

Ejemplo 2.2.2. La funcién f : R — R, f(x) = |z|, es Lipschitziana en toda la recta
real. Para probarlo basta observar que

[f(@) = f)l = [lz] = lyl| < e~y Vo,y eR.
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Definicién 2.2.3. Dada una funcion f : D C R* — R™, diremos que f es localmen-
te Lipschitziana en el abierto D cuando dado un punto arbitrario xo € D, existe una
constante Lo > 0 y un entorno abierto U C D del punto xq tales que

|f(z) — f(y)] < Lolz —y|, Vax,yeU.

Es decir, una funcién es localmente Lipschitziana en un abierto D cuando podemos
definir una constante de Lipschitz en un entorno de cualquier punto zy € D.

Observaciéon 2.2.4. Si f es Lipschitziana en D entonces, f es localmente Lipschitz en
D, lo que implica que f es continua en D.

En cambio, si f es localmente Lipschitziana en D no implica que f sea Lipschitziana
en D, un ejemplo de esto es:

Ejemplo 2.2.5. La funcién f: R — R, f(x) = 22, es localmente Lipschitziana en toda
la recta real. Para probarlo basta observar que

|f (@)= fW)| = 12* =] = [(x+y)-(z—y)| < e+yl-le—y] < 2r-Jz—yl, Va,y € B(0,1).

Pero dicha funcion, f(x) = x2, no es Lipschitziana en toda la recta real. Lo probamos
por reduccion al absurdo. Supongamos que es Lipschitziana en R para alguna constante
L > 0. Entonces,

|f(z) — fly)| < Llx —y|, Va,yeR.

Como la funcion f es derivable en R, sabemos que

o @) = F)

vor |z =y

=|f'(z)], VzeR.

Entonces, obtenemos que
L>|f(z)], VzeR.

Lo cual es imposible, pues la derivada no estd acotada
lim |f'(z)| =2 lim |z| = +o0.

Observacién 2.2.6. Notemos que si D es un abierto de R™ y f es de clase C' en D
entonces por el teorema del valor medio, f es localmente Lipschitziana en D ya que en un
compacto podemos tomar como constante de Lipschitz el maximo del valor absoluto de las
derivadas parciales en el compacto.

Definicién 2.2.7. Dada una funcion continua f : 2 C R x R* — R™. Diremos que
f = f(t,x) es Lipschitziana respecto de la valiable x en el abierto Q) cuando existe una
constante L > 0 tal que

|f(t,I) - f(t,y)| < L|$ - y| V(t,x), (tay) €.

Definicién 2.2.8. Dada una funcién continua f : Q@ C R x R* — R", f = f(t,z),
diremos que es localmente Lipschitziana respecto la variable x en el abierto ) cuando
dado un punto arbitrario (to,xo) € 2, existe una constante Ly > 0 y un entorno abierto
Vo C Q del punto (to, xo) tales que f es Lipschitz en V

|f(t,x)—f(t,y)| §L0|5E_y|v V(t,iﬂ),(t,y) 6\/vO-
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Ahora se va a enunciar tanto el teorema local de Cauchy-Peano como el local de Picard-
Lindelof para ecuaciones ordinarias. Dichos resultados seran utilizados en la seccién 2.3
para demostrar la existencia y unicidad de solucién en problemas con retardo discreto.
Las referencias que hemos empleado para estos teoremas son [6] y [8].

En primer lugar recordamos que el problema de condiciones iniciales o de Cauchy para
una ecuaciéon diferencial ordinaria de primer order es: hallar x : I — R"™, con [ intervalo

y xg € I verificando
ol

donde f: Q C R"™ — R™ y (to,70) € Q.

Si f es continua, dicho problema es equivalente a: hallar y : [ — R"™ continua tal que
) =ylan) + [ flsa)ds el
zo

Teorema 2.2.9 (Teorema local de Cauchy-Peano). Sea el problema de Cauchy (PC)
donde f : Q C R"™ — R" es una funcidén continua y ) es un entorno de (to, o) € R
fijado. Entonces, existe al menos una solucion local de (PC) y estd definida en el intervalo
I = [to—h, to+h], con h = min{a,b/M?}, siendo R := {(t,z) € R"™' : |t—to| < a, |x—zo| <
b} C Q y M =méxg|f(t, )|

Teorema 2.2.10 (Teorema local de Picard-Lindel6f). Sea el problema de Cauchy
(PC) donde f : Q C R"™™ — R" es una funcién continua y localmente Lipschitziana
respecto de x en ), con Q0 entorno de (to,xo). Entonces, existe una unica solucion local
de (PC) y estd definida en el intervalo I = [ty — h,to + h|, con h = min{a,b/M}, siendo
R:={(t,x) e R"™ : [t —to| < a,|v — x| < b} CQ y M =miéxgr|f(t,x)|

Observamos que el Teorema 2.2.9 se puede aplicar al Ejemplo 2.0.1 visto al principio

del capitulo

x(t) = [(t)

z(0) =0,
que posee infinidad de soluciones (ver Figura 2.1). Sin embrago, este problema no nos
sirve de ejemplo para el Teorema 2.2.10 ya que en este caso la funcién f(t,z) = 2% es
continua pero no lipschitziana respecto a x en un entorno de (0, 0).

Un ejemplo sobre el que si podemos aplicar el Teorema 2.2.10 y que nos garantiza que
la solucién es tnica es el siguiente:

Ejemplo 2.2.11. Sea el problema de Cauchy

' (t) =1+ 22(t)
(FO) {x(O) =1

donde la funcion f(t,z) = 1+ 2? estd definida en R%. Se puede aplicar el Teorema 2.2.10
porque f es continua y es localmente Lipschitziana (ver Ejemplo 2.2.5), luego tiene una
solucion unica. Dicha solucion se puede calcular por variables separadas y viene dada por
3

T
x(t):tan(t—i-z) para t € (_I’Z)
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Los resultados que acabamos de presentar, Teorema 2.2.9 y 2.2.10, son locales, es decir,
proporcionan la existencia y unicidad de solucién definida en un entorno de [ty — h,ty +
h]. Es obvio que estamos interesados en soluciones definidas en el intervalo mas grande
posible, denominadas soluciones maximales. Por ello, si Q = R, podemos aplicar de
nuevo los teoremas locales al (PC) con condicién inicial definida en ¢y + h y obtener un
h > 0 tal que la solucién ahora estd definida en [to — h,to + h + B] prolongando de esta
manera la solucién. No obstante, como vemos en el Ejemplo 2.2.11, a pesar de ser f
regular en todo R?, a veces no podemos llegar a tener todo el intervalo [tg, +00) ya que
la solucién explota en tiempo finito es decir, |z(t)] — +oo0 cuando t — 7/4. De hecho
se tiene el resultado siguiente:

Teorema 2.2.12. Sea f : R"™' — R"™ continua y localmente lipschitziana. Sea x solucion
del (PC) con (to,x¢) € R™™! definida en el intervalo maximal a la derecha 1. Entonces, 1
es abierto por la derecha, es decir, I = [tg,w) para cierto w > ty. Ademds, si w < 0o, se
tiene que
|z(t)| —— +o0.
t—w™

Por 1ultimo, se mostrard un teorema que nos garantiza la existencia y unicidad de so-

lucién global del problema de Cauchy (PC) aplicable cuando la ecuacion es lineal.

Teorema 2.2.13. Sea f : [a,b] x R™ con [ continua y lipschitziana. Entonces existe una
inica solucion de (PC) y estd definida en |a, b].

Corolario 2.2.14. Sea el problema de Cauchy

{w’(t) = A(t)z(t) + c(t) (2.3)

£C(t0) = Xy,

donde A(t) = (aij(t)) y c(t) = (¢i(t)) con 4,5 = 1,...,n y sean a;;,¢ : [a,b] — R
funciones continuas y (to,xo) es un punto cualesquiera de [a,b] x R™. Entonces, eriste
una unica solucion de (2.3) y estd definida en el intervalo [a,b].

2.3. Existencia y unicidad de solucién para proble-
mas con retardo discreto

En esta seccion se estudia la existencia y unicidad de solucién para problemas com-
puestos por una ecuacion diferencial con retardo discreto y una condicion inicial. Para las
demostraciones seguimos la idea dada en la referencia [13] y utilizamos el método de los
pasos, que hemos visto tanto para el ejemplo de la mezcla de liquidos como para el de
poblaciones, y los resultados dados para ecuaciones ordinarias en la seccion 2.2.

Consideramos la ecuacion diferencial con retardo

()= f(t,z(t),z(t —7)) t>0. (2.4)
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y una condicion inicial
x(t) =0(t) para to—71 <t <tp,

donde f : R*! — R" funcién, 7 > 0 un retardo, 6 : [ty — 7,to] — R™ funcién y ¢y, € R
fijado.

Planteamos el siguiente problema: hallar x : I — R”™ funcién continua verificando
(2.5) donde I intervalo de R, [ty — 7,%y] C I

2(t) = f(t,x(t),x(t — 7)) para t > t, (2.5)
z(t) = 0(t) para to — 7 <t < . '

Aqui 2/(to) debe entenderse como la derivada a la derecha de x en t.

Teorema 2.3.1 (Existencia de solucién). Sea f(t,z,y) continua en R*" ! f: R*" 1 —
R™ ty € R y sea 0 : [to — 7,to) —> R™ continua. Entonces existe ¢ > ty y al menos una
solucion del problema (2.5) definida en [ty — T, 0].

Demostracién.
Buscamos una solucién x(t) del problema (2.5) que satisfaga la condicién inicial y la
ecuacion en tg <t <tg+ o para o > 0.

Sea el intervalo tg < t < ty + 7, se tiene que to — 7 < t — 7 < ty, por lo tanto,
utilizando la condicién inicial llegamos a que x(t — 7) = 0(t — 7). Luego, la solucién z(t)
debe satisfacer el problema

{() F(t,x(t),0(t — 7)) para to <t <to+T,
(to) = O(to).

Es decir, si definimos f(¢,x(t),0(t — 7)) = g(t, z(t)), obtenemos el siguiente problema de
ecuaciones ordinarias

{ 2'(t) =g(t,z(t)) para to <t <ty+T,

(to) = 0(to)-

Ahora, aplicando el teorema de Cauchy-Peano (Teorema 2.2.9):
Como g es continua en un entorno de (g, 8(ty)) por ser composicién de funciones continuas,
entonces, existe h > 0y al menos una solucién definida en [ty, to+ h]. Si h > 7, la solucién
z(t) estd definida para [ty — 7,to + 7] ¥ ya hemos encontrado o = ¢, + 7, verificando el
teorema. Si queremos ampliar el intervalo, podemos repetir el proceso para el problema
()= f(t,z(t),x(t — 7)) para to+ 7 <t <ty+ 27,
x(to+ 1) =0(tg + 1)

donde x(t—7) es conocido por el paso anterior y se vuelve a aplicar el teorema de Cauchy-
Peano para encontrar al menos una solucién en un intervalo contenido en [tg + T, to + 27].
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Si h < 7, podemos tomar o = ty+ h y concluir la demostracion o bien volver a repetir
el proceso para el nuevo problema

'(t) =g(t,x(t)) para to+h<t<ty+r,
(FO) {x(to +h) =0(to+ h)

donde como g es continua y aplicando el Teorema 2.2.9 de nuevo, existe h > 0y al menos
una solucién definida en [ty + h,to + h + h).
|

Teorema 2.3.2 (Existencia de solucién tnica). Sea f(t,z,y) continua y localmente
Lipschitziana respecto x en R*" ™ty € R y sea 0 : [to — T,t9] —> R™ continua. Entonces
existe o > to y una unica solucién del problema (2.5) en [ty — T, 7].

Demostracién.

El resultado se tiene siguiendo el mismo procedimiento que en el Teorema 2.3.1 pero, en
lugar de aplicar el teorema local de Cauchy-Peano (Teorema 2.2.9) empleamos el teorema
local de Picard-Lindel6f (Teorema 2.2.10) que nos garantiza la existencia y unicidad de
solucién en el intervalo [ty — T, 0. [

El proceso de extender la solucion a otros intervalos es un método iterativo que no
alcanza el intervalo [tg — 7, +00) cuando una solucién se va al infinito en tiempo finito; a
esta solucion se la llama soluciéon maximal o no prolongable porque no puede extenderse
a otro intervalo. Todo esto lo podemos observar en el siguiente teorema, donde si una
soluciéon maximal no estd definida para todos los valores t > ¢ty — 7, entonces se va al
infinito cuando ¢t — o es decir, que el extremo de la derecha del intervalo maximal es
abierto.

Teorema 2.3.3. Sea f continua y localmente Lipschitziana respecto x en R?*"*1 y sea
x: I — R" la solucion mazimal del problema (2.5). Entonces I es abierto por la deracha
es decir, I = [to — 7,0) para cierto o > ty. Ademds, si 0 < 0o, entonces

lim [x(t)] = +o0 (2.6)

t—o

Demostracion.

En primer lugar vemos que I debe ser abierto por la derecha, es decir, I = [ty — T, 0)
pues en caso contrario aplicariamos el Teorema 2.2.9 6 el Teorema 2.2.10 al problema con
condiciones iniciales

x(t) =0(t) parat <o,

obteniendo un intervalo mayor en contradiccién con ser solucién maximal.

Sea x : [tg — 7,0) — R la solucién maximal y supongamos que o < oo. Entonces,
to+j7 <o <ty+ (j+ 1)7 para algin j € {0,1,2,...} por lo que la restriccién de x al
intervalo [ty + j7,0) es la solucién no prolongable del problema para EDO

{x’(t) = f(t,x(t),z(t — 7)),

x(to + j7) = O(to + j7)
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ya que cualquier extensiéon del mismo darfa una extension de x(t) como solucién de (2.5).
En consecuencia, aplicando el Teorema 2.2.12 se concluye (2.6). |

Se puede observar que los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 se pueden aplicar a los problemas
con ecuaciones con retardo del tipo

Z'(t) = f(t,z(t — 1)), (2.7)

donde f es una funcién continua. Como este tipo de ecuaciones no depende de la
variable z, la funcién siempre es Lipschitziana, luego para una condicién inicial continua, se
cumplen las hipodtesis de los teoremas y el problema tendra solucion unica. Este resultado
se puede aplicar a la euacién de mezcla de liquidos vista en el primer capitulo y, por
tanto, el problema (1.4) siempre tendrd una solucién unica en el intervalo [ty — 7, 0| para
o > ty. Notemos que en este caso, resolviendo el problema por el método de los pasos,
determinamos esa Unica solucién y estd definida para todo t > ¢y. Esto va a suceder de
manera general para cualquier ecuacion de la forma (2.7) con f continua ya que, al no
depender de x(t), en cada paso podemos resolver la EDO sin mdas que integrar y podemos
prolongar la solucién a cualquier intervalo de la forma [ty + n7,to + (n + 1)7]. E lo que
ocurre si anadimos un retardo al problema del Ejemplo 2.2.11 obteniendo el problema con
retardo
r(t)=1+2%t—1) sit>0, 28)
w(t) =0(t) =1 si —7<t<O0. '

A diferencia de lo que sucedia en el Ejemplo 2.2.11, donde la soluciéon no se podia
prolongar més alla de 7/4, el problema (2.8) va a tener una unica solucién y esta definida
en [—7,00).

Otro ejemplo de una ecuacién del tipo (2.7) que cumple las hipétesis de los Teorema
2.3.1 y 2.3.2 es la vista al principio del capitulo (Ejemplo 2.0.1),

7' (t) = [z(t — 7)]¥3  para t > 0.

De nuevo f(t,z,y) = y*/® es continua y Lipschitziana respecto a z, luego tenemos garan-
tizada la existencia de solucion tnica. No obstante, cuando

2'(t) = [x()]*?
f(t,z) = 2%/% no es localmente Lipschitziana respecto a x y por lo tanto, no se garantiza

la unicidad de solucién (2.1).

Observacion 2.3.4. Los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 también los podemos extender a multiples
retardos discrestos es decir, a problemas de ecuaciones con retardo de la forma

{x’(t) = f(t,a(t),a(t — 1), 2(t — 7o), ..., 2(t — T))

x(t) = 6(t) para to — max{7my, ..., 7} <t < to,

donde 0 <79 < T < ...<Tm y f:Rx R s R” es una funcidn.



32 CAPITULO 2. EXISTENCIA Y UNICIDAD: RETARDO DISCRETO

Para concluir la seccién vamos a dar condiciones suficientes que garanticen la positivi-
dad de la solucion, propiedad fundamental a tener en cuenta en modelos donde la funcion
x(t) representa, por ejemplo, una poblacion o la cantidad de sal en el tanque como sucedia
en los ejemplos del primer capitulo.

Teorema 2.3.5. Sea f: R x R x R} — R" una funcién que verifique las hipdtesis de
los Teoremas 2.3.1 y 2.3.2 y ademds

Vi, t,Va,y, € R} 12, =0 entonces, fi(t,x,y) > 0.

Si la funcion inicial de (2.5) satisface 0(t) > 0, entonces la solucion del problema (2.5)
satisface que x(t) > 0 para todo t > ty.

La positividad de las soluciones la podemos observar en las Figuras 1.1 y 1.3. En la
Figura 1.2 no se tiene y es necesario dar condiciones a la funciéon para que la solucién sea
positiva, mientras que en la Figura 1.3 no tenemos problemas con la positividad ya que
las funciones son crecientes.

2.4. Existencia y unicidad de solucién para proble-
mas lineales con retardo discreto

En esta nueva secciéon vamos a estudiar la existencia y unicidad para problemas de
ecuaciones lineales con retardo. Para su demostracién, emplearemos de nuevo el método
de pasos y los resultados conocidos para ecuaciones ordinarias lineales.

En primer lugar, consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con re-
tardo

Z'(t) = A(t)z(t) + Bt)z(t — 1) + c(t)
donde 7 > 0 es un retardo constante y los coeficientes vienen dados a través de las ma-

trices A(t) = (a;j(t)) v B(t) = (bi;(t)) con i,j = 1,...,ny el vector ¢(t) = (¢;(t)) con
1 =1,...,n, formados por funciones continuas para t > .

Anadiendo al sistema de ecuaciones una condicién inicial, tenemos el problema

{x’(t) = A(D)z(t) + BO)z(t — 7) + c(t) para t > to, 29)

z(t) = 6(t) para to — 7 <t < tg,
y queremos analizar la existencia y unicidad de solucion:

Teorema 2.4.1. Sea el problema de ecuaciones lineales con retardo (2.9) de manera que
t >ty yto € R. Sea 0 : [ty — 7,tg) — R"™ una funcion continua y a;;,b;j,¢; : [to, 0] — R
también continuas. Entonces, existe una unica solucion del problema (2.9) y estd definida
en [to — T, 0.
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Demostracion.
Buscamos una solucién x(t) del problema (2.9) que satisfaga la condicién inicial y la
ecuacion en tg <t <tg+ o para o > 0.

En primer lugar, se empieza por el intervalo ty < t < ty 4+ 7, de donde se tiene que
to — 7 <t — 71 < to. Utilizando la condicién inicial, llegamos a que z(t — 7) = 6(t — 7).
Luego, ahora tenemos el problema

{x’(t) =A(t)x(t) + B(t)0(t — 1) + c(t) para to <t <ty+T,
x(to) = 0(to),

donde definimos el vector b(t) = B(t)8(t—7)+c(t). Sio < to+7, entonces cada coeficiente
b;(t) seré continuo en [tg, o], obteniendo el problema de ordinarias

(2.10)
z(to) = 0(to)

donde aplicamos el Corolario 2.2.14 para problemas asociados a sistemas de EDOs linea-
les:

Como los coeficientes de la matriz, a;;(t), y del vector b;(t), son continuos en [ty, o] (por
las hipétesis del teorema para cada b;; y ¢;) v 0(ty) € R™. Entonces, existe una unica
solucién de (2.11) y estd definida en [ty,o]. Por lo tanto, la solucién x(t) esta definida
para [ty — T, o], concluyendo la demostracion.

{x’(t) = A(t)z(t) + b(t) para to <t <o,

Pero si ty + 7 < o, cada coeficiente b;(t) serd continuo en [tg,to + 7| y 0(t — 7) una
funcion continua. Entonces, obtenemos el siguiente problema formado por un sistema de
ecuaciones ordinarias lineales

{x’(t) = A(t)z(t) + b(t) para to <t <to+T,

Ahora, aplicamos el Corolario 2.2.14 para problemas asociados a sistemas de EDOs li-
neales: Como los coeficientes de la matriz a;;(t) y el vector b;(t) son continuos en [to, to+ 7]
y 68(to) € R". Entonces, existe una tnica solucién de (2.11) en [to, tp + 7]. Por lo tanto, la
solucién z(t) estd definida para [tg — T, to + 7].

(2.11)

Continuamos determinando la solucién para el intervalo [t + T, tg+27]. Razonando de
forma analoga al caso anterior, tenemos que ty <t —7 < to+ 7, luego volvemos a conocer
x(t — 7) por el paso previo. Al igual que antes, si o <ty + 27, se aplica el procedimiento
en el intervalo [ty, 0|, obteniendo una solucién en [ty — 7,0] como se querfa demostrar.
Pero si ty + 27 < 0, tenemos el siguiente problema

{x’(t) = A()z(t) +bi(t)  para to+7 <t <ty +2, (2.12)

x(to+7) =0(to + 7)
donde by (t) = B(t)x(t —7)+c(t) es un vector con coeficientes continuos en [ty +7, to+27].

De nuevo, volvemos a aplicar el Corolario 2.2.14 y tenemos una tnica solucién del pro-
blema (2.12) en el intervalo [ty + 7,ty + 27]. Es decir, la solucién esta definida para
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el intervalo [to — 7,to + 27|. Y este proceso, se repite sucesivamente para los intervalos
[to+nT,to+ (n+1)7] siempre que to+ (n+1)7 < 0. Si ¢ es finito, en un nimero finito de
pasos se tiene que ty + nT > o y se acaba el proceso. Quedando demostrado la existencia
y unicidad de solucién en el intervalo [ty — 7, 0] como queriamos probar. |

Veamos ahora un ejemplo donde podemos aplicar dicho resultado.

Ejemplo 2.4.2. Sea el problema

(1) = 2wa(t) +

wy(t) = 3( )+$1(t -1

w3(t) = 2w5(t = 1) +

;vl(t): ()—1,x3(t):1 para —1<t<0

formado por un sistema lineal de ecuaciones con retardo no homogéneo con tres incognitas,
x1,% y x3, donde se considera T = 1 el retardo y se satisface para t > 0. Si escribimos
los coeficientes y el término independiente en su forma matricial,

02 0 000 ¢t
Aty=[0 0 =1],BO)=|10 0| yct)=|0 |,
00 0 020 e2t

podemos observar que todos son continuos para todo t > 0 y ademds la condicion ini-
cial también lo es en el intervalo [—1,0], por lo que podemos aplicar el Teorema 2.4.1 y
obtenemos que existe una unica solucion del problema en el intervalo [—1,+00).



Capitulo 3

Existencia y unicidad: caso general

En este capitulo vamos a extender los resultados de existencia y unicidad de solucién
que acabamos de ver en las secciones 2.3 y 2.4 a ecuaciones con retardo mas generales
donde el retardo puede hacerse cero o estar distribuido en un intervalo (ver (3.1)). Por
ejemplo, podemos considerar las ecuaciones

2'(t) =x(t/2) para t >ty

¢
6 ' (t) = —x(t) +/ z(s)ds con T > 0.
t—1

Observamos que en este caso no podemos aplicar el método de los pasos como hemos
hecho en las ecuaciones con retardo discreto, y sera necesario recurrir a las demostraciones
de los teoremas conocidos para ecuaciones ordinarias (Teoremas 2.2.9 y 2.2.10) y adaptar-
las a ecuaciones con retardo. En particular introduciremos la forma integral del problema
(3.1)-(3.2) (ver ecuacion (3.10)), y utilizaremos el Lema de Gronwall (Lema 3.3.2) para
demostrar la unicidad de solucién y los iterantes de Picard (Teorema 3.4.1) para probar
la existencia de solucién. Nos basaremos principalmente en las referencias [3] y [13].

En la primera seccién introduciremos cierta notacién que sera fundamental para re-
escribir el problema general (3.1)-(3.2) en términos de un funcional F' donde z; tiene en
mente el valor de la funcién en todo el intervalo [t — 7, ¢] (ver (3.9)). Y posteriormente, en
la seccién 3.2, veremos su forma integral del problema (ver (3.10)). A continuacién, en la
secciéon 3.3 analizaremos la unicidad de soluciéon, mientras que la existencia serd abordada
en la seccion 3.4.

3.1. Preliminares

En esta secciéon introduciremos notacién necesaria para reescribir el problema de con-
diciones iniciales para una ecuacién con retardo general.
Consideramos el sistema de ecuaciones diferenciales con retardo

2(t) = f(t2(g1(t)), .-, 2(gm(1)), (3.1)
donde z y f son funciones vectoriales y cada g;(t) es el argumento con retardo, es decir,
t—7<g;(t)<tparat>ty, j=1,...,m, con 7 una constante positiva. Suponemos que

35
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f es una funcién definida en [tg, §) x D™ — R™ para algin 3 > to y un abierto D C R".

Ademés consideramos la condicién inicial de la forma
() =0(t) to—1 <t<tg (3.2)

donde 6 es una funcién dada.

Al tratarse de una ecuacién con retardo, dado t € [tg, 3), conocer el valor real de z(t)
es insuficiente para determinar x(s) para s > t y debemos conocer el valor de z(«) para
todo « € [t — 7,t]. Por ello, introducimos la nocién de z; que tiene en mente el valor de
x en todo el intervalo [t — 7,t]. Asi, reescribiremos la ecuacién (3.1) en la forma

2'(t) = F(t,x). (3.3)

donde
F(t,x) = f(t,2(g:(t)),. .., 2(gm(t))) (3.4)

Ahora daremos significado a F' y x;.
En primer lugar, sea C' ([a, b], R”) el espacio de Banach de funciones continuas definidas

en el intervalo [a, b] y llegada a R™ con la topologia uniforme. Si [a, b] = [—T, 0], entonces
denotamos por C = C([—T, 0], R”) y designamos la norma de un elemento ¢ € C por

9]l = sup (o)
—7<0<0
donde | - | es la norma usual en R™. Ademds, para cualquier conjunto A C R™, llamamos

Ca = C([—T, O],A).

Dado t € [tg, 3) y una funcién x' definida en [t — 7,¢] — R™, definimos la funcién
Xt : [—T,0] — R" por

xt(o) =x(t+o0) para —7<0<0. (3.5)

Notemos que y; se obtiene considerando x(s) parat—7 < s <ty luego trasladando el
segmento de x al intervalo [—7,0]. Luego, si x es una funcién continua, x; es una funcién
continua en [—7,0]. De este modo, si x € C([t -7, t],A), entonces x; € Cx. Por esto,
introducimos el siguiente lema.

Lema 3.1.1. Si x € C([ty — 7, 0], R™), entonces, x: es una funcién continua en [—T,0]
para t € [to, ), es decir x; € C, y la aplicacion

[t07ﬁ) —C = C([_Ta O]an)
t — Xt

es continua.

1 Utilizamos el simbolo x en lugar de x para dejar = a aquellas funciones que satisfacen las ecuaciones
diferenciales.
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Demostracion.
Dado que x es continua en [ty — 7, 3], es uniformemente continua y por lo tanto para
todo € > 0, existe 6 > 0, tal que

Ix(t) — x(s)] <€ si |[t—s|<o.
En consecuencia, para t, s € [to, 3), |t —s| <, se tiene que
Ix(t+0) —x(s+0)| <e Voe[-1,0],

es decir
Ixt(0) = xs(o)|l- <€ si[t—s|<é.

La ecuacién (3.3) la consideramos en el intervalo [tg, §) pero a veces sera més deseable
discutir dicha ecuacién en un intervalo abierto («, ). Por lo tanto, a partir de ahora
usaremos J para referirnos a [tg, 5) o («, ) segin sea necesario.

Si la ecuacién (3.3) representa a la ecuacion (3.1) con f una funcién definida en J x D™,
entonces F'(t, x;) tendra sentido si t € J y x; € Cp. Luego, deberiamos definir

F:JxCh—R".

Ademas, deberia verificarse

En efecto, como por definicién de y;

Xe(g;(t) —1) = x(t +g;(t) —t) = x(g;(t)),

se tiene que

F(t,x:) = ftxe(gi(t) — 1), xe(gm(t) — 1))
= f(t,x(g1(?)); - - s x(gm(1)))-

Ahora escribimos tres ejemplo de cémo se transforma la ecuacion (3.1) a esta notacion:

En primer lugar, consideramos la ecuacién (1.3) que describe la mezcla de liquidos con
distintas concentraciones. Si definimos la funcién

F(t> ¢) = _CQS(_T)
Entonces, como x;(—7) = x(t — 7), se tiene que
'(t) = F(t,x;) = —cay(—7) = —cx(t — 7),

que es la ecuacién (1.3).
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Otro ejemplo es el problema (1.25) asociado a un modelo de poblaciones. Si nosotros
escogemos 7 = 1, J =R, D =R y definimos F' : R x C — R por

F(t,¢) = —co(=1)[1 + ¢(0)],

entonces,
F(t,z;) = —cxy(—=1)[1 + 24(0)] = —cx(t — 1)[1 + x(¢)]

que es la ecuacién (1.25).

Por 1ltimo, si definimos F'(t, ¢) = fo ¢(0) do, entonces x'(t) = F(t,x;) se convierte en el

sistema

:ﬂﬂ:F@JQ:/OQWMU:[tﬂ@%.

. .
Finalmente vamos a reescribir la condicién inicial (3.2) con la nueva notacién. Obser-
vamos que por (3.5), la condicién (3.2) es equivalente a

z(to+0)=0(ty+0) para —7 <0 <0,

es decir, x;, = 6,. Definiendo
¢ = Oy, (3.6)
la condicién (3.2) se escribe como

xto - ¢ (37)
Notemos que (3.7) significa que x(ty + o) = ¢(o) y por tanto,

x(t) = ¢(t —to) para to—7 <t <t

En particular, se tiene que
z(to) = ¢(0). (3.8)

Luego asumimos que ¢ € Cp.

Por lo tanto, el problema (3.1)-(3.2) es equivalente

¢ (3.9)

donde ¢ viene dado por (3.6). Se va a estudiar la existencia y unicidad del problema (3.9).

a'(t) = F(t,x;) para tp <t <
Ty =

3.2. Forma integral

De forma similar al problema para ecuaciones ordinarias, para estudiar la existencia y
unicidad de solucién del problema (3.9), reescribiremos dicho problema en una ecuacién
integral. Para ello introduciremos la condicion de continuidad siguiente:

Definicién 3.2.1 (Condicién de Continuidad). Sea F : [to, 5) x Cp — R". Diremos
que F satisface la condicion de continuidad si F(t,x;) es continua con respecto a t en
[to, B) para cada funcion continua x : [to — 7, ) — D.
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Ejemplo 3.2.2. Sea la funcion F : [ty, 5) x Cp — R", definida como

F(t.¢) = f(t.0(g1(t) = 1), d(gm(t) — 1)),

donde f : [to, ) x D™ — R" y g; : [to, 5) —> R funciones continuas y t — 1 < g;(t) <t
parat >to, j =1,...,m Teniendo en cuenta que para cada X : [to — 7,3) — D.

Xe(g;(t) —t) = x(t +g;(t) —t) = x(g;(t)),

se deduce que

F(t, xt) :f(t7 Xe(g1(t) = 1), xe(gm(t) — t))
=1 (t, x(91(1)), -, X(gm(2)))-

Luego, si f y g1,...,9m son funciones continuas, entonces, para cualquier funcion con-
tinua x : [to — 7,8) — D, F(t,x:) es una composicion de funciones continuas, y por
lo tanto es continua para to < t < [. Por consiguiente, F' satisface la condicion de
continuidad 3.2.1.

Ejemplo 3.2.3. Sea F': [tg, ) x Cp — R™ la funcién definida como

F(t,9) = / ¢(o) do.

Entonces, I satisface la condicion de continuidad. En efecto, si x : [to — 7,8) — D es
continua, utilizando la definicion de x; y haciendo el cambio s =t + o se tiene que

F@wg:/ﬂmwymz/mXu+®da:ZiXQM&

-7 -T

que depende continuamente de t.
A continuacién introducimos la forma integral de (3.9).

Proposicién 3.2.4. Si F : [ty,3) x Cp — R" satisface la condicion de continuidad,

entonces una funcion x : [to — 7, 51) — D con By € (to, ) es una solucion de (3.9) si y
solo s7

t—1 to—7T<t<t

oy = 4 010, paratfom T =1 = to (3.10)

¢(0) + [, F(s,x5)ds  para to <t < By,

donde ¢ = 0y,.

Demostracién.

Bajo la hipétesis de continuidad de F', si integramos sobre el intervalo [tg,t| con t €
(to, 51] C (to, ) a ambos lados de la ecuacién 2'(s) = F(s,xs) y aplicamos el teorema
Fundamental del Célculo Integral y la condicién inicial z;, = ¢ (ver (3.7) y (3.8)) se tiene
que t

z(t) = ¢(0) —|—/ F(s,z5)ds para to <t <. (3.11)

to
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Reciprocamente si partimos de (3.11) obtenemos fécilmente el problema (3.9). |

Ahora se introducira de nuevo la condicién Lipschitziana que aparece en la seccion 2.2
pero en el marco desarrollado a lo largo de esta seccion y la anterior.

Definicién 3.2.5. Sea F' : J x Cp — R" y sea G un subconjunto de J x Cp. Si existe
alguna constante K > 0

[F(t,¢) = F(t,0)] <Kl — ol V(t,¢),(t¢) €G
decimos que F' es Lipschitziana en G con constante de Lipschitz K.
Un ejemplo de una funcién F' que satisfaga la condicion Lipschitziana es el siguiente:

Ejemplo 3.2.6. La funcion F definida en el Ejemplo 3.2.3 es lipschitziana en [to—T, ) X
Cp. En efecto, basta comprobar que

F(t,6) - F(t.3)] = \ [ 16to) - dto)do

'/T _sup_ 19(0) = 6(o)] do

Aunque para los teoremas de existencia y unicidad se empleara la condicion de local-
mente Lipschitziana que se muestra a continuacién.

=Tl — ¢||T

Definicién 3.2.7. Dada la funcion F' : J x Cp — R", se dice que F' es localmente
Lipschitziana si para cada (t, ) € J x Cp existen constantes a > 0 y b > 0 tales que

G=(t—at+alN))x{peC:|¢—9|, <b}
es un subconjunto de J x Cp y F es Lipschitziana en G.

Observacién 3.2.8. Finalmente senalar que si la funcion f : [ty,5) x D™ — R" es
localmente lipschitziana en el sentido descrito en la seccion 2.2, entonces el funcional F
definido por (3.4) es localmente lipschitziana en el marco de la Definicion 3.2.7 (ver [3]
para la demostracion).

3.3. Unicidad de soluciones

El objetivo de esta seccién es probar la unicidad de solucién para el problema (3.9).
Previamente daremos un resultado que utilizaremos en la demostracion.

Lema 3.3.1. Sea x : [to — 7, 3) — R™ continua. Entonces, dado cualquier t € [to, 3) ¥
para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

lz: — xills <€ para t € [ty,B) y |t —1t| <.
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Demostracion.

Fijamos € > 0. Sea t € [to,3) y tomamos &; > 0 tal que £ + d; < . Ahora como x
es continua en el compacto [tg — 7, + 1] C [to — 7, 3), X es uniformemente continua en
[to — 7,1+ 1] v existe § > 0 tal que

Ix(s) — x(3)| < €/2 cuando |s — 3| < § para s,5 € [to — 7, + d1].
Por tanto,,

Ixe — xill- = sup |xi(0) — xi(0)| = sup |x(t+0)—x({E+0) <e/2<e

—7<0<0 ~7<0<0

cuando [t —t| < 4. |
Ahora introducimos el lema de Gronwall que ha sido visto y demostrado en [7] por lo
que no se incluird su demostracion.

Lema 3.3.2 (Lema de Gronwall 1). Sean z,¢,y : [a,b] — R funciones continuas,
y(t) > 0 VYt € [a,b] y se verifica

0<z(t) <ot) + /ty(s)x(s) ds(s) Vt € [a,b]

entonces

t t z)dz
0 <az(t) < é(t) +/ y(s)¢(s)e/s " ds VYt € [a,bl.

Teorema 3.3.3 (Teorema de Unicidad). Sea F': [ty, 3) X Cp — R™ una funcion que
satisfaga la condicion de continuidad 3.2.1 y sea localmente Lipschitziana. Entonces, dado
cualquier funcion ¢ € Cp, el problema (3.9) tiene como mdximo una solucion definida en

[to — 7, B1) para cualquier 5y € (g, 5].

Demostracion.
Suponemos por reduccién al absurdo que para algin 5 € (to, 4] hay dos soluciones z
y & definidas de [to — 7, 81) — D con x # 7. Sea

t, = mf{t € (to, B1) : x(t) £ F(t)}.

Luego, tg <t < By
z(t) =z(t) para to—7 <t <t.

Dado que (t1,x¢,) € [to, 1) X Cp, existen constantes a > 0y b > 0 tales que el conjunto
G=lt,t1+a] x{p eC:||lp— x|l < b}

estd contenido en [ty, 3) X Cp y F' es Lipschitz en G (con K constante Lipschitz).
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Por el Lema 3.3.1, existe ¢ € (0, a] tal que (¢t,x;) € Gy (t,%;) € G parat; <t < t;+9.
Ademas, tanto = como 7 satisfacen (3.10) para tg — 7 < t < t; + J. De este modo, la
diferencia para to <t < t; + 9, verifica:

lz(t) — Z(¢)] :'cb(()) —i—/t F(s,zs)ds — [¢(0) +/ F(s, &) ds]

to

- / [F(S’xs) _F(S,fs)] ds|.

to

Notemos que por definicién de t; se tiene que |z(t) — Z(t)| = 0 para ty <t < t;. Ademas,
para t; <t <t; + 0 empleando la condicién Lipschitziana a

2(t) — #(t)] = / [F(s, ) — F(s, 7)) ds

t1

t
§/ K||xs — Z||- ds.
t1

Ahora, dado que el lado derecho es una funcién creciente de t, se llega a
t
lxe — Z4||» < / K||xs — Zs||- ds.
t1

Por esto y por el lema de Gronwall (Lema 3.3.2), resulta que z(t) = Z(t) en [t1,t; + 9),
contradiciendo la definicién de #;. [ |

3.4. Existencia de soluciones

En esta seccién se estudiara la existencia de solucién para el problema (3.9). Para ello,
se ha dividido en dos subsecciones dependiendo de si la solucién es local o global. Nos
basaremos en las referencias [3] y [13].

3.4.1. Existencia local

En esta subseccién se proporcionan condiciones suficientes para garantizar la existencia
de solucién local para el problema (3.9). Nos basaremos en la forma integral de dicho
problema (ecuacién (3.10)) y en la construccién de aproximaciones sucesivas de la solucidn,
los denominados iterantes de Picard. Nos apoyaremos principalmente en las referencias

2], 3] v [13].

Teorema 3.4.1 (Existencia Local). Sea F : [tg, 5)xCp — R" localmente Lipschitziana
y satisfaciendo la condicion de continuidad 3.2.1. Entonces para cada funcion dada ¢ €
Cp, el problema (3.9) tiene una unica solucion x(t) definida en [to, to+0] para algin § > 0.

Demostracién.
Sea ¢ = 0;,. Se elige cualquier constante @ > 0 y b > 0 lo suficientemente pequenas
tales que

G = lto,to+a] x{p eC:|lo—9l- <b}
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es un subconjunto de [ty, 5) X Cp y F' es Lipschitziana en G con K constante de Lipschitz.
Se define una funcién continua x en [tg — 7, ¢y + a] — R™ por

o) = o(t —tg) para tg—7 <t <ty
N »(0) para to <t <ty +a.

Entonces F'(t, \;) depende continuamente de ¢, y por lo tanto |F'(¢, x;)| < M en [to, to+a]
para alguna constante M; > 0. Definimos M = Kb + M;.

Elegimos a; € (0,a] tal que
Xt — &ll- = [[Xe — Xeoll- < b para tg <t <to+ar
Notemos que, por el Lema 3.3.1, la existencia de a; > 0 estd garantizada.
A partir de ahora, la demostracién sera similar a la de una ecuacién diferencial ordinaria.

Elegimos h > 0 tal que
h <min{a;,b/M} y h<1/K.

Sea S el conjunto de todas las funciones continuas x : [tg — 7, to + h] — R" tales que
z(t) = o(t —to) para to—7 <t <ty y
[2(t) — o(0)] < b para to <t <o+ h.

Notemos que si x € Sy t € [to, o + h], entonces ||x: — x¢||- < b. Por lo tanto,

< K||xt = Xell- + M1 < Kb+ M; = M.

Para cada y € S, definimos la funcién T, en [ty — 7,to + h] por

ot —to) para to — 7 < t < 1,

T, (t) = . (3.12)
qb(0)+/ F(s,xs)ds para to—7 <t <ty+ h.

to

Entonces, como |F(s, xs)| < M,
t
(0 = 60) = |o(0) + [ Fls.x)ds - 60)
to
¢
:/ !F(s,xs)}dnghgb para to <t <tg+ h.
to

Ademas, la funcién T, definida es continua, por lo tanto, T, € S.
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Construimos ahora una sucesion de aproximaciones. Elegimos

ot —to) para tg—7 <t <t
2(o)(t) =
»(0) para to <t <ty +a.
Claramente |z(g)(t) — ¢(0)| < b paraty <t <ty+hy zq) €S.

Para cada m = 0,1,2,..., definimos z(,,11) = Ta,.» €8 decir,

Tmi1) = O(t —to)  para to—7 <t <t

t
Tmy1) = ¢(0) + / F(s,xs)ds para tg—7 <t <ty+h. (3.13)

to

Veamos que la sucesion {2y, }» converge para lo cual vamos a utilizar la condicién
Kh < 1 mencionada anteriormente.

En primer lugar, notemos que para to <t < tyg+h

t
|:L‘(1)(t) — ZE(O)(t)| = ‘/ F(S,IL‘(Q)S) ds S Mh S b. (314)
to

Utilizando la lipschitzianidad de F'y que z(1)(t) = x()(t) para to — 7 < t < to, se sigue
que

/ (F(s7 z(1)s) — F (s, iB(o)s)) ds

to

[z@2)(t) —z)(t)] =

t t
< K/ [2(1)s — T(0)s]l+ ds < K/ sup |z (r) — 20)(r)| ds
to t

o to<r<to+h
y en virtud de (3.14) llegamos a que

De esta forma, para cada m = 0,1,2, ..., se tiene que

t
‘l‘(m_;,_g)(t) — x(m+1)(t)’ = ‘ / [F(S, l‘(m+1)8) — F(S, l’(m)s)} dS
to

t t
<K / |2 — Tomolls ds < K / SUp  [2many(r) — Ty (1)
to t

o to<r<to+h

para to <t <ty + h, y por induccién concluimos que
|#(m2) (1) = Ty ()] < KR (KR)™b = (Kh)™ .
Por tanto,

D T () = 2y ()] < D (Kh)™b
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y como Kh < 1, la serie del lado derecho converge. En consecuencia, aplicando el criterio
de comparacion, la serie del lado izquierdo converge uniformemente en [tg, to + h.

Ahora bien,

3
L

T(m) (t) = Z(0) (t) + [SL’(H_l)(t) — I(l)<t>] para to <t< to +h
l

I
=)

lo que prueba que la sucesion {z )} converge uniformemente en [to, to + k| a una funcién
que denotaremos por x(t).

Notemos que x es continua en [tg, to+h] por ser limite uniforme de funciones continuas.
Nos queda ver que esta funcién = que hemos obtenido verifica la forma integral (3.10) y
por tanto es solucién de (3.9). Para ello, utilizaremos de nuevo la lipschitzianidad de F'
para probar que

|F<Sax(m)s) - F(S,.ﬁlﬁs)‘ < KHx(m)s - :USHT <K sup |$(m)(r) - Z’(?")|
to<r<to+h

y por tanto
F(s,xumys) — f(s,xs) para tog<s<ty+h

converge uniformemente cuando m — co. Dicha convergencia nos permite pasar al limite
bajo el signo de la integral, es decir,
t t
/ F(s,2(m)s) ds — / F(s,z5)ds cuando m — oo,
to to
y tomando limites en (3.13) obtenemos que
t
z(t) = ¢(0) —|—/ F(s,zs)ds para to <t <tg+ h.
to

lo que concluye la demostracion de la existencia de solucién.

Para probar la unicidad de solucién basta aplicar el Teorema 3.3.3 (teorema de unici-

dad). [

Corolario 3.4.2. Sea el problema (3.1)-(3.2) donde f : [to, ) x D™ — R" es una
funcion continua y localmente lipschitziana y g;, con j = 1,...,m, funciones continuas.
Entonces, para cada funcion 0 € C([to — 7,to|, D), el problema (3.1)-(3.2) tiene una unica
solucion x(t) definida en [to, to + 6] para algin 6 > 0.

Demostracién.

Basta aplicar el Teorema 3.4.1 teniendo en cuenta el Ejemplo 3.2.2 y la Observacién
3.2.8. u
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3.4.2. Existencia global

En esta subseccion trataremos el otro teorema de existencia de solucion del proble-
ma (3.9), donde nos basaremos en el segundo Lema de Gronwall (Lema 3.4.6) y en el
teorema de solucién maximal (Teorema 3.4.5), para demostrar la existencia de solucién
global en un intervalo determinado. Nos apoyaremos en la referencia [3] para su desarrollo.

En primer lugar, mostraremos dos definiciones sobre dos conceptos que se emplearan
para enunciar el teorema de solucion maximal. La primera definicién trata acerca de la
posibilidad de extender una solucién en un intervalo a otro de mayor longitud que lo
contenga. Mientras que la segunda definicion nos explica la propiedad de que una funciéon
esté casi acotada.

Definicién 3.4.3. Sea x; definida en [ty — T, 81) y xo definida en [ty — T, B2) soluciones
del problema (3.9). Si By > (1 decimos que x4 es una extension de la solucion xi, o que
x1 puede extenderse a [ty — T, B2). Entonces, una solucion x del problema es maximal o
no prolongable, si no se puede extender a otro intervalo estrictamente mayor.

Definicién 3.4.4. Se dice que la funcion F : [ty,3) X Cp — R™ es casi acotada si F
estd acotada en todo conjunto de la forma [to, 1] X Ca donde to < 1 < [ y A es un
subconjunto acotado cerrado de D.

Estos dos conceptos anteriormente aparecen en el siguiente teorema de soluciéon ma-
ximal, cuya demostracién se puede encontrar en la referencia [3].

Teorema 3.4.5 (Solucién maximal). Sea F' : [ty,3) x Cp — R" localmente Lips-
chitziana y casi acotada, que satisface la condicicion de continuidad 3.2.1. Entonces para
cada funcion ¢ € Cp, el problema (3.9) tiene una unica solucion maximal x(t) definida en
[to — 7, B1) para cierto 5y verificando ty < 1 < B. Si 1 < B, entonces para cada conjunto
cerrado y acotado W C D

z(t) ¢ W para algiun t € (to, £1).

A continuacién, veremos otro lema de Gronwall, pequena variacién del Lema 3.3.2,
que emplearemos para la demostracion del Teorema de Existencia global (Teorema 3.4.7),
el cual se puede encontrar junto con su demostracién en [11].

Lema 3.4.6 (Lema de Gronwall 2). Sea x : [ty, Lo+ ) — [0, 00) una funcion continua
no negativa. Supongamos que existen constantes Ki, Ko > 0 para las que

t
z(t) <Ky +/ Koz (s)ds para todo t € [to, to + ),

to

entonces se tiene que

z(t) < KleKQ(t — o) para todo t € [ty to + ).
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Y ahora vamos con el objetivo de esta subseccién, que era enunciar y demostrar el
teorema de existencia global.

Teorema 3.4.7 (Existencia Global). Sea D = R" y F': [to, ) x C — R" localmente
Lipschitziana y que satisface la condicion de continuidad 3.2.1. Suponemos ademds que

[F'(t, @) < M(t) + N(@)[|l9l- en [to, 8) x C, (3.15)

donde M y N son funciones continuas y positivas en [to, ). Entonces existe una unica
solucion mazimal del problema (3.9) en [to — T, ).

Demostracién.
Notemos que la condicién (3.15) implica que F' es casi acotada.

Sea x la tinica solucién maximal de (3.9) y [to — 7, £1) su intervalo maximal. Suponga-
mos por reduccién al absurdo que f; < 3. Entonces por ser M y N continuas en [tg, 51],
existen constantes My y Ny tales que M(¢) < M; y N(¢) < Ny en [to, £1]. Luego, por la
ecuacién (3.10) y la condicién (3.15) se tiene

t t t
o0 = ol + [ |Pltz)lds < ol + [ Mids+ [ Nufa]. ds
to to to

para tg < t < (1. De esto llegamos a

t
[zell- < [l@ll> + Mi(B1 —to) +/ Ny ||zl ds para to <t < B.

to

Entonces, si aplicamos el segundo lema de Gronwall (Lema 3.4.6) obtenemos

()] < Jlzell- < (]l + M (8 — to)] N1 (A = 10) en fro, ).

Esto muestra que z(¢) permanece en un conjunto acotado cerrado, contradiciendo por
el teorema solucién maximal (Teorema 3.4.5) la suposicién de que S; < (5. Por lo tanto
p1 = S, luego existe una tnica solucién maximal del problema (3.9) en [ty — 7, 3) como
queriamos demostrar. [ |

Corolario 3.4.8. Sea el problema

P(0) = Y A(00,(0) +e(t) para € [1o, ) 516
x(t) = 0(t) para t — 1 <t <t '

donde A;(t) = (a%) () ye(t) = (ci(t)) conik=1,...,ny agi), ¢ : [to, B] — R continuas
y ademds, g;(t) es continua yt —71 < g;(t) <t para j =1,...,m.. Entonces, para cada
funcion 0 € C([to — 7,10],R"™), existe una tnica solucion de (3.16) y estd definida en

[to —T,0).
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