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ABSTRACT. In his 1952 work, Nash shows that every compact differentiable submanifold of
R™ is approximate and diffecomorphic to a manifold defined by analytic-algebraic functions.
In fact, Nash’s aim was even stronger and he tries to prove that every differentiable subman-
ifold of compact R"™ is diffeomorphic to a real algebraic variety. This result remained open
until later work by A. Tognoli. However, these analytical-algebraic functions remained an
element of interest and are called “Nash Functions”. For its part, Real Algebraic Geometry
began its renewed journey from the real Nullstellensatz of D. Dubois and J.J. Risler. As Real
Algebraic Geometry advances, it becomes clearer that the natural spectrum of this Geometry
is influenced by the ideas of Artin and Schrier and leads to the Real Spectrum of a ring (the
proper cones of a ring). The difficulty was, then, to understand what the structural beam
of the real spectrum of a ring was and in a seminal work by M.F. Roy in 1982 argued that
it was the Nash functions (and not the polynomials) that define said structural bundle. The
difficulty then arises of finding a way to connect Nash’s ideas with Real Algebraic Geometry.
This way of connecting involves proving the equivalence between the analytical-algebraic
functions and the semi-algebraic functions of class ¥°°. Therefore, the main objective of
the proposed TFG is to have a complete (and as self-contained as possible) proof of the
equivalence between the notions of analytical-algebraic Nash functions and semi-algebraic
graph functions that are infinitely differentiable.

Key Words: Semi-algebraic sets, regular local ring, étale regular mapping, algebraic
power series.

RESUMEN. En su trabajo de 1952, Nash demuestra que toda subvariedad diferenciable com-
pacta de R™ es aproximable y difeomorfa a una variedad definida por funciones analitico-
algebraicas. De hecho, el propésito de Nash era ain mas fuerte y trata de probar que toda
subvariedad diferenciable de R™ compacta es difeomorfa a una variedad algebraica real. Este
resultado quedé abierto hasta un trabajo posterior de A. Tognoli. Sin embargo, esas funciones
analitico-algebraicas quedaron como elemento de interés y reciben el nombre de “Funciones
de Nash”. Por su parte, la Geometria Algebraica Real comenzé su andadura renovada a par-
tir de los Nullstellensatz reales de D. Dubois y J.J. Risler. Conforme avanza la Geometria
Algebraica Real, se hace mas claro que el espectro natural de esta Geometria estd influencia-
do por las ideas de Artin y Schrier y conduce al Espectro Real de un anillo (los conos primos
de un anillo). La dificultad era, entonces, comprender cuél era el haz estructural del espectro
real de un anillo y en un trabajo seminal M.F. Roy de 1982, defendi6 que eran las funciones
de Nash (y no los polinomios) quienes definen dicho haz estructural. Surge entonces la di-
ficultad de encontrar el modo de conectar las ideas de Nash con la Geometria Algebraica
Real. Esta manera de conectar pasa por probar la equivalencia entre las funciones analitico-
algebraicas y las funciones semi-algebraicas de clase ¥°°. Por tanto, el objetivo principal
del TFG propuesto pasa por disponer de una prueba completa (y tan auto-contenida como
sea posible) de la equivalencia entre las nociones de funciones analitico-algebraicas de Nash
y las funciones de grafo semi-algebraico que son infinitamente diferenciables.

Palabras Clave: Conjuntos Semi-algebraicos, anillo local regular, morfismo regular
étale, serie de potencias algebraica.



Indice

Capitulo 0. Introduccién y Resumen de Contenidos de la Memoria.

0.1.
0.2.

0.2.1.
0.2.2.
0.2.3.

Part 1.

Introduccién
Resumen de Contenidos de la Memoria.
Resumen del Contenido del Capitulo 1.
Resumen del Contenido del Capitulo 2.
Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG.

Cuerpo principal del TFG.

Capitulo 1. Variedades algebraicas reales, funciones polinomiales y regulares.

1.1.
1.2

1.2.1.
1.2.2.
1.2.3.

1.3.

1.3.1.

1.4.

1.4.1.
1.4.2.
1.4.3.

Introduccién.
Generalidades sobre variedades algebraicas reales, funciones polinomiales y
funciones regulares.

Nociones y notaciones basicas.

El Teorema de los Ceros sobre los Reales.

Algunos aspectos locales en Geometria Real: el espacio tangente en un punto de

una variedad algebraica real.
Conjuntos semi-algebraicos: “salchichonaje”.
Dimensién de semi-algebraicos y funciones polinomiales.

El Teorema de 1.S. Cohen y los anillos de funciones polinomiales y regulares cerca

de un punto regular de una variedad.
Recordatorio sobre series de potencias formales.
El caso de series en un punto distinto del origen.

Completados de anillos locales de funciones polinomiales y regulares alrededor

de un punto regular (o liso).

Capitulo 2. Funciones de Nash.

2.1.
2.2.
2.3.

Part 2.

Introduccién.
Morfismos “étales” entre variedades algebraicas reales.

Equivalencia entre funciones de Nash y funciones semi-algebraicas infinitamente

diferenciables.

Apéndices del TFG.

Apéndice A. Dimensién de Krull, Extensiones Enteras y Normalizacién de Noether.

Al

A.1.1.

A2.

A2.1.

A3.

A3.1.
A3.2.

AA4.
A5,

A5.1.

Dimensién de Krull.
Dimensién de Krull en espacios topolégicos, anillos y médulos.
Extensiones Enteras de Anillos.
Normalizacion de Serre.
Teoremas de ascenso y descenso. Going-Up y Going-Down.
Going-Up.
Going-Down.
Sobre el grado de trascendencia.
El Lema de Normalizacion de Noether.
Extensiones Enteras, Normalizaciéon de Noether y Dimensién de Krull.

Apéndice B. Algebra Local.

B.1.

Anillos y médulos topoldgicos: filtraciones, graduaciones y completados.

3

iii
iii
iv
iv

vii

16
21

24
24
28

30

31
31
31

43

49

o1
o1
o1
53
53
o4
o4
54
55
o7
o8

59
99



B.1.1.
B.1.2.
B.1.3.
B.14.
B.1.5.
B.1.6.
B.1.7.
B.1.8.
B.1.9.

INDICE

Anillos topoldgicos.

Filtraciones.

Anillos y médulos graduados.
Graduaciones y filtraciones a-adicas.

El lema de Artin-Rees y Teorema de la interseccién de Krull.

Completado de un espacio métrico.
Propiedades del completado: Anillos de Zariski.
El polinomio de Hilbert-Samuel.

Teorema de la Dimension Local.

B.2. Anillos Locales Regulares y Completados.

B.2.1.
B.2.2.
B.2.3.
B.2.4.
B.2.5.

Apéndice.

Teoremas de Inversién Local y de la Funciéon Implicita.
Los Teoremas de Divisién y Preparaciéon de Weierstrass.
Anillos Locales Regulares.

Criterio del Jacobiano.

Teorema de Estructura de Cohen.

Bibliografia

99
60
62
63
64
65
68
69
72
73
73
75
76
76
7

79



CAPITULO 0

Introducciéon y Resumen de Contenidos de la Memoria.
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0.1. Introduccion

Las funciones de Nash reciben su nombre por el famoso matemédtico J. Nash. Esta “mente
maravillosa” se hizo popular a partir de la biografia de S. Nasar, [Nasar, 1998], y la pelicula,
parcialmente ficcionada como biografia, del mismo titulo, dirigida por Ron Howard y que recibié
cuatro premios Oscar en 2001. A la sazén, J. Nash era ya un matemédtico famoso, tanto en el
colectivo matemaético como en el contexto de los economistas interesados en fundamentos de
economia.

J. Nash poseia un cerebro de excepcional poderio que se conjugaba con una originalidad de pen-
samiento extraordinario que le permitié romper barreras y dificultades con gran creatividad. Su
primer resultado famoso y relevante fue la demostracién de la existencia de equilibrios en juegos
no cooperativos. Esa fue su tesis doctoral en Princeton (cf. [Nash, 1950], [Nash, 1951]) que
revolucioné la Teoria de Juegos aplicada a Economia y le hizo merecedor del Premio Nobel de
Economia de 1994. El lector interesado puede acudir al contenido del Trabajo de Fin de Grado
[Garcia-Hevia, 2018].

A pesar de la enorme celebridad que estos trabajos iniciales dieron, con el tiempo, a John Nash,
sin embargo, él siempre considerd que sus contribuciones en Geometria Diferencial eran los maés
valiosos. De hecho, sus trabajos sobre la identificacién de variedades Riemann, via isometria,
con subvariedades de espacios euclideos se considera una de sus mayores contribuciones. M.
Gramov ha llegado a decir que ese trabajo, conocido hoy como los Teoremas de Embebimiento
de Nash, es “uno de los logros mas importantes de las matemaéticas del siglo XX”. Por ese
resultado, su nombre estuvo entre los candidatos a la medalla Fields de 1958. Para entonces
su enfermedad mental (clasificada como esquizofrenia paranoide en aquellos afos) y las malas
lenguas dicen que fueron los primeros brotes de su enfermedad la causa de que quedara tercero
tras Roth y Thom. Pero los rumores malintencionados no son razones historicas asi que dejare-
mos esto en el &mbito de la anécdota heredera de una merecida fama.

El objetivo de este TFG es mas modesto y se centra en una etapa més preliminar a este es-
tudio. Se conocia que una variedad diferenciable cerrada se puede identificar con el conjunto
de ceros de funciones €°° en un espacio euclideo. El resultado en si aporta poco sobre el tipo
de conjuntos con los que se identifican las variedades diferenciables cerradas. Al fin y al cabo,
cualquier cerrado en R es el conjunto de ceros de alguna funcién € °°, conforme a los trabajos de
H. Withney. En 1950, J. Nash hace el anuncio de un resultado mucho més espectacular durante
el ICM: Nash afirma que ha podido demostrar que toda variedad €°° cerrada es difeomorfa a
una variedad algebraica real en algin espacio afin A™(R) (es decir, al conjunto de soluciones
comunes a una familia finita de polinomios). A pesar del anuncio, Nash confiesa que debe

i



i 0. INTRODUCCION Y RESUMEN DE CONTENIDOS DE LA MEMORIA.
trabajar un poco los detalles de su demostracion.

En realidad, Nash no logra completamente su objetivo y se queda en una etapa intermedia.
El trabajo de Nash prueba que toda subvariedad diferenciable °° compacta de un espacio
euclideo real es difeomorfa al conjunto de ceros comunes a unas funciones analiticas que son
algebraicas sobre el anillo de polinomios: son las llamadas funciones de Nash. Valiéndose de
esta clase de funciones y los objetos geométricos que definen, las variedades de Nash, el resultado
de Nash puede resumirse mediante la siguiente afirmacién: Una variedad €°° es difeomorfa a
una subvariedad de Nash si y solamente si es difeomorfa al interior de alguna variedad €>°
compacta, posiblemente con frontera . De hecho, observamos que Nash no prueba exactamente
lo que anuncia sino una versién mas débil: las subvariedades de Nash no necesariamente son va-
riedes afines reales y algebraicas. En su publicacién [Nash, 1952], el propio Nash se pregunta
si esas variedades de ceros de funciones de Nash pueden ser reemplazadas por polinomios. La
respuesta final a esta conjetura es debida a A. Tognoli ([Tognoli, 1973]) con respuesta positiva:

TEOREMA 0.1.1 (Nash-Tognoli). Toda variedad €°° compacta es isomorfa a una variedad
algebraica real lisa (i.e. sin puntos singulares) en un espacio afin A™(R).

No obstante, las funciones analitico-algebraicas tuvieron su propio desarrollo a partir de los tra-
bajos de M. Artin (hijo de E. Artin) y B. Mazur en [Artin-Mazur, 1965]. La caracterizacién
de Artin y Mazur supone, de nuevo, un acercamiento a la Geometria Algebraica Real. Hemos
escrito que la Geometria Algebraica Real aparece involucrada en los primeros desarrollos de las
funciones de Nash. Pero conviene recordar un poco esa Geometria Algebraica sobre el cuerpo
de los nimeros reales.

Durante anos, el estudio de las variedades algebraicas reales afines fue considerada como una
“hermana menor” de la Geometria Algebraica clésica (ceros de polinomios con coordenadas en
un cuerpo algebraicamente cerrado). No fue sino a principios de los afios 70 que D. Dubois y
J.J. Risler probaron su Nullstellensatz Real. Es decir, ambos autores, separada e independien-
temente, un resultado que mimetizaba el clasico Nullstellensatz de Hilbert y Kronecker, iden-
tificando las variedades reales afines V' C A™(R) con los ideales reales del anillo de polinomios
R[X1,...,X,] (cf. Teorema 1.2.4 mds abajo y las referencias [Dubois, 69] y [Risler, 70]).
Por coincidencias del destino, ambos autores usaron la teoria de E. Artin (padre de M. Artin)
y O. Schreier ([Artin-Schreier, 1927]) en su resolucién del problema 17 de Hilbert: la Teoria
de Cuerpos Reales y Realmente Cerrados.

A partir de la obra de Dubois y Risler, la Geometria Algebraica Real siente un fuerte desarrollo.
En ese desarrollo no es menos relevante el Principio de A. Tarski y la terminologia de S.
Lojasiewicz. Asi, S. Lojasiewicz introdujo en [Lojasiewicz, 1964] el término semi-algebraico
para referirse a los subconjuntos S C A™(R) definibles mediante una combinacién booleana
de desigualdades ({> 0} y {> 0}) e igualdades ({= 0}) polinomiales (ver Definicién 8 més
abajo). El principio de Tarski demuestra, en particular, que si 7 : R**™ — R™ es la proyeccién
que “olvida” las tltimas m coordenadas y si S C A"*™(R) es un conjunto semi-algebraico,
entonces la imagen m(S5) C A"(R) es también un conjunto semi-algebraico. Como el reciproco
(todo semi-algebraico es la proyeccién de un algebraico en dimensiones superiores) es obvio como
se verd mas adelante, los conjuntos semi-algebraicos se vuelven el objeto esencial de estudio de
la Geometria Algebraica Real. A la hora de estudiar las interacciones entre semi-algebraicos,
se decidié prontamente que las funciones esenciales eran las funciones semi-algebraicas. Una
funcién f: S CR™ — R se denomina semi-algebraica si su grafo

Gr(f) := {(x,y) ER"xR:z€eS, y— flz)= O} C A" (R),

es un conjunto semi-algebraico. En aras a controlar propiedades de tangencia y diferenciabili-
dad pronto se fue decantando el estudio hacia el anillo .#*°(U), donde U C R™ es un abierto

semi-algebraico, formado por las funciones f : U — R semi-algebraicas que son de clase € en
U.

En su trabajo [Roy, 1982], M.F. Roy postulé esa clase de funciones semi-algebraicas de clase
%> como la familia natural de funciones en el estudio de semi-algebraicos reales (y de su
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generalizacién al espectro de un anillo). Para hacer toda esa extrapolacién se requiere, ante
todo, buscar una manera de presentar esas funciones que entronque, inequivocamente, con
la geometria subyacente. Ese es el resultado final de este Trabajo de Fin de Grado y que
enunciamos del modo siguiente (ver Teorema 2.3.1 del cuerpo de esta memoria):

TEOREMA 0.1.2. Sea R el cuerpo de los nimeros reales, U C R™ un abierto semi-algebraico y
f:U — R una funcion. Son equivalentes:

i) f es una funcién de Nash, esto es, f : U — R es una funcién analitica, algebraica
sobre el anillo de polinomios R[ X1, ..., X,].
it) f es semi-algebraica de clase €, esto es f € € (U).

A la hora de probar este resultado, hemos elegido el camino propuesto por M. Coste, M.F. Roy
y J. Bochnak en su compilacién ya clisica, de la Geometria Algebraica Real hasta finales del
siglo XX: [BCR,, 1987]. Estos tres autores eligieron un camino de demostracién aparentemente
eliptico dado que su pretension tltima era la introduccion de la Geometria Algebraica Real para
semi-algebraicos afines S C A"(R), donde R es cualquier cuerpo realmente cerrado. Nuestro
propdsito es esta memoria es probar el Teorema precedente que, de manera natural, trata del
caso R = R. Por tanto, seguiremos el camino de la prueba de [BCR, 1987], aunque solo en el
caso del cuerpo realmente cerrado R.

El elemento técnico esencial de la prueba de [BCR, 1987] es la siguiente caracterizacién de las
series de potencias formales que son algebraicas sobre el anillo de polinomios R[X1,...,X,]:
el anillo local regular R[[X1,..., X,]]aig- En esencia, este resultado es una versién local del
Teorema de Artin-Mazur y asi lo hemos denominado:

TEOREMA 0.1.3 (Versién local del Teorema de Artin-Mazur). Sea o € R[[ X7, ..., X, ]]alg
una serie de potencias formales algebraica sobre el anillo de polinomios R[X1,...,X,]. En-
tonces, existen

i) V. C A"t4(R) una variedad algebraica irreducible de dimension n y p € V regular,
i) U C A™(R) un entorno abierto de 0 € A™(R) un entorno abierto de 0 € R™,
iii) U’ C A" 4(R) un entrono abierto de p € R4,
) f € R[V] una funcién polinomial definida en V tal que si 7 : A"t4(R) — A™(R) es la
proyeccion que “olvida” las d ultimas coordenadas, se verifica:
(a) 7|y : V — A™(R) es un morfismo étale en los puntosp € V y 0 = w(p) € A"(R).
(b) vy : VNU — U es un difeomorfismo y s = (myny) L : U = U' NV es su
inversa (seccién local).
(c) La serie o es el desarrollo de Taylor en el origen 0 € R™ de la composicion f o s.

En particular, por el Teorema de la Funcién Implicita para funciones analiticas (cf. Corolario
B.2.4) la serie formal o € R[[X1,..., X,]]ag €s una serie convergente que puede interpretarse
como una funcién analitica definida en U, y el siguiente diagrama es conmutativo:

Unvcred 5 R

"Tver/J( Ts % o=fos.

UCR"”

Para alcanzar este resultado, hay que desarrollar todo un trabajo preliminar en el que in-
tervendran, de modo muy profundo, conocimientos basicos de Geometria Algebraica Real y
Algebra Local (Conmutativa), que no forman parte del contenido académico al uso de un
Grado en Matematicas.

0.2. Resumen de Contenidos de la Memoria.

0.2.1. Resumen del Contenido del Capitulo 1. En el Capitulo 1 comenzaremos es-
tableciendo las principales notaciones y nociones que se utilizaran a lo largo de todo el cuerpo
de la memoria. Aunque extenderemos muchas de los conceptos e ideas que ya se tenian para
el caso algebraicamente cerrado, es en este punto donde comenzaran a avistarse algunas de las
caracteristicas uinicas de la Geometria Algebraica Real pues, por ejemplo, aparecerd, ademas
del anillo de las funciones polinomiales sobre una variedad algebraica V', R[V], el anillo de las



iv 0. INTRODUCCION Y RESUMEN DE CONTENIDOS DE LA MEMORIA.

funciones regulares, R(V'), de gran relevancia a lo largo del TFG (ver Definicién 2 para més
detalles). Posteriormente, dedicaremos la Subseccién 1.2.2 al Teorema de los Ceros o Null-
stellensatz en su versién real. Este importante resultado que presentamos de dos formas (ver
Teoremas 1.2.4 y 1.2.6 ) constituy6 en su dia uno de los principales desencadenantes del im-
portante desarrollo que experimenté la Geometria Algebraica Real en la segunda mitad del
siglo XX y, en este TFG, serd uno de los principales pilares tedricos en que se sustenten los
resultados posteriores. De hecho, ya serda de extrema utilidad en la Subseccién 1.2.3 inmedi-
atamente posterior, donde, continuando con la introduccién del aparato técnico, definiremos
el espacio tangente en un punto p de una variedad algebraica real V' (ver Definicién 6) asi
como los localizados en p de los anillos de funciones polinomiales y regulares, R[V], y R(V),
respectivamente. El propédsito de dicho apartado, serd, eventualmente, la caracterizaciéon de los
puntos regulares de una variedad algebraica mediante dichos anillos (observar en la Proposicién
1.2.11 y, més en particular, el Corolario 1.2.12) cobrando relevancia la nocién de anillo local
regular. De forma implicita, quedara probada la validez del Criterio del Jacobiano (Subseccién
B.2.4 del Apéndice) en el caso real, no algebraicamente cerrado.

Seguidamente y motivados por la necesidad de que los conjuntos con los que trabajemos sean
estables mediante proyecciones y funciones polinomiales aparecen los ya mencionados conjun-
tos semi-algebraicos. Estos ultimos seran aquellos conjuntos definibles mediante combinaciones
booleanas, no solo de igualdades polinomiales ({= 0}), sino también de desigualdades del tipo
{> 0} o {> 0} y se erigirdn como la esencia de la Geometria Algebraica Real. Serd A. Tarski
quien pruebe en [Tarski, 1951] (ver Teorema 1.3.5) la estabilidad mencionada de los con-
juntos semi-algebraicos por medio de un complejo algoritmo que escapa de los objetivos de
este TFG. No obstante, hemos optado por exhibir un resultado usado en las re-demostraciones
geométricas posteriores debida a M. Coste ([Coste, 1982]) conocido como “salchichonaje de
semi-algebraicos” (también podrd encontrarse como “cylindrical semi-algebraic decomposition”,
“démontage des sealgébraiques”...) en el Teorema 1.3.2. Este tltimo cobrard especial importan-
cia a la hora de probar la equivalencia entre las funciones semi-algebraicas ¥ y las funciones
analiticas y algebraicas, uno de los propésitos del trabajo.

Finalmente, se expone un recordatorio del anillo de series de potencias formales con coeficientes
en R dada su relevancia en la parte final de la memoria. En este apartado, ademas de mostrar
las principales propiedades de dicho anillo se hara especial hincapié en la relacién existente
entre el anillo R(V'),, y el Teorema de I.S. Cohen (Corolario B.2.18 del Apéndice), este tltimo
afirmando que el completado de cualquier anillo local regular equicaracteristico es una anillo
de series de potencias formales con coeficientes en el cuerpo residual.

0.2.2. Resumen del Contenido del Capitulo 2. En el Capitulo 2, comenzamos con un
estudio técnico de los morfismos regulares f : V C A"(R) — W C A™(R), entre dos variedades
algebraicas reales, que son “étales” en un punto regular p € V. Es decir, morfismos tales que
la aplicacién entre los espacios tangentes (“a la Zariski”) T}, f : T,V — T4 W es un isomor-
fismo entre espacios vectoriales reales (ver Definicién 13 para los detalles). Caracterizaremos
las funciones regulares étales en p € V a través del natural Teorema de la Funcién Inversa (cf.
Proposicién 2.2.1) y de su dual entre los anillos locales regulares R(V'), y R(W)y(y), asi como
su paso a los respectivos completados (ver proposiciones 2.2.2 y 2.2.3).

Armados con ese estudio preliminar elemental, se prueba, con detalle, la versién local del
Teorema de Artin-Mazur antes citado (ver Teorema 2.2.5). Finalmente, en la Subseccién
2.3 probamos la equivalencia entre las funciones analitico-algebraicas y las funciones semi-
algebraicas de clase ¥°°. Una de las implicaciones reposa en nuestro Teorema de Artin-Mazur lo-
cal, mientras que el reciproco reposa, entre otras cosas, en el “salchichonaje” de semi-algebraicos
descrito en el Capitulo 1.

0.2.3. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG.. En algtn caso precedente
se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas como Trabajo de Fin de
Grado en Matematicas. En evitacion de intervenciones innecesarias, queremos clarificar algunos
aspectos relativos al estilo elegido en este texto. Se ha elegido el formato de libro (book) de
la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma utilizado es el espafiol, hemos
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tratado de seguir lo mas fielmente posible las recomendaciones del Libro de Estilo de esta
asociacién !, juntamente con las reglas de estilo recomendadas por D. E. Knuth y co-autores
de la Mathematical Association of America (MAA) 2. Especificamente, hemos tratado de seguir
atentamente las siguientes dos reglas:
e “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: The-
orem 2.3, Lemma 3.1, Figure 4.5” (p. 79 del AMS Style Guide).
e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en
D. E. Knuth et al.).

M. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017
2D. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989
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1.1. Introduccién.

El estudio de los conjuntos de soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales multi-variadas
en el espacio afin real A"(R) ha sido siempre concebido como el hermano menor de aquel sobre
cuerpos algebraicamente cerrados (en particular, sobre C el cuerpo de los nimeros complejos)
también conocido como Geometria Algebraica. En este contexto, el Algebra Conmutativa de-
sarrollada en el entorno de E. Noether, E. Artin y sus continuadores (W. Krull, B.L. van der
Waerden, O. Zariski,...) tiene en mente su utilidad para el estudio de variedades algebraicas
afines o proyectivas en espacios afines A”(K) con K algebraicamente cerrado.

En los anos 70 del pasado siglo, dos autores logran, de forma independiente, caracterizar los
ideales asociados a los conjuntos algebraicos reales afines: D.W. Dubois (cf. [Dubois, 69]) y
J.J. Risler (cf. [Risler, 70]). Es a partir de este momento cuando el estudio de la denomi-
nada Geometria Algebraica Real experimenta un impulso y desarrollo exponenciales. Ademas
de desarrollarse el Algebra Conmutativa consecuencial del Nullstellensatz Real (que se deno-
minaré Algebra Real), el estudio de estos objetos geométricos alcanza pronto niveles avanzados
dando lugar a un corpus tedrico que ira estructurdndose no solo a través de diversos traba-
jos cientificos sino a través de obras compilatorias del conocimiento del campo. Entre estas
ultimas, destacamos la referencia [BCR, 1987] que guiard las pdginas preliminares. En la
obra [BCR, 1987] se pretende establecer dicho corpus tedrico tratando no solamente de dig-
nificar el campo cientifico sino también de perfilarse con respecto a la Geometria Algebraica
tradicional. Por ello, tratan de modificar algunas nociones al uso e insistir en la nocién de
cuerpo realmente cerrado (i.e. cuerpos que no admiten extensiones formalmente reales que sean
algebraicas no triviales). En otras palabras, se centran en cuerpos R tales que R[X]/(X? + 1)
es un cuerpo algebraicamente cerrado (cf. [BCR, 1987], Capitulo 1).

En este texto nos centraremos en el cuerpo realmente cerrado de referencia R, el cuerpo de
los nimeros reales, aunque muchas de nuestras disquisiciones se podran extrapolar a cualquier
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2 1. VARIEDADES ALGEBRAICAS REALES, FUNCIONES POLINOMIALES Y REGULARES.

cuerpo realmente cerrado (como se observa en [BCR, 1987]). En cuanto a las notaciones,
procuraremos respetar algunas de las usadas en la Geometria Algebraica clasica, intentando
respetar también el gusto por la identidad propia, claramente manifestado por J. Bochnak, M.
Coste y M.F. Roy. Finalmente, gran parte del Algebra Conmutativa clésica es 1til y utilizable
en este contexto de la Geometria Algebraica Real. Asi, hemos optado por incluir mucha del
Algebra Conmutativa cldsica en diversos Anexos al final de la memoria, mientras que, en el
cuerpo de la memoria trataremos solamente aquellos aspectos especificos del contexto real.

1.2. Generalidades sobre variedades algebraicas reales, funciones polinomiales y
funciones regulares.

1.2.1. Nociones y notaciones basicas.

DEFINICION 1. Introduciremos las siguientes definiciones para los subconjuntos del espacio afin
A™(R) = R"™ de dimension n sobre el cuerpo de los nimeros reales.

i) Llamaremos hiper-superficie algebraica real a cualquier subconjunto V-.C A™(R), tal
que existe un polinomio f € R[X,..., X,] verificando:

V = Vi(f) = {e € A"(R) : f(z) = 0}.

1) Llamaremos variedad algebraica real a cualquier subconjunto V.C A™(R) tal que existe

un ideal a C R[X4, ..., X,] verificando
V=Va(a) = [ Valf) = [{z € A"(R) : f(2) =0}.

f€a f€a
OBSERVACION 1.2.1 (Algunas Observaciones Clasicas). i) Nétese que si F es un sub-
conjunto de polinomios que genera un ideal a en R[X7,..., X,], entonces
Va(F) = [ Va(f) = Va(a).
feFr

Es decir, la variedad algebraica real definida por un ideal coincide con la interseccién
de las hiper-superficies definidas por uno cualquiera de sus sistemas generadores.

ii) Por el Teorema de la Base de Hilbert, toda variedad algebraica real es la interseccién
de un nimero finito de hiper-superficies reales. Es decir, si a C R[X7,...,X,] es un
ideal, existe un conjunto finito {f1,..., fm} de generadores de a 'y

Va(a) = Va(fi,.--, fm) = Valfi) 0 N Va(fim)-

Hasta aqui, el caso real no difiere del caso complejo (o del caso de variedades alge-
braicas sobre cuerpos algebraicamente cerrados). En lo que si difiere es en el hecho
siguiente:

Toda variedad algebraica real puede expresarse como una hiper-superficie. Asi, si
V = Va(a) C A"(R) es una variedad algebraica real, por el Basissatz de Hilbert existe
un conjunto finito de generadores {fi,..., fm} del ideal a. Entonces, definiendo

concluiremos que:

VA(O) = VA(flv .. 7fm) = VA(f)’

y Va(a) es una hiper-superficie. Esto no es posible en el caso complejo. Por ejemplo,
el conjunto {(0,0)} € A?(C) no puede expresarse como una hiper-superficie compleja.
iii) A pesar de las diferencias que puedan existir entre las variedades algebraicas reales
afines y sus homologas complejas, permanece la idea bésica de la topologia de Zariski.
Es decir,
e 0=Vi(1),  A"(R)=Vi((0))
e Dados {a; : i € I'} ideales en R[X7,..., X,], se tiene

Va (Z Cli> = m VA(CIZ').
i€l il
e Dados dos ideales a, b en R[X7, ..., X,], se tiene:

VA(ab) = VA(CL) U VA(EJ).
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En particular, existe una dnica topologia sobre A”(R) definida por el conjunto de las
variedades reales como conjunto de cerrados:

{Va(a): a CR[Xq,...,X,], aideal}.

A esa topologia la llamaremos topologia de Zariski en A™(R). A los abiertos los lla-
maremos “abiertos Zariski”, intentando reducir la larga frase “abiertos de la topologia
de Zariski”. Noétese que en el caso real, todos los abiertos en la topologia de Zariski
de A™(R) son abiertos distinguidos, es decir, todos los abiertos Zariski en A™(R) son
de la forma

Ou(f) :={z € A"(R): f(x) # 0},
para algin f € R[Xy,...,X,]. En este también difieren el caso real y el complejo; por
ejemplo, C2\ {(0,0)} € A?(C) no puede expresarse como abierto distinguido @4 (f)
para ningun f € C[X,Y].
También llamaremos topologia de Zariski a la inducida en cualquier subconjunto S C
A™(R) por la de A"(R).

iv) La topologia de Zariski sigue siendo noetheriana en el caso real (como lo es en el caso
complejo) y por los mismos argumentos: R[X7, ..., X,] es un anillo noetheriano. En
particular, la topologia de Zariski es un espacio quasi-compacto y toda variedad alge-
braica real admite una descomposicién tnica (salvo permutacién) como unién finita
de cerrados irreducibles en la topologia de Zariski que, como en otros casos, se deno-
minaran componentes irreducibles.

De nuevo, a diferencia del caso algebraicamente cerrado, el caso real admite dos tipos de fun-
ciones diferentes sobre sus variedades algebraicas. El ejemplo mas elemental seria la funciéon

p: A"(R) — R
T
T+af4--- a2

(1., Tp) —

Una funcién asi, cociente de dos funciones polinomiales, que estuviesen definida en todos los
puntos de A" (C), obligaria a que el denominador fuera una constante no nula. Esto no sucede
en el caso real, como muestra este ejemplo, lo que lleva a considerar dos clases de funciones:
DEFINICION 2. Sea V C A™(R) un variedad algebraica real:
i) Una funcién polinomial sobre V' es una aplicacion f : V. — R tal que existe un
polinomio p € R[Xy,..., X,] verificando
f(z) =px), Vxev,

it) Una funcion regular sobre V' es una aplicacion ¢ : V. — R tal que existen dos
polinomios p, q € R[ X, ..., X,] verificando:

1.— q(z) #0, VexeV.
IR I
2. o(x) @)’ Ve e V.

Esto nos lleva a la posibilidad de considerar dos R-dlgebras de funciones sobre una variedad
algebraica real: la R-dlgebra de funciones polinomiales R[V] y la R-dlgebra de funciones regu-
lares R(V). Como ya se ha observado R[V] C R(V) el contenido es estricto. La existencia
de dos clases de funciones nos lleva también, como en [BCR, 1987], a usar dos notaciones
distintas para los ideales de las ecuaciones de un subconjunto FF C A™(R). Siguiendo el estilo

de [BCR, 1987]
Lo I(F) = {f €R[X1,..., X+ flp =0},
(21 J(F) :={f € R(A"(R)) : f|r =0}

Se observa que, como en el caso algebraicamente cerrado, para V' C A"(R) variedad,

R[V] o R[Xl, e 7Xn]/I(V)
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Mientras que si V- C A™(R) es un cerrado Zariski el siguiente conjunto es un sistema multiplica-
tivo Sy C R[Xq,..., X,]:

(1.2.2) Sy = {f €R[X1,...,X,]: f(z) £0, Yz € V1.

En particular, es sencillo observar que la R-dlgebra de las funciones regulares sobre V' se puede
identificar mediante:

R(V) = 5y RV = RATR) ) 0y

donde S;,'R[V] es la localizacién de R[V] por el monoide (Sy,-). Finalmente, definimos la
nocion de aplicacién regular entre dos variedades algebraicas reales del modo siguiente:

DEFINICION 3. Dadas V C A"(R) y W C A™(R) dos variedades algebraicas reales una apli-
cacion regqular entre ellas es una aplicacion f : V. — W tal que existen f1,..., fm € R(V)
verificandose:

f@)=(fi(),..., fm(z)), VeV

Un isomorfismo birreqular entre V. y W es una aplicacion reqular f : V. — W biyectiva, cuya
inversa f~': W —= V es también aplicacion reqular.

OBSERVACION 1.2.2. En el contexto de la Geometria Algebraica Real es costumbre considerar
los morfismos regulares como haz estructural mas que las aplicaciones polinomiales. Asi, dos
variedades algebraicas reales V. C A™(R) y W C A™(R) son birregularmente isomorfas si
y solamente si las R-dlgebras R(V) y R(W) son isomorfas. Por supuesto, V. C A™(R) es
irreducible si y solamente si R(V') es un dominio de integridad.

Como en cualquier espacio topolégico noetheriano, podemos introducir la dimensién de Krull
en A"(R) y en cualquiera de sus cerrados. Asi, dados V' C A™(R) una variedad algebraica,
llamaremos dimensién de Krull al méximo de las cadenas de cerrados de irreducibles contenidos
en V, i.e. al maximo de los r € N tales que existen cerrados irreducibles, V1, ..., V, satisfaciendo

Wwenc--cV.cv

Claramente, si V' es un cerrado Zariski cuya descomposicién como unién de cerrados irreducibles
viene dada por

V=Wu---uV,,
entonces la dimensién de V satisface
dim (V) = max{dim(V7),...,dim(Vs)},

esto es, la dimensiéon de Krull de un cerrado Zariski V' coincide con el maximo de las dimen-
siones de Krull de sus componentes. Para un subconjunto cualquiera F' C A™(R), llamaremos
dimensién de Krull de F a la dimensién de Krull de F~ (su clausura Zariski). Mediante el Nulls-
tellensatz Real (Teorema 1.2.4), podemos garantizar que para cualquier variedad algebraica real
V C A™"(R) se da la igualdad entre las dimensiones de Krull siguientes (donde las dos tltimas
corresponden a las respectivas dimensiones de Krull como anillos):

dim(V) = dim(R[V]) = dim(R(V)).

Al reducirse a la dimensién de Krull de R-dlgebras finitamente generadas (i.e. R[V]) la di-
mensién de Krull de una variedad algebraica real es finita y acotada por n, es decir,

dim(V) < n = dim(A"(R)).

Ademds, retomando la seccién A.4 del Apéndice B, si V' C A"(R) es una variedad algebraica
real irreducible, R[V] su anillo de funciones polinomiales sobre V' y R(V) el cuerpo de funciones
racionales sobre V' (i.e. el cuerpo de fracciones del dominio de integridad R[V]) tenemos que

dim (V) = trdegg(R(V)).

En todo caso, retomaremos la nocién de dimension a través del espacio tangente de una variedad
algebraica en sus puntos y del correspondiente criterio del jacobiano en la Subseccion 1.2.3
posterior.



1.2. GENERALIDADES DE GEOMETRIA ALGEBRAICA REAL 5

1.2.2. El Teorema de los Ceros sobre los Reales. Ya hemos indicado cémo el Null-
stellensatz Real de Dubois-Risler supuso el impulso desde el que crecié, renovada, la Geometria
Algebraica Real. Vamos a dedicar unas pocas paginas a resumir ese enunciado para poder usar
su lenguaje con posterioridad. La referencia bésica de este contenido es [BCR, 1987].

DEFINICION 4. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Un ideal a de R se denomina ideal
real si verifica la siguiente propiedad:

Para todo p € N, p > 1, y para cualesquiera fi,...,f, € R tales que f} +

—|—f5 € a, entonces fi1,...,fp €a, Vi, 1 <i<p.
Un cuerpo K se denomina formalmente real si —1 no es suma finita de cuadrados, lo cual es
equivalente a que se satisfaga la siguiente propiedad:

Para todo p € N, p > 1, y para cualesquiera fi,..., [, € R tales que f} +

~'~+fp2 =0, entonces fi,...,fp,=0,Vi, 1 <7 <p.

Por lo tanto, si p € Spec(R) es un ideal primo en un anillo R, el ideal p es un ideal real si y
solamente si el cuerpo de fracciones del dominio de integridad R/p es un cuerpo formalmente
real. Unas pocas propiedades sobre los ideales reales se resumen en la siguiente proposicién:

PROPOSICION 1.2.3. Sea R un anillo conmutativo con unidad. Se verifica:

i) Si a es un ideal real en R, entonces a es un ideal radical (i.e. /a=a).
1) Sia es un ideal real y R es un anillo noetheriano, los ideales primos minimales sobre
a son también ideales reales.

TEOREMA 1.2.4 (Nullstellensatz Real). Sea a un ideal del anillo de polinomios R[ X1, ..., Xy,].
Entonces, a = I(Vy(a)) si y solamente si a es un ideal real.

La forma de Rabinowitz del Nullstellensatz Real se establece a través de la nocién de radical
real.

DEFINICION 5 (Radical Real de un ideal). Sea R un anillo conmutativo con unidad y a un
ideal de R. Se denomina radical real de a en R al conjunto

%:{fER: dmeN, dg1,...,9p € R, f2m+gf+-~+gZ€a}

PROPOSICION 1.2.5. Con las notaciones precedentes, el radical Teal de un ideal en un anillo
R es también un ideal en R. Mds atn, si a C R es un ideal, {/a es el ideal mds pequeno de
cuantos contienen al ideal a. Mds ain, se tiene

Va= ﬂ{p € Spec(R) : p Daypesreal}.

TEOREMA 1.2.6 (Nullstellensatz Real en forma pseudo-Rabinowitz). Sea a C R[X;,...,
Xp] un ideal y sea Va(a) C A™(R) el conjunto algebraico de los ceros comunes a los elementos
del ideal a. Entonces, se tiene

I(Vi(a)) = Va.

COROLARIO 1.2.7. Sea V C R™ una variedad algebraica real, R[V] la R-dlgebra de las funciones
polinomiales definidas en V. Sea a C R[V] un ideal y sea Vy(a) ={zx €V : f(z) =0, Vf € a}.
Sea Iy (Vi (a)) el ideal en R[V] formado por las funciones polinomiales que se anulan en Vi, (a).
Entonces,

Iy (Vv (a)) = Va,
donde {/a es el radical real de a en R[V].

A modo de ejemplo, los siguientes son ideales reales:
i) El ideal (0) = I(A™(R)) es un ideal real en R[X7,..., X,].

ii) Los ideales maximales m, = (X1 —p1,..., X, —py,) asociados a puntos p = (p1,...,Pn)
en el espacio afin A”(R) son también ideales reales (en este caso ideales maximales
reales).

iii) Un poco més de trabajo tiene observar que el anillo de series de potencias formales
R[[X71,...,X,]] satisface que tanto su ideal (0) como su maximal son ideales reales.
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Veamos el item iii). Para el maximal es sencillo porque R[[X7, ..., X,]]/mo = R. Para el caso
del ideal (0) aplicaremos un sencillo proceso inductivo. Sean fi,..., f, € R[[X1,...,X,]] una
familia de series tales que

(1.2.3) fit-+fp=0

Consideremos la expansién de cada una de esas series en términos de sus componentes ho-
mogéneas, esto es,

fi= £ i
donde fi(k) € Hp(Xy,...,X,) es un polinomio homogéneo de grado k o bien es el polinomio nulo.
Veamos, por induccién en k, que la ecuacién (1.2.3) implica fi(k) =0,VkeN Vi, 1<i<p. A
partir de (1.2.3) tenemos que
i+ + fp emg.
Pero de otro lado puede verificarse que
Fte ot = U 4+ (O +
donde h es una serie de orden mayor o igual que 1.
P

p
h= 23 FOG = S+ 2= R
i=1

i=1

En particular,
f12_|_...+f;3+m0:( 1(0))2_|_...+( éo))2+mozo+m0GRHXlw-anH/mO
Como fi(o) eR, 1<i<p, yR[Xy,...,X,]]/mo =R, concluiremos
(A7) o+ () =0

es una suma de cuadrados de numeros reales igualada a 0. Por tanto, fi(o) = 0 para cada i,
1 < < p. Inductivamente, supongamos que fi(k) =0,0<k<t-—1, o, equivalentemente, que
ordo(fi(k)) > t. Es decir, tenemos

“+oo
(k)
fi = Z fz
k=t
Por tanto, f2 = ( fi(t))2 + h;, donde h; es una serie de orden mayor o igual que 2t + 1

hi =210 (fi = £+ (fi = 102

El primer sumando tiene orden mayor o igual que ¢t + (¢t + 1) = 2t + 1, mientras que el segundo
sumando tiene orden mayor o igual que 2(¢ 4+ 1). Por tanto, tenemos

Bt f2+m T = (A2 4+ (fO)? + m3 =0+ md

Ademas, ( fi(t))2 € m3 con lo que tenemos,

2t
(1.2.4) (fl(t))2 4ot (fzgt))Q + mgt“ =0 en M0 / 2t+1
my
Pero ademas tenemos el isomorfismo natural de R-espacios vectoriales
2t
Ho(X1,...,X,) — ™0
2t( 1 ) /m(z)H_l
g — g+ mStH.
Como fl(t), cee th) € Hi(X1,...,X,), laigualdad (1.2.4) es una igualdad en Hyi(X4,...,X,),
es decir,
(1.2.5) A2+ + (f0)2 =0 en Hyu(Xy,...,X,) CRIXy,..., X,

Como fl(t), ey fét) € R[Xy,...,Xy,], la ecuacién (1.2.5) y el caso de polinomios implica fft) =
cee = fl()t) = 0. Y habremos probado el paso inductivo.
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1.2.3. Algunos aspectos locales en Geometria Real: el espacio tangente en un
punto de una variedad algebraica real. En esta seccion se introduce el espacio tangente en
un punto de una variedad algebraica real tal y como se presenta en [BCR, 1987]. Comencemos
por definir el espacio tangente a la manera de Zariski,

DEFINICION 6 (Espacio tangente a la Zariski). Sea V. C A™(R) una variedad algebraica
real y I(V) = (f1,...,fs). Sea p €V un punto de la variedad, definimos el espacio tangente d
la Zariski de V' en p, que denotaremos por T,V como el subespacio vectorial de R"™ dado por

— Ofi
X,

Tszﬁ{UER”:

i=1 j=1

(p) - vj = (Vypfi,v) =0},

donde denotamos por (-, -) : R" x R" — R al producto escalar estdndar en R™ y V, f; es el
gradiente de f; en p.

Este espacio vectorial no dependerd de los generadores fi,..., fs elegidos del ideal I(V). Asi,
si {g1,...,9r} es otro generador de I(V') como ideal en R[X7, ..., X,,], existirdn {h;; : 1 <i <
s, 1 <j<r}CR[Xy,...,X,] tales que

9j = Zhij - fi-
=1

Aplicando las usuales reglas de derivacién obtendriamos:

) = Y () )+ S W) ).

Pero como p € V, f;(p) = 0 para cada i, 1 < i < s. Por lo que concluimos (juntando todas las
derivadas parciales en p) que

Vg5 = Y hii(p) - Vi
=1

Por tanto, R(V,g1, ..., Vpgr) CR(V,f1,...,V,fs). Cambiando los roles de las dos familias de
generadores obtendriamos el otro contenido y la igualdad entre ambos subespacios, es decir,

NV :=R(Vp91,...,Vpagr) =R(Vpf1,..., Vpfs).

donde denotamos por N,V el espacio normal a V en p, verificando 7,V = N,V+. De este
modo se sigue directamente la igualdad entre los complementos ortogonales.

OBSERVACION 1.2.8. El uso de la ortogonalidad es muy conveniente cuando se trata de elucidar
la naturaleza de V' como subvariedad de Riemann de R", pero también podemos interpretar
el mismo espacio usando simplemente la naturaleza diferencial de la tangente. Consideramos
p € R™ y definimos la aplicacién analitica:

f+ R — R?®
x — (fi(x),..., fs(x)).
Consideramos p € R™ y definimos la aplicacién tangente en los respectivos espacios tangentes
TR™ y Ty,R®:
Tpi : TpRn — Tf(p)Rs.
Tomando las bases canénicas en ambos espacios tangentes, resulta sencillo observar que (escrito
en columnas):

x1
Tpi(xlw-wxn):D(fl,-~~7fs)(p)' s
Ln
donde D(f1,..., fs)(p) es la matriz jacobiana de f en p, esto es, la matriz cuyas filas son los
gradientes de los polinomios {fi,..., fs} en el pun7tO p. Esto es,

fol

D(f1,..., f)(p) = (aa;;] <P)) 1cice

1555 \V,fy
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Por lo antedicho, T,V = Ker(T,f) y, por tanto,
dim T,V = n —rank (D(f1,..., fp)(p)) -

Vamos a proceder ahora a describir sucintamente las propiedades que relacionan el compor-
tamiento del espacio tangente 7,V con el anillo local noetheriano R(V'), que definiremos a

continuacién. Es el aparato cldsico de Algebra Local, incluyendo el Criterio del Jacobiano, que
reescribiremos para el caso real.

Sean V C R™ y W C R™ dos variedades algebraicas reales que supondremos irreducibles y sea
f 'V — W un morfismo regular entre ellas. Sea p € V un punto y f(p) € W su imagen.
Consideremos las R-algebras R(V) y R(W) de funciones regulares definidas respectivamente
en V y W, asi como los ideales maximales respectivamente asociados a p y f(p) en R(V) y
R(W) que denotaremos del modo siguiente:

m, .= .7 ({p}) € MaxSpec(R(V)),
trp) = L ({f(p)}) € MaxSpec(R(W)).
Y consideremos las respectivas localizaciones de R(V) y R(W) por ambos maximales, esto es,
los dominios de integridad locales noetherianos:
R(V)p :=R(V)m,, RW) s = R(W)tf(P)'
Denotemos por M, y Ts(, a los ideales maximales de ambos anillos locales:
m, = m; = mpR(V)mp, Trp) = tjc(p) = ‘tf(p)R(W).

Claramente tenemos que los cuerpos residuales verifican

e/ ~Rr RW)iw) ). ~Rr
/mp ’ /tf(p)

Con lo que tanto R(V), como R(W ) son anillos locales equicaracteristicos y contienen
una copia del cuerpo residual (ambos son R-dlgebras por obvias razones). Ahora bien, sean
los sistemas multiplicativos en R[V], T := R[V } \ms y SV tal y como se definié en (1 2.2),
claramente Sy C T por lo que R(V), = T (S, 'R[V]) = T'R[V] = R[V]m¢ ¥, por lo tanto,
ROV)p =RVlws,  ROV)g) =R[W]es,_ |
donde R[V] y R[W] son las respectivas R-dlgebras de funciones polinomiales definidas sobre
V' y Wiy los ideales my y t$, son las contracciones a R[V] € R(V) y RW] € R(W),

respectivamente, de los ideales m,, y t, de los anillos R(V') y R(W). Definamos

(1.2.6) m, = (X1 —p1,..., Xn — pn) € MaxSpec(R[X7, ..., X,])
(1.2.7) Ty = Y1 = fi(p), ..., Y — fn(p)) € MaxSpec(R[Y1, ..., Yn]),
donde f : V — W tiene por coordenadas las funciones regulares fi,..., fin € R(V). Es decir,

f(x) = (fi(z),..., fm(x)), VzeV

Asimismo, (V)¢ e I(W)® son las respectivas extensiones a R[X1,..., Xolgm, yR[Y1, ..., Yalz,
de los ideales de polinomios que se anulan, respectivamente, en V' 'y W esto es, I(V) y I(W)
segtin las notaciones de (1.2.1). Notar también que tanto m, como ny(, son ideales reales por

ser el nucleo de los siguientes epimorfismos de R-dlgebras

evp: R[Xi,...,X,] — R eV s R[YL,....Yn] — R
h —  h(p), g — g(f(p))-
Consideremos ahora ¢ € R[Xy,..., X,]|5, una funcién racional localmente definida alrededor
de p € A"(R). Podemos definir de manera natural el vector gradiente de ¢ en el punto p:

Voo i= (s ).

Noétese que si ¢ € R[X7,.. .7Xn]ﬁ“1p existen dos polinomios hy, hy € R[X1,...,X,] tales que
ha(p) # 0y ¢ = h1/hs. Por tanto, para cada i, 1 <i < n, se tiene

dp 2% ()ha(p) + hi(p) B2 (p)
aXi (p) - hg(p)2

eR.
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Ademas, si hy € m, se tendra

Oy () %(p)
8Xz h2 (p)
Y si hy € m2, ;—)é(p) = 0. Asi, para una funcién ¢ € R[X1,..., X,]5, la aplicacién tangente

Ty, tal y como se vio anteriormente, vendrd dada por el vector gradiente V¢ y tendremos la
siguiente aplicacién lineal sobre el espacio tangente T,A" (R) = R™:

Vep: T,A"(R)=R" — R=T,R
v — Vpp(v) = (Vpp,v),
Como I(V) e I(W) son ideales en sendos anillos noetherianos, ambos estdn finitamente gene-
rados y podemos suponer
I(V)=(q1,--.,4q5) CR[Xq,..., X,]
(1.2.8)
IW)=(g1,---,9t) CR[Y1,...,Y}]

A partir de esos generadores podemos considerar los respectivos espacios tangentes T,V y
TppW tal y como se definieron en la Definicién 6 del modo siguiente:

T,V = {v € T,A"(R) : (Vpq1,v) =+ =(Vpqs,v) = 0},

TypW = {w € Ty A" (R) : (Vypgr,w) =+ = (Vy(pgs,w) = 0},
donde {¢1,...,qs} y {g1,- .., g+} son, respectivamente, los generadores de I(V') y I(W) descritos
en (1.2.8). Ahora, consideremos nuestro morfismo regular f = (f1,..., fm) : V. — W, donde

fi € R(V), 1 < i < m. Podemos considerar la aplicacién tangente asociada a f, T,f :
TpA™(R) — T5,)A™(R), y restringirla al subespacio T,V C A™(R). Asi que denotandola de
la misma forma tendremos
Tpf = Tpf|T,,V : TpV — Tf(p)Am(R) =R"
v — Df(p)(v) = (Vpf1,v),. ., (Vpfm,v)).

donde Df(p) es la matriz jacobiana de f en p tal y como se vio en la Observacién 1.2.8.
Observemos que si f : V. — W es un morfismo regular Im(T,f) C Ty, W. Para ello,
consideremos g € I(W) y el morfismo regular go f : V. — R. Por la regla de la cadena, el
gradiente de esa composicion tiene la forma

Vplgo f) = (Viwa)  Df(p),

donde este es un mero cdlculo matricial. Por tanto, para cada v € T,V se tendrd

V(g )W) = Vi@9, Df(p)(v))-

Ahora bien, como f : V — Wy g € I(W), g o f:V — R es la aplicacién regular
idénticamente nula. Por tanto, go f € I(V)¢ y se tendra

Vp(go f)(v) =0,

lo cual implica que T, f(v) = D f(p)(v) € Tf(,W. Para confirmar esta afirmacién sélo tenemos
que observar lo siguiente:

AFIRMACION. Sea h € R[X1,..., Xy]5, y supongamos que h € I(V)°. Entonces,
vph‘Tpv =0.
DEMOSTRACION. Como h € I(V)® existirdn A1,...,As € R[Xy,..., Xp]5, tales que

r=1

Por tanto, las derivadas parciales satisfacen

;)Z(P) =D (gj(] (P)gi(p) + Xi(p) - 88)% (p)) .

i=1
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Ahora bien, p € Ve I(V) = (¢1,...,9m) luego g;|v = 0 y, por tanto, g;(p) = 0. Asi que
tendremos

g;j(p) = Nilp)- g)% (p)-

i=1

Equivalentemente
S
Vph =Y Xi(p) - Vi
i=1
como V,g;i|r,v = 0 (por definicién), entonces V,h|7,v = 0. O

En particular, concluimos que T}, f(v) = Df(p)(v) € TyuW para cada v € T,V y tenemos
asi el morfismo de R-espacios vectoriales conocido comiinmente como aplicacién tangente o
diferencial, entre los respectivos espacios tangentes de p y f(p) en V' y W dado mediante:

Tpf : TpV — Tf(p)W
v Df(p)(v) = (<fo1’1]>7' s <V:Ufmav>)'

El siguiente resultado es una version “débil” del Nullstellensatz de Hilbert-Kronecker para el
caso real. Usamos el Teorema de los Ceros Real descrito en la Subseccion 1.2.2 precedente.

PROPOSICION 1.2.9. Sea V' C A"(R) una variedad algebraica real, sea R[V] el anillo de las
funciones polinomiales definidas sobre V. Denotemos por MaxSpec™ (R[V]) al conjunto de los
ideales mazimales de R[V] que son ideales reales. Es decir,

MaxSpec™ (R[V]) = {n € MaxSpec(R[V]) : n es real}
Entonces, con las notaciones precedentes, se verifica:
MaxSpec ™ (R[V]) = {m,/I[(V): pe V}

Ademds, dado cualquier morfismo de R-dlgebras ¢ : R[V] — R, eziste un unico punto p € V
tal que

i) ker(ip) = @, /I(V).
ii) o(f +1(V) = f(p), Vf+1(V) €RIV].

DEMOSTRACION. Comencemos observando que
R[V]/ (m,/I(V)) ZR[X,..., X,]/m, ZR.

Por tanto, el cociente m,/I(V) es un ideal real y maximal en R[V]. Esto prueba la inclusién D.
Para la otra inclusién, sea n € MaxSpec™ (R[V]) un ideal maximal real. Entonces, existe
p € Spec(R[X7,...,X,]) un ideal primo tal que

n=p/I(V)
Como n es real, R[V]/n es un cuerpo formalmente real y se tiene el isomorfismo
R[V]/n 2 R[Xq,...,X,]/p.

En particular, p es también un ideal primo real y, como R[V]/n es cuerpo, p es un ideal maximal
real de R[X7,...,X,]. Considerando W = Vj(p) C V una variedad algebraica real contenida
en V. Por el Teorema de los Ceros Real (Teorema 1.2.4) {/p = p = I(W), luego W es una
variedad algebraica real irreducible y no vacia. En particular, existe p € Wy m, D p. Por
tanto, m,/I(V) D ny n es un ideal maximal en R[V], luego m,/I(V) = n y se tiene la inclusién
reciproca y la igualdad. Para la segunda afirmacién del enunciado, si ¢ : R[V] — R es un
morfismo de R-dlgebras entonces A = (A + I(V)) para cada A € R y, en particular, ¢ es
epimorfismo. Si n = ker(p) es el nicleo de ¢ tenemos un isomorfismo de anillos

F:RV]/n — R
(f+n) —  o(f)

Como R es cuerpo, n es maximal. Como R es formalmente real, n es un ideal real. Por
tanto, existe p € V tal que n = m,/I(V). Finalmente, sea f € R[Xy,...,X,] y consideramos
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f =7p(f) la representacién de f mediante su desarrollo de Taylor, Observemos que si p € N7,
w=(p1,...,un) es tal que |u| > 1 se tiene que

1 olml f
-l DX OX [ (p) (X1 —p)" - (Xn —pp)' €my = (X1 —p1,..., Xn — pn).
. n: 1 n
Por tanto
1 ol f
X, — Ml...Xn_nNn —

para todo p € N™ tal que |u| > 1. En conclusién,

o(f +1(V)) =o(f(p) +1(V)) = f(p)(L + 1(V)) = f(p)

para cualquier f + I(V) € R[V]. Con esto quedan demostradas las afirmaciones ) y i) del
enunciado. ]

PROPOSICION 1.2.10. Sea V' C A™(R) una variedad algebraica real y sea p € V un punto.
Denotemos por R[V], la localizacion de R[V] en el ideal n, antes definido. Es decir, sea

MWw=MW%?4§:ﬁg€RWme#O}

Entonces, R[V], es un anillo local noetheriano y su dimension es igual a
dim(R[V],) = max{dim(W) : p € W y W es componente irreducible de V'}

DEMOSTRACION. Comencemos con el ideal tﬁp = (X1—p1,...,Xn—pn). Como la dimensién
de R[X1,...,X,] es n (ver Proposicién A.4.3 del Apéndice A.4), entonces ht(m,) < n. Por otro
lado, observemos que la sucesién { X1 —p1, ..., X, —pn } es una sucesion regular en R[ X7, ..., X,,]
porque

R[X1,..., Xn]/(X1 —p1,. s Xs — ps—1) = R[ X, ..., X4,

con lo que X — ps no puede ser divisor de cero médulo el ideal (X7 —p1,...,Xs—1 —ps—1). Por
el Teorema de la Interseccién de Krull tendremos que ht(m,) = n. Por otro lado, si W C V es
una componente irreducible de V tal que p € W, I(W) C R[X1,..., X,] es un ideal primo real
y se tiene que I(W) C m,. Finalmente, por ser catenario R[Xj,...,X,] (ver Definicién 26 y
Corolario A.4.9 del Apéndice A.4) tendremos que

coht(I(W)) = dim(W) = n — ht(I(W)),
Bt/ I(W) = ht(,) — ht(I(W)).
Por otro lado, supongamos una descomposicion de V' en componentes irreducibles
V=WiU-- - UWsUWs 1 U---UW,,
dondepe W;, 1<i<s,p¢ W,, s+1<j<W, Entonces, tenemos
IV)=1I(Wy)N---NIW)NI(Wsy1) NN I(Wy),

es una descomposicién de I(V) como ideales primos reales. Seguidamente, las extensiones a
R[X1,...,X,]p (que es la localizacién en my,) pasa a verificar

o I(WW;)¢ es un ideal primo real en R[X1,...,X,]p, 1 <i<s.
o [(W;)* =R[Xy,...,X,]p es el ideal trivial en R[X1, ..., X,]p.

En conclusién, tenemos que
(1.2.9) I(V)e =I(Wy)¢n---NI(Wy)°.
Ademas, en el paso a la localizacién tendremos que para cada i, 1 <i < s,
coht(I(W;)¢) = ht(m,/I(W;)) = n — ht(I(W;)) = coht(I(W;)) = dim(W;).
Finalmente, la Igualdad (1.2.9) nos indica que
coht(I(V)?) = max{coht(I(W1)°),...,coht(I(W))}

Y como R[V], es un anillo local, concluimos:
dim(R[V],) = dim (R[Xh o Xulp I(V)e> = coht(I(V)®) = max{dim(W3), ..., dim(W,)}
0
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PROPOSICION 1.2.11. Con las notaciones precedentes, se tiene un isomorfismo de R-espacios
vectoriales entre
T/ 02 = Homg (T, V,R) = T, V.

DEMOSTRACION. Dado f € R[X1,...,X,] y T,V, denotemos por V), f|z,v a la aplicacién
lineal sobre T,V definida restringiendo a 7,V la aplicacién diferencial:
Vof: T,A"R)=R" — R
v »—><fo,1}>=26)(

i=1

(p) - vi.

Definamos

Vp:m, — (I,V)" = Homg(7T,V,R)

f — fo|TpV7
donde V, f|r,v : T,V — Ry, por ello, V, estd bien definida. Obsérvese que si {fi,..., fs}
es un sistema generador de I(V) como ideal en R[Xq,...,X,] y si f € I(V) € m,, entonces,
V,f es una combinacién lineal con coeficientes en R de {V, f1,...,V,fs}. Pero, por definicién
del espacio tangente T,V, V, fi|1,v =0, Vf € I(V). En particular, tiene sentido considerar el
morfismo de R-espacios vectoriales inducido por V,, en el cociente:
Vp: oy =m,/I(V) — (I,V)"
f+I(V) — Vpflr,v.
Veamos que ﬁp es un epimorfismo de R-espacios vectoriales. Para ello, sea ¢ € Homg(T,V,R)
una aplicacién lineal. Existird una aplicacion lineal £ : R™ — R tal que /|7,y = ¢. Considerando
la base candnica de R", existirdn A1,..., A\, € R tales que
Lv) = AMor + -+ Ao, Vo= (v1,...,0,) ER"

Consideremos f = A (X1 —p1)+ -+ A (X, —pn) € My, y consideremos su clase médulo I(V),
f+I(V) €n,. Observemos que

Volf +I(V)) = Vo flr,y =lr,v = ¢

Consideremos ahora los elementos del ideal fﬁg. Sige 17112, entonces, su desarrollo de Taylor en
p tiene solamente términos de orden al menos dos. Es decir,

1 olrlg
Tp(g): Z /11!"'# !8XM1-~-8X#"(p) (Xl_pl)ul"'(Xn_pn)an
HEN™, |p|>2 e

La razén es que m2 estd generado, como ideal, por los elementos
{(Xi —pi)(Xj —pj): 1<4,5 <n}.

Por tanto,

V(g +1(V)) = Vpglr,v =0l|1,,v =0.

Por tanto, m2 + I(V)/I(V) C ker(V,) o, lo que es equivalente, n? C ker(V,). Veamos,
finalmente, que ker(ﬁp) C nz% y habremos terminado. Supongamos que f + I(V) tal que
Vpflr,v = 0. Es decir, la aplicacién lineal V,f se anula sobre el complemento ortogonal del
espacio vectorial R(V, f1,...,V, fs), donde {f1,..., fs} es un sistema generador del ideal I(V').
Por ello, V,f estd en el espacio normal N,V = R(V, f1,...,V,fs) v existirdn 6;,...,0, € R
tales que
Vof=0Vpfi+---+0:,V,fs.
Consideremos el polinomio h = f — (61 f1 + - - - + 05 fs). Observemos que

o h+ I(V)=f+1I(V).
o Vph=Vpf —(1Vpfi+ -+ 0,V fs) =0.

e h(p) = f(p) — (O1fa(p) + -+ 0 fs(p)) = 0.
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Por tanto, h € fﬁi y, en consecuencia, f+ I(V) € ﬁlﬁ +I(V)/ (V) = nf). O

COROLARIO 1.2.12. Con las notaciones precedentes, sea ns la extension a R[V], del ideal n,,.
Entonces, se tiene:

i) Los siguientes son isomorfos como R-espacios vectoriales
ng ~n
P o= P 2
/(ng) /np
1) Las siguientes dimensiones coinciden:
dimg (7,,V) = dimg(n$/(n%)?)

En particular, dimg(T,V') es igual al nimero minimo de generadores de n, como ideal

de R[V],.
ii1) Se verifica que:
(1.2.10) dimg (7,V) > dim(R[V],).
Ademds, ambas dimensiones coinciden st y solamente si R[V], es un anillo local re-
gular.

iv) SiR[V], es un anillo local regular, entonces, existe una unica componente irreducible
W de V tal que p € W. Ademds, en ese caso

dim(7,V) = dim(W)
v) Reciprocamente, sea W una componente irreducible de V de dimension mdzima (y,
por tanto, dim(W) = dim(V)). Sea p € W un punto que no estd en ninguna otra

componente de V. Si dim(T,V) = dim(V), entonces R[V], es un anillo local regular
de dimension igual a la dimension de V. Ademds en ese caso se tiene

dim(T,V) = dim(R[V],) = dim(V).

DEMOSTRACION. i) La afirmacién i) es un caso particular de un caso mds general.
Asi, sea K un cuerpo, R una K-dlgebra y m € MaxSpec(R) un ideal maximal tal que
R/m = K. Consideremos el sistema multiplicativo S = R\ m y sea S~!R = Ry la
localizaciéon de R en S. Por ser la localizaciéon un functor exacto concluimos que los
siguientes son isomorfos como S~!R-médulos:

S™lm/S ™ m? = S~ (m/m?).

Veamos que S™1(m/m?) es isomorfo a m/m? como K-espacio vectorial. Para verlo de
modo explicito, consideremos la siguiente correspondencia

¢: m/m* — S '(m/m?)
f+m?
T
Claramente estd bien definida y es morfismo de K-espacios vectoriales. Veamos
que, ademads, es una biyeccién en este caso. En primer lugar, recordemos que S = R\m

y, por tanto, para cada u € S existe A+ m € R/m = K tal que u + m = A+ m. Asf,
si f+m? es un elemento del niicleo entonces existe u € S tal que

f+m?—

uf € m2.
Pero si A € R/m es tal que u+m = A 4+ m, se tiene
(u=Nf=uf =\ €m?,
porque (u —A) € my f € m. En consecuencia, como uf € m?, concluimos que
Af € m?. Pero A € K C Ry es una unidad en R, luego A"}(\f) € m? y concluimos

f € m? o, equivalentemente, f+m? = 0 con lo que ¢ es monomorfismo. Por otro lado,
dado un elemento en S~!(m/m?) de la forma siguiente:

f+m?

) fem’ geR\m7

existird 0 € K =2 R/m tal que
g+m=0+m.
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ii)

iii)

iv)
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Consideramos el elemento =1 f +m? € m/m?. Entonces, tenemos que (g6~ —1) € m
y f € m luego
g0 f—fe(gdt —1)f em?

Por tanto, tenemos la igualdad

0 'f+m*  f4+m?

1 g

Aplicando este resultado general al caso de R = R[V], K =R, m = n,,, tenemos ).
Se sigue inmediatamente de i) y de la proposicién precedente.

Recuérdese el Teorema de la Dimensién Local (ver Teorema B.1.49 del Apéndice B)
que

dim(R[V],) = dimcpev (R[V]p).
Por el Lema de Nakayama (ver Teorema B.1.21)

€

n /(n;)z) — ().

Es decir,la dimensién como R-espacio vectorial (R = R[V], /n7) coincide con el cardinal
de un conjunto minimo de generadores de n; como ideal. Como nj es un ideal de
definicién de R[V],, entonces, u(ng) > dimcney (R[V],). En consecuencia, se tiene
(1.2.10). Ademds, por nuestra definicién de anillo local regular se observa que son
equivalentes:

e El cardinal minimo de un sistema de generadores de ny, es igual a dim(R[V],).

o El anillo R[V], es un anillo local regular.
Por tanto, (1.2.10) es una igualdad si y solamente si R[V], es un anillo local.
Si R[V], es un anillo local regular, entonces R[V], es un dominio de integridad (ver
Corolario B.2.12 del Apéndice B). Por otro lado vimos que si

V=W,U---UW,

es una descomposicién de V' en componentes irreducibles tales que p € W; si y sola-
mente si1 <7 <sconl<s<r, entonces

(V) =IWy)¢n---NI(Ws)e,

es una descomposicién de I(V)* = I(V)R[Xy, ..., X,], en el anillo R[Xy, ..., X, |5,
como interseccién de ideales primos (reales). Pero, ademds, R[V], es un dominio de
integridad (I(V)© es un ideal primo) por cuanto s = 1 y existe una nica componente
irreducible W; de V tal que p € W; de V tal que p € W;. Llamemos W a esa tnica
componente irreducible y se tendra

o dim(R[V],) = coht(I(W)¢) = dim(W).

o R[V], = R[W], es anillo local regular.
Entonces T,V = T,WW y se tiene

dim(7,V) = dim(W).

dimg(vie /n, (

En cuanto al reciproco, sea W una componente irreducible de dimensién méaxima
(i,e. dim(V) = dim(W)). Sea p € W un punto tal que p no estd en ninguna otra
componente irreducible de V' y supongamos que dim(7,W) = dim(W) = dim(V).
Entonces R[W], es un anillo local regular. Por otro lado, en el anillo local noetheriano
R[Xq,... 7Xn]fﬁp observamos que,

I(V)e =I1(W)*,
por ser W la tinica componente irreducible que contiene a p. Entonces, se tiene que
R[Xy, ..., Xh]& R[Xy, ..., Xo]& _
R[V]p = [ 1 ]mp /I(V)e = [ 1 ]mp /I(W)e = R[W]p.
Ademas, como W C V, T,,IW C T,V y, en cuanto a ideales,
Np =Npw = mp/I(W)
En conclusién,

np/nf, — np7W/nI2) .
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y dim(T,W) = dim(T,V) con lo que T,V = T,W. Tenemos asi las siguientes
igualdades
dim(T,V) = dim(T,W) = dim(R[W],) = dim(R[V],).
Ademiés dim(R[W],) = coht(I(W)°¢) = dim(W) = dim(V'), con lo que se concluyen

las afirmaciones indicadas.

O

DEFINICION 7. Dado V' C A"™(R) una variedad algebraica real. Un punto p € V se denomina
punto regular (o punto liso) si se verifica que

dim(7,V) = dim(V').

En otro caso, diremos que p € V es un punto singular. Denotemos por Reg(V) el conjunto de
los puntos regulares de V' y por Sing(V') sus puntos singulares.

OBSERVACION 1.2.13. A continuacién, se exponen ciertas propiedades y observaciones acerca
de los puntos regulares.

i)

ii)

iii)

iv)

Si dim(7,V) = dim(V), entonces dim(7,V) = dim(R[V],) puesto que dim(V) >
dim(R[V],). Por el apartado #i¢) de la Proposicién precedente, esto implica que R[V],
es un anillo local regular. Por iv) existird una tinica componente irreducible de V' de
dimensién méxima. En ese caso, ademds, R[V], = R[W], y p serd un punto regular
de W. En conclusién, sea dada una descomposicién de V' en componentes irreducibles

V=WiU - UW,UWe U---UW,y,,

de tal modo que dim(V) = dim(W;) siy solosi 1 <i <s. Lo que acabamos de probar
es que

Reg(V) < | (Reg(Wi) V(U Wj))
i=1 i
La inclusién de (i) es una igualdad. Sip € W;, con dim(W;) = dim(V) y p ¢ W, Vj # i,
entonces si p € Reg(W;), p es un punto regular en W;, R[V], = R[(W;)], v p serd un
punto liso de V.
De otro lado, con nuestra definicién se tiene:

Sing(V) g( L_J Sing(Wi))u(Ws+1 U---u Wm).

Si V es irreducible, el conjunto Sing(V) C V es una subvariedad algebraica de di-
mension estrictamente menor que la dimensién de V. Para probarlo, consideramos
{f1,--, fs} € R[Xy,...,X,] un sistema generador de I(V) en R[Xq,...,X,]. Con-

sideramos la matriz jacobiana, sin especializar,

Ofi
0X;

D(f1,...,fs) = ( )1<i<s € Msxn(R[X1,...,Xp]).

1<j<n
Ahora, consideremos la matriz tomando clases médulo I(V') de la matriz anterior

Ofi
X,

D, o) = ( +I(V)) € Moxn(R[V]).

1<i<s

1<j<n

Sea R(V) = qf(R[V]) el cuerpo de fracciones del dominio de integridad R[V]. La
matriz D(f1,..., fS)V es una matriz de coordenadas en R(V') porque R[V] C R(V).
Por tanto, D(f1,..., fS)V tiene un rango. Sea r € N, ese rango. Consideremos el
conjunto de los menores de la matriz D(fy,..., fs) de tipo k x k, 1 < k < n:

My ={M € M.xr(R[X1,...,Xn]): M essubmatriz k x kde D(f1,..., fs)}

Observemos que
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o Sik=r,existe M € M, tal que det(M)+I(V) det(ﬂv) # 0 en R(V), donde

" es el mismo menor que M en D(fy,...,fs) . Luego det(M) ¢ I(V) lo que
se traduce en que existe p € V' tal que det(M)(p) # 0. Luego r < max{r € N:
IM e M,, Ip €V con det(M)(p) # 0}.

e Si k > r, para cualquier N € My, det(N) + I(V) = det(ﬁv) =0+ I(V) en

R(V). En conclusién, det(N) € I(V) y det(N)(p) = 0 para cualquier p € V' y

N € M. Luego, r =max{r e N: I M € M,, Ip € V con det(M)(p) # 0}.
En particular, tenemos que si det(M)(p) # 0 con M € M,., se tiene:

dim(T,V) = n —rank(D(f1,..., fs)(p)) =n—r
Y como, por lo antedicho, r = max{r e N: I3 M € M,, Ip € V con det(M)(p) # 0}
se tiene para cada q € V' que
dim(7,V) < dim(T,V) = n —rank(D(f1,..., fs)(q))

Como dim(V') es minimo de las dimensiones de los espacios tangentes a puntos de V'
concluimos que si M(p) # 0, entonces

dim(T,V) =n —r = dim(V).
En particular, p € V serd un punto regular de V. Consideramos el ideal

a=1(V)+ ({ det(M) € R[X1, ..., Xn]: M e MT}).

Sl

Tenemos que (V') es un subideal propio de a y, como V es irreducible, tendremos que
V = Va(I(V)) 2 Va(a). Luego los puntos singulares de V' estén contenidos en V4 (a)
y dim(Va(a)) < dim(V).

v) Si V C A™(R) es una variedad algebraica real y p € V' es un punto regular, entonces
rank(D(f1,..., fs)(p)) = n—dim(V). Ademds esa igualdad se satisface en un entorno
abierto U en V tal que p € U. Por el Teorema de la Funcién Implicita (y el Teorema
del Rango Constante) concluiremos que V es, en un entorno de p, analiticamente
difeomorfo a un abierto U’ C R* donde ¢ = dim(V). En particular, si p € V es un
punto regular, en un entorno de p de la variedad algebraica real V' es una subvariedad
analitica (y de Riemann) de R de dimensién dim(V').

vi) El reciproco de v) es cierto en el caso complejo, pero no es cierto en el caso real. La
presencia de “mangos” (como en las variedades del tipo “paraguas de Cartan o de
Whitney”) hace que una variedad algebraica real V' sea localmente alrededor de un
punto p € V una subvariedad analitica de R™ de dimensién estrictamente menor que
la dimensién de V. En ese caso, p no sera considerado un punto regular sino un punto
singular en nuestro contexto.

Ficure 1. Paraguas de Whitney.

1.3. Conjuntos semi-algebraicos: ‘“salchichonaje”.

El cldsico Teorema de Chevalley prueba que si V' C A™(K) es una variedad algebraica afin,
siendo K un cuerpo algebraicamente cerrado, la imagen de V por cualquier aplicacién polino-
mial f : V — A™(K) es un conjunto constructible (es decir, una unién finita de conjuntos
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localmente cerrados en la topologia de Zariski de A™(K)). El resultado es clave para entender,
entre otras cosas, la existencia de eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos algebraicamente
cerrados (cf. [Heintz, 1983], por ejemplo, para ilustrarse al respecto).

En el caso real, como tantas otras propiedades, el Teorema de Chevalley no se verifica, como se
observa en el siguiente ejemplo elemental:

Sea V = {(v,y) € R®> : y — 22 = 0} y consideramos la proyeccién m : R?> — R
dada mediante mo(z,y) := y. Entonces, ma(V) = {y € R: y > 0} y m2(V) no es una
union finita de localmente cerrados de R para la topologia de Zariski. La forma de la imagen
(basta con proyecciones, de hecho) de una variedad algebraica real por una aplicacién poli-
nomial pertenece a la clase de conjuntos denominados semi-algebraicos por S. Lojasiewicz en
[Lojasiewicz, 1964]. Aunque la forma de esos conjuntos semi-algebraicos viene de los resulta-
dos de A. Tarski sobre la decibilidad de eliminacién de cuantificadores sobre cuerpos realmente
cerrados en [Tarski, 1951].

DEFINICION 8 (Conjuntos semialgebraicos). Llamaremos conjunto semi-algebraico a todo
subconjunto S C A™(R) tal que existen dos familias finitas de polinomios con coeficientes reales:

{fij:1<i<m, 1<j<s}CR[Xy,...,X,]
tales que

(1.3.1) S:O(

i=1 j=

s t

Valfis)) 0 () {o € A"®) ¢ ginla) > 0}):

k=1

Los conjuntos semi-algebraicos son la esencia de la Geometria Algebraica Real. Es sencillo
probar que todo conjunto semi-algebraico es la proyeccién de una variedad algebraica real. Asi,
consideremos S C A™(R) un conjunto semi-algebraico descrito mediante una expresiéon como la
identidad (1.3.1) precedente. Consideramos N = n +t-m € N y consideramos las siguientes
ecuaciones polinomiales.

e Paracadai, 1 <i<m,
S
fi = Z.fi] € R[Xlw")Xan'(l,l))' "a}/(t,m)]a
j=1

e Para cada i, 1 < ¢ < m, y para cada k, 1 < k < t, consideremos los siguientes
polinomios G € R[z1,..., 20, Y(1,1), -+ Yit,m)]

Gi,k = Y—(ik) 'gi,k(ml, e ,xn) —1.
Ahora consideremos la variedad algebraica V; C AN (R) dada mediante:
V;l = {(l',y) € AN(R) : fl(l') = Oa Gi,l(l'vy) == Gi,t(xay) = 0}

yseaV=ViU---UV,, € AY(R) la variedad algebraica dada como la unién de las precedentes
variedades. Si 7 : AV(R) — A"(R) es la proyeccién que “olvida” las dltimas tm coordenadas,
se observa facilmente que
(V) =S.

Un resultado de mayor dificultad técnica consiste en probar el reciproco de la anterior afir-
macion, esto es, probar que la proyeccién de toda variedad algebraica es un conjunto semi-
algebraico. Este otro resultado es el fundamental Principio de Tarski (en [Tarski, 1951]) que
enunciaremos en un instante. La prueba original de Tarski exhibia un algoritmo de altisima
complejidad para la eliminacién de cuantificadores en férmulas de primer orden sobre R. Mu-
chos autores intentaron mejorar no sélo la complejidad del algoritmo, sino también el estudio
y andlisis de ese principio de Tarski. Una de esas re-demostraciones, retomadas por varios
autores, se basa en un argumento inductivo (en el nimero de variables) que ha recibido varias
denominaciones (cylindrical algebraic decomposition, démontage des semialgebraiques,...), en-
tre las cuales, hemos elegido, por ser la mas descriptiva, la expresién “salchichonaje de semi-
algebraicos”. Esta demostracién es la usada por M. Coste en [Coste, 1982], aunque Coste
atribuye el resultado a P.J. Cohen (cf. [Cohen, 1969]) y retomada por G. Brumfiel en



18 1. VARIEDADES ALGEBRAICAS REALES, FUNCIONES POLINOMIALES Y REGULARES.

[Brumfiel, 1979]. Este resultado sobre el “salchichonaje” también aparece en el Capitulo
1 del [BCR, 1987] aunque hemos preferido la forma original de [Coste, 1982].

DEFINICION 9. Sea S C A"™(R) un conjunto semi-algebraico. Una funcion f : S — R se
denomina semi-algebraica si su grafo Gr(f) C SxR C A"t1(R) es un conjunto semi-algebraico.

NoOTACION 1.3.1. Con las notaciones precedentes, dado S C A"(R) un semi-algebraico. De-
notaremos por .#°(S) a la R-algebra de las funciones semi-algebraicas definidas sobre S que
son, ademads, continuas para la topologia usual de A"(R). Si, ademds, S C A"(R) es un abierto
semi-algebraico, para 1 < k < 0o, denotaremos por .#*(S) al conjunto

S8 NE*(9).

Como se observa en [BCR, 1987], las derivadas de las funciones semi-algebraicas son también
semi-algebraicas y .*(S) son las funciones k veces diferenciables y con diferencial k-ésimo
continuo y semi-algebraico.

TEOREMA 1.3.2 (Saucissonage d’une hyper-surface). Sea p € R[Xy,...,X,,,Y] un poli-
nomio en n+ 1 variables con coeficientes en R. Entonces, existe una particion de A™(R) como
union disjunta de conjuntos semi-algebraicos Ay, ..., A, disjuntos dos a dos y tales que se

verifican las siguientes propiedades para cada i, 1 < k < m:

e O bien p tiene signo constante sobre A; X R. Es decir, se da una de las tres situaciones
stquientes:
—obien A;xR= {(:E,y) €A xR: p(z,y) > 0},
—obien Ay xR={(z,y) € 4 xR: p(z,y) =0},
—obien A;xR= {(:r,y) €A xR: p(z,y) < 0},
e O bien, existen funciones continuas semi-algebraicas & 1(x), ..., &, () + A — R
tales que:
— para cada x € A;,

Cin(w) < - <&y, ()

— Para cada x € A;, el signo de p(x,y) solo depende de los signos de y — &; j(x),
1<<m.

Omitimos la demostracién y dirigimos al lector a [Coste, 1982] o0 a [BCR,, 1987]. Para ilustrar
el caso en que para cada x € A; el signo de p(z,y) viene determinado por ciertas funciones
semi-algebraicas &; ;, véase la Figura 2. En vistas de dicha imagen, surge de forma natural el
calificativo dado al Teorema 1.3.2 pues el signo del polinomio p en el “salchichén”, A; x R, serd
constante en cada una de las “lonchas”, los grafos de las funciones ; ;, y en cada una de las
“tranchas”, los intervalos entre dichos grafos.

FiGURE 2. Ejemplo ilustrativo del “Salchichonaje” de una hipersuperficie.
Imagen tomada de [Coste, 1982].
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OBSERVACION 1.3.3 (Interpretamos el resultado en el caso de una hiper-superficie).
Supongamos V = Vi (p) C A"*1(R). Consideremos la particién A"(R) = A;U---U A, descrita
en el salchichonaje precedente. Salvo una permutacién de los indices {1,...,m} podemos
suponer:
i) El signo de p es constante sobre A; x R para 1 < i < r. En este caso, puede haber
algunos i € {1,...,r} tales que el signo de p en A4; x R sea igual a cero de modo
constante. En ese caso, si C = {i: 1 <i <7, pla,xr = 0} tendremos que

Valp) 2 |J 4i xR
ieC
y Va(p) N (4; x R) =0, para todo j € {1,...,7}\ C.
ii) El signo de p no es constante sobre A; xR, parar+1 < j <m. En ese caso, tenemos
para cada j, unas funciones semi-algebraicas continuas

gj,k : Aj — R

tal que el signo de p es constante sobre cada uno de los semi-algebraicos siguientes:

Sio={(z,y) € A; xR: —co <y <&1(2)},
Sik={(r,y) € Aj xR: §p <y<&rpa(r)), 1<k<t;—1,
S, = {(z,y) € Aj xR §4(x) <y < +o0}.

También tendra p signo constante sobre los siguientes semi-algebraicos que son los
grafos de las funciones &; € .#°(A4;):

Gj,k:{(x7y)€AjXR: yfgj,k(z):OL ]‘Skgtj

Dado que el signo de p es constante en Sj; y Gj i, tendremos que existen D;, T; C {(j,k) :
0 <k <t;} tales que para r +1 < j < m:

i) n (4 x®) = (U si)u( U 6ir)

(4,k)eD; (3,7)ET;

A partir de aqui, consideramos los indices j € {r +1,...,m} tales que D; # 0 o T; # 0y
concluimos que si 7 : A"T1(R) — A"(R) es la proyeccién que “olvida” la coordenada n + 1 se

tendra
o) = (U4a)u( U a).
e

je{r+1,....m}
DJ$£® o TJSéQ

En particular, la proyeccion de una hiper-superficie en una variable menos es un semi-algebraico
por ser unién finita de semi-algebraicos. Ademas, se tiene:

i) Si V € A™(R) es una variedad algebraica real es, como ya hemos visto, una hiper-
superficie. Asi que el anterior resultado también nos permite concluir que la proyeccién
de cualquier variedad algebraica real, “olvidando” una coordenada, es un conjunto
semi-algebraico.

ii) Si, en lugar de una hiper-superficie, considerdsemos un conjunto semi-algebraico S de
la forma

(13.2) S = {(e.y) € A" (R) : pla,y) €0},

Con € € {>, <}, fijo, entonces la misma descomposicién nos permitiria concluir que
7(9) es la unién de algunos de los A;’s, donde m : A"*! — A™(R) es la proyeccién
que olvida la coordenada n+ 1. Por tanto, la proyeccion de un conjunto S de la forma
(1.3.2), olvidando una de las coordenadas, es también semi-algebraico.

De hecho, pueden refinarse los salchichonajes de varias ecuaciones polinomiales, intersecando
los respectivos A;’s y recombinando las respectivas funciones semi-algebraicas continuas §; ;’s
permite demostrar en [Coste, 1982] (o en [BCR, 1987]) el siguiente resultado.

COROLARIO 1.3.4. Sean Py,...,Ps € R[Xq,...,X,,Y] polinomios en n + 1 variables con co-
eficientes en R. Entonces, existe una particion de A™(R) en semi-algebraicos disjuntos dos a
dos:

A"R) = Ay U+ U Ap,



20 1. VARIEDADES ALGEBRAICAS REALES, FUNCIONES POLINOMIALES Y REGULARES.

de tal modo que, salvo permutacion de los sub-indices {1,...,m} se verifica que existe r < m,
eventualmente r = 0, de tal modo que:

i) Para todo k, 1 < k <'s, y para todo i, 1 < i < r, el signo de Px(x,y) es constante
sobre A; x R. Es decir, existe €, 1, € {>,=,<} de tal modo que

Az’ xR = {(:zr,y) EAi X R: Pk‘(xay) ei,ko}'

1) Para todo k, 1 < k <'s, y para todo j, r+1 < j < m, existen funciones continuas
semi-algebraicas &1, ..., &, + Aj — R tales que para x € Aj, el signo de Py(x,y)
sélo depende del signo de y — &j.0, para v, 1 < v < uj.

Supongamos ahora S C A"T1(R) un semi-algebraico y sea {Py,..., Ps} una familia finita de
polinomios en R[ X7, ..., X,,Y]. Supongamos que S es dado mediante una expresién de la forma
descrita en la identidad (1.3.1) anterior. Y supongamos que, con las notaciones de (1.3.1), se
tiene

{fijtu{gi;} < {P,..., P},
Entonces, si 7 : A""1(R) — A™(R) es la proyeccién que olvida la coordenada n + 1, 7(.S) serd
la unién (finita) de algunos de los semi-algebraicos {41, ..., A, } del Corolario 1.3.4 precedente,
asociado a la familia de polinomios {Pi,..., Ps}. Esa es la prueba del afamado Principio de
Tarski, que presentamos en forma geométrica y no algoritmica.

TEOREMA 1.3.5 (Principio de Tarski). Si 7 : A"t™(R) — A"™(R) es la proyeccion que
“olvida” las wltimas m coordenadas y si S C A"T™(R) es un conjunto semi-algebraico, entonces
w(S) es también semi-algebraico. En particular, si f : A"(R) — A™(R) es una aplicacion
polinomial real, y si S C A™(R) es semi-algebraico, entonces f(S) es semi-algebraico.

Notese que la primera afirmacién se sigue del Carolario més un proceso inductivo en el nimero
de variables. En cuanto a la segunda afirmacién, nétese que si f es polinomial entonces es semi-
algebraica (su grafo es una variedad algebraica) y el grafo de su restriccién a S es semi-algebraico
porque:

Gr(fls) = (S X Rm) N (Gr(f))
Finalmente, f(S) = 7(Gr(f|s)) donde 7 : A"*™(R) — A™(R) es la proyeccién que “olvida”
las primeras n coordenadas.

OBSERVACION 1.3.6 (Una aplicacién para las funciones semi-algebraicas). Supongamos
S C A™(R) un semi-algebraico y f : S — R una funcién semi-algebraica. Tenemos que
Gr(f) € A"1(R) es semi-algebraico. Supongamos que Gr(f) es dado por condiciones de signo
de polinomios en la familia {Py,..., P, }. Consideremos la particién de A"(R) asociada a esa
familia a través del Corolario 1.3.4 precedente. Comencemos considerando 7 : A"t — A"(R)
la proyeccién que olvida la coordenada n + 1. Entonces, 7(Gr(f)) = S y, por tanto, S serd

unién de algunos de los A;’s , que denotaremos por {Aq,..., A} tales que
T
(1.3.3) s=J4,
i=1
y AN Aj, Vi # j. Ademds, consideremos ahora ¢ € {1,...,r} y veamos que los signos de

los polinomios que definen Gr(f) no pueden ser constantes sobre A; x R. Por construccidn, si
los signos de todos los polinomios que definen Gr(f) fueran constantes sobre A; x R, entonces
A; xR C Gr(f) vy, més concretamente, A; x R C Gr(f|4,). Pero eso no es posible porque f es
una aplicacién y la imagen de cada punto z € A; es un tnico valor f(z) € R y no todo R. Por
tanto, todos los conjuntos 4;, i € {1,...,7}, de (1.3.3) tienen asociadas unas funciones semi-
algebraicas continuas &; 1, ..., & s, : Ai — R tales que los signos de los polinomios Py (x, y) solo
dependen de y — &; s, (z) para z € A;. De nuevo, si tenemos una condicién de signo €1, ..., €n
tal que si e = (€1,...,6m) ¥

T. = {(x,y) €A, xR: Pi(z,y)e10,...,Pp(x,y) emO} CGr(f

Ai)a

no es posible que T, interseque alguno de los conjuntos siguientes:

Sij = {(ﬂf»y)EAiXRi fi,j<y<£z',j+1}, 1<j<s—1
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Asi, tampoco los intervalos
Sio = {(m,y) €A xR: —co<y< fm},
Sis; = {(x,y) €A xR: &, <y< —1—00}.

La razén es, de nuevo, que f|4, : A; — R es una aplicacién y para cada = € A;, f(x) € R pero
no todo el intervalo correspondiente. Moviendo todas las condiciones de signo € recorremos
todas las opciones que definen Gr(f|4,). Y concluimos que para cada ¢ € {1,...,r}, existe una
funcién semi-algebraica continua &; ; : A; — R tal que

Gr(fla;) = Gr(&.j)-
Concluimos asi:

COROLARIO 1.3.7. Sea S C A™(R) un conjunto semi-algebraico y f : S — R es una funcion
semi-algebraica, entonces existe una particion finita de S en conjuntos semi-algebraicos disjun-

tos dos a dos: .
S = U Aia
i=1

de tal modo que fla, : A; — R es semi-algebraica continua.

1.3.1. Dimensién de semi-algebraicos y funciones polinomiales. De forma similar
a cémo se hizo para variedades algebraicas reales damos la siguiente definicién para el caso de
conjuntos semi-algebraicos,

DEFINICION 10 (Funciones Polinomiales sobre un semi-algebraico). Sea S C A"(R) un
conjunto semi-algebraico. Llamaremos funcion polinomial sobre S a cualquier funcion ¢ : S C
A™(R) — R tal que existe un polinomio p € R[Xy,...,X,] tal que

Vo €5, ¢(x) =p(z).
Al conjunto de las funciones polinomiales sobre S lo denotaremos mediante R[S].

OBSERVACION 1.3.8. Entre las propiedades de este anillo de funciones, se encuentran las si-
guientes:
i) Supongamos que S C A"(R) es un semi-algebraico. Entonces, R[S] es una R-dlgebra
finitamente generada y existe un isomorfismo natural de R-algebras:

donde I(S) es el ideal introducido en la ecuacién (1.2.1) precedente. En particular,
como S~ = V4 (I(S)) tenemos que R[S] = R[S"], donde S~ es la clausura de S para la
topologia de Zariski en A™(R).

ii) Si §° C A™(R) es una variedad algebraica irreducible, como I(S°) = I(S), el anillo
R[S] es un dominio de integridad. El reciproco también es cierto.

DEFINICION 11 (Dimensién de un semi-algebraico). 5i S C A"(R) es un semi-algebraico,
llamaremos dimension de S a la dimension de Krull del anillo R[S].

Obviamente, se tiene que

dim(S) = dim(5")

Pero, ademds, como la topologia de Zariski es menos fina que la topologia usual en R™ (i.e. los

——Z

) C 5° por cuanto

cerrados de Zariski son cerrados en R") tenemos que S C S7, con lo que (

ppp—2 J— —2z

57 =(8) y los ideales satisfacen I(S) = I(S) = I(S"), con lo cual,

dim(S) = dim(S) = dim(5°).
Por otro lado, si S es un semi-algebraico cuya clausura en la topologia de Zariski 57 es un irre-
ducible, se tendrd un resultado analogo al ya discutido en la Observacion 1.2.2 para variedades
algebraicas y tendremos

dim(S) = trdegr(R(S))

donde R(S) es el cuerpo de funciones racionales sobre S (i.e. el cuerpo de fracciones del dominio
de integridad R[S]).



22 1. VARIEDADES ALGEBRAICAS REALES, FUNCIONES POLINOMIALES Y REGULARES.

La siguiente proposiciéon resume algunas de las propiedades bésicas de la dimensién de los
conjuntos semi-algebraicos. El lector interesado podra seguir las demostraciones en la Seccién
2.8 de [BCR, 1987].

PROPOSICION 1.3.9. Con las notaciones precedentes, se tiene:

i) La dimension es una funcidn mondtona creciente de los semi-algebraicos, esto es,
dados dos semi-algebraicos S, T C A™(R) entonces si S C T, se tendrd dim(S) <
dim(7).

1) La dimensidn es una funcidn subaditiva, es decir, si S = S1U---US, es una unidn
finita de semi-algebraicos contenidos en A™(R), entonces

dim(S) = max{dim(S1),...,dim(S,)}.
iit) Si S CA™R) y T C A™(R) son dos conjuntos semi-algebraicos, entonces su producto
cartesiano S X T es también un conjunto semi-algebraico y la dimension satisface
dim(S x T) = dim(S) + dim(T)).
iv) La dimensién no crece al proyectar. FEs decir, sea S C A"T™(R) un conjunto semi-
algebraico y sea ™ : A"T™(R) — A™(R), entonces
dim(7(S)) < dim(.9).
En particular, si f : D(f) C A"(R) — A™(R) es una aplicacion semi-algebraica, y
518 C D(f) es un conjunto semi-algebraico, entonces
dim(Gr(f)) < dim(S).
v) Si U es un abierto semi-algebraico de A™(R), entonces dim(U) = n.

Una de las principales conclusiones que se extraen es la siguiente:

COROLARIO 1.3.10. Sea f : D(f) C A"(R) — A™(R) una aplicacion semi-algebraica, en-
tonces,

dim(Gr(f)) = dim(D(f)).
Este corolario tiene una versién més general que puede ser la siguiente:

COROLARIO 1.3.11. Sean A C A"(R) y B C A™(R) dos conjuntos semi-algebraicos. Sea
f: ACA™R) — A™(R) una funcidn semi-algebraica y sea B = f(A) la imagen en A™(R).
Se tiene:
i) El conjunto B es semi-algebraico.
ii) Si f : A — B es biyectiva, la aplicacion inversa f~! : B — A es también semi-
algebraica.
iii) Si f: A — B es biyectiva, entonces dim(A) = dim(DB).

Junto a la versién global disponemos de una aproximacién local a la dimensién. Para intro-
ducirla, consideremos S C A™(R) un semi-algebraico y sea p € S un punto. Consideramos la
siguiente familia:

Fp ={U C S: U es abierto semi — algebraico en S para la topologia inducida en S
por la usual de R", p € U}.

Consideramos el siguiente conjunto de ideales de R[X7, ..., X,].
I ={I{U): U e %}

Obviamente, S es abierto en S para la topologia inducida en S por la usual de R", ademéas p € S,
luego I(S) € S, y ¥, es una familia no vacia de ideales del anillo noetheriano R[Xj, ..., X,].
Admitiendo el Axioma de Eleccién Dependiente, la familia %, poseerd algin elemento minimal.
Sea U C S un abierto-semialgebraico en S, tal que p € U y el ideal I(U) € .#, es elemento
maximal en .#,. Entonces, si U’ C U es otro abierto semi-algebraico es S, p € U’, tendremos
que I(U) C I(U’), pero, por ser I(U) elemento maximal, concluiremos I(U) = I(U’). En
particular, para todo U’ C U semi-algebraico abierto en S tal que p € U’, tendremos que
R[U’] = R[U] y concretamente, dim(U) = dim(U").

PROPOSICION 1.3.12. Sea S C A"™(R) un conjunto semi-algebraico y sea p € S un punto.
Entonces, existe un conjunto semi-algebraico U C S tal que:
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i) U es abierto para la topologia usual en R™,
i) peU
iii) Para cualquier otro semi-algebraico U' C U C S tal que U’ es abierto en S para la
topologia inducida por la de R™ tal que p € U, se tiene:
dim(U) = dim(U").

Mds ain, dados Uy, Us C S semi-algebraicos abiertos en S que verifiquen las propiedades i),
it) y i) tendremos que

DEFINICION 12. A la cantidad dim(U) para cualquier semi-algebraico U C S que verifica las
propiedades 1), ii) y ii1) se la denomina dimension local de S en p y se denota mediante dim(S,).
Nétese que la buena definicién de dim(S,) se sigue del siguiente argumento elemental:

De una parte, Uy N Uy # 0 porque p € Uy N Us v, por ser U; N Uy semi-
algebraico y abierto en S se tendra:

dim(Ul) = dim(U1 N Ug),
dlm(Ug) = dlm(U1 N Ug)
(aplicando, repectivamente, i) de la Proposicién 1.3.12 anterior a Uy y Us)
con lo que dim(Uy) = dim(Us).
Una propiedad adicional nos permite mostrar la coincidencia entre las dimensiones locales y
globales en un semi-algebraico:
PROPOSICION 1.3.13. Sea S C A™(R) un conjunto semi-algebraico de dimension d. Entonces,

i) El siguiente conjunto es un conjunto semi-algebraico no vacio cerrado en S.
S@.={zeS: dim(S,) = d}.
1) En particular, se tendrd que
dim(S) = max{dim(S;) : = € S}.

Debe senalarse que, contrariamente al caso complejo, la dimensién no se preserva localmente
en el caso irreducible. Una serie de ejemplos conocidos como paraguas de Cartan o Withney
muestran esa variacién. Asf, por ejemplo, consideramos la ciibica en A3(R) dada por la ecuacién
W := V(X Z% — Y?) y cuya representacién se muestra en la Figura 1 anterior. Observamos
que en W los puntos del “mango del paraguas”, es decir, los puntos del conjunto

M :={(z,y,2) e W: z<0}

satisfacen que dim(W,) =1, Vp € M. De otro lado, fuera del eje Z,
Reg(S) :={(z,y,2) e W: x #0 V y # 0},

todos los puntos p € Reg(.S) satisfacen que existe un semi-algebraico U C W, p € U, U abierto
en W, tal que U es semi-algebraicamente biyectable (de hecho, difeomorfo) a un abierto de R2.
Por tanto,

dim(W,) =2, Vax € Reg(W).
Para concluir, dos propiedades més, también demostradas en [BCR, 1987].
PROPOSICION 1.3.14. Si S C A™(R) es un conjunto semi-algebraico, entonces

dim(S'\ 9) < dim(9),

donde S es la clausura de S para la topologia usual de R™.

PROPOSICION 1.3.15. Sea S C A™(R) un conjunto semi-algebraico. Supongamos que S es una
subvariedad €°° de R™, de dimension d. Entonces,

d = dim(S) = dim(S;), VrelS

Una conclusion general sobre las funciones semi-algebraicas es que estas son funciones algebrai-
cas sobre los polinomios.
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COROLARIO 1.3.16. Sea D(f) C A™(R) abierto semi-algebraico y f : D(f) C A"(R) — R una

funcidn semi-algebraica. Entonces, existe un polinomio no nulo p € R[ Xy, ..., X,][T] tal que
(1.3.4) p(x1, ... 2, f(x1,...,20)) =0, Y(z1,...,2,) € D(f).
Es decir, f es algebraica sobre el anillo de polinomios R[X71, ..., X,].

Por indicar la prueba, observemos que dim(Gr(f)) = dim(D(f)) = n. Por supuesto, Gr(f) C
A™FL(R) es un semi-algebraico de dimensién n es un espacio afin real de dimensién n + 1. En
particular, no es posible que el siguiente ideal sea idénticamente cero

HGr() = (0 € BIXe, - X1 dloncs =0}
En particular, existird p € I(Gr(f)) no idénticamente cero y satisface (1.3.4). El resultado

también es cierto cuando D(f) no es necesariamente abierto y dim(D(f)) < n utilizando argu-
mentos similares. De hecho, se puede probar lo siguiente:

PROPOSICION 1.3.17. Sea f : D(f) C A*(R) — R una funcién semi-algebraica. Entonces,
existe un polinomio p € R[Xy,..., X, Xnq1] tal que

t
b= Z ak(Xla s 7X7l)X7l§+1
k=0

para algin t € N, cont > 1, de tal modo que

p=Y (ax + (D)) Xnt1 € RID(f)][Xns1],
k=0

no es el polinomio idénticamente nulo y satisface
(1.3.5) p(x1, .., f(21,...,20)), Y(x1,...,2,) € D(f).

En otras palabras, f es algebraica sobre el anillo de funciones polinomiales sobre D(f) (i.e. fes
algebraica sobre R[D(f)]).

La demostracién es esencialmente la misma a la resumida anteriormente, reemplazando A" 1 (R)
—F <7 . .z
por D(f) x R y usando argumentos de dimensién.

1.4. El Teorema de I.S. Cohen y los anillos de funciones polinomiales y regulares
cerca de un punto regular de una variedad.

El Teorema de Cohen (descrito como Corolario B.2.18 del Apéndice B ) nos dice que los comple-
tados de los anillos locales regulares equicaracteristicos son series de potencias formales sobre
el cuerpo residual. Este resultado fue un preludio a los teoremas de Nagata, Serre y Auslander-
Buchsbaum (cf. el Trabajo de Fin de Grado [Mantecén, 2022]). Sin embargo, estos resul-
tados no expresan bien la fuerza del Teorema de Cohen si no se hace una descripcién “pied
a terre”, mediante su interpretacién en localizaciones de K-algebras finitamente generadas.
Por eso hemos introducido esta Seccién en la que se tratan de explicar con algin detalle los
elementos que usaremos mas adelante. Son aspectos propios del Algebra Local y daremos
una presentacién meramente expositiva, (i.e. sin pruebas detalladas) usando como principales
referencias [ZarSam, 1960], volumen 2, los apuntes [Pardo, 2024] y el Apéndice.

1.4.1. Recordatorio sobre series de potencias formales. Nos restringiremos a coefi-
cientes en el cuerpo R de los niimeros reales y usaremos como principales referencias el volumen
2 de [ZarSam, 1960], y [Pardo, 2024]. Comencemos recordando la definicién del anillo de
series de potencias formales con coeficientes en R y algunos de sus principales propiedades. El
conjunto subyacente al anillo de series de potencias formales en n variables es el conjunto RN"
de todas las aplicaciones del monoide (N™, +) en R, esto es,

RY" .= {f N — R: fes aplicacién}

Sobre el conjunto RY" podemos definir una operacién suma (4+) v una operacién producto
(-) “coordenada a coordenada” que confieren a RN" una estructura de anillo conmutativo con
unidad (RY", +,-). Pero no sera esta la estructura que nos interesa. Conservaremos la aplicacién
+ y reemplazamos el producto coordenada a coordenada por una operaciéon que llamaremos
“convolucion”:
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Dadas f,g € RN", definimos f * g : N — R del modo siguiente para cada pu € N™:

Frgm) = > fl@)-9(B),
a, B e€N"
a+B=p

que estard bien definida porque para cada u € N™, el conjunto {(a, 8) € N* x N*: a+ = pu}
es un conjunto finito. La terna (RN", 4, %) es un anillo conmutativo con unidad y una R-algebra

que denotaremos por (R[[ X1, ..., X,]],+,) y llamaremos anillo de series de potencias formales
en n variables con coeficientes en R. Para cada f € R[[X1,...,X,]] podemos definir su soporte
mediante

supp(f) = {n e N": f(u) # 0},
siendo supp(f) = 0 si y solamente si f = 0 es la aplicacién idénticamente nula. Las “variables”
son, en realidad, las series X; : N® — R definidas del modo siguiente:

1, sip=ey,
Xi(p) = { 0, en otro caso.

donde los elementos e; vienen dados por

1, sik=i,

ei:=(€1,...,€in), donde e; = { 0. en otro caso
, )

De manera relativamente sencilla se prueba que todos los elementos de R[[ X1, ..., X,,]] admiten
una representacién de la forma

f= > fa X Xxhn,
n e N™
donde f, € R (de hecho, f, es el valor f, € R), lo que recuerda la expresién “serie de poten-
cias formales”, dado que no se han introducido nociones de convergencia. Observamos que el
cuerpo R estd identificado con las series cuyo soporte satisface supp(f) := {(0,...,0)}, excepto
para el elemento 0 que se corresponde con la serie de soporte vacio. Es sencillo probar (cf.
[Pardo, 2024]) que se verifican las siguientes propiedades:

PROPOSICION 1.4.1. Con las notaciones precedentes, R[[X1,...,X,]] es un dominio de inte-

gridad, es un anillo local cuyo 1inico ideal maximal es el ideal My generado por las variables
{X17 ce ,Xn}

(1.4.1) Mo = (X1,..., Xp)R[[X1,..., X,]]
Hace falta un poco més de trabajo (en esencia, los Teoremas de Divisién y Preparacién de

Weierstrass, cf. Subseccién B.2.2 del Apéndice B) para demostrar el resultado siguiente a la
manera en que se hace en [ZarSam, 1960], volumen 2:

TEOREMA 1.4.2. El anillo local (R[[X1,...,X,]], Mo) es un anillo local noetheriano de di-
mensidn (de Krull) igual a n. Ademds, por (1.4.1), es un anillo local regular y es un dominio
de factorizacion unica.

Para cada multi-indice g = (p1,...,1n) € N™ definamos su grado (total) como |u| = p1 +
-+ u, € N. Dada f € R[[X1,...,X,]] \ {0}, definamos su orden en 0 mediante la siguiente
igualdad:

ordo(f) := min{|p| : p € Supp(f)}.

Para f = 0 se establece ordy(f) = +o00. Esta funcién de orden satisface las siguientes desigual-
dades para cualesquiera dos series de potencias formales f, g € R[[X1,..., X,]]:

ordo(f + g) > min{ordo(f), ordo(g)},
ordo(f - g) = ordo(f) + ordo(g).

Como (R[[ X1, ..., X,]],Mp) es un anillo local noetheriano, el Teorema de la Intersecciéon de W.
Krull (Teorema B.1.18) nos garantiza (via el lema de Nakayama, Teorema B.1.21) que se tiene:

N (&) = (0).
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En particular, la topologia definida por la filtracién mg-ddica en R[[ X7, ..., X,,]] es una topologia
metrizable. De hecho, la métrica puede explicitarse en este caso:
Definamos dy : R[[ X7, ..., X,]] X R[[X1,..., X,]] — R, mediante:

m» sif—g#0,
dO(fvg) =

0, en otro caso,

donde e € R es el ndmero de Euler, para cualesquiera f,g € R[[X1,...,X,]]. Se observa que

1 =n
dO(fag)S7<:’>f_g€n’1ﬂ7

6774
lo que prueba que el anillo topolégico R[[ X1, ..., X,]] con la topologia definida por la filtracién
metrizable coincide con el anillo topoldgico asociado al espacio métrico (R[[X1,...,X,]], do)-

Se tiene, ademsds, el siguiente resultado:

TEOREMA 1.4.3. FEl anillo local regular (R[[ X1, ..., X,]], Mo) es un anillo topoldgico metrizable
y completo para la topologia definida por la filtracién mg-ddica. Mds ain, el anillo de polinomios
R[X1,...,X,] es denso en R[[ X4, ..., X,]] para esa métrica.

Una de las cualidades de este anillo R[[ X7, ..., X, ]] es su estabilidad por la aplicacién sustitucion
que se describe en el Capitulo VII de [ZarSam, 1960], vol. 2, y que puede ser de utilidad para
nuestro andlisis. Supongamos f € R[[X1, ..., X,]] es una serie de potencias formales. Entonces,
f admite una presentacién de la forma

f=fo+ it +fot,

donde f; € H;(X1,...,X,) es el polinomio homogéneo (de grado i o, eventualmente nulo) dado
por la identidad siguiente:

fi = Z fu X{LlXﬁn

|| =1
uw € N"
Se define la forma inicial de f como el polinomio homogéneo (no nulo, si f # 0)
inito(f) = fordo(p) = D, Ju XiT o Xhn,
|nl=ordo(f)
Sea ahora g € R[[Y7,...,Y},]] una serie de potencias formales que admite una presentacién de

la forma:
g:go+...+gi+...
con g; € H;(Y1,...,Y,). Consideremos ahora una familia finita de series fi,..., f,, € R[[X},
.., X»]]- Supongamos que el orden de cada f; satisface ordy(f;) > 1, para 1 < i < n. Entonces,
la serie

gq(fh ey fm) S RHXh - ,Xn]]
satisface (por ser g, homogéneo de grado ¢) que

Ordo(gq(flv .. 7fm)) 2 q.

En particular, la siguiente es una sucesién de Cauchy en R[[X7,..., X, ]]:

k
{gk(f17~-~,fm) = Zgi(fh---,fm) ke N}.

Como R[[X7,...,X,]] es un espacio completo esta serie de Cauchy es convergente y podemos
definir

9(fiyeees fm) = kli_)rgogk(fl, oy fm) €R[Xq, ..., X))
Este proceso satisface las propiedades siguientes:

TEOREMA 1.4.4 ([ZarSam, 1960]). Con las notaciones e hipdtesis precedentes, si ordy(f;) > 1
para cada i, 1 < i < m, la siguiente aplicacion es un morfismo de R-dlgebras y un morfismo
local de anillos locales

v :R[[Y1,....Yn]] — R[X4,...,X,]]
g — g(f1, - fm)
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A la imagen de p, que es subanillo de R[[X1,...,X,]], se le denota mediante R[[f1,..., fm]]-

Si, ademds, ordo(fi) = 1 para cada i, 1 < i < m, y si las formas iniciales inity(f;) €
R[[X1,...,X,]], que son aplicaciones lineales, son linealmente independientes sobre R, en-
tonces @ es un monomorfismo de R-dlgebras y es un isomorfismo entre los anillos locales
R[[Yi,.... YR v R{[fi,..., fm]]. En el caso particular, m = n, ¢ serd un automorfismo
de anillos locales y de R-dlgebras. En particular, en este caso, se tendrd R[[X1,...,X,]] =

R[[flaafnﬂ

Como ya hemos dicho, (R[[X7,..., X,]], Mg) es un anillo local regular y su graduado asociado
(véase la Subseccién B.1.4 del Apéndice B) es un anillo de polinomios en n variables. De hecho,

G, (R[X1,..., X,]]) =R[Xq,..., X,].
Ademsds, podemos considerar el R-espacio vectorial cociente:
Mo /o= {f+g: f €l

/ 2 {f+mo: fem}
Noétese que si f € R[[X7,..., X,]] es tal que ordg(f) > 1, esto es equivalente a que f € Mg y se
verifica de modo elemental que, en este caso,

f+m3 = inito(f) +m3.
También se observa que mg/m3 es un R-espacio vectorial de dimensién n (por ser local regular)
y tenemos un isomorfismo de R-espacios vectoriales

(R")* := Homg(R",R) — Mo / 2
n ~
® — >0 aiX; +md
donde ¢(z) = Y., a;z; para cualquier z = (z1,...,2,) € R". Por tanto, la hipétesis del
teorema precedente consiste en observar que las formas iniciales inito(f1),...,inito(fm) son
linealmente independientes sobre R o, equivalentemente, las clases:
~9 ~2) ~
{f1+m0,..-,fm+m0 g O/ﬁ\lg’

son linealmente independientes en el R-espacio vectorial ™0 / w2 En particular, como
0

(R[[X1, ..., X,]], Mo) es un anillo local regular, la hipétesis del Teorema 1.4.4 precedente puede
sustituirse por “{fi,..., fm} forman parte de un sistema regular de pardmetros del anillo lo-
cal regular (R[[X1, ..., X,]], Mo)”, y las tesis se siguen de manera inmediata (ver Proposicién
B.2.13 del Apéndice B). En particular, si {f1,..., f;} forman parte de un sistema regular de
parametros de (R[[X71,...,X,]], Mo) entonces el anillo R[[f1, ..., fm]] es un anillo de series de
potencias formales (isomorfo a R[[Y7, ..., Y]] para unas variables {Y7,...,Y;,}) y si m = n,
entonces R[[f1,..., fu]] = R[[X1,..., X,]]-

Para entender estas reflexiones, consideremos el anillo de polinomios R[X7, ..., X,] y su ideal
maximal asociado al punto 0 € R™, my = (Xy,...,X,). Consideremos la localizacién de
R[X1,...,Xn] por mg y tenemos la siguiente cadena de contenidos:

(1.4.2) R(Xq,..., X0 CRXy,..., Xols, CR[[Xy,..., X,]].

La primera es clara a partir de la nocién de localizaciéon. Ahora bien, para la segunda, si
q € R[Xy,...,X,] es tal que ¢(0) # 0, entonces, como serie, satisface que ordy(g) = 0. Esto sig-
nifica que g ¢ Mg y, por tanto, 1/q € R[[X1, ..., X,]] existe y es una serie de potencias formales.
Dado que los elementos de R[X7,..., X,]z, son de la forma p/q con ¢,p € R[Xy,...,X,] y
¢(0) # 0, tenemos la inclusién segunda de (1.4.2).

En ocasiones, nos interesard saber que no sélo la cadena de inclusiones de (1.4.2) se satisface
sino también la forma en la que se representan los coeficientes (como serie) de esas inclusiones.
Es claro que si p € R[Xq,...,X,] se tiene:

1 otp
1.4.3 = = 7P () XHr... XHn

donde d = deg(p) = max(supp(p)) es el grado total de p y, para u = (u1,...,un) € N,
definimos u! = pq!-- - p,!. La segunda expresién en la igualdad (1.4.3) anterior se denomina
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expansion de Taylor de p en 0 y se denota mediante 79(p). Del mismo modo, dado un cociente
p/q de dos funciones polinomiales, ¢,p € R[X1,..., X,], tales que ¢(0) # 0, podemos definir el
desarrollo de Taylor de p/q en 0 como la serie

1 o (p/q )
Wp/0) = 3y g e (O) XY X
peNn I 1 n

Se verifica la siguiente propiedad cuya prueba se encuentra en [ZarSam, 1960].

PROPOSICION 1.4.5. Con las notaciones precedentes, la siguiente aplicacion es la inclusion de
R[X1,..., Xnla, en R[[X1,..., X,]]:

70 - R[Xh. .. 7Xn]n~10 —> R[[Xl, ce ,Xn]]
p/q —  70(p/q).

1.4.2. El caso de series en un punto distinto del origen. En todas las disquisiciones
de la subseccién precedente hemos supuesto, sin destacarlo, que estdbamos considerando el
origen 0 = (0,...,0) € R™ como punto del estudio local. Pero igualmente podriamos haberlo
hecho en cualquier otro punto p = (p1, . ..,pn) € R™ del espacio afin real. Cuando se trata de un
estudio local alrededor de cualquier otro punto p € R™ el anillo de series formales R[[ X1, . .., X,]]
se reemplaza por su imagen isomorfa R[[X; —p1, ..., X, —pn]]. El isomorfismo es el obvio pero,
por ser explicitos, se trata de la identificacién formal

o :R[[X1,...,Xn]] — R[[X1 —p1y---s Xn — pn]
F= ST S Xp X o) = ST (X )t (X — p)Pe
penn eNn

Esta identificacion es un isomorfismo de anillos locales, un isomorfismo de R-algebras y el ideal
maximal Mg pasa a estar generado por una familia distinta:

m, = ¢(M) = (X1 —p1,- -, X — pu)R[X1 — p1,. ., Xy — 2]

Nétese que no es la operacion sustitucion sino una mera reescritura del mismo anillo. En todo
caso, y para poder usarlo con comodidad consideremos sus principales propiedades:

COROLARIO 1.4.6. Dado p = (p1,...,pn) € A*(R) y el anillo de series de potencias formales
en p, R[[X1 —p1,...,Xn — pu], se verifica:
i) (R[[X1 —p1,...,Xn — pnl], M) es un anillo local noetheriano de dimension n cuyo
tnico mazimal es el generado por los polinomios {X1 —p1,..., Xn — Pn}t-
i) (R[[X1 —p1,-.., Xn — pnl],Myp) es un anillo local regular y {X1 — p1,..., Xn — pn}
forman un sistema regular de pardmetros.
iit) R[[ X1 —p1,...,Xn — pnl]] es un dominio de factorizacion inica.

La principal diferencia se comienza observando en la manera en que los polinomios son visua-
lizados como series en R[[X; — py, ..., X,, — p,]]. Para ello, sea f € R[Xy,...,X,] y asociamos
a f su desarrollo de Taylor en el punto p:

1 B
m(f) =Y mm(l)) (X1 —p1)" - (X = pn)H.
|u|<d

A 7,(f) lo denominaremos desarrollo de Taylor en el punto p. Observemos que el siguiente
conjunto es una base de R[X7, ..., X,] como R-espacio vectorial:

{(Xl *pl)ul (Xn *Pn)”" Cp= (,Ltl,...,,LLn) € Nn}

En particular, tenemos la identidad R[ X1, ..., X,,] 2 R[X; —p1, ..., X, —pn], donde el segundo
es visto como el subanillo de R[[X; — p1,..., X, — ps]] con soporte finito en p. Tenemos un
monomorfismo de anillos y de R-algebras:

T R[Xq,..., X, — R[Xy —p1,..., X —Dn)
f — Tp(f)7
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cuya imagen es, justamente R[X; — p1,...,X,, — pn], o si se prefiere, R[X1,..., X,] es visto
como subanillo de R[[X; —p1,...,X,, — pn]]. Para una serie de potencias formales f € R[[X; —
Ply- .-, Xn — Pnl], se cosidera su soporte en el punto p = (p1,...,pn) € R™ mediante

SUPpp(f) = {,“ e N™": f,u # 0}7

donde f tiene la presentacion, cerca del punto p, mediante la expresién formal:

F= 3 G (K= p)P e (X = pa) =730 XU X0

peEN™ HEN™
A partir del soporte en p tenemos también la nocién de orden en p de la serie f € R[[X; —
pla"'7Xn _pn]]
ordy(f) = min{|,u| NTRS suppp(f)}.

Y tenemos también inducida una métrica en p; d, : R[[X1 — p1,...,Xn — pu]] X R[[X1 —
P1y .-, Xn — pn]] — R4 dada mediante:

@y SLf—g#0,
dp(fag) =

0, en otro caso,
Se tiene asi la version cerca del punto p del Teorema 1.4.3.

COROLARIO 1.4.7. Dado un punto p = (p1,...,pn) € R", el anillo R[[ X1 —p1,..., Xn —pa]] es
un anillo topoldgico metrizable. La métrica asociada a la filtracion m,, es la métrica d,, indicada
anteriormente y el anillo R[ X7, ..., X,] es denso en R[[ X1 — p1,..., Xs — pnll.

Mas atin, cambiando apropiadamente los elementos tenemos una manera de introducir las fun-
ciones racionales definidas en un entorno de un punto, dentro del anillo de series de R[[X; —
P1, .-, Xn —pn]]. Usando las notaciones anteriores, consideramos el siguiente ideal maximal en
R[X1,...,X,]

ﬁp = (Xl —ph...,Xn _pn)
Y consideremos la localizacién R[X7, ... ,Xn]ﬁp. De nuevo, tenemos la cadena de inclusiones
R[Xl, e ,Xn] g R[Xl, e 7Xn]f~ﬁp g R[[Xl —P1y--- ,Xn —an

Ademis, la identificacién de R[X1, ..., Xy ], con la serie correspondiente en R[[ X1 —p1, ..., Xn—
pr]] se hace a través del desarrollo de Taylor en el punto p. Es decir, dadas f,g € R[X;,..., X,]
dos polinomios con g(p) # 0, definamos el desarrollo de Taylor de f/g € R[Xy,...,X,] en
p= (p1,...,pn) € R" mediante:

1 9"(f/9)
— - NI )R — oy YHn
Tp(f/g) E Z ‘u! 6X{“ 6X#n (p) (Xl pl) ! (Xn pn) )
HEN™
y se tiene que 7, : R[Xy,..., Xplq, = R[[X1 —p1,..., Xy — py]] es la inclusién natural y 7,
describe los coeficientes de cada elemento f/g en R[X,..., X, |5, mediante sus coeficientes en
su expansién como serie localmente descrita alrededor de p. Mds atin, como R[X1, ..., Xp]5,
es un anillo local regular de dimensién n, su completado con respecto a la filtracién m,-ddica
es precisamente R[[X; — p1, ..., X, — pn]]. Es decir se tiene
1) R[Xl, e ’X"]fﬁp = R[[Xl —P1y--- 7Xn _pn”
i) mR[X1,..., Xy]m, es denso en m, y lo genera como ideal, esto es,
m, = m,R[[Xq,...,X,]].
iii) El conjunto {X1 — p1,...,Xn — pn} es, a la vez, un sistema regular de pardmetros de

R[X1,..., Xp]5, v del anillo local regular R[[X; — p1, ..., Xy — pal]-
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1.4.3. Completados de anillos locales de funciones polinomiales y regulares
alrededor de un punto regular (o liso). Consideremos ahora la situacién que usaremos
en las paginas que siguen. Sea V' C A"(R) una variedad algebraica real de dimensién d y sean
R[V] y R(V), respectivamente, los anillos de funciones polinomiales y funciones regulares sobre
V. Supongamos adicionalmente, en esta subseccién, que V' C A"(R) es una variedad irreducible
(en particular, R[V] y R(V) son dominios de integridad). Sea p = (p1,...,pn) € V un punto y
m,, el ideal de R[X7,..., X,] tal y como se definié en (1.2.6). Consideramos, ademés, los anil-
los de funciones polinomiales y regulares localizados en un punto, R[V], y R(V), tal y como
se definieron en la Subseccién (1.2.3) precedente. Supongamos ahora que p € V' es un punto
liso (o regular) de la variedad V. Por el {ftem v) de la Observacién 1.2.13 precedente) esto es
equivalente a afirmar de R(V), = R[V], es un anillo local regular de dimensién d = dim(V).
Por tanto, también es local regular el anillo cociente

R[X1,..., X5
[ ]mp /I(V)e'
donde, utilizando notaciones anteriores, I(V)¢ es la extensién a R[Xy,..., X,]z del ideal
de los polinomios que se anulan en V. Como R[Xq,.. .,Xn]{ﬁp es un anillo local regular de

dimensién n, existird (por la Proposicién B.2.13 del Apéndice B.2.3) un sistema regular de
pardmetros {fi,..., fn} de R[Xy,..., Xp]5, tal que {fit1,..., fn} generan el ideal I(V)¢ en

R[X1,..., Xpn]g,- Pasando al completado, tendremos un morfismo de anillos:

Y2t gR[[fla---van [
(1.4.4) R(V)p — R(V), = [ Farare. . ) RIS fall,
y R(V), serd denso en R][f1,..., fq]]. Llamaremos desarrollo de Taylor de un elemento ¢ €
R(V), con respecto al sistema regular de pardmetros {f1,..., fa} de R(V)p a la imagen de ¢ por
esta inclusién. Ademds, por ser {f1,..., fn} sistema regular de pardmetros de R[X1, ..., Xp]5,

sus clases médulo 17112) son linealmente independientes sobre R.
~2 ~2 m
{f1+mp7"'7fn+mp}g p/ﬁiz

Més ain, como el graduado asociado es invariante por paso al completado (ver Corolario B.1.28
del Apéndice B.1.7), tendremos que {f1, ..., fn} es un sistema regular de pardmetros de R[[X; —

D1y, Xn — Pnl], y se tiene la independencia lineal (con coeficientes en R) de las clases
=9 ~2y ~Mm ~m
{fl+mp7afn+mp}g p/ﬁ‘lg: p/{ﬁz
Estamos en las hipdtesis del proceso de sustitucién descrito en la Subseccién 1.4.1 precedente,
por cuanto, R[[f1, ..., fa]] es un anillo de series de potencias formales (isomorfo a R[[Y7, ..., Yy]])
vy R[[f1,..-, fa]] = R[[X1—p1,..., Xn —pn]]- La serie de Taylor en p con respecto a {f1,..., fa}
de un elemento ¢ € R(V), serd la expresién de ¢ como elemento de R[[f1, ..., f4]], es decir,

() =" au f - i

peN



CAPITULO 2

Funciones de Nash.

2.1. Introduccién.

En este capitulo pretendemos probar la equivalencia entre dos nociones de funciones de Nash: las
funciones analiticas reales que son algebraicas sobre el anillo de polinomios y las funciones semi-
algebraicas de clase ¥>°. Aunque hay otras formas de presentar esa equivalencia hemos preferido
la presentacién del Capitulo 8 de [BCR, 1987] por mds que sea ligeramente eliptica. La razén
para esos rodeos en [BCR, 1987] pasa por considerar el caso de cuerpos realmente cerrados que
no nos interesa tanto en este Trabajo de Fin de Grado. En primer lugar se comenzara con un
estudio técnico de los morfismos regulares f : VC A™(R) — W C A™(R), entre dos variedades
algebraicas reales, que son “étales” en un punto regular p € V. Es decir, morfismos tales que la
aplicacién entre los espacios tangentes (“a la Zariski”) Tp, f : T,V — T4, W es un isomorfismo
entre espacios vectoriales reales (ver Definicién 13 para los detalles). Caracterizaremos las
funciones regulares étales en p € V a través del natural Teorema de la Funcién Inversa (cf.
Proposicién 2.2.1) y de su dual entre los anillos locales regulares R(V'), y R(W)y(p), asi como
su paso a los respectivos completados (ver proposiciones 2.2.2 y 2.2.3). Valiéndonos de dicho
estudio preliminar elemental, se prueba, con detalle, la versién local del Teorema de Artin-
Mazur (ver Teorema 2.2.5). Finalmente, en la Subseccién 2.3 probamos la equivalencia entre
las funciones analitico-algebraicas y las funciones semi-algebraicas de clase ¥°°. Una de las
implicaciones reposa en nuestro Teorema de Artin-Mazur local, mientras que el reciproco reposa,
entre otras cosas, en el “salchichonaje” de semi-algebraicos descrito en el Capitulo 1.

2.2. Morfismos “étales” entre variedades algebraicas reales.

DEFINICION 13. Sean V C R™ y W C R™ dos variedades algebraicas reales y sea f : V — W
un morfismo reqular entre ambas. Sea p € V un punto reqular de V' y supongamos que f(p) € W
es también un punto de regular. Consideremos la aplicacion definida a partir de f y p, en los
respectivos espacios tangentes:

Tpf : TpV — Tf(p)W

»1

Diremos que f es “étale”™ enp € V siI,f es un isomorfismo de espacios vectoriales reales.

PROPOSICION 2.2.1. Sean V CR"™ y W C R™ dos variedades algebraicas reales y f : V — W
un morfismo regular entre ambos. Sea p € V un punto regular tal que su imagen f(p) € W
es un punto regular. Supongamos que f es “étale” en p € V. Entonces, existen abiertos
semi-algebraicos U CR™ y U’ CR™ tales que p € U, f(p) € U’ y la funcidn

f|UﬂV5 UﬂV—>U/ﬂVV,

es un difeomorfismo semi-algebraico, es decir, existe g : U' — R™ una funcidn de clase €
tal que glynw es semi-algebraica y

(9|U’0W) = (f|UmV)71-

LE] término francés “étale” es una palabra introducida por A. Grothendieck en su serie de EGA’s (Eléments
de géométrie algébrique), en concreto en la “Parte primera” del volumen EGA IV de 1964. Es un término que
admite diversas traducciones a diversos idiomas y que tiene un origen esencialmente literario. Suele referirse a
una marea en fase estacionaria (o estabilizada) antes o después de que la mar suba. En general, se dice de aquello
que no se mueve y permanece quieto o calmado. Tal exceso literario ha conducido a términos como “stack”,
pila en inglés; aunque los gedmetras algebraicos anglosajones, italianos y franceses mantienen la palabra “étale”
en honor a Grothendieck. Aqui hemos mantenido ese homenaje a Grothendieck aunque, en realidad, como se
observa, nos referimos a un “difeomorfismo local”. Esperamos que el lector acepte nuestra decisién puramente
estética.

31
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DEMOSTRACION. Se trata solamente de hacer semi-algebraico el Teorema de la Inversién
Local (ver Teorema B.2.1 del Apéndice B.2.1). Para ello, comencemos observando (ver item
v de la Observacién 1.2.13 precedente) que si p es un punto regular de V' y f(p), es un punto
regular de V', entonces V' y W son, respectivamente, localmente en las cercanfas de p y f(p),
subvariedades diferenciables (de clase €>°) de R™ y R™. En otras palabras, existen Uy C R" y
Uj C R™ dos abiertos en la topologia usual tales que p € Uy y f(p) € U} y se tiene:

e UyNV es subvariedad € de R,
o UyNW es subvariedad €>° de R™.

Como las bolas con respecto a la norma euclidea son semi-algebraicos y como f es continua por
ser morfismo regular, podemos suponer que Uj C R™ es un semi-algebraico y que Uy NV C
F~HUsNW). Es decir, tenemos una funcién de clase € entre dos subvariedades diferenciables
reales de clase €>°:

f|U0ﬂV : UQﬁV—>UéﬁW
Ademas, como los espacios tangentes son nociones locales, por definicién, tenemos la situaciéon
siguiente en relacién con la aplicacién tangente T}, f:

Tpf = Tp(f‘UomV) : Tp(UO N V) =T,V — Tf(p)(Ué nw) = Tf(P)W

Es decir, f|y,nv es una aplicacién de clase > entre dos subvariedades (de R y R™) de clase
€™ tales que T, f es un isomorfismo. Aplicando el Teorema de Inversién Local (ver Teorema
B.2.1 del Apéndice B.2.1), existen

e U; CR™ Uj CR™ dos abiertos en los respectivos espacios euclideos.

e g1 : Ul — U; C R™ una funcién de clase €.

tales que

7p€U17f(p)€U{7
— (91lu;nw) es la inversa de (f|r,nv) en los lugares en que ambas estdn definidas.

Para concluir el enunciado, consideremos U’ C U] un abierto semi-algebraico, tal que f(p) € U’
y sea g := q1|vr : U’ — R” la funcién de clase €>° en U’ dada mediante la restriccién de g;.
Como U’ es semi-algebraico y Wes algebraico su interseccion U' N W es semi-algebraico. Como
f es un morfismo regular, f es una funcién semi-algebraica. Por otro lado, por el Principio de
Tarski (ver Teorema 1.3.5) la imagen inversa f~1(U’ N W) es un abierto (por ser f continua)
semi-algebraico de V.

fFF'nw)y={zeV: yeR™, y— f(z)=0, ye U NW}.

Por tanto, existird un abierto semi-algebraico U C R" tal que f~Y{(U'NW) = U NV. El resto
de las afirmaciones se siguen del Teorema de Inversiéon Local, esto es,

(f|UﬂV)_1 = (91|U’0W) = (Q\Ufmw)-
0

Consideremos ahora los respectivos espacios duales de los espacios tangentes, es decir, sean
(T,V)" := Homgr (T, V,R),
(Tf(p)W)* = HOIH]R(Tf(p)VV, R)

La aplicacién tangente define, por dualizacién, una aplicacién dual sobre los espacios vectoriales
duales:

(Tpf)*: (Tf(p)W)* — (T,V)*
¢ = pol,f.

Recuérdese de los cursos bésicos de Algebra Lineal que, siendo todos ellos R-espacios vectoriales
de dimensién finita, T}, f es un isomorfismo de R-espacios vectoriales si y solamente si (T, f)*
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Como se observa en la Subseccién 1.2.3 precedente, los duales de los espacios tangentes a
una variedad algebraica real pueden también caracterizarse mediante los ideales maximales de
R(V)p v R(W)¢(p) respectivamente. Hagamos una descripcion para (7,V)* e igualmente se
hard para T’ (,)W. Consideremos m,, en R(V),, ¢ € m, un morfismo regular y V, ¢ su gradiente
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en p. Tal y como se vio en la demostracién de la Proposicién 1.2.11 precedente, la siguiente
aplicacion
va‘TpV : TpV — R
v — (Vpp,0)
es una aplicacién lineal sobre el espacio tangente T},V, es decir, V,p|r,v € Homg(T,V,R) =
(T,V)* y la aplicacién
Vp: mp/ﬁi —  (TLV)*
¢ Vyolny
es un isomorfismo de R-moédulos.
Por otro lado, retomemos nuestro morfismo regular f = (f1,..., fmm) : V. —> W y consideremos
la siguiente aplicacién
(fp: RW)py — R(V)p
@ — pof
En primer lugar, veamos que estd bien definido. Si ¢ € R(W)y(,, existen dos funciones
polinomiales hq, ha € R[W] tales que ha(f(p)) # 0. Entonces,

(hiof)
of=~—+7
po f (o f)
Con hy o f, ha o f € R(V) son dos morfismos regulares sobre V vy, ademés, (hs o f)(p) =

ha(f(p)) # 0. Por tanto, hi o f/heo f € R(V), ¥y (f*), estd bien definido. Tenemos asi el
siguiente resultado clave para lo que sigue:

PROPOSICION 2.2.2. Con las notaciones precedentes, se verifica:

i) (f*)p: RW)sp) — R(V)p es un morfismo local de R-dlgebras que son anillos locales
noetherianos.
ii) (f*)p es uniformemente continua para las respectivas topologias Wy-ddicas y Tp(y)-
ddicas. Por tanto, admite extension a los respectivos completados
(f*)p : R(W)f(p) — R(V)p’
i1i) La restriccion
(Fplwsey - Ty —
h — holf

define una aplicacion lineal entre los siguientes espacios vectoriales
G Mw ),  T
b /nf (p) /mp

que hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

ﬁf(p) /ﬁ2 % ﬁp/ﬁz
f(p) P

(22.1) Vf(p)l O va

(Tf(P) W>* (Tpf)* (TPV)*

DEMOSTRACION. Es un sencillo ejercicio de verificacién a partir de todas las definiciones
hechas y la regla de la cadena. O

A partir de las disquisiciones precedentes tenemos la siguiente caracterizacién de los morfismos
“étales” entre dos variedades algebraicas reales irreducibles.

PROPOSICION 2.2.3. Sean V C R"™ y W C R™ dos variedades algebraicas reales irreducibles y
f:V — W un morfismo reqular. Sea p € V un punto y f(p) € W. Supongamos que f(p) es
un punto liso (reqular) en W. Entonces, son equivalentes:

i) p €V es un punto liso (regular) en V y [ es “étale” en p.
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it) El homomorfismo
), : ROV 5y — ROV,

inducido por (f*), entre los completados es un isomorfismo de anillos locales completos
y R-dlgebras.

DEMOSTRACION. Veamos cada implicacién separadamente:
ii) = i): Como f(p) € W es un punto regular y R(W ), es un anillo local regular y una
R-algebra, cuyo cuerpo residual es R, entonces es un anillo local equi-caracteristico y, por el
Teorema de Cohen (ver Corolario B.2.18) su completado es un anillo de series de potencias
formales y, en particular, su completado es un anillo local regular. Ademas, tenemos que los
siguientes anillos graduados, cuerpos y R-espacios vectoriales son isomorfos:
Gz (R(V),) = G, (R(V)y)

mp

v p/ p_RLp/ p_R
T/I\l ~ M
p/(l/\llp)z_ ’ 127

En particular, como R(V)p es un anillo local regular su graduado asociado es un anillo de
polinomios con coeficientes en R y asi ocurre con G, (R(V),). Por tanto, R(V), es un anillo

local regular y p € V' es un punto regular (véase Teorema B.2.10). Més atin como (f*), es un
isomorfismo de R-algebras, también tendremos un isomorfismo de espacios vectoriales

(Fhps M0 G e = ™/

Como se tiene (por paso al completado) que

o Nf(p) / @

T Nf(p))?

Tenemos un isomorfismo de R-espacios vectoriales
(F) : Brw) / My
(f*)p /(nf(p))2 /mi
que satisface el diagrama conmutativo (2.2.1) de la Proposicién 2.2.2 precedente. Por tanto,
(T f)" - (T W) — (T,V)"

es un isomorfismo de R-espacios vectoriales y, pasando al dual, tendremos un isomorfismo de
espacios vectoriales

“f (p) /

Tpf : TPV — Tf(p)VV,
lo cual implica que f es “étale” en p.
i) = ii) Consideremos T,f : T,V — Ty, W y supongamos que es un isomorfismo. Por

hipétesis, tanto p € V como f(p) € W son puntos regulares de la misma dimensién local.
Podemos dualizar T}, f para tener un isomorfismo entre los respectivos duales

(Tpf)" - (TrpyW)* — (T,V)".
Retomando el diagrama (2.2.1) de la Proposicién 2.2.2 precedente, también serd un isomorfismo:
) _,m
f p)/ 2 p/ ﬁ?)
h+“f<p> Hhofﬂ‘ﬁ

Ahora, sea {ai,...,aq} un sistema regular de pardmetros del anillo local regular R(W) ¢,
(porque f(p) es regular en W). Entonces (ver Proposicién B.2.13 del Apéndice B.2.3), las clases

{a1 —i—ﬁ?(p), ceo,aq+ nf( )} son una base del R-espacio vectorial i / 2 y el completado de

R(W)¢(p) es el anillo de series de potencia formales R[[a1, ..., a4]] 1somorfo a R[[Ty,...,T4]]
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Como (f *)p es un isomorfismo de espacios vectoriales, entonces transforma bases en bases, luego
{(ar10f) —&—ﬁf,,...,(adOf) +m.}
es una base de Mp /ﬁz como R-espacio vectorial. De nuevo por la Proposicion B.2.13 del

Apéndice B.2.3, esto es equivalente a que los elementos {(a1 o f),...,(ago f)} C R(V), sean
un sistema regular de parametros. Ademads, observemos que

i) Wp >~ R[[ar o f,...,aq 0 f]] es un anillo de series de potencias formales con coefi-
cientes en R isomorfo a R[[Y7,..., Yy]].
ii) Como (f*), es la composicién en f, si ¢ : R[a1,...,aq]] — R[[T1,...,Ty]] es el

isomorfismo entre ambos anillos de series de potencias formales tenemos el siguiente
diagrama conmutativo

Rlfa, ..., ad] — 2 Rffayo f,...,a40 f]

SOJ V
(2.2.2) r

donde para o = o(T1,...,Ty) € R[[T1,...,T,]] es dado por:
F(o)=o(a1of,...,ag0 f) €ER[[ar o f,...,aq0 f]]

Como {aj o f,...,aq0 f} son un sistema regular del anillo R(V), y como
~R[X1,..., Xul&
R(V), = RIX1 B 1 ryes
entonces (por la Proposicién B.2.13 del Apéndice B.2.3) tendremos que {ajof,...,aq0
[} forman parte de un sistema regular de parametros de R[Xy, ..., X, ]5 . Més atn,

sus formas iniciales son linealmente independientes sobre R y, por el proceso de susti-
tucién descrito en la Seccién 1.4.1 precedente, F' serd un isomorfismo entre dos anillos
de series de potencias formales. Como el diagrama (2.2.2) conmuta (as{ hemos definido

F') entonces (f*), es un isomorfismo entre dos anillos de series de potencias formales
y, por tanto, isomorfismo entre los respectivos completados.

O

Antes de mostrar y probar el Teorema fundamental de la seccién que nos permitird poste-
riormente deducir la equivalencia entre funciones ¥’>° semi-algebraicas y funciones analiticas
algebraicas, introducimos algunas notaciones.

DEFINICION 14. Una serie de potencias formales o € R[[Xq,...,X,]| se denomina serie de
potencias formal algebraica (sobre R[X1, ..., X,]) si existe un polinomio no nulo y no constante
g € R[Xy,...,X,,T] tal que la siguiente igualdad se verifica en R[[X1,..., X,]]:

(2.2.3) 9(X1,...,Xpn,0)=0

Al conjunto de las series de potencias formales algebraicas lo denotamos por R[[ X1, ..., Xp]lag-
Nétese que la identidad (2.2.3) tiene sentido en R[[X7y, ..., X,]] porque no involucra ninguna
suma que no sea trabajar en el anillo de polinomios R[[X,...,X,]][T]. Es decir, si g €

R[X71,...,Xn, T] existen polinomios go, ..., gq € R[X1,...,X,], con gq # 0 cuando degr(g) = d
de tal modo que

d
g(Xla cee 7XnaT) = Zgz(le s 7Xn)Tia
=0

Por tanto, g(X1,...,X,,0) es solamente un nimero finito de operaciones en R[[X1,..., X,]],
porque
d

9(X1,...,Xpn,0) = Zgi(Xl, X))ot
=0
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con g; € R[Xy,...,X,] C R[[Xq,...,X,]]. Del mismo modo, dado p = (p1,...,pn) € A™(R)
denotaremos por R[[X1 —p1, ..., X, — Pnllag al conjunto de las series de potencias formales en
p algebraicas sobre R[X7, ..., X,]. Dicho conjunto tendrd estructura de anillo verificando las
propiedades de las siguiente proposicién:

PROPOSICION 2.2.4. El anillo R[[ X1 —p1, ..., Xy —Pnllag €s un anillo local cuyo mazimal, con
las notaciones precedentes, es

{ﬁ;: (Xl _pla"'7Xn_pn)c: (Xl_p17"'7X’rL_pn)ﬁR[[Xl_p17"'7X’rL_analg-

Ademds, el graduado asociado es un anillo de polinomios en n variables sobre R = R[[X; —
Plyee, Xy —pn]]alg/ﬁ;. En particular, es un anillo local noetheriano y reqular cuyo completado
es el anillo de series de potencias formales:

R([X1 =1, Xo = Pallagy = RIX1, ., Xl

Supongamos para aligerar la notacién X := (Xi,...,X,) y p := (0,...,0). Para ver que
R[[X]]a1g es efectivamente un anillo, de hecho, un subanillo de R[[X]] obsérvese que para el caso
general: dados R C S una extensién de dominios de integridad, el conjuntos de los elementos
de S algebraicos sobre R, que denotaremos por Algr(S) es un subanillo de S. Consideremos
los respectivos cuerpos de fracciones de Ry S, K :=qf(R) y L := qf(S) de manera que

K —— Algg(L) —— L

7 ]

R —— Algr(S) —— S

Como Algr(S) = S N Algi (L) se concluye que Algr(S) es anillo por ser la interseccién de
un subanillo de S y un subcuerpo de L. En efecto, sea s € Algr(S) claramente s € S C Ly
existe g € R[X] C K[X] tal que g(s) = 0 por lo que s € Algx(L). Asi, tendremos Alggr(S) C
S N Algk(L). De otro lado, si s € S N Algx (L) existirdn n € N, a; € R, no todos nulos y
b; € R\ {0}, 0 <i < n, verificando

n

Z %sl =0,

i=0 "

por lo que multiplicando por b := ]! b; y denotando b; = b/b; € R:

i G,J);Sz =0.
=0

Tendremos de este modo s € Algr(S) y S N Algrx(L) C Algr(S). Aplicado a nuestro caso,
R =R[X]y K = R = R[[X]]. También se aprecia de forma sencilla que R[[X]]q4 es local. En
primer lugar, considerando el epimorfismo de R-dlgebras

eV R[[X]]alg — R
f — f(0)

concluimos que la contraccién a R[[X]]q;, del ideal maximal m, de las series en R[[X]] que se
anulan en 0, es decir, m§ = my N R[[X]]ay = ker(evy) es un ideal maximal. Veamos que
es el unico ideal maximal de R[[X]]44. Se considera una serie algebraica f ¢ m§, por lo que
f tiene inverso en R[[X]] que denotamos por g := f~! € R[[X]]. Como f es algebraica, sea
p € R[Xy,...,X,][T] no nulo de la forma

p( X1, X, T) = ag(X1,... . X)T + -+ a1 (X1, ..., Xo)T + ao(X1, ..., X,)

y verificando p(X7, ..., Xy, f(X)) en R[[X]]. Suponiendo que p es de grado minimo satisfaciendo
la propiedad indicada, tendremos que ag(X7,. .., X,) no es el polinomio nulo. De lo contrario,
tendriamos que

(aa(X)F(X)H 4+ ar (X)) f(X) =0,
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y como R[[X]] es dominio de integridad, o bien f = 0 lo que es imposible pues f ¢ m§, o bien
el polinomio de grado d — 1, ¢ := ag(X)T% ' +--- +a1(X), se anula en f en contradiccién con
la minimalidad de d. Finalmente, como tenemos la siguiente igualdad en R[[X]]:

ag(X) f(X)+ -+ ar(X) f(X) + ao(X) =0,
multiplicando por g¢ € R[[X]], tendremos el siguiente polinomio de grado d verificando:
ao(X)g"(X) + -+ + aa-19(X) + aa(X) =0

con ag(Xi,...,X,) #0en R[Xy,...,X,] vy g € R[[X]]aiy. Por ello, cualquier elemento f ¢ m§
serd una unidad y R[[X]]a4 serd un anillo local. Bastante més trabajo se requiere para probar
que R[[X1—p1,..., Xn—pPnllaig €s noetheriano. Para ello, es preciso demostrar antes la validez de
los Teoremas de Divisién y Preparacién de Weierstrass (véase la Subseccién B.2.2 del Apéndice
B) para el caso de las series algebraicas y una serie de lemas previos usando también el Lema
de Hensel. Nuestro siguiente objetivo es probar el siguiente Teorema que se va erigir como el
resultado fundamental de la seccién.

TEOREMA 2.2.5 (Versién Local del Teorema de Artin-Mazur). Seao € R[[ X7, ..., X, ]]alg
una serie de potencias formales algebraica sobre R[X1, ..., X,]. Entonces, existe una variedad
algebraica V- C A"T4(R), para algin d > 1, tal que
i) V es una variedad algebraica irreducible de dimension n.
it) Existe un punto p = (0,...,0,t,21,...,2q-1) € V que es un punto liso (i.e. regular).
iii) Sim: A"TYR) — A™(R) es la proyeccion que olvida las d 4iltimas coordenadas y si
consideramos la aplicacion polinomial
7y : V — A"(R),

entonces |y es étale en el punto p € V.. En particular, existe U C A™(R) un entorno
abierto semi-algebraico de 0 € A"(R) y una funcién s : U — A"T4(R) de clase €
y semi-algebraica, de tal modo que existe un abierto semi-algebraico U C A"t4(R) tal
que p € V y se tiene que
7T|U/QV NV —U
es un difeomorfismo semi-algebraico cuya inversa es precisamente
s:U—U'NV.

iv) Eziste una funcién polinomial f € R[V] tal que o es el desarrollo de Taylor en 0 €
A™(R) de la composicién f o s, es decir,
o=1(fos).

DEMOSTRACION. Denotemos por R[X]| = R[X1,..., X,] vy R[[X]] = R[[X3,...,X,]] para
simplificar la notacién. Tenemos un morfismo de R-dlgebras para o € R[[X]],
¢ : RIX][T] — R[[X]]

p(X,T) — p(X,o0)
Se trata de un morfismo de anillos cuya imagen es un subanillo de R[[X]]. Si o € R[[X]]aiy es
una serie algebraica sobre R[X] el siguiente es un ideal no nulo de R[X][T]:

ker(p) = Anngx 1)(0) := {p e RIX][T]: p(X,0) =0en R[[X]]}

Tendremos un isomorfismo con un subanillo de R[[X]] y R[[X]] es un dominio de integridad,
luego Anng|x)r)(o) es un ideal primo de R[X, T']. De otro lado, como se observa en la Subseccién
1.2.2 precedente, el ideal (0) es un ideal real de R[[X]] y, por tanto, Anng[x 7](v) es un ideal
real de R[X,T]. Escribamos p = ker(yp). Ahora observemos que tenemos una extensién de
dominios de integridad

(2.2.4)

R[X] — RX][T] /p

Pasamos a los respectivos cuerpos de fracciones y tenemos una extension finita (algebraica) de
cuerpos:

ROX) s g (RN )

M4s atin, sea W C R"™*! la variedad afin real de los ceros en p en A"TH(R): W := Vj(p). Por
el Nullstellensatz Real, I(W) = {/p = p, porque p es un ideal real, luego W C A" (R) es una
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variedad algebraica real irreducible. Ademads, R[W] = R[X][T]/p, con lo que tenemos que los
respectivos grados de trascendencia satisfacen (ver Corolario A.4.4 del Apéndice A.4):

grirg(R[W]) = grtrg(R(X)) = n.

En particular, W tiene dimensién n (y co-dimensién 1) en A"T1(R) y p € Spec(R[X][T]) es un
ideal primo real de altura 1. Como R[X][T] es un dominio de factorizacién tnica noetheriano,
entonces p es un ideal principal. Un “refuerzo” de esta idea es la clasica caracterizacion de
M. Nagata de los dominios noetherianos que son dominios de factorizacién unica (cf. Teorema
B.1.52). Consideremos ahora la clausura entera de R[I¥] en su cuerpo de fracciones. Por el
Teorema A.2.6, la clausura entera de A := R[W] en ¢f(R[W]) toma la forma:

Z = R[Xh...,Xn,T, Zl,...,ZZ,,l]/cI7

donde q° = ¢ NR[X4,..., X, T]) =p y q es un ideal primo en R[X1,..., X,,, T, Z1,..., Zp_1].
Pero ademas se tiene que
ACAC qf(RW]),

y por tanto, como R[WW] es un dominio de integridad formalmente real (esto es equivalente a que
su ideal (0) es real), el cuerpo de fracciones qf(R[W1]) es formalmente real, luego el ideal (0) de
A es también un ideal real. Esto implica que {Yq9=qyqe€Spec(R[X,T,Zy,...,Z,_1]) es un
ideal primo real. En particular, V := Vi (q) € A""? es una variedad algebraica, I(V) = &/q =g
y, por tanto, V es irreducible. Ademds, como A C A es entera, tenemos que

— dim(A) = dim(A)
— dim(V) = dim(W) = n.
— coht(q) =n, hi(q) =d.

El anillo de series de potencias formales R[[X]] es un dominio de factorizacién tnica por los
Teoremas de Weierstrass (ver Subseccién B.2.2 del Apéndice B). Los dominios de factoriza-
cién unica son anillos normales (i.e. integramente cerrados en su cuerpo de fracciones, cf.
[AtMc, 1969], por ejemplo). Ademads, tenemos un monomorfismo de R-dlgebras inducido por
¢ en (2.2.4) a través del Primer Teorema de Isomorffa, como A es la clausura entera de A en su
cuerpo de fracciones podemos encontrar ¢ : R[V] — R[[X]] tal que el siguiente diagrama sea
conmutativo (véase Proposicién A.2.3 del Apéndice A):

R[W] —Z— R[[X]]

(2.2.5) J %

R[V]

Donde i es la inclusién, @ es el isomorfismo inducido por ¢ (de la Identidad (2.2.4)) a través del
Primer Teorema de Isomorfia y 1) satisface que el anterior diagrama conmuta. Pero, ademas,
tenemos la “evaluacién en 0” de las series de potencias formales en R[[X]] (es decir, tomar la
clase residual médulo el ideal maximal mg = (X7, ..., X)) de R[[X]]). Esto induce un morfismo
a partir de ¢ : R[V] — R[[X]] ¥ evo : R[[X]] — R de la forma

evgop : R[V] — R.
Tomando el ideal n = (evg o 1) ~1((0)) tenemos un ideal real y primo de R[V] que, ademas,
es maximal por el Primer Teorema de Isomorfia. Entonces, por la Proposicién 1.2.9 de la

Subseccién 1.2.3 precedente, existe un punto p = (0,...,0,¢,21,...,24-1) € V tal que n es el
ideal maximal asociado al punto p en R[V], es decir,

n=m,={f €R[V]: f(p)=0}.

Pasemos a la localizacién de R[V] en m,, que coincide con el anillo local R(V'), y tenemos que
m, = m§, donde my = (X1,...,X,,) en R[[Xq,..., X,]]. Tenemos asi inducido un morfismo de
R-algebras que es, ademés, un morfismo local de anillos locales

byt R(V)y — R[[X1, ..., Xn]].
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Como R[[X1, ..., X,]] es completo, podemos extender 1), al completado de R(V'), y considerar
un morfismo local de R-dlgebras entre anillos locales equi-caracteristicos

Pp R(V)p — R[[X1,..., X,]].
Nétese que como p = (0,...,0,t,21,...,24—1) tenemos también un morfismo local entre
(226) A R[Xl, e 7Xn](X1,.H,Xn) — R[V]p = R(V)p,
que es simplemente la inclusién de anillos. En consecuencia, podemos extender a los completa-

dos

—

A R[X, o Xl = RX L Xl ik, x,) — B(V)

de tal modo que A es uniformemente continua y

Aflg)=1Fflg  Vf,geR[Xy,...,Xy], g(0) #0.

Finalmente, observamos que

p

En particular, @Zp es un epimorfismo de anillos. Ahora retomamos el Zariski Main Theorem en
su versién para anillos locales. Como R[V] es un anillo normal, también su localizaciéon R[V ]y,
es un anillo normal (ver [AtMc, 1969]). El Teorema Principal de Zariski (véase Teorema
B.1.32) afirma que si el anillo local R(V), es un anillo integramente cerrado en su cuerpo de

—_—
fracciones, entonces, su completado R(V)p es también un dominio normal y noetheriano de la

—

misma dimensién que R(V),. En particular, R(V),, es dominio de integridad, satisfaciendo:

) ﬁp : Wp — R[[X1,...,X,]] es epimorfismo de R-dlgebras locales.
e Las dimensiones satisfacen

dim(R(V),) = dim(R(V),) = n = dimR[[X, ..., X,]

—

e R(V), es dominio de integridad.

Sia= ker(qu), entonces a serfa un ideal primo de R(V) , porque

R(V)p/a > R[[X1,....X,]],

y R[[X1,...,X,]] es dominio de integridad. Como 7?(?)]0 es un anillo local noetheriano de
dimensién n, concluirfamos si a # (0)

—

n = dim(R(V),) > n + coht(a)

porque a es primo. Pero eso no es posible si a # (0) luego a = (0) y 12);, es un isomor-
fismo. Notese, finalmente, que podemos considerar la proyeccién que olvida las d ultimas
coordenadas 7 : A"*4(R) — A"™(R) y consideremos |y : V. — A"(R). Observamos que
(mlv)* : R[Xy,...,X,] — R[V] puede extenderse a las localizaciones (porque m(p) = 0 =
(0,...,0) € A™(R)), que denotaremos del modo siguiente

(ﬂ\v); TRIX, L X () — RV]m, = R(V),.

Observamos, ademas, que es morfismo local y, por tanto, uniformemente continua para las
respectivas topologias ddicas de anillos locales, con lo que admite una extensién a los respectivos
completados

(7T|V)O : R[[X]] — R(V)p.
De hecho, podemos verificar que (7|y)§ = A, donde A es la inclusién antes descrita en la

Identidad (2.2.6). En particular, como vimos entonces

%

zZp o\ = zzp o (7T|v)0 = ldg(x,,...,x.])-

Ahora, como 1), es un isomorfismo, concluimos las igualdades:

*

W)t =X = (nlv),
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Pero 0 € A"(R) es un punto regular y {Zz\p es un isomorfismo. Entonces, por la Proposicién 2.2.3
precedente, p € V es también un punto liso. Del mismo modo (7]v)§ = R[[X1,..., Xy,]] —

—

R(V), es un isomorfismo. Resumiendo:

e R(V)p es un anillo local regular, ergo p es regular.

o (7T|V)O : R@R))O — 7?(7)11 es un isomorfismo de anillos locales regulares com-
pletos.

Ademas, por la Proposicién 2.2.3 precedente
wly : V—R"

es un isomorfismo “étale” en el punto liso p € V. Luego por la Proposicién 2.2.1 concluimos que
existen dos abiertos semi-algebraicos U C A"TP(R), U’ C A™(R) talesque pe UNV,0€ U’y
una funcién de clase ¢

s: U —UNV

que es difeomorfismo semi-algebraico entre dos subvariedades diferenciables afines satisfaciendo

s = (W‘UOV)
Finalmente, retomamos el morfismo ¢ : R[V] — R[[X]] descrito en (2.2.5). Sea f = T+I1(V) €
R[V] la clase de la variable T médulo I(V). Por construccién, ¢(f) = o € R[[X]]. Si ahora
h € R[V] es una funcién polinomial sobre R[V], ¢, (h) es el desarrollo de Taylor de h o s en

el origen. En efecto, teniendo en cuenta las anteriores afirmaciones, consideremos el siguiente
diagrama:

R[V] ——— R(V), —~— R[[X]]
(Wl‘/)ﬂ Js*
R[A"(R)]

Observamos que para h € R[V], {/;p(h) € R[[X]] es su desarrollo en serie de Taylor. Por otro
lado, por lo antedicho, la aplicacién s: U’ — U NV es la inversa de m|y en un entorno U’ de
0 € A"(R), con lo que considerando las aplicaciones duales tendremos que

Up(h) = (B o (xlv)*) (57 () = (p o (n|v)*) (h o s) € R[[X]],

y concluimos asi que ﬁp coincide con el desarrollo de Taylor de hos: U’ C A"(R) — R en un
entorno U’ de 0 € A"(R).

g
Como consecuencia inmediata del resultado anterior tenemos el siguiente corolario:
COROLARIO 2.2.6. Sea o € R[[X1,...,X,]]aig una serie de potencias algebraica sobre R[X1, ...,
X,). Entonces, o es una serie de potencias formales convergente, esto es, 0 € R{Xy,..., X, }.

Mads aiin, existe un abierto U C A™(R) que podemos considerar semi-algebraico (vgr. una bola
abierta) tal que 0 € U C A™(R) y existe una funcidn analitica real s : U — R tal que

i) o =19(s) es el desarrollo de Taylor de s en el origen.
it) Mds ain, se puede elegir U C A™(R) abierto en 0 € U tal que Vo € U

o(x) = s(x).

DEMOSTRACION. Lo que haremos ser revisar la demostraciéon del Teorema 2.2.5 precedente
con otra perspectiva. Comencemos considerando el ideal

p={fERXy,.... X0, T]: f(X1,...,Xn,0) =0 en R[[Xy,..., X,]]}-

Como se observa en la demostracion del Teorema 2.2.5, p es un ideal primo real y, adema4s,
p¢ =pNR[Xy,...,X,] =(0). En otro caso, si ¢ € p°, tendriamos que, por no depender de T,

G(X1, ., X 0) = q(X1seoo, Xn) = 0 en R[[Xy, ..., X,.]).
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Luego ¢ = 0 en R[Xy,...,X,] subanillo de R[[X{,...,X,]]. Como p¢ = 0, tenemos una
extensién de anillos entre dominios de integridad

R[Xy,..., X,] =R Xl s i),
q »—>q+I(W),

donde W = Vi (p) € A"TH(R) es la variedad algebraica real irreducible de dimensién n descrita
en la demostracién del Teorema 2.2.5 precedente. Consideramos ahora la normalizacién de
R[W]. Existirdn los siguientes elementos:

i) Un ideal primo real q en R[X7y,..., X,,T,Y1,...,Yq_1]
ii) Una variedad algebraica irreducible V = Vi (q) € A"T¢(R).
ili) La dimensién de Krull de V' es n, la altura de q es d.
iv) El anillo R[V] es un anillo normal y es la clausura entera de R[W] en su cuerpo de

fracciones.

En particular, tendremos que R[IW] es un subanillo de R[V] y tendremos una inclusién
it RIX1,...,Xn] — R[V].

Por otro lado, consideremos la proyeccién m : A"t4(R) — A"(R) que olvida las tltimas d
coordenadas. Consideramos la restriccién a V', 7|y, y tendremos inducido un morfismo natural
de R-algebras

(7lv)": R[X1,..., X,] — R[V].

Como puede facilmente observarse, dado que 7(X1,...,X,, T, Y1,...,Yy_1) = (X1,..., Xn),
(m]v)* es simplemente la inclusién ¢ antes considerada. Podemos considerar el punto p =
0,...,0,%,21,...,24—1) elegido en la demostracién del Teorema 2.2.5 precedente y sea m, =
{f € R[V] : f(p) = 0} el maximal asociado a p en R[V]. Como 7(p) = (0,...,0) (por
construccién) tenemos el morfismo local

(7lv)y =0+ RIX1,.. ., Xalix,,..x0) — R[V]m, = R(V),

De nuevo, i es la inclusién que asocia a cada cociente de polinomios f/g con denominador no
nulo en 0 la clase f/g + I(V)¢, donde

IV =IV)R[Xy,...,Xn, T, Y1,....Y4_1]p.

Como ig es un morfismo local de anillos locales admite extensién a los completados

o R[X1,..., Xa]] — R(V),,

y, de nuevo, ?0 es la inclusién. Pero el Teorema precedente prueba que ?0 es un isomorfismo vy,
por tanto, tenemos una identificacién

R[[X1,...,X.]] = R(V),-

—c — —

De hecho, {X1 +I(V) ,..., X, + I(V)e} es un sistema regular de pardmetros de R(V),,. Por
la Proposicién B.2.13, tenemos la situacién siguiente:
W _ R[Xl,. .. ,X,HT,H, A 7Yd_1]mp/

p €

I(V)
dondem, = (X1,...,X,,,T—t,Yi—2,...,Yq_1—24-1) esel maximalen R[ X4, ..., X,,, T, Y1,...,
Ya-1] al punto p = (0,...,0,¢,21,...,24-1). Por tanto, {Xy,..., X, } son parte de un sistema
regular de pardmetros de R[[X1,..., X,,, T — ¢, Y1 — 2z1,...,Yq_1 — 24—1]]. Supongamos que ese
sistema regular de pardmetros es

S = {Xl,...,Xn,Jl,...,O'd},

donde o1,...,04 pueden elegirse en I(V)¢, es decir, se verifica la siguiente afirmacién, cuya
prueba se deja para el final de la demostracion,

——€

AFIRMACION. Sea o € I(V) entonces existe f € I(V)® tal que

o+nl=f+n
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Denotamos por n, = m; el ideal maximal de R{[X1,...,Xn, T —t, Y1 — 21,..., Ya_1 — za—1]].
Y consideramos las clases de . mdédulo nf),
= 2 2 2 2
S ={X; +n, .., Xp + 05,01 +np,...,ad+np}.
Consideramos las expansiones de Taylor de cada serie o; en el punto p. Entonces,

0% (4 2% T - 1)+ 3 2P ) ) 02
< ox; VT ar <y, PN T P

Ok thlf, =ox(p) + (

1= j=

Como o; € n, (por ser el sistema regular de pardmetros) queda

n d—1
80’k aak 8ak
2 _ L 2R _ il L 2
vt = (L R 0X - GO 0+ L G005 ) 4
Esto conduce a la matriz jacobiana:
1d,, 0
(2.2.7) D(X1,...,Xn,01,...,04)(p) = Vpoi
VpO'd
donde para cada i, 1 <1i <d.
60’1' 80’1‘ 6@ 60’1' 60’1'
Vo = ey , —(p), ey
Ahora bien, .¥ es base del R espacio vectorial "7 / 2 sy solamente si la matriz jacobiana
q
D(Xy,...,Xp,01,...,04)(p) tiene rango n+d. Ahora bien por la forma de esa matriz (descrita
en (2.2.7)) esa matriz tiene rango n + d si y solamente si la submatriz siguiente tiene rango d:
61,0'1
D(Ula '70d)(p) = :
vpdd
donde p p p
- 0i 03 Ji
V,0; = (== (p), ey
Ahora observamos que, por la Afirmacién anterior, o1, ...,04 € R[Xq,..., X, T,Y1,...,Yq 1]m,
es una familia de cocientes de dos polinomios cuyo denominador no se anula en p. Y tenemos:
e 01(0,...,0,t,21,...,24-1) =+ =04(0,...,0,t,21,...,24-1) = 0.

e 0; es analitica en un entorno U; C A”*d(R), 1 <i<d, tal que p € U;. Consideramos
el abierto no vacio U := ﬂ?zl U;.
e La matriz jacobiana D(a1,...,04)(p) tiene rango d.
Por el Teorema de la Funcién Implicita para funciones analiticas reales (Corolario B.2.4) existird
una aplicacién analiticas : U C A"(R) — A%(R) tal que U’ es un entorno abierto de 0 € A" (R)
y el grafo de 5 viene dado por

GT(@) = {(xvtvy) € U/ X Ad(R) : Jl(xatvy) == O—d(xatvy) = 0}
Retomemos ahora la funcién de clase €°°, s : U — U NV, anunciada en el Teorema 2.2.5
como s = (7|ynr) !, Definiendo la funcién,
5: U CA'(R) —» AmH(R)
(X1,...,Xn) — (X1,..., X0, 51(X),...,54(X)),
donde 3 = (51, ...,54) son las componentes de la funcién 3, veamos que, de hecho, se satisface

s = 5. Para ello notemos que las funciones o; € I(V)€ por lo que V C Gr(3) = §(ﬁl), Y,

eventualmente, V = §(ﬁ') por tener la misma dimensién. Asi, s es un difeomorfismo sobre su
imagen y en el abierto U NV C Im(8) tendremos, de forma obvia a partir de la definicién de &,
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la igualdad 7|yny = 87 1|ynu, concluyendo que s = 3]y.

Ahora, en vistas de la parte final de la demostracién del Teorema 2.2.5 precedente, eligiendo el
polinomio f =T + I(V) € R[V], el desarrollo de Taylor de f os en 0 € A"(R) coincide con o.
Pero, dada la igualdad previamente probada, se tendrd fos = fos=73; en U, y habremos
concluido que

70 (51) =0.
Por tanto, 0 € R{Xji,...,X,} v o coincide con 5; (analitica) en un entorno abierto de
0 € A"(R), en el que podremos elegir una bola abierta y, por tanto, semi-algebraico.

——€

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sea o € I(V) veamos que existe f € I(V) tal que:
o+nl=f+n
La razén es que sin, es el ideal maximal de A := R[[Xy,..., X, T—t,...,Yg_1—21,...,Yq_1—
zd—1]]- El graduado de A es
an(A) == Gm; (R[Xl, NN 7AXn,T - t, ey Yd_1 T Ry ey Yd_1 — Zd—l]mp)
Luego
Ny - .
/n% /(mp)2

—€

Ahora si ¢ € I(V) entonces en el limite de una sucesién {f,} € I(V)° con respecto a la
topologia n,-ddica. Pero, entonces, con o € n, y {f} C n,, existe N € N tal que
a—f—ni:fn—i—ni Vn > N.
Elijjamos f = fn y tenemos la afirmacién. Ahora, si {o1,...,04} son tales que {X1,...,X,, 01,
...,04} forman parte de un sistema regular de pardmetros de A es porque las clases
{X, +n1277...,Xn+n127701 —&—n?,,...,ad—i—ng}

son R-linealmente independientes en ™» / n2- Eligiendo f; € I(V)¢ tal que f; + nf, =0; + nf)
también seran linealmente independientes sobre R

{(Xi4n), . Xo+mp frdns, o fatmp} S/ 0

P

Entonces {X1,..., X, f1,..., fa} son también un sistema regular de pardmetros de A. O

2.3. Equivalencia entre funciones de Nash y funciones semi-algebraicas
infinitamente diferenciables.

Lo que viene ahora es la prueba de la equivalencia entre funciones semi-algebraicas de clase
€ definidas en un abierto semi-algebraico y las funciones analiticas algebraicas sobre los
polinomios.

DEFINICION 15. Sea U C R™ un abierto f : U — R una funcién analitica. Diremos que f es
analitico-algebraica (o funcién de Nash) si existe un polinomio no trivial p € R[X1,..., X,,T]
tal que

p(x1, ... 2, f(21,...,2,)) =0, V(x1,...,2,) € U.
Se suele denotar por N (U) al conjunto de las funciones de Nash definidas en un abierto U C R™.

Se ofrecen una serie de ejemplos de funciones de Nash y no de Nash a modo de aclaracion:

i) Un ejemplo de funcién de Nash puede ser la funcién f : R — R dada por f(X) :=
Y1+ X8/(X6 +1). Claramente f es algebraica pues, Vo € R, q(x, f(z)) = 0 donde:

(X, T) :=T"(X" +1) — (X®+1) en R[X][T].

Para ver que f es analitica nos valdremos del Teorema de la Aplicacién Implicita para
funciones analiticas reales (véase Corolario B.2.4) del siguiente modo: sea z € Ry
t € R tal que g(z,t) = 0, tenemos que

Jq

a—T(x, t) = 15t" (215 + 1) # 0.
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Pues, de hecho, si la expresiéon anterior fuera nula, como z' +1 > 0 Vz € R,
tendrfamos que t = 0, pero esto es imposible pues por hipétesis ¢(z,t) =0y 28 +1 >
1 Vx € R. Dado que ¢ es un polinomio y, por ende, analitico, aplicando el teorema
mencionado, concluimos que para cualquier zo € R existe un abierto U, C R con
x € Uy, tal que existe ¢ : U, — R analitica verificando que g(z, p(z)) =0, Va € U,
donde f(x) = ¢(x). Concluimos asi que f es una funcién analitica real.

ii) Usando los mismos argumentos y sin mayor esfuerzo, es claro que el cldsico ejemplo
g : R — R donde g(X) := 1+ X2 es una funcién de Nash.

iii) Por otro lado, una funcién que no es Nash es, por ejemplo, h(z) := sinz. En efecto, si
Gr(h) fuese algebraico en A%(R) tendrfamos que su interseccién con la recta {Y = 0}
deberia ser algebraico sobre R, esto es, o bien todo R, o bien un numero finito de
puntos, lo que es imposible. De esta forma, concluimos que Gr(h) no es algebraico y,
por ende, h no es algebraica y tampoco Nash.

Es claro que si U es un abierto conexo, N (U) es un dominio de integridad que contiene a los
polinomios R[X7, ..., X,] como subanillo. Nuestro objetivo es probar el siguiente resultado:

TEOREMA 2.3.1. Sea U C R"™ un abierto semi-algebraico, entonces tenemos la siguiente igualdad
de anillos

¢ (U)=N(U).
En otras palabras, para cualquier funcion f: U — R son equivalentes:
i) f es una funcién semi-algebraica de clase €.

i) f:U — R es una funcion analitica y algebraica sobre R[ X1, ..., X,].

DEMOSTRACION. %) = 1) Para demostrar una de las implicaciones, sea ¢ : U — R una
funcién semi-algebraica de clase €°°, donde U C R"™ es un semi-algebraico. Consideramos la
clausura Zariski del grafo Gr(yp)

V =Gr(p) CR"!

Tal y como se vio en la Subseccién 1.3.1, la dimensién de Krull de V es igual a la dimensién de
Gr(y) como semi-algebraico y, por tanto,

dim(V) = dim(Gr(y)) = dim(U) = n,
porque U C R™ es un abierto (y el item v de la Proposicién 1.3.9). Por tanto, V C R**! y ha

de existir p € R[X7,...,X,,T] tal que ¢ no es nulo ni constante y p|yy = 0. Pero entonces, p
se anula sobre Gr(y) y, en particular,
(2.3.1) P(x1, . T, (21, .., 20)) =0, V(z1,...,2,) € U.

Como U es abierto en R™, la igualdad (2.3.1) implica que para cada & € U, el desarrollo de
Taylor de ¢ en € ha de satisfacer

p(X1,..., X5, Te(9)) =0, en R[[X; — &,..., X, — &)

Por tanto, 7¢(¢) € R[[X1 — &1,..., Xn — &nllatg ¥, por lo discutido en resultados precedentes,
Te(p) € R{X1 — &, ..., X,, — &, } es una serie convergente en un entorno de { € U. En parti-
cular, ¢ serd analitica en un entorno de £ € R™ y esto es valido para todo £ € U. Por tanto,
f : U — R es una funcién analitica. La Identidad (2.3.1) nos prueba también que es una
funcién algebraica, con lo que tenemos probada la implicacién i) = ii).

11) = 1) Lo tnico que nos queda para probar esta implicacién es probar que si p : U — R es
una funcién analitica, algebraica sobre el anillo de polinomios, con U C R™, entonces Gr(y) es
un conjunto semi-algebraico. Como ¢ es una funcién analitica y algebraica, podemos garantizar
que ¢ es continua y que existe una hiper-superficie V4 (f) € R"*! tal que:

Gr(p) € Va(f) N (U xR).

Con f € R[Xy,...,X,,T]. Construyamos un salchichonaje del polinomio f tal y como se vio
en la Seccién 1.3. Entonces, tenemos una particién de R™ en semi-algebraicos disjuntos dos a
dos, es decir, se tiene:

(2.3.2) R" =By U---UB,.
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Podemos considerar, sin pérdida de la generalidad, r < s tal que B} := B; N U # ) para cada
1 < <r. Asi que tenemos una particién de U como unién de semi-algebraicos disjuntos:

(2.3.3) U=BjU---UB.

Sobre cada elemento de la particién (2.3.2) tenemos una familia de funciones semi-algebraicas
continuas:

gi,la e 7§’i,ti : BZ — R7

tales que

(a) Yo € By, & j(x) <& j+1(x), Vj,conl<j<t —1

(b) Para cada x € By, el signo de f(z,t), con t € R, depende solamente del signo de

t—=&ij(z).

Consideremos ahora la descomposicién de U dada en (2.3.3) y las restricciones & ; := & ;.
Finalmente, como las componentes conexas de los conjuntos semi-algebraicos son también semi-
algebraicos, podemos refinar la descomposicién (2.3.3) y obtener una nueva descomposicién
como unién disjunta de semi-algebraicos conexos:

(2.3.4) U=A U---UA,,.

Ademds, existira, salvo reordenacién de los subindices, p < m, de manera que para cada
1 e€{1,...,m} tendremos unas funciones semi-algebraicas continuas:

k15 Phty P Ar — R,

dadas mediante:
Si Ay es componente conexa de Bj, entonces ty, =t; ¥ @ik = (§Z’-7k)|,4k.
Las funciones {¢g; : 1 <k <p, 1 < j <t} satisfacen las propiedades (a) y (b) anteriores
con respecto a la descomposicién (2.3.4), es decir,
(a) Para cada x € Ay, ¢p;(x) < pij+1(x), Vjcon 1 < j <t — 1.
(b) Para cada x € Ay, y para cada t € R, el signo de f(z,t) sélo depende de los
signos (€1, ..., €, ) € {>,=, <}'* que satisfacen:

{t—pij(@)e0: 1< <t}

Por otra parte, para cada k € {p+ 1,...,m} el signo de ¢ se mantendra constante. Ahora,
consideremos la restriccién de ¢ a Ay cuando k € {1,...,p} y el grafo Gr(p|a,). Como Ay, es
conexo, Gr(p|a, ) es un conjunto conexo. Ademsds, los siguientes conjuntos son conexos:

(700,51671) = {(x,t) CALXxR: —c0o<t< fk,l((ﬂ)} C A x R,
1<j<ty—1 (&hjiéhjrr) = {(z,t) € Ap xR & (x) <t <&jri(z)} C Ap xR,
(Ekoty, +00) = {(2,t) € A x R: &y <t < —00} C Ap x R.
Nétese que cada uno de esos conjuntos es abierto en A, x R. Por su parte Gr(p|a,) es un
conexo cerrado. Ahora bien, si z € A, y f(z,Y) no es el polinomio idénticamente nulo,
{f(z,Y) = 0} no puede intersecar ninguno de los tres tipos de conjuntos anteriores (porque

f(z,Y) € R[Y]\ {0} sélo tiene un nimero finito de raices en R). Nétese también que, de hecho
se verifica la igualdad:

{QE U: f(z,Y) ;éOenR[Y]} = U Ay
k=1

Larazén es quesi f(z,Y) = 0, el signo de f(z,t) estd inicamente determinado para cada t. Més
ain, veremos mas adelante que | J;_; Ay es un conjunto denso en U para la topologia usual. Por
el momento, sea k con 1 < k < p, ha de existir j(k) € {1,...,tx} tal que Gr(¢|a,) = Gr (& jx))-
La razén es que si 1 < k < p, entonces, por lo antedicho, f(z,Y) solo podrd tener un niimero
finito de raices y

Gr(pla,) N (=00, &k1) =0,
l<j<tp—1 Gr(ela,) N (Ekjs &k jr1) =0,
Gr(ela,) N (Ek,t,, +00) = 0.



46 2. FUNCIONES DE NASH.

Como el signo de f en los puntos de Gr(y|a,) es constante, concluimos que para cada k,
1 <k <p, se tiene
tk

Gr(ela) = |J (Griges) nGrigla,)).
j=1
Esa es una descomposicién como unién finita de cerrados, y disjuntos, del conjunto conexo
Gr(p|a, ) por lo que ha de coincidir con alguno de ellos. En conclusién, para cada k, 1 < k < p,
existe un dnico j(k), 1 < j(k) < tx, tal que se tiene

Gr(pla,) = Gr&,jr))-

En particular, si A = J;_, Ak, tenemos que el grafo de ¢ restringido a A es una unién finita
de semi-algebraicos:

Gr(pla) = U Gr(Er,j(k))-

k=1
Por tanto, Gr(|a) es un conjunto semi-algebraico. Consideramos ahora el polinomio:

f(X7T) :gd(X17"'7Xn)Td+“'+90(—X17"'an)

donde ¢g4(X1,...,X,) € R[Xq,...,X,]\{0} es un polinomio no nulo. Consideremos el conjunto
abierto semi-algebraico siguiente:

d
U= J{zeU: g(a) #0},

r=0
y su complementario:
U \ Ul = VA(gﬂh e 790)7

que es un conjunto algebraico. Tomando g = g3 + --- + g5 € R[X1,..., X,] \ {0} podemos
concluir que

Ulz{xEU:g(x);éO}gU

es un abierto en U. Ademds, su complementario tiene dimensién menor o igual que n — 1y es
una subvariedad algebraica propia de U. Entonces, si U; es la clausura de U; en la topologia
usual de R™, se tendra

UynU =1,
es decir, Uy es denso en U. Pero, observamos que

Up={zeU: f(z,Y)+#0}, como polinomio en R[Y].

Por tanto, A = U; y Gr(p|y,) es semi-algebraico. Tenemos la clausura de Gr(p|y,) € R**!
que es semi-algebraico y consideramos el conjunto semi-algebraico

Gr(elu,) N (U xR)
Concluimos la prueba con la siguiente afirmacién:

AFIRMACION.

Gr(elu,) N (U xR) = Gr(p)

Gr(yp) serd un conjunto semi-algebraico con lo que ¢ serd una funcion semi-algebraica de clase
E> sobre U, i.e. p € €°(U) y se termina la prueba del enunciado.

DEMOSTRACION DE LA AFIRMACION. Sean (x,y) € Gr(e|y,) N (U x R). Entonces, existen
{zn} C Uj tales que (zn, 0(xn)) € Gr(o|u,)

(,9) = T, o())-
Como ¢ : U — R es continua y = € U, entonces
y = ¢(z) = lim(p(z,))

por cuanto Gr(p|y, ) N (U xR) C Gr(y). Para acabar veamos que Gr(y) C (U xR)NGr(p|uy,).
Como Gr(y) C U x R solo queda ver que Gr(p) C Gr(y|y,). Sea (x,y) € Gr(y), entonces
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xz €U ey = p(x). Dado que U es denso en U existe (x,,) C U; tal que lim,, x,, = z, con lo
que si definimos (zy,, yn) := (Tn, p(Tn)) € Gr(v|y,) y teniendo en cuenta que ¢ es continua
(2, yn) = (ima,, limez,)) = o(z, e(lim(z,))) = (2, () = (2, y).

Concluyendo asi que Gr(p) C Gr(p|u,). O






Part 2

Apéndices del TFG.






APENDICE A

Dimensién de Krull, Extensiones Enteras y Normalizacion
de Noether.

Indice
A.1. Dimensiéon de Krull. 51
A.1.1. Dimensién de Krull en espacios topolégicos, anillos y médulos. 51
A.2. Extensiones Enteras de Anillos. 53
A.2.1. Normalizacién de Serre. 53
A.3. Teoremas de ascenso y descenso. Going-Up y Going-Down. 54
A.3.1. Going-Up. 54
A.3.2. Going-Down. 54
A.4. Sobre el grado de trascendencia. 55
A.5. El Lema de Normalizacion de Noether. 57
A.5.1. Extensiones Enteras, Normalizacién de Noether y Dimensién de Krull. 58

Esta seccién del apéndice se dedicarda a incluir una serie de resultados clasicos de Algebra
Conmutativa necesarios para seguir correctamente el cuerpo principal de este trabajo. Este
material se podrd conseguir de forma ampliada en [AtMc, 1969], [Mat, 1980] y [Ma, 1989].
Muy en particular se seguird la exposicién de [Pardo, 2024].

A.1. Dimension de Krull.

Gran parte de los resultados que aqui se exponen son debidos a W. Krull, quien estudié bajo
la direccién e influencia de F. Klein y E. Noether en Gottingen. En su trabajo [Krull, 1928],
introdujo la nocién de dimensién de anillo noetheriano lo cual desembocé en el enunciado del
Teorema del Ideal Principal, influenciando posteriormente a otros geémetras como C. Chevalley
y O. Zariski que continuaran su obra. Junto con otros trabajos, W. Krull fue el responsable de
la consolidacién del Algebra Conmutativa como nueva rama del conocimiento matematico.

A.1.1. Dimension de Krull en espacios topolégicos, anillos y médulos. La nocién
de dimensién que vamos a desarrollar se adapta a espacios topoldgicos neotherianos y se basa
en un concepto intuitivamente muy simple, como son las cadenas de irreducibles.

DEFINICION 16. Sea (X,T) un espacio topoldgico. Llamaremos dimensién de Krull de X al
mdximo de las longitudes de cadenas de irreducibles de X, es decir, el mdximo de los niumeros
naturales n € N tales que existen:

PCVocViC---CV, CX
donde Vg, ..., V, son cerrados irreducibles de X.

EJEmpLo A.1.1. e Para un conjunto algebraico V' C K", su dimension de Krull es el
maximo de las longitudes de cadenas de conjuntos algebraicos irreducibles contenidos
en V.
e Dado un cerrado V' C Spec(A), llamaremos dimensién de Krull de V al méximo de
las longitudes de cadenas de irreducibles contenidos en V. En este caso, podemos
encontrar cerrados de dimension 1 formado por un conjunto finito de puntos.

DEFINICION 17 (Dimensién de Krull en anillos y médulos). Llamaremos dimensidn de
Krull de un anillo R a la dimension de Krull de Spec(R) y lo denotaremos mediante dimg, (R).
Llamaremos dimension de Krull de un R-mddulo M a la dimension de Krull de su soporte
Supp(M) y lo denotaremos por dimg,(M).
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DEFINICION 18. Sea R un anillo y p un ideal primo de R.

i) Llamaremos altura de p al mdzimo de las longitudes de cadenas de ideales primos de
R contenidos en p, esto es, el mdzimo de los nimeros naturales n € N tales que existe:

PSP S CprCh

donde po, ..., pn son ideales primos de R. Lo denotaremos por hit(p)

1) Llamaremos coaltura de p al mdximo de las longitudes de cadenas de ideales primos
de R que contienen a p, esto es, el mdzimo de los nimeros naturales n € N tales que
existe:

PCpPoCP S-S

donde po, ..., n son ideales primos de R. Lo denotaremos por coht(p).
PROPOSICION A.1.2. Sea R un anillo. Se tiene:
i)
dimgk, (R) = max{ht(p) : p € Spec(R)} = max{ht(m): m € MaxSpec(R)}.
i)
dimg, (R) = max{coht(p) : p € Spec(R)}
iii) Si A es noetheriano,
dimg, (R) = max{coht(p) : p € Ass(R)}

DEFINICION 19. Sea a un ideal de un anillo R.

i) Llamaremos altura del ideal a al infimo de las alturas de los ideales primos que con-
tienen a a. Lo denotaremos por ht(a).

1) Llamaremos coaltura del ideal a al mdzimo de las coalturas de los ideales primos que
contienen al ideal a. Lo denotaremos por coht(a).

En ocasiones a la altura de la denomina codimension, mientras que a la coaltura se la denomina
dimension del ideal.

PROPOSICION A.1.3. Sea R un anillo, a un ideal de E, p un ideal primo de R. Se tienen las
stguientes desigualdades:

dimg,(R/a) = coht(a),
dimg, (Ry) = ht(p),
ht(a) 4+ coht(a) < dimg,(R)

PROPOSICION A.1.4. Si R es un anillo noetheriano y M es un R-mdédulo finitamente generado,
se tiene:

dimg, (M) = dimg, (R/Anng(M)) = coht(Anng(M)).

EJEmpLO A.1.5. e Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado y V' C K" es una una
variedad algebraica, se tiene:

dimg, (V) = dimg, (K[V]) = coht(I(V)),

donde la primera es la dimensiéon de Krull de V' como espacio topoldgico con la
topologia de Zariski y la segunda es la dimensién como anillo.

e Obsérvese que en cuerpos finitos, la dimensién de toda variedad algebraica V' C K™
es 0, mientras que los ideales pueden tener distintas alturas.

e Los dominios de ideales principales son anillos noetherianos cuya dimension de Krull
es igual a 1. El reciproco no es cierto. Baste considerar el anillo C[X,Y]/(X? + Y?)
que es un anillo noetheriano de dimensién de Krull igual a 1, pero el maximal definido
por las clases de X, Y no es principal.
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A.2. Extensiones Enteras de Anillos.

DEFINICION 20 (Extensién enteras de anillos). Dada una extension de anillos R C R/,
un elemento © € R’ se dice entero sobre R si wverifica una ecuacion polinomial mdnica con
coeficientes en R. Una extension R C R’ se dice entera si todos los elementos de R’ son enteros
sobre R.

Dado un R-médulo M, para cada elemento a € R consideramos la homotecia definida por a
como el morfismo de R-mdédulos siguientes:

Na: M — M
m —> am

DEFINICION 21 (Médulo Fiel). Un R-mddulo se dice fiel si para cualesquiera dos elementos
a,b € R, cona # b, las homotecias verifican n, # ny. En otras palabras la aplicacion que asocia
a cada a € R la homotecia 0, € Endr(M) = Hompr(M, M) es inyectiva.

PROPOSICION A.2.1. Las siguientes propiedades son equivalentes para una extension de anillos
RCR:
i) Un elemento x € R’ es entero sobre R.
it) La R-dlgebra R[z] es un R-mddulo finitamente generado.
iii) La R-dlgebra R[x] estd contenida en un subanillo B de R’ tal que B es un R-mddulo
finitamente generado.
iv) Existe un R[X]-mddulo fiel M que es de generacion finita como R-mddulo.

COROLARIO A.2.2 (Clausura Entera). Dada una extension de anillos R C R', los elementos
de R’ que son enteros sobre R forman un subanillo R de R’ llamado clausura entera de R en
R.

DEFINICION 22 (Dominios Normales). Sea R un dominio de integridad y K = qf(R) su
cuerpo de fracciones. Diremos que R es integramente cerrado en su cuerpo de fracciones o

normal si para cualquier ¢ € K, tal que existe un polinomio mdnico f € R[X] wverificando
f(¢) =0, entonces ¢ € R.

El siguiente resultado podra encontrarse en [ZarSam, 1960]:

PROPOSICION A.2.3. Sea A la clausura entera de un dominio de integridad A y f : A — B un
morfismo de anillos inyectivo de A en un anillo integramente cerrado en su cuerpo de fracciones
o normal, B. Existe un tinico morfismo de anillos f : A — B tal que fla = f.

COROLARIO A.2.4 (Transitividad). Dadas extensiones de anillos R C R’ C R”, si R es
entero sobre R y R" es entero sobre R', entonces R” es entero sobre R. En particular, la
clausura entera de R en R’ es integramente cerrado en R'.

PROPOSICION A.2.5. Dada una extension entera de anillos R C R'. Se tiene:

e Sib esun ideal de R', R'/b es entero sobre R/b°.
o Si S es un subconjunto multiplicativamente cerrado de R, entonces S™'R’' es entero
sobre ST'R.

A.2.1. Normalizacién de Serre.

DEFINICION 23. Sea A un dominio de integridad y K = qf(A). Llamaremos normalizado de
A, que denotaremos por A, a la clausura entera de A en su cuerpo de fracciones.

Noétese que el normalizado de A es el menor subanillo de K que contiene a A y que es
integramente cerrado en K. Tendremos que

ACACK.
Un resultado cldsico en [Serre, 2000] afirma lo siguiente:

TEOREMA A.2.6. Sea K un cuerpo, A una K-dlgebra finitamente generada y dominio de inte-
gridad. Sea L = qf(A) el cuerpo de fracciones de A y sea A la clausura entera de A en L.

Entonces, A es una A-dlgebra finitamente generada.
En términos mds explicitos, si A es una K-dlgebra finitamente generada y A es dominio de
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integridad, entonces existe un anillo de polinomios con coeficientes en K (K[X1,...,X,]) y
existe un ideal primo p € Spec(K[X1,...,X,]) tales que

A= [ 1 ) ]/p’

Con las notaciones precedentes existen nuevas variables {Z1,...,Z,} sobre K y un ideal primo
q € Spec(K[X1,...,Xn, Z1,...,2Zp)) tal que

i) q::qOK[Xl,...,Xn] =p.

it) A es isomorfo a

K[Xl,...,Xn,Zl,...,Zp]/q

i4i) El cuerpo de fracciones de los dominios A y A coinciden. En particular, dim(A) =

dim(A) y los Teoremas de Ascenso y de Descenso (Seccion A.3 posterior) se satisfacen
en la extension de anillos A C A.

A.3. Teoremas de ascenso y descenso. Going-Up y Going-Down.

A.3.1. Going-Up.

PROPOSICION A.3.1. Sea R C R’ una extensién entera de dominios de integridad. Entonces
R’ es un cuerpo si y solamente si R es un cuerpo. En particular, si q es un ideal primo de R’,
su contraccion p := q° es mazimal en R si y solamente si q es mazimal en R'.

COROLARIO A.3.2. Sea R C R’ una extensidn entera de anillos. Entonces, no hay relacidn de
inclusion propia entre ideales primos de R’ que se contraen sobre el mismo ideal primo R.

COROLARIO A.3.3. Sea R C R’ una extension entera de anillos y ¢ : Spec(R') — Spec(R) la
aplicacion continua dada por la contraccion de ideales. Entonces:
e 0 es suprayectiva
e o(MaxSpec(R')) € MaxSpec(R) y la siguiente aplicacidn estd bien definida y es
suprayectiva:

OMaxSpec(r') : MaxSpec(R') — MaxSpec(R).
Se puede incluir también una interpretacién geométrica.

COROLARIO A.34. Sea ¢ : V. — W un morfismo de variedades algebraicas dominante (i.e.
©* : K[W] — K[V] es inyectiva). Entonces, si la extension K[W] C K[V] es entera, ¢ es
suprayectiva.

TEOREMA A.3.5 (Going-Up). Sea R C R’ una extension entera de anillos. Sean dadas:
e Una cadena ascendente de ideales primos de R:
p1 S p2 C--- Cpy,
e Una cadena ascendente de ideales primos de R':
g1 €92 C -+ C Qs

De tal modo que n > m y qf = p,;, para cada i, 1 < i < m. Entonces, eziste una cadena
ascendente de ideales primos de R’:

Gm € dm+1 € Gmy2 € - € dn,
tales que qf = p; para cada i, m+1 <i < n.
A.3.2. Going-Down.

PROPOSICION A.3.6. Sea R C R’ una extension de anillos, R la clausura entera de R en R’ y

S un sistema multiplicativamente cerrado de R. Entonces, S™'R es la clausura entera de S™'R
en STIR'.

De la proposicién anterior se deduce que la condicién de “normalidad” en dominios de integri-
dad, tal y como se vio en la Definicién 22, es una propiedad local.

TEOREMA A.3.7 (Going-Down). Sea R C R’ una extension entera de anillo. Sean dadas:
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e Una cadena descendente de ideales primos de R:

pr2p2 2 2P,

e Una cadena descendente de ideales primos de R’ :
g1 2922 2 qm,

De tal modo que n > m y qf = p;, para cada i, 1 < i < m. Entonces, existe una cadena
descendente de ideales primos de R':

qm 2 Clm+1 2 q7n+2 2 Tt 2 qna

tales que qf = p; para cada i, m+1 <i<n.

A.4. Sobre el grado de trascendencia.

Seguiremos, por unos momentos, la presentacién de [Stewart, 1989]. Una extensién de cuer-
pos K C L se dice finitamente generada si existe un conjunto finito {aq,...,an} C L de
elementos de L tal que L = K(ay,...,a,) donde K(aq,...,a;,) es el menor subcuerpo de
L que contiene a K y al conjunto {aq,...,a,}. No debe confundirse extensién finitamente
generada con extension finita de cuerpos (que son las extensiones usuales en Teorfa de Galois).
Asi, por ejemplo, el Teorema de Lindemann (cf. [Stewart, 1989]) nos garantiza que m € R es
trascendente sobre Q. Por tanto, el cuerpo Q(7) es una extensién finitamente generada que no
es extensién finita.

DEFINICION 24. Sea K C L una extension de cuerpos y sean {a1,...,a,} C L una familia
finita de elementos de L. Decimos que {a1,...,a,} son algebraicamente independientes sobre
K si no existe ningin polinomio no nulo p € K[Ty,...,T,] tal que p(aq,...,an) =0. Es decir,

Vpe K[Ty,...,T,], plag,...,an)=0=p=0

Noétese que la condicién de ser algebraicamente independientes sobre K puede expresarse
también del modo siguiente. Consideremos el siguiente morfismo de K-algebras:

v: K[,...,T,] — L
p — plag, ... an)
Entonces, {aq,...,a,} son algebraicamente independientes sobre K si y solamente si ¢ es
monomorfismo de K-dlgebras. En particular, la K-dlgebra finitamente generada Koy, ..., a,] C
L es isomorfa al anillo de polinomios en n variables con coeficientes en K. Nétese que K(aq,. ..,
apn) = qf (Klay,...,an]) = K(T,...,T,) es el cuerpo de fracciones y que, contrariamente al
caso de extensiones finitas, K|aq,...,a,] nunca es cuerpo para n > 1.

PRrROPOSICION A.4.1 (Existencia). Sea K C L una extensién de cuerpos tal que L es un cuerpo
finitamente generado sobre K. FEntonces, existen {a,...,a.} C L tales que se verifican las
stguientes propiedades:

i) {a1,...,q,} son algebraicamente independientes sobre K.
it) El cuerpo intermedio K(ayq, ..., a,) (intermedio porque K C K(a1,...,a,) C L), sa-
tisface que K(ayq, ..., a,) C L es una extension finita de cuerpos y, por ende, algebraica

(i.e. el grado satisface [L: K(ay,...,a.)] < +00).
Un resultado clasico debido a Steinitz que la cantidad r antes hallada es tnica.

TEOREMA A.4.2 (Steinitz). Sea K C L una extensidn finitamente generada de cuerpos. Sean
By ={a1,...,a.} yBa={B1,...,8s} dos subconjuntos finitos de L que satisfacen:

i) Tanto By como B son algebraicamente independientes.
i1) Los grados satisfacen:

[L:K(a1,...,q;)] < +o0
[L : K(ﬁl,...,ﬂs)] < 400
Entonces #(B1) =r = s = #Bs.

DEFINICION 25. Sea K C L una extension de cuerpos con L finitamente generado sobre K.
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i) Cualquier subconjunto finito B = {a1,...,a,} C L que satisface las propiedades i) y ii)
de la proposicion A.J.1 precedente se denomina base de trascendencia de la extension
KCL.

ii) Al cardinal de una cualquiera de las bases de trascendencia de la extension K C L se
le denomina grado de trascendencia de la extension y se denota mediante:

trdegi (L).

Una vez establecida la nocién de grado de trascendencia, nos encontramos en condiciones de
introducir una serie de resultados sobre la dimensiéon de Krull ademaés de los previamente
mostrados.

PROPOSICION A.4.3. Sea K un cuerpo,
dimg,(K[X1,...,Xn]) =n
Ademds, ht(Xy,...,X;) =1, 1 <i<n.
COROLARIO A.4.4. Sea K un cuerpo,
i) Sip es un ideal primo de K[Xy,...,X,],
coht(p) = dimg, (K[X1, ..., Xn]/p) = trdegi (¢.f (K[X1, ..., X,]/p))
i) SiV C K" es una variedad algebraica irreducible:
coht(I(V)) = dimg, (K[V]) = trdegrx (K(V))
COROLARIO A.4.5. SiV C K" es una variedad algebraica, existen d € N y una aplicacion lineal
0 : K" — K? tal que:
o oy : V — K% es suprayectiva.
e Para cada y € K%, la fibra ¢~ (y) es finita.
COROLARIO A.4.6. Para cualquier ideal a de K[X,...,X,] se tiene:
ht(a) + coht(a) =n

COROLARIO A.4.7. Toda K-dlgebra A finitamente generada tiene dimension finita, todo ideal
primo suyo tiene altura y coaltura finitas y acotadas por la dimensién de A.

OBSERVACION A.4.8. La propiedad enunciada en el anterior Corolario no es extensible a cualquier
anillo noetheriano, aunque si es extensible a los anillos locales noetherianos.

DEFINICION 26. Un anillo R se denomina catenario si para cualesquiera dos ideales primos
p Cp' de R, se verifica:

ht(p/p") = ht(p') — ht(p)
COROLARIO A.4.9. Los anillos K[X1,...,X,] son catenarios. Mds ain, para cualesquiera dos
ideales primos p C p’ se tiene:

ht(p/p’) = ht(p’) — ht(p) = coht(p) — coht(p")

DEFINICION 27. Llamaremos sucesién reqular en un anillo R a toda cadena de elementos de

R, f1,...,fr € R, tal que:

e fi no es divisor de cero en R/(f1,..., fi—1).
e (fi,....fr) SR
COROLARIO A.4.10. Sean fi,..., f, una sucesion reqgular de K[X1,...,X,]. Entonces si K es

algebraicamente cerrado se tiene:
dimg,(V(f1,..., fr)) =n—r
COROLARIO A.4.11 (Dimensién de la Interseccién). Sean p; y p2 dos ideales primos en
un anillo de polinomios R = K[X1,...,X,] sobre un cuerpo K. Supongamos dimk.(R/p1) = r,
dimg, (R/p2) = s. Entonces, para cualquier ideal primo q minimal sobre p1 + po se tiene:
dimg (R/p) >r+s—n

COROLARIO A.4.12. Sea K wun cuerpo algebraicamente cerrado V, W C K™ dos variedades
algebraicas irreducibles. Entonces,

dlmKr(V n W) > dlmKr(V) + dlmKr(W) —n.
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A.5. El Lema de Normalizacion de Noether.

TEOREMA A.5.1 (Lema de Normalizacién de E.Noether). Sea A una K-dlgebra finita-
mente generada sobre un cuerpo y sea a C A un ideal propio. Entonces, existen elementos
Yi,..., Yy € A y existe s < d tales que:

i) {Y1,...,Yq} son algebraicamente independientes sobre K.
i) A es un K[Y1,...,Yq]-mddulo finitamente generado.
iii) aN\K[Y1,...,Ys) = (Yoi1,...,Ya).
Mas ain, si K es un cuerpo con suficientes elementos y A :== Klx1,...,x,] es una K-dlgebra

finitamente generada, podemos suponer que los elementos Y; son combinaciones lineales de los
elementos {x1,...,2n}.

Entre las consecuencias del Lema de Normalizacion de Noether se encuentran los siguientes
corolarios:

COROLARIO A.5.2. Sea K un cuerpo infinito, a ideal homdgeneo de K|[Xy,...,X,] entonces
existen {Yy,...Y,} polinomios homogéneos, tales que:
i) K[Yo,...,Y,] = K[Xo,...,X,] es una extensidn entera de anillos.
”) amK[YOa < 7Yn} = (Yr+1a~ <. »Yn)
i11) La extension de anillos:
K[Yy,...,Y,] — K[Xo,...,X,]/a
es entera y es un morfismo de anillos graduados de grado 0.
Una variante del mismo resultado es el siguiente enunciado:
TEOREMA A.5.3 (Normalizacién de Noether Genérica). Sea K un cuerpo infinito, sea
a un ideal propio de K[Xi,...,X,]. Sea #,(K) el espacio de las matrices n x n sobre K.
Entonces, existe un abierto de Zariski U C M, (K), con U C GL(n, K), tal que se verifica la
stguiente propiedad:
Eziste d € N tal que para cada P € U, el cambio de variables:
Y X1
=P
Y, Xn
verifica que la siguiente es una extension entera de anillos:
KYy,..., Yy — K[Xy,...,X,]/a

TEOREMA A.5.4 (Grado y normalizacién de Noether). Sea F :=[f1,..., fs] € K[X1,...,
X,]® un sistema de ecuaciones polinomiales generando un ideal a. Sea V(F) C K" la variedad
algebraica que definen y supongamos que es equidimensional (i.e. todas sus componentes tienen

la misma dimensidn). Sea K[Yi,...,Y;] una normalizacién de Noether de K[X1,...,X,]/a.
Supongamos que Y1,...,Y,. son combinaciones lineales de las variables X1,...,X,. Sea g €
K[Xy,...,X,] un polinomio adicional. Se tiene:

i) La siguiente es una extension entera de anillos:
K[Y1,...,Y,] — K[Xy,...,X,]/Va.
ii) La imagen del morfismo G siguiente es una hipersuperficie de K™+, donde
G:V—K™!
viene dado por:
G, yxn) = Yi(z1, ooy Zn)y oo Yo(@1, ooy 20), 9(X1, .o 20))

it1) El grado de la hipersuperficie G(V') estd acotado por deg(V) - deg(g).

iv) El polinomio minimo mdnico de la dependencia entera de g++/a € K[X1,...,X,]/Va
sobre K[Y1,...,Y,] estd acotado por deg(V') - deg(g) vy, de hecho, coincide con el poli-
nomio minimo de la hipersuperficie G(V).

Mas ain, si V(F) es irreducible se tiene:
[af (K[X1,...,X,]/Va): K(Y1,...,Y;)] < deg(V(F)),

donde qf denota el cuerpo de fracciones.
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A.5.1. Extensiones Enteras, Normalizacion de Noether y Dimension de Krull.
Con los siguientes resultados se aprecia el buen comportamiento de la dimensién de Krull con
extensiones enteras de anillos.

TEOREMA A.5.5. Sea A C B una extension entera de anillos, entonces:
Mads ain, sip € Spec(B), entonces

hi(p) = ht(p©),
donde p¢ =p N A es la contraccion de p.

Para el caso de dominios normales:

TEOREMA A.5.6. Sea A un dominio normal y A C B una extension entera de anillos. Entonces,
para cada ideal primo p € Spec(B) se tiene que

coht(p) = coht(p°).
En particular, st dimk,(A) < oo, para cada ideal primo minimal p de B se tiene que
dimg, (A) = coht(p).
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B.1. Anillos y mdédulos topolégicos: filtraciones, graduaciones y completados.
B.1.1. Anillos topolégicos.

DEFINICION 28. Un grupo topoldgico es un grupo (G,-) dotado con una topologia T C 2 de
tal modo que las siguientes dos operaciones son continuas, considerando en G x G la topologia
producto inducida por T :

i) La operacion de grupo -: G x G — G es continua.
i1) El proceso de tomar inverso,
()y*:¢— G
a ail,

es continua.

DEFINICION 29 (Anillo topolégico). Un anillo (R,+,-), dotado con una topologia T C 2 se
denomina anillo topoldgico si se verifican las siguientes dos propiedades:
i) El grupo (R,4+) es un grupo topoldgico con la topologia T .
1) La operacidn - : Rx R — R es continua, considerando en R X R la topologia producto
inducida por T .

DEFINICION 30. Un cuerpo topoldgico es un par ((K,+,-),T) donde (K,+,-) es un cuerpo,
T C 25 es una topologia y se verifica:
i) (K,+,") es un anillo topoldgico respecto de T .
i1) El grupo (K \ {0},-), con la topologia inducida en K \ {0} por la topologia T, es un
grupo topoldgico.

Como ejemplos mds comunes de cuerpo topoldgicos nos encontramos con K = C 6 K =R en
los que se pueden considerar tanto la topologfa usual T, como la topologia co-finita (también
denominada topologfa de Zariski). Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado usualmente se

59
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considera la topologia de Zariski y para el caso en que K = R un cuerpo realmente cerrado sera
posible considerar también la topologia inducida por los abiertos semi-algebraicos de R.

DEFINICION 31. Sea (R,T) un anillo topoldgico, M un R-mddulo y T’ una topologia sobre M.
Diremos que M es un R-mddulo topoldgico si se verifica:

i) (M,+) es un grupo topoldgico con respecto a T'.
it) La operacion - : R x M — M, con R x M dotado con la topologia producto, es
continua.

PRrOPOSICION B.1.1. Sean (R,T) un anillo topoldgico y (M,T") un R-mdédulo topoldgico. En-
tonces para x € R ym € M, se tiene:
i) La traslacion t, : M — M, dada por t,(r) = x + r, es un homeomorfismo.
it) La traslacion t,, : M — M, dada por t,,(n) = m+n, es un homeomorfismo.
PROPOSICION B.1.2. Sea R un anillo cualquiera y consideramos una coleccion de subconjuntos
de R, ¥ C 2% werificando:
i) La interseccion de dos elementos cualesquiera de 3 contiene a algin elemento de X.
i) SiU €%, existe W € X tal que:
W-W={es—y:a2,ycW}CU W?:={zy: z,yc W} CU.
i) SiUeX, x €U ey € R, existe W € X tal que:
t.W)CU, yW:={y-a: acW}CU.

Entonces, existe una tnica topologia T sobre R tal que (R, T) es un anillo topoldgico y ¥ es
una base de entornos abiertos de 0 € R.

PROPOSICION B.1.3. Sea (R, T) un anillo topoldgico y ¥ una base de entornos abierto de 0 € R.
Entonces, X verifica las propiedades i), ) y iii) de la Proposicién anterior.

Resultados andlogos se tienen para el caso de médulos topoldgicos (cf. [Po, 66]).
PRrOPOSICION B.1.4. Sea (R,T) un anillo topoldgico y (M,T’) un R-mddulo topoldgico con
respecto a la topologia T sobre R. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) (M, T") es un espacio topoldgico de Hausdorff.
i1) El conjunto {0} es cerrado.
iii) Si ¥ es una base de entornos abiertos de 0 € M se tiene:

{0}= U
ves’
B.1.2. Filtraciones.

DEFINICION 32 (Filtracién en anillos y médulos). i) Sea R un anillo. Llamaremos
filtracion sobre R a toda coleccion X, cadena descendente de ideales:

Y={R=a2m2---2Da,2...}

verificando ap - A C Gpan, Vn,m € N. Diremos que (R,X) es un anillo filtrado.

it) Sea (R,X) un anillo filtrado y M un R-mddulo. Llamaremos filtracion sobre M com-
patible con la filtracion ¥ = {a, : n € N} de R, a toda cadena descendente de
submodulos de M :

Y ={M=Ny2N;D2---DON,2D...}
tal que a,, - Ny € Npygp, Vn,m € N

PRroproSICION B.1.5. i) Si(R,X) es un anillo filtrado, la filtracion ¥ verifica las propiedades
de la proposicion B.1.2 anterior y existe una unica topologia sobre R para la cual X
es una base de entornos abiertos de 0 € R. A esa topologia se la denomina topologia
asociada a la filtracion X.

i1) Un resultado andlogo se tiene para mddulos filtrados.
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PROPOSICION B.1.6. Sea (R,Y) un anillo filtrado, y (M,%') un R-mddulo fillrado con una
filtracion X' compatible con la filtracidn X de R. Supongamos

Y:={R=0ay2a 220, 2...},

Y:={M=NyDN;D---DN,D...}.
Entonces, para cada S C R y cadaT C M, las clausuras de S y N para las respectivas topologias
vienen dadas por:

S = ﬂ(5+an).

neN

T=()(T+Ny).
neN

COROLARIO B.1.7. Con las mismas notaciones de la Proposicion anterior, sea a un ideal de R
y N un submodulo de M. Entonces,

i)
a= m (a+ay).
neN
it) Sia es abierto en A, entonces es cerrado.
i11)
neN
iv) Si N es abierto en M, entonces es cerrado.

COROLARIO B.1.8. Sea (R,X) un anillo filtrado, y (M,%’) un R-mddulo filtrado, con una
filtracion X' compatible con la filtracidn X de R. Supongamos:

¥ ={M=Ny2N;,D2---ON,2...}

Si M es Hausdorff con la topologia asociada a la filtracion X', entonces es metrizable con la
métrica:

dM(xa y) = 6_k
donde x —y € Ng, x —y & Niy1. En particular, si EM(O,e_”) es la bola cerrada de centro
0 € M y radio e=™ para la métrica dyr, esta bola coincide con el submddulo N, .

De igual forma se tendra el resultado anterior para el caso en que M sea el propio anillo R con
la accién definida por su propia operacién producto. Asi, los submddulos, en este caso, seran
ideales y tendremos que dada una filtracién:

E::{R:aogal2"'2an3~-~}a

la aplicacion

dR(%Z/) = e_k7
donde © —y € ap y * —y ¢ ay1, define una métrica sobre (R, ) siempre y cuando R sea
Hausdorff con la topologia asociada a la filtracion X.

NOTACION B.1.9. Sea (R,Y) un anillo filtrado y (M,¥’) un R-médulo filtrado compatible con
la filtracién ¥ de R. Supongamos que la topologia inducida por la filtracién ¥ es Hausdorff
(ie. MNpen8n = (0)). Para cualquier 2 € R denotaremos por vs(z) al niimero natural k € N
verificando € ar y « ¢ agy1. En el caso x = 0 se define vg(z) = +00. Llamaremos a vy, como
la funcién de orden asociada a la filtracién ¥ en R. De forma analoga, para cualquier m € M,
se define vsy (m), la funcién de orden asociada a la filtracién X/ en M.

Ahora recordemos que todo espacio métrico posee un completado. Podremos entonces hacer la
construccién del completado de un R-mdédulo filtrado cuya topologia es de Hausdorff. Para ello,
recordaremos en la Subseccién B.1.6 posterior una serie de resultados sobre espacios métricos
y completados. No obstante, serd preciso introducir antes unas nociones previas estrechamente
relacionadas con el concepto de filtracion.
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B.1.3. Anillos y médulos graduados.

DEFINICION 33 (Anillo graduado.). Una graduacién sobre un anillo R es una descomposicion
como suma directa de subgrupos del grupo aditivo:

R:=PR,,
neN
de tal modo que
i) Ro es un subanillo de R.
ii) Para cada par m, n € N, Ry, Ry C Ry
A los elementos de R,, se les denomina elementos homogéneos de grado m con respecto a la
graduacion. Un anillo con una graduacion de denomina anillo graduado.

OBSERVACION B.1.10. Obsérvese que si R = @,enR, es una graduacién sobre un anillo, en-
tonces R, es un Ryp-mddulo y R es una Ry-algebra.

DEFINICION 34 (Médulo graduado). Sea R = ®,en Ry, un anillo graduado. Una graduacion
sobre un R-mddulo M asociada a esta graduacion, es una descomposicion de M como suma
directa de subgrupos del grupo aditivo:

M = EB M,,

neN
de tal modo que:
i) Cada M,, es un Ry-mddulo.
i) Para cadam, n € N, R, M, C My, 4.
Diremos que M es un R-mddulo graduado y a los elementos de M, se les denomina elementos
homogéneos de M de grado m.

Morfismos graduados entre anillos graduados y moédulos graduados son aquellos que respetan
la graduacién en cada caso.

PROPOSICION B.1.11. Sea R = ®,enR, un anillo graduado y M = ®penM, un R-mddulo
graduado.
i) Para cualquier m € N, el siguiente subgrupo del grupo aditivo (M, +) es un submddulo
de M como R-mddulo:
Ny, = @kZka.
i1) Si M es noetheriano, entonces para cada n € N, M, es un Ro-mddulo finitamente
generado.
it1) St R es generado por Ry como Ry-dlgebra entonces:
R es noetheriano si y solamente si Ry es noetheriano y R, es un Ryg-mddulo noethe-
riano para cada n € N.

PRrROPOSICION B.1.12 (Anillos y médulos graduados asociados a una filtracién). Con

las notaciones precedentes:

e Sea R un anillo y X :={R =099 2 a1 2 -+ 2 a, 2 ...} una filtracién sobre R.
Podemos definir el grupo abeliano:

Gz(R) = @(an/an+1).

Al grupo abeliano Gx(R) le podemos dotar de una estructura de anillo, extendiendo
la operacion producto,

cl GE(R) X GZ(R) — Gz(R>,

que extiende, mediante propiedad distributiva, la aplicacion siguiente sobre los elemen-
tos homogéneos de manera natural:

an/an+1 X am/am—l — an—i—m/an—i-m—i-l
(a+an+1,b+am+1) — ab+an+m+1.

Con esta definicion, Gs(R) es un anillo graduado que llamaremos anillo graduado
asociado a la filtracion ¥ sobre R.
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e Sea (R,X) un anillo filtrado y (M,Y¥') un R-mddulo filtrado con una filtracién compa-
tible con la filtracion ¥ de R. De la manera natural se construye Gy (M) y se le dota

de una estructura de Gs,(R)-mddulo, que llamaremos mddulo asociado a la filtracion
Y sobre M.

DEFINICION 35. Sea (R,Y.) un anillo filtrado y (M, %) un R-mddulo filtrado con una filtracion
compatible con .. Dados x € R, m € M, llamaremos parte inicial de = y de m a los elementos:

Gx(z) =z +ap41 € Gu(R), donde n = vs(zx)
Gs/(m) =m+ Npy1 € Ge(M), donde n = vq(m)
o bien Gx(x) =0 y Gx(m) =0, cuando vs(x) = +o00 y vss(m) = +oc0.
LEMA B.1.13. En las notaciones anteriores, dados a,b € R, son equivalentes:
i) vs(ab) > vs(a) + vs(b).

’LZ) ab € Ay (a)+vs(b)+1-
ZZZ) Gz(a)Gg(b) =0en Gg(R).

Donde vs; es la funcion de orden asociada a la filtracion 3.

B.1.4. Graduaciones y filtraciones a-adicas. Uno de los principales ejemplos de fil-
traciones en anillos y médulos son las definidas por las potencias de un ideal.

DEFINICION 36. Sea R un anillo, M un R-mddulo y a un ideal de R. Llamaremos filtracién
a-ddica sobre R y sobre M a las filtraciones definidas por los conjuntos:

Yo(R)={R=a"Da' Da*D...}
YoM)={M =a"M Da'M D a*M D ...}
DEFINICION 37. Sea R un anillo, M un R-mddulo y a un ideal de R. Llamaremos anillo

graduado asociado a la filtracion a-ddica, G4(R), en R y el G4(R)-mddulo asociado a la filtracion
a-ddica, Go(M), en M, a los siguientes anillos y mddulos graduados:

Go(@) =z +a"t € a”/a™) n=uv,(2)
Go(m)=m+a" "M ca"M/a" M, n=uv.(m)

Las filtraciones y graduaciones a-adicas permiten obtener propiedades del anillo a partir del
anillo graduado asociado. Tenemos entonces:

LEMA B.1.14. Sea R un anillo, a un ideal de R, y sea M un R-mddulo.
i) Si R es noetheriano, también lo es G4(R).
it) Si R es Hausdorff (i.e. Npena™ = (0)), entonces,
Gq(R) es un dominio = R es un dominio

En este caso, vq(ab) = vq(a) + vq(b), para cada a,b € R.

iii) Si R es noetheriano y M es un R-mddulo finitamente generado, G4(M) es un G4(R)-
mddulo noetheriano.

iv) En las anteriores condiciones, cada a™M/a" ™M es un R/a-mddulo noeheriano y
finitamente generado.

También la condicién de normalidad se traslada bien del graduado al anillo total bajo ciertas
condiciones:

PROPOSICION B.1.15. Sea R un anillo noetheriano, a un ideal de R. Supongamos que todo ideal
principal de R es cerrado para la topologia a-ddica. Entonces,

G.(R) normal = R normal

DEFINICION 38. Sea R un anillo, a un ideal de R, M un R-mddulo y N un submddulo de M.
Liamaremos submddulo director de N al submddulo del G4(R)-mddulo Gq(M) generado por:

Gnen ((a"M) N (@M + N) /(@™ M)
Obsérvese que el submdédulo director de M es el propio G4(M).

LEMA B.1.16. Sea R un anillo, a un ideal de R, M un R-mddulo y N un submddulo de M.
Entonces, el submddulo director de N estd generado por las formas iniciales de los elementos
de N.
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B.1.5. El lema de Artin-Rees y Teorema de la intersecciéon de Krull. Aunque el
resultado conocido como Lema de Artin-Rees (probado de forma independiente por E. Artin y
D. Rees) tiene el aspecto de un sencillo lema técnico, sus consecuencias serén esenciales para el
Teorema de la intersecciéon de Krull y el Teorema de la Dimensién Local.

La idea del Lema de Artin-Rees se expresa diciendo que para filtraciones en médulos compati-
bles con la filtracién a-ddica, la topologia inducida por la filtracién y por la filtracién a-ddica
coinciden. Veamos la terminologia.

DEFINICION 39. Sea (R,X) un anillo filtrado y (M,Y') un R-mddulo filtrado. Sea a un ideal
de R. Supongamos:
Y ={M=My2>2M; D---DM,D...}
Diremos:
i) La filtracion ¥/ es compatible con la filtracién a-ddica sobre R si aM,, C M, 1, para
cada n € N.
it) La filtracion X' es estable para la filtracidn a-ddica sobre R si existe ng € N tal que
aM, = M1, para cada n > ng.

Nétese que la condicién de ser compatible significa solamente que (M,X) es un R-médulo
filtrado, cuando en R se considera la filtracién a-ddica. La filtracién a-adica en M es un claro
ejemplo de filtracién estable.

TEOREMA B.1.17 (Lema de Artin-Rees). Sea R un anillo noetheriano, a un ideal de R, M
un R-mddulo finitamente generado y N un submddulo de M.

Entonces, para toda filtracion a-estable sobre M, la filtracion inducida sobre N es estable con
respecto al ideal a de R.

En términos mds explicitos, existe ng € N tal que:

a(a"M UN) =a" "' M UN, Vn > no,

Combinando el Lema de Artin-Rees con el Lema de Nakayama se obtiene el siguiente resultado
de gran relevancia y debido a W.Krull.

TEOREMA B.1.18 (El Teorema de la Intersecciéon de W.Krull). Sea R un anillo noethe-
riano, a un ideal de R, M un R-mddulo finitamente generado
i) Si N :=(),ena"M, aN = N.
i) Si a estd contenido en el radical de Jacobson de R,
() a"M = (0)
neN
iii) Si R es un dominio noetheriano, para cada ideal a de R se tiene:
[ a"=(0)
neN
y la topologia definida por la filtracion a-ddica sobre M es Hausdorff y metrizable.
COROLARIO B.1.19. Si (R,m) es un anillo local noetheriano, las topologias q-ddicas definidas

por cualquier ideal propio de R en cualquier R-mddulo noetheriano son Hausdorff y, por ende,
metrizables.

PROPOSICION B.1.20. Si R es un anillo noetheriano y a es un ideal contenido en el radical de
Jacobson de R:
G4 (R) normal = R normal

El reciproco no es cierto. Ver [Ma, 1989].También introducimos en este subseccién el Lema
de Nakayama:

TeOREMA B.1.21 (NAK, Lema de Nakayama). Sea M un R-mddulo finitamente generado,
N un submddulo de M y a un ideal de R contenido en {/(0) donde

{/(0) == ﬂ{m € MaxSpec(R) },

es el radical de Jacobson del anillo de R. Entonces, si M = aM + N, entonces M = N. En
particular, st M = aM, entonces M = 0.
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B.1.6. Completado de un espacio métrico.

DEFINICION 40. Sean (X1,dy1), (X2,d2) dos espacios métricos y f : X1 — X una funcion
continua. Decimos que [ es una aplicacion uniformemente continua si para cada nimero real
positivo € > 0, existe §(g) > 0 otro nimero real positivo tal que:

Va,y € X1, sid(z,y) < d(e), entonces d(f(x), f(y)) < e.

Ndtese que se ha enfatizado que § = 6(g) unicamente depende de € > 0 y no depende de los
puntos x,y € X1. En este sentido es “uniformemente continua”.

TEOREMA B.1.22. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, existe un par (()?,@,(p) donde
(X,d) es un espacio métrico completo y ¢ : X — X es una aplicacion continua que satisface:

i) Ve,y e X dp(x),0(y)) = d(z,y). R
i1) ©(X) es denso en X para la topologia inducida por la métrica d.
iii) Dado cualquier espacio métrico completo (Y,d') y una funcidén umformemente con-
tinua f: X — Y existe una unica funcion uniformemente continua f X —Y tal
que el siguiente diagrama es conmutativo:

fj?X

Ademds, estas propiedades caracterizan salvo homeomorfismo (de hecho, salvo isometria) de
manera unica al completado (X,d) del espacio métrico (X, d).

Particularizando el resultado anterior para el caso de anillos que disponen de una métrica se
tiene la siguiente proposicion.

PROPOSICION B.1.23. Sea (A,+,-) un anillo con una métrica d (i.e. (A,d) es un espacio
métrico) de tal modo que (A,+,-) es un anillo topoldgico con respecto a la topologia inducida
por la métrica d.

Entonces, existe un anillo (A\ +,) topoldgico y una métrica d: Ax A — Ry _que induce
una topologia sobre A. Asimismo, existe un monomorfismo de anillos p : A — A tal que se
satisfacen las propiedades siguientes:

i) @(A) es denso en A.
it) Vo,y € A, d(e(x), ¢(y) = d(z,y).
iii) (A,d) es un espacio métrico completo.
iv) Sea dado cualquier anillo topoldgico (B, 4+, ) con topologia inducida por una métrica d'
sobre B, tal que (B,d') sea un espacio métrico completo. Sea dado f: A — B mor-
fismo de anillos uniformemente continuo entre ambos anillos topolégicos. Entonces,

existe un unico f : A —> B morfismo de anillos uniformemente continuo tal que el
siguiente diagrama conmuta:

A—5 A
O
%
g
B
El anillo (A, +,-) con la métrica d se le denomina completado del anillo topoldgico ((A, +, ) )
n)

Esencialmente, simplificando mucho, si © € E, x es el limite de una sucesion {p(x
N} C A. Entonces, se definird f por paso al limite, es decir,

Fla) = 1im f(x,) € B.

Especialmente importante en este TFG es la particularizacién de la Proposicion B.1.23 inme-
diatamente anterior al caso de anillos locales noetherianos gracias al Corolario B.1.19. De este
modo, tendremos:

TEOREMA B.1.24. Sea (A, m) un anillo local noetheriano.
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i) La topologia m-ddica es una topologia metrizable. Es decir, existe una métrica dy
Ax A — RT tal que la topologia del espacio métrico (A,dy) es la topologia inducida
por la filtracion m-ddica en A. Es mds, se puede elegir e € Rt un nimero real positivo,
e > 1, tal que para todo n € N y para cualesquiera x,y € A,

1
dn(z,y) < — &= r—yem”
on

i1) Sea (E oy ) el completado del espacio métrico (A, dw) y sea pa 1 A — A la inmersién
(a través de una isometria) de (A dw) como subespacio métrico de (A, d, m)- _Entonces,
existen dos operaciones + : AxA— A Y- AxA— A que hacen que (A +,-) sea
un anillo local noetheriano cuyo maximal es el ideal ® = mA. De hecho, la extenszon
mA es, ademds, la clausura de pa(m) en (A, dy) con respecto a la métrica dw. Por
ultzmo la topologia definida por la filtracion m-ddica en A coincide con la topologia de
(A d, m) como espacio métrico. Es mds, sie € RT, e > 1, es el nimero real positivo
elegido en i) para (A,dn) se verifica:

~

s 1 PO PO
dm(x,y)ge—n<:>xfy€m”, z, ye A
iit) Ademds, los anillos graduados siguientes son isomorfos

= @mn/mn+1 = Gﬁ(;{) = @fﬁ/{ﬁn-‘rl-

neN neN

Mds atin, los cuerpos residuales coinciden k(m) = A/m = A/f = k() y los siguientes
k(m)-espacios vectoriales son isomorfos

mn/nﬂHﬁ giﬁ/ap+b

En particular, A es un anillo local noetheriano cuya dimension coincide con la di-
mension de A y se tiene que A es un anillo local reqular si y solamente si A es local
reqular.

Los detalles podrén seguirse en [ZarSam, 1960] vol.2. Es importante sefalar el siguiente
ejemplo de “paso al limite” de morfismos.

PROPOSICION B.1.25. Sean (A, m), (B,n) dos anillos locales noetherianos. Consideremos en
A y en B las topologias respectivamente inducidas por las filtraciones m-ddica en A y n-ddica
en B.
Sean dm : AX A — Ry y dy: BxB:Ry las métricas inducidas por las respectivas
filtraciones a partir del Teorema de la Interseccion de Krull. Si f : A — B es un morfismo
de anillos locales (i.e. sin® = f~t(n) =m), entonces f : (A,dn) — (B,dy) es una aplicacion
uniformemente continua.
Mds ain, si (E c?) es el completado del anillo local (B,n) para su topologia definida por la
filtracién n-ddica. Para cada morﬁsmo local f : (A m) — (B,n) existe un tnico morfismo
local (uniformemente continuo) I (A @) — (B,A) que lo extiende i.e. que hace que el
diagrama siguiente sea conmutativo

A——— B

A—L B

/\

donde p4q : A — A y g : B — son las isometrias que sumergen A en A y B en B
respectivamente. Ademds, f: (A,m) — (B,n) es un morfismo local de anillos completos.

DEMOSTRACION. Si f: (4,m) — (B, n) es un morfismo local de anillos locales, entonces,
m = f~1(n). Por tanto, para cada n € N se tiene que

(B.1.1) F7Hm) 2 ()" =,
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Es inmediato porque si x1,...,7, € f~1(n), entonces f(x;) € n para cada i, 1 <1< n,y, por
tanto f(x1---xpn) = f(z1) - f(xn) € n". Como m” es el ideal generado por los productos

{$1"'$n5$ief_l(n)’ 1S’L§n}7

entonces todo el ideal m™ est4 contenido en f~! (n™). Ahora, observemos que n" BB( , en)
es la bola cerrada de centro 0 y radio ei en (B,d,) mientras que m” = By (O e—n) es la bola

n

cerrada de orden 0 y radio % en (A, dw). En consecuencia, (B.1.1) se reescribe como

1 (Be(0.5)) 2 Bal0. )

Notando que las familias {n™ : n € N} y {m™ : n € N} son, respectivamente, bases de entornos
de 0 en (B,d,) y (B, dn) concluimos que f es continua en 0 € A.

Por tanto, para cada € > 0, existe d(¢) > 0 (que s6lo depende de €), de hecho, puede tomarse
d(e) = ¢, tal que

(B.1.2) Ve, y € A sidn(z,y) < 0(e), entonces do(f(z), f(y)) <e.

La razon es que
dm(xay) :dm(:v—y,O), vxayEA
du(f(2), f(y)) = du(f(z —y),0), Vz,y€ A,
porque f(z—y) = f(z)— f(y). En conclusién, (B.1.2) nos garantiza que no sélo f es continua en
0 € A sino que es uniformemente continua. Ahora, como (A4, dy) es el espacio métrico completo

de (A,dy). Si f:(A,m) — (B,n) es un morfismo local, tenemos una funcién uniformemente
continua (composicién de una uniformemente continua con una isometria):

epof:(Adn) — (B,du)
Por la propiedad universal del completado de los espacios métricos, existira f: (ﬁ, c/l\m) —
(B, dy) uniformemente continua tal que siguiente diagrama conmuta:

A—L B

(B.1.3) wxl O IPB

A—L B
Més atin, como @4(A) es denso en 121\, ]?es el tnico morfismo anillos que satisface que Vz € A\7
si x = limy, 00 9a(zy), con {x, : n € N} C A, entonces

fla) = lim op(f(za)).

y no sélo es un morfismo de anillos sino que es un morfismo local entre los anillos locales (//1\ m)
(B n). Para probarlo, nétese que como f A —5 B es morfismo de anillos y N es maximal
en B su contraccién a A ne = f 1(@), es un ideal primo de A y, por tanto, propio, con lo

que f (@) € m por ser m el tinico maximal de A. Por otro lado, si x € M entonces existen
{z, : n € N} C m una sucesién de Cauchy tal que x = lim, oo pa(x,) (porque p4(m)
es denso en m). Pero, entonces, f(z,) € n para cada n € N (porque f es morfismo local).
Luego {¢p(f(z,)) : n € N} C pp(n) € n. Ademéds, como f es uniformemente continua, si
{zy : n € N} es una sucesién de Cauchy en (A, dy,), entonces {f(z,) : n € N} es una sucesién
de Cauchy en (B,d,). Como ¢p es isometria entre (B, dy) y (E,Jn) la sucesién

7 ={ep(f(xn)) : neN}Cu,

es una sucesién de Cauchy en (B, dy,). Como f es cerrado y (B, dy) es completo, la sucesién .7
posee limite z € B y ese limite estd en 1 (por ser cerrado). Por tanto,

2= 1im gp(f(ea)) €R
n—o0
Pero, por la conmutatividad del diagrama (B.1.3) de funciones continuas, se tiene

fl@) = lim op(f(an)) €7,
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Por tanto, x € n¢ = f?* (1) y habremos concluido la igualdad m = f L) o, lo que es lo mismo,

que f es un morfismo local.
O

B.1.7. Propiedades del completado: Anillos de Zariski. A continuacién, se exponen
algunas disquisiciones del completado con respecto a las filtraciones a-adicas. Las referencias
bésicas serdn [Mat, 1980], [Ma, 1989], [ZarSam, 1960] y [Rag et al., 1975].

PROPOSICION B.1.26. Sea A un anillo noetheriano, sea a un ideal contenido en el radical de
Jacobson de A, sea M un A-mddulo finitamente genemdo Sea A Yy M los completados de A y
M para las respectivas filtraciones a-ddicas, entonces, M es el A-mddulo generado por M.

Utilizaremos la notacién de [ZarSam, 1960] escribiendo M = AM. No obstante, con las
notaciones més apropiadas de [Mat, 1980] escribirfamos M = A ®4 M.

COROLARIO B.1.27. Sea B un anillo y sea A un subanillo de B, tal que B es un A-mddulo
finitamente generado. Supongamos que A es noetheriano y sea a un ideal de A. Entonces, la
topologia de B como A-mddulo y la topologia aB-ddica coinciden. En particular, la inclusion
A < B induce una inclusién A — B.

Tenemos toda una serie de conclusiones técnicas, de gran utilidad en las argumentaciones futuras
como las siguientes:

COROLARIO B.1.28. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal de A, M un A-mddulo finitamente
generado. Supongamos que tanto A como M son Hausdorff para sus respectivas topologias a-
adicas. Entonces:

i) La clausura de todo submddulo N de M en M wviene dada por el submaodulo de M
generado por N (i.e. EN) Mds aun, N es cerrado en M si y solamente st N =
ANUM.

ii) Las topologias de los completados A Y M son sus respectivas topologias aA-ddicas.

iit) El completado del cociente M/N para todo submddulo cerrado N de M wviene dado por
M/AN.
i) Los anillos graduados Go(A) y G, (ﬁ) son isomorfos como anillos graduados, por
tanto, también se tiene:
Ala= AJaA,
isomorfismo como anillos y son isomorfismos de A/a-mddulos los siguientes:
a” /a"tl = q" A /a" AL
Lo mismo sucede con los modulos finitamente generados

Un importante resultado técnico:

TEOREMA B.1.29. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal propio de A, M un A-mddulo y,
N un submdodulo de M. Supongamos que A y M son espacios de Hausdorff para los respectivas
topologias a-ddicas y supongamos, ademdas, que A es completo. Sean {x1,...,x,} una coleccion
finita de elementos de N tales que ses formas iniciales generan el submdodulo director de N en
Go(M) como Gq(A)-mddulo. Entonces, {z1,...,zn} generan N como submddulo de M.

El tipo de anillos completos que maés utilizaremos se denominan anillos de Zariski:

DEFINICION 41. Un anillo noetheriano A se dice anillo de Zariski respecto a un ideal propio a
de A si para todo ideal propio b de A, se tiene que b es cerrado en A para la topologia definida
por la filtracion a-ddica.

Los siguientes resultados pueden verse en [Mat, 1980]:

PROPOSICION B.1.30. Sea A un anillo noetheriano, a un ideal propio de R. Son equivalentes:

i) Elideal a estd contenido en el radical de Jacobson de A.
ii) 1 —a es unidad de A para todo a € a.
iit) Si M es un A-mddulo finitamente generado y aM = 0, entonces, M=0.
i) Si M es un A-mddulo finitamente generado, la topologia a-ddica sobre M es Hausdorff.
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v) Para todo A-mddulo finitamente generado, todo submddulo N de M es cerrado para la
topologia a-ddica sobre M.
vi) A es un anillo de Zariski con respecto al ideal a.

COROLARIO B.1.31. El completado de todo anillo local noetheriano con respecto a su radical de
Jacobson es un anillo local noetheriano de la misma dimension.

TEOREMA B.1.32 (Zariski Main Theorem). Si (A,m) es el anillo local de un punto p de
una variedad y (A, m) es normal, entonces su completado (A,m) es normal.

B.1.8. El polinomio de Hilbert-Samuel.

DEFINICION 42. Sea f: N — Q una aplicacién. Diremos que f es una aplicacién polinomial
si existen ng € N y q € Q[T tales que:

f(n) = g(n), ¥n > ng

PROPOSICION B.1.33. Si f : N — Q es una aplicacion polinomial, existe un tinico polinomio
q € Q[T] que coincida con f salvo en un nidmero finito de puntos. Asi, podemos hablar de
coeficiente director de fy del grado de f como el coeficiente director y el grado del polinomio
asociado.

NoTACION B.1.34. e Si el polinomio asociado a una funcién polinomial es el polinomio
nulo, diremos que el grado de la funciéon polinomial es —1. Si es una constante no
nula, diremos que el grado de f es 0.
e Sea f : N — @Q una aplicacién cualquiera. Por inducciéon en r, definiremos las
aplicaciones incremento siguientes:

A%f)=f
AT(f) == AT f(n+1) = AT f(n)

LEMA B.1.35. Sea f : N — Q una aplicacion. Entonces, f es una aplicacion polinomial de
grado d si y solamente si Af : N — Q es una funcion polinomial de grado d — 1. Ademds, el
coeficiente director de Af dividido por d.

Antes de continuar, recordamos algunos conceptos de nuestro curso de Algebra Conmutativa:

PROPOSICION B.1.36 (Anillos de Artin). Bajo el Azioma de Eleccién Dependiente, sea R un
anillo. Las dos propiedades siguientes son equivalentes:

i) CONDICION DE CADENA DESCENDENTE NUMERABLE DE IDEALES: Toda cadena des-
cendente de ideales se estabiliza. FEs decir, dada una cadena descendente numerable

de ideales de R:
Q2032 20, 2 ...

existe m € N tal que a,, = a,,, Vn > m.

1) Todo conjunto no wvacio de ideales de R posee elemento minimal. Los anillos que
satisfacen cualquiera de estas dos propiedades equivalentes se llaman anillos de Artin
o artinianos.

Dado M un R-moédulo tendremos la misma equivalencia intercambiando los ideales de R por
submédulos de M. De igual forma, llamaremos R-mddulos artinianos a aquellos satisfaciendo
alguna de dichas propiedades equivalentes.

DEFINICION 43 (Series de Composicién (o de Jordan-Holder)). Consideramos las si-
guientes nociones:

i) Un R-mddulo M se dice simple si no posee mds submddulos que 0 := R(0) y M.
it) Una cadena finita estricta de submddulos de M es una familia finita de submddulos
que satisface:

0C M CMy G- C My C M, =M.

Abreviaremos la expresion “cadena finita estricta” mediante SFC.
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ii1) Dadas dos cadenas finitas estrictas de submddulos de M :

(B.1.4) 0C M CMy G- G My & My =M,

(B.1.5) 0CN CNaC---CNy_y CN, =M,

decimos que la cadena finita estricta descrita en (B.1.4) es refinable a la cadena finita
estricta descrita en (B.1.5) si s > 1 y existe una aplicacidn inyectiva

o:[r]={1,...,r} — [s] ={1,...,s},

tal que
M; = Ng(i), S [T]

Es decir, si los submddulos que aparecen en la cadena estricta descrita en (B.1.4) son
algunos de los submddulos que aparecen en la cadena descrita en (B.1.5).

iv) Una serie de composicion (o de Jordan-Holder) en un R-mddulo M es una cadena
finita estricta de submddulos:

0CM CMy &--- G My & My =M,

tal que los cocientes M;11/M; son R-mddulos simples. Diremos que esta serie de
composicion es de longitud n.

PROPOSICION B.1.37. Siun R-mddulo M es simultdneamente artiniano y noetheriano, entonces
posee una serie de composicion.

DEFINICION 44 (Longitud). Sea M un R-mddulo. Llamaremos longitud de M como R-mddulo
al minimo de las longitudes de sus series de composicion, si posee alguna. En otro caso, diremos
que M es de longitud infinita. Denotaremos por Lr(M) la longitud de M como R-mddulo.

TEOREMA B.1.38 (Teorema de Jordan-Holder (para mdédulos)). Si M es un R-mddulo
de longitud finita (i.e. que posee al menos una serie de composicion), entonces:

i) Todas las series de composicion de M tienen la misma longitud (y, por tanto, son de
longitud igual a Lr(M)).
ii) Toda cadena finita estricta tiene longitud menor que Lr(M).
iit) Toda cadena finita estricta de submddulos de M puede refinarse hasta obtener una
serie de composicion de M.

En particular, un R-mddulo es de longitud finita si y solamente si es artiniano y noetheriano
a la vez.

TEOREMA B.1.39 (Teorema de Akizuki). Un anillo R es artiniano si y solamente si se
verifican las dos propiedades siguientes:

i) R es noetheriano, es decir, todo ideal de R es finitamente generado.
i1) Se wverifica Spec(R) = MaxSpec(R) (i.e. todo ideal p primo en R es un ideal maximal
en R).

Ahora, una vez introducida la nocién de longitud de M como R-médulo, nos encontramos en
condiciones de seguir con la discusién relativa al polinomio de Hilbert-Samuel desembocando
en la dimension que lleva el mismo nombre.

OBSERVACION B.1.40 (Alguna hipétesis para el resto de la discusién). e Sea R
:= @, R, un anillo graduado. Supongamos que el anillo Ry es un anillo artiniano y
que existan elementos x1,...,z, € R; generando R como Ry-dlgebra. Por lo visto en
la Subseccion B.1.3, el anillo R es noetheriano.

e En las mismas condiciones, sea M := &, M, un R-mddulo graduado finitamente
generado. Por ser R noetheriano, M es también noetheriano y cada subgrupo M, es
un Rp-médulo finitamente generado. Como Ry es artiniano, cada M, es un Ry-mdédulo
artiniano y, por ende, de longitud finita. Tiene sentido, pues, considerar:

éRo (Mﬂ)
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PRrROPOSICION B.1.41 (Polinomio de Hilbert). Bajo las hipdtesis anteriormente descritas, la
siguiente funcion x(M,—), dada por:

X(M,—): N N
n

—
—  x(M,n) :=Lg,(M,),

es una aplicacion polinomial de grado menor o igual que -1 (recordemos que r es el nimero tal
que x1,...,x. € Ry, generan R como Ry-dlgebra).

DEFINICION 45. A la funcién x(M,—) se la denomina funcidn de Hilbert de M. Al polinomio
en Q[T coincidente con x(M,—) se le denomina polinomio de Hilbert de M y se le denota
también por x(M,—). Al grado de x(M,—) se le denomina grado de Hilbert de M y a su
coeficiente director se le denomina grado de Hilbert de M. Al nimero natural ng tal que la
funcidn polinomial coincide con el polinomio se le denomina reqularidad de la funcién de Hilbert
de M.

OBSERVACION B.1.42. Consideramos (R, m) un anillo local noetheriano. Llamaremos “ideal de
definicién” de R a todo ideal q tal que \/q = m, es decir, tal que existe n € N, n > 1, tal que:

m” CqCm.

Sea ahora M un R-médulo finitamente generado y consideramos tanto en R como en M la
filtracién g-adica, definida por el ideal g, asi como los graduados (anillos y médulos) asociados:

Gy (R) := @ qn/anrlv Gq(M) = @ an/anrlM

neN neN

Por ser q un ideal de definicién de R y R un anillo local de maximal m, el Gnico maximal de
R/q es m/q, por lo que este anillo es artiniano. Ademés, las clases médulo ¢2 de los elementos
de q generan G(R) como A/g-dlgebra. Dado que q es finitamente generado, las clases definidas
por los generadores de q en q/q?, generan G4(R) como R/q-dlgebra. Ademds, G4(M) es un
G4(R)-médulo finitamente generado.

PROPOSICION B.1.43. Si (R, m) es un anillo local noetheriano, q un ideal de definicion de R y M
un R-mddulo finitamente generado, las funciones x(Gq(R),—) y x(Gq(M), —) son aplicaciones
polinomiales y su grado estd acotado por r — 1, donde r es el minimo de los cardinales de los
conjuntos generadores de ¢ como ideal de R.

EJjempLO B.1.44. Bajo las hipdtesis de la observacion anterior, observemos que
Supp(M/q"M) = {m}

como R-mddulo. Claramente, pues q" tiene que estar contenido en Anng(M), luego m es el
dnico ideal primo de R que contiene a q". Dicho de otra forma, M/q"M es un R-mddulo
finitamente generado y su soporte estd formado solamente por ideales mazximales de R. Por el
teorema de Akizuki para mddulos, deducimos que M/q"M es un R-mddulo de longitud finita y
podemos considerar:

Cr(M/q"M) < 400

PROPOSICION B.1.45 (Polinomio de P.Samuel). En las condiciones del ejemplo anterior,
definamos la funcion de Samuel de M:

Py(M,-):N—N
dada por:
Py(M,n) = Lr(M/q" M)

Entonces, Py(M,—) es una funcidn polinomial cuyo grado estd acotado por el minimo de los
cardinales de los conjuntos generadores de q. Ademds se tiene la siguiente relacion:

APy(M,n) = x(Gq(M),n).

Nos queda por observar que el grado del polinomio de Samuel no depende del ideal de definicién
elegido. Eso nos lo garantiza la siguiente:
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PROPOSICION B.1.46. Sea (R, m) un anillo local noetheriano, q un ideal de definicion de R y M
un R-mddulo finitamente generado. Entonces, los grados de los polinomios de Samuel Py(M,—)
y Pun(M, =) coinciden. En particular, el grado del polinomio de Samuel no depende del ideal de
definicion elegido. Llamaremos dimension de Samuel de M al grado de su polinomio de Samuel
con respecto a cualquier ideal de definicidn de (R, m).

DEFINICION 46. Llamaremos dimension de Samuel (o de Hilbert-Samuel) de un R-mddulo M
verificando las propiedades anteriormente descritas al grado de Py(M,T), para cualquier ideal
de definicion q de (R,m). Y lo denotaremos mediante:

PROPOSICION B.1.47. Sea (R, m) un anillo local noetheriano. Sea K := R/m el cuerpo cociente,
por ser m un ideal mazimal. Ahora observamos que para {z1,...,z,.} C m son equivalentes:

o Las clases {x1 +m?, ...z, +m?} son una base del K-espacio vectorial m/m?.

o {x1,...,x,} son un sistema generador de cardinal del ideal m.

COROLARIO B.1.48. En las notaciones anteriores, sea (R, m) un anillo local noetheriano y r el
minimo de los cardinales de los generadores de m como ideal de R. Entonces Pyn(R,T) tiene
grado 1 si y s6lo si G (R) es un anillo de polinomios en r variables con coeficientes en el cuerpo
K = R/m.

B.1.9. Teorema de la Dimensién Local. Ademds de la dimensién de Krull y la di-
mension de Samuel en anillos y médulos, disponemos una tercera nocién de dimension:

DEFINICION 47. Dado (R,m) un anillo local noetheriano y M # (0) un R-mddulo finitamente
generado, llamaremos dimension de Chevalley de M, y lo denotaremos por dimchey (M), al
minimo de los numeros naturales m € N tales que:

Jday,...,am € m tales que Lr(M/(a1,...,am)M) < oo
Si M = (0) diremos dimcpey(M) = —1.
Notese que tal minimo siempre existe: el cardinal minimo de generadores de m es una cota
superior porque M/mM es un A/m-espacio vectorial de dimensién finita.

TEOREMA B.1.49 (Teorema de la dimensidn local). Si (R, m) es un anillo local noetheriano
y M es un R-mddulo finitamente generado, se tiene:

dimpgg (M) = dimKr(M) = dimchev (M) < 400

Y a partir de ahora utilizaremos solamente la palabra dimension para designar una cualquiera
de las cantidades citadas.

COROLARIO B.1.50 (Teorema del Ideal Principal de Krull). Sea R un anillo noetheriano,
a:= (a,...,a,) & R un ideal generado por r elementos. Entonces, cualquier ideal primo
minimal conteniendo al ideal a tiene altura menor o igual a r. Luego ht(a) < r. En particular,
sia & R es principal, a = (a1) y a1 no es divisor de cero en A, todo ideal primo minimal
conteniendo a a tiene altura 1.

COROLARIO B.1.51. Sea R un dominio noetheriano. FEntonces, si todo ideal de altura 1 es
principal, los ideales primos asociados a un ideal principal son minimales.

TEOREMA B.1.52 (Nagata). Sea R un dominio de integridad noetheriano. Entonces, son
equivalentes:

i) R es un dominio de factorizacion inica.

ii) Todos los ideales primos de R de altura 1 son principales.

COROLARIO B.1.53. Si R es noetheriano y f1,..., fr es una sucesion reqular de R (Definicidon
27), ht(f1,..., fr) =r y todo ideal primo minimal sobre a = (f1,..., f,) tiene altura 7.

DEFINICION 48. Sea (R,m) un anillo local noetheriano de dimension d. Llamaremos sistema de

pardmetros de R a toda coleccion, aq, ..., aq de elementos de R generando un ideal de definicion
de R.
PROPOSICION B.1.54. Si (R,m) es un anillo local noetheriano y {a1,...,aq} es un sistema de

pardmetros de R, se tiene:
dim R/(a1,...,a;) =d—1i
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B.2. Anillos Locales Regulares y Completados.

B.2.1. Teoremas de Inversiéon Local y de la Funcién Implicita. Las siguientes
nociones y resultados son tomados del Capitulo 0, especialmente la seccién 8, del texto
[Kaup&Kaup, 1983]. Los siguientes son resultados cldsicos de cursos bésicos de Anilisis
Matematico y Geometria Diferencial elemental:

DEFINICION 49. Una subvariedad de R™ de clase €%, 1 < k < oo, de dimensidn m es un
subconjunto M C R"™ tal que para cada punto x € M, existen U, V C R™ dos abiertos en la
topologia usual y un difeomorfismo de clase €%, ¢ : U — V tal que:

i) xelU

i) oUNM)=VnNn(R™ x{0}), con0=(0,...,0) € R"—™.

Trataremos solamente con subvariedades de R™ porque es todo lo que se necesita para el tra-
bajo. El teorema de Inversién Local (también denominado Teorema de la Funcién Inversa) nos
garantiza difeomorfismos locales de abiertos de subvariedades de R™ con entornos abiertos de
0 € R™, donde m es la dimensién. Sin embargo, como estamos en un Apéndice nos limitaremos
a recordar la versiéon maés elemental del Teorema de Inversiéon Local entre dos subvariedades de
R™.

TEOREMA B.2.1 (Teorema de Inversién Local para subvariedades de R™). Sean M C R"
y N C R™ dos subvariedades de clase €F, 1 < k < oo, respectivamente de R™ y R™. Sea
f: M — N una funcién de clase €% entre ambas subvariedades. Sea p € M un punto, T,M
el espacio tangente a M en p, f(p) € N su imagen por f y Ty, N el espacio tangente a N en
f(p). Sea Tpf : TyM — Ty, N la diferencial de f en p. Entonces, son equivalentes:

i) Tpf es un isomorfismo de espacios vectoriales.
1) Existen U CR™, V CR"™ dos abiertos de las respectivas topologias usuales, tales que
fp) €U yp eV, y existe una aplicacion g : U — V de clase €* tal que

glunn = (f|1vmv)71-

Nétese que esta versién cldsica garantiza la clase €%, 1 < k < oco. Ademds, es una forma
de probar el Teorema de la Funcién Implicita para funciones de clase €*. Sin embargo, las
demostraciones cldsicas no alcanzan para el caso de funciones analiticas. Para tratar funciones
analiticas podemos reducir al caso de funciones holomorfas multivariadas (i.e. que satisfacen las
condiciones de Cauchy- Riemann en cada variable). Esta forma cldsica subyace a las pruebas
de los teoremas de Inversién Local, Funcién Implicita y/o Rango Constante que pueden verse
en la seccién 8 de [Kaup&Kaup, 1983].

DEFINICION 50. Sea U C C™ un abierto en un espacio afin complejo. Sea f : U — C una
funcion continua. Diremos que [ es holomorfa si para cualquier punto (z1,...,2z,) € C" la
funcion

fi : ({(Zl, N 721'—1)} x C x {(Zi+1, N ,Zn)}> NnNU —C
es una funcién holomorfa en una variable compleja.

Noétese que si f : U € C* — C es una funcién continua, entonces es holomorfa si y so-

lamente si para cualquier punto (21,...,2,-1) € C*"! y cualquier z € C, tales que £ =
(21, Zic1, 2, Zit1,s - - -y 2n) € U, se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:
of 1/0f 10f
= — —_ = = 0
Lo-3(32-1a)e =0

donde Z; = x; —iy; v %, g—; son las derivadas parciales de la funcién f vista como aplicacién
k3 k2

f:UCR>™ — R2.

Un resultado cldsico de varias variables (ver [Kaup&Kaup, 1983], capitulo 0, Seccién 4, por
ejemplo) prueba que una funcién f : U C C* — C continua es holomorfa si y solamente si es
analitica.
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TEOREMA B.2.2 (Cauchy-Abel). Con las notaciones precedentes, sea f : U — C una funcidn
continua. Consideramos el desarrollo de Taylor en un punto a € U como:

oulf) = 3 =DFf(a)(z - a),

|
peENn He
donde:
e para pt = (l1,...,4n) € N, ul denota pi!--- py!.
° (z — a)“ — (21 _ a1>ul - (zn — an)un

+ootan
e Dif(a)= 722‘18:5’{ (a) € C.

Entonces, son equivalentes para cada a € U:

i) f es holomorfa en un entorno de a en U.
ii) La serie de Taylor o,(f) es absolutamente convergente en un poli-disco P(a,d) :=
[T, D(a;,d;) C U y, ademds,

f(z) = 0a(f)(2), Vz € P(a,d),
donde 6 = (01,...,0n) €ERY y D(a;,0;) = {z € C": ||z; — a4 < &;}.

DEFINICION 51. Una funcién f : U C R® — R continua, con U C R"™ abierto, se denomina
analitica si para cada a € U, existe un entorno abierto U, C U tal que

f(z)=0a(f)(2), Vz € U,,
donde o,(f) es el desarrollo de Taylor de f en a.

Una funcién analitica real permite una extensién local a una funcién analitica compleja y, por
ende, puede verse como una funcién holomorfa compleja. Las condiciones de Cauchy-Riemann
son el mecanismo por el cual los teoremas de la Funcién Inversa, Funciéon Implicita o Rango
Constante pueden trasladarse al contexto de las funciones holomorfas. Esa es la metodologia
seguida en [Kaup&Kaup, 1983] y les permite probar resultados como los siguientes:

DEFINICION 52. Una aplicacién continua f : U C C* — C™ se dice holomorfa si sus coorde-
nadas son funciones holomorfas, es decir, si existen fuciones holomorfas f1,...,fm : U — C
tales que

fz2) = (i), fm(2)), Vzel.
El siguiente resultado puede encontrarse en [Kaup&Kaup, 1983], Capitulo 0, Seccién 8:

TEOREMA B.2.3 (de la aplicacién implicita para funciones holomorfas). Sean U C C",
V C C™ dos abiertos y sea U x V C C™ x C™ el abierto en la topologia producto dado como un
producto cartesiano. Sea f: U xV — C™ una aplicacion holomorfa. Sean a € U, b €V tales
que la siguiente matriz tiene rango m:

ofi
D a,b) = “(a,b
n+1,...,mf( 9 ) azj( ) ) 1<i<m
n+1<j<n+m
donde las coordenadas en C"t™ son representadas mediante (z1,...,2n4m). Supongamos,

ademds, que f(a,b) = 0.
Entonces, existen Uqp) C U XV un entorno abierto de (a,b) contenido en UxV, U, CU C C"
un entorno abierto de a en C" y una aplicacion holomorfa g : U, — C™ tales que

i) g(a) =b, Gr(g) S Ut
i) {(w,y) € Uap) : f(w,y) = 0} = Gr(g),
donde Gr(g) = {(z,9(x)) : x € Uy} es el grafo de g.

A partir de este resultado para aplicaciones holomorfas uno obtiene, mediante extensién local
del real al complejo, la version analitica del Teorema de la Funcion Implicita.

COROLARIO B.2.4 (Teorema de la Aplicacién Implicita para funciones analiticas reales).
El anterior resultado es igualmente cierto si uno reemplaza C por R y reemplaza funciones y
aplicaciones holomorfas por funciones y aplicaciones reales.
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B.2.2. Los Teoremas de Divisién y Preparacion de Weierstrass. Motivado por
fundamentar el andlisis complejo a partir de las series de potencias convergentes, K. Weier-
strass impartié varios cursos basados en su trabajo [Weierstrass, 1876]. Los resultados de
mayor relevancia fueron los Teoremas de Divisién y Preparacion, de los cuales nos ocuparemos
en esta Seccion.

Comenzamos introduciendo los anillos de series de potencias formales con coeficientes en un
anillo A. Obtendremos como primer resultado el siguiente, que puede consultarse en [Mat, 1980]:

PROPOSICION B.2.5. Sea A un anillo conmutativo con unidad. Entonces, A[[X1,...,Xy]] es
el completado de A[Xy,...,X,] con respecto a la topologia definida por la filtracion a-ddica,
donde

a:i= ()(17 . 7Xn)
En particular, concluimos:

COROLARIO B.2.6. Con las anteriores notaciones:

i) Si A es noetheriano, A[[X1,...,X,]] es noetheriano.
ii) Si A es un dominio, A[[X1,...,X,]] es un dominio.
iii) Si A es normal, entonces A[[X1,...,X,]] es normal.
i) Si A es un anillo local, A[[X1,...,X,]] es un anillo local cuyo mazimal estd generado
por el mazimal de A y las variables X1,...,X,.

Para la factoriabilidad se hace uso de los mencionados Teoremas de Divisién y Preparacion
debidos a K. Weierstrass.

DEFINICION 53. Una serie de potencias formales o € K[[X1,...,X,,Y]| se denomina distin-
guida en'Y de orden b si

0(0,...,0,Y) =Y,

para alguna unidad e € K[[Y]]. Se denomina polinomio de Weierstrass de grado b a toda serie
o€ K[[Xy,...,X,,Y]] de la forma:

b—1
o=Y"+ ZakYk,
k=0

donde ay, € K[[X1,...,Xn]].

TEOREMA B.2.7 (Teorema de Preparacién de Weierstrass). Sea 0 € K[[X1,...,X,,Y]]
una serie de potencias formales distinguida en Y de orden b, entonces, existe un polinomio de
Weierstrass, w € K[[X1,...,X,]][Y] de grado b y una unidad e € K[[X1,...,X,]]* tales que

o=cuw.
Mids ain, st K =C y o es una serie convergente, w también es covergente.

TEOREMA B.2.8 (Teorema de Divisiéon de Weierstrass). Sea o € K[[X1,...,X,,Y]] una
serie de potencias formales distinguida en'Y de orden b, entonces la aplicacion:

K[[Xy,....,X,.Y]]-oc® K[[X1,...,Xu)][Y]p—1 — K[[X1,...,Xn, Y]],
dada mediante:
(g-o,r)—q-o+r,

es un isomorfismo de K|[[X1, ..., X,]]-mddulos. En otras palabras, para toda serie de potencias
formales F € K[[X1,...,X,,Y]], existen series unicas q € K[[X1,...,Xn,Y]] y un polinomio
distinguido de grado a lo sumo b-1 tales que

F=qo+r

COROLARIO B.2.9. El anillo de series de potencias formales K[[X1,...,X,]] es un dominio de
factorizacion unica, normal, local y noetheriano de dimension n.
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B.2.3. Anillos Locales Regulares. La nocién de Anillo Local Regular fue introducida
por W. Krull.

DEFINICION 54. Diremos que un anillo local noetheriano (A, m) es un anillo local regular si su
ideal mazimal estd generado por un sistema de pardmetros. Esto es, si dim(A) = d y existen
T1,...,2q € m tales que

(x1,...,2q) = m.

A tales conjuntos se les denomina sistemas requlares de pardmetros.

Son anillos locales regulares los anillos de series de potencias formales o los localizados del
anillo de polinomios con coeficientes en un cuerpo (cf. [Mat, 1980], Capitulo 7, pp.126-127,
por ejemplo).

TEOREMA B.2.10. Sea (A, m) un anillo local reqular de dimension d. Son equivalentes:

i) A es un anillo local regular,
1) El anillo graduado G (A) es un anillo de polinomios en d variables con coeficientes
en A/m es un anillo de polinomios con coeficientes en d variables con coeficientes en
A/m.
iti) El A/m-espacio vectorial m/m? tiene dimension d.
COROLARIO B.2.11. Un anillo local noetheriano (A,m) es local regular si y solamente si su
completado A es local reqular. Ademds, dado que Gy (A) es un anillo normal, todo anillo local
reqular es un anillo normal.

COROLARIO B.2.12. Todo anillo local regular (R,m) de cuerpo residual k := R/m es dominio
de integridad.

PROPOSICION B.2.13. Sea (A,m) un anillo local regular de dimensién d y sean aq,...,a; una
coleccion de j elementos de A. Son equivalentes:

i) {a1,...,a;} es parte de un sistema regular de pardmetros de A.
ii) Las clases a; +m?, ... a; +m? son A/m-linealmente independientes en m/m?.
iii) A/(a1,...,a;) es un anillo local regular de dimension d — j.

En particular, para cada ideal primo p de A, A/p es local regular de dimension d — r si y
solamente si p estd generado por r elementos de A que forman parte de un sistema regular de
pardametros de A.

B.2.4. Criterio del Jacobiano. Sea V' C K" una variedad algebraica, P € V un punto,
y fi,-.., fs un conjunto de generadores de I(V) en K[X7, ..., X,].

DEFINICION 55. Una recta {P +Tv : t € K} C K" pasando por el punto P se denomina
tangente a V' en P, si se verifica que el siguiente polinomio univariado:

F(T) i= gde(f1(P +Tv), .., fo(P + Tv)) € K[T],
tiene en t = 0 una raiz de multiplicidad mayor que 1.

Sea mp el ideal maximal de K[X7, ..., X,] asociado al punto P. Sea K[X1,...,X,]|p la loca-
lizacién de K[X1,...,X,] en el maximal mp (que es un anillo local regular de dimensién n).
Obsérvese que

K[Xl —Q1,. .. ,Xn - O[n] = GmP(K[Xh ce 7Xn]);
donde P = (a1, ...,a,). Paracada G € K[X},..., X, ] denotemos por dp(G) la diferencial de G
en P, esto es, la componente homogénea de grado 1 de G como elemento de G, , (K[ X7, ..., X,]).

LEMA B.2.14. Con las anteriores notaciones, una recta {P +tv : t € K} es tangente a V en
P si y solamente si dp(f;)(v) =0, 1<i<s.

Denotemos por TpV el espacio tangente a V en Py sea D(f1,..., fs)p la matriz jacobiana en
P de un sistema generador de I(V). Se tiene:

TpV = {0 € K" : D(fi,..., f)p(v) = 0}
Més atin, sea mp el ideal maximal de K[V] asociado al punto P y consideremos
dp : ﬁp/ﬁ?y — (TPV)*

la aplicacién inducida por dp. Entonces, se tiene:
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PROPOSICION B.2.15. La aplicacién dp define un isomorfismo de K-espacios vectoriales.

DEFINICION 56. Con las anteriores notaciones, diremos que un punto P € V es un punto
reqgular o un punto simple si y solamente si

dim(TpV) = dim(V).
En caso contrario diremos que P es un punto singular de V.
Obsérvese que la condicién de dim(TpV') > dim(V') se tiene siempre.

TEOREMA B.2.16 (Criterio del Jacobiano). Sea V' C K" una variedad algebraica, supong-
amos I(V) = (f1,..-, fs) y sea D(f1,..., fs) la matriz jacobiana definida por un sistema gen-
erador de I(V). Sea P € V un punto y mp el mazrimal de K[V] asociado al punto P. Son
equivalentes:
i) P €V es un punto simple,
i1) El anillo local noetheriano K[V]m, es un anillo local regular de dimension igual a la
dimension de V.
iii) El rango de la matriz jacobiana en P es n — dim(V), i.e.

rang(D(f1,..., fs)p) =n—dim(V) = n — dim(V).

Obsérvese que la condicién de ser simple es andloga a las hipdtesis del Teorema de la Funcién
Implicita en el que insistiremos més adelante. Conviene senalar que el conjunto de puntos
singulares es un subconjunto algebraico propio de V' y que la condicién de ser un punto liso es
una condicién genérica en V.

B.2.5. Teorema de Estructura de Cohen. El teorema de I.S Cohen se lee del modo
siguiente en [ZarSam, 1960], donde, segtin las autores, se da una prueba debida a A. Geddes:

TEOREMA B.2.17. Si A es un anillo local regular completo y equicaracteristico, entonces, A

contiene un cuerpo de representantes, esto es, existe un subcuerpo K de A tal que K es isomorfo
a A/m.

La conclusién de este Teorema se lee del modo siguiente:

COROLARIO B.2.18 (Teorema de Estructura de I.S. Cohen). Todo anillo local regular
equicaracteristico y completo es un anillo de series de potencias formales.

COROLARIO B.2.19. Si (A,m) es un anillo local regular, noetheriano, dominio de integridad
y A es una K-dlgebra, con K = k(m), entonces el completado (A,m) es isomorfo a un anillo

de potencias formales y A es, por tanto, dominio de factorizacion unica y es normal (i.e. es
dominio e integramente cerrado en su cuerpo de fracciones).
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