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Resumen

En algunos espacios de Banach, podemos encontrar ciertas sucesiones, llamadas bases
de Schauder, que permiten representar de manera tnica cada elemento del espacio
como una serie cuyos sumandos son multiplos de los elementos de la sucesién.

En este trabajo, se estudian las principales caracteristicas de las bases de Schauder y
se introducen algunos ejemplos destacados. Se presta igualmente una especial atencion
a las bases de Schauder que son incondicionales, en el sentido de que el orden de los
sumandos en la serie no altera la convergencia, y a otro concepto estrechamente rela-
cionado con el de base de Schauder, como es el de sucesion basica.

Palabras clave: Bases de Schauder, Sucesiones bésicas, Bases incondicionales, Espa-
cios de Banach.

Abstract

In some Banach spaces, we can find certain sequences, called Schauder bases, that
allow us to uniquely represent each element of the space as a series whose terms are
multiples of the elements of the sequence.

This work studies the main characteristics of Schauder bases and introduces some pro-
minent examples. Special attention is also paid to Schauder bases that are unconditio-
nal, in the sense that the order of the terms in the series does not alter convergence,
and to another concept closely related to that of a Schauder basis, such as that of a
basic sequence.

Keywords: Schauder Bases, Basic sequences, Unconditional Bases, Banach Spaces.



1. Introduccion

1.1. Objetivos y estructura del trabajo.

Dado que en un espacio de Banach general no contamos con el concepto de ortogona-
lidad y, por lo tanto, a diferencia de lo que sucede en los espacios de Hilbert, tampoco
podemos hablar de bases ortonormales, vamos a intentar generalizar en la medida de
lo posible dicho concepto. En cualquier caso, en tanto que espacio vectorial, todo es-
pacio de Banach admite una base en el sentido algebraico. Sin embargo, el interés de
este trabajo es estudiar el concepto de base de Schauder.

Este trabajo esta formado por tres capitulos. En el primero de ellos, hablaremos de las
bases de Schauder, desde la definicion hasta algunos ejemplos concretos y resultados
relacionados con estas.

En el segundo capitulo nos dedicaremos a hablar de las sucesiones basicas (las cua-
les estan estrechamente relacionadas con las bases de Schauder). Como en el primer
capitulo, veremos la definicién, ejemplos y resultados de gran interés.

Y, en el ultimo capitulo, hablaremos de las bases incondicionales, las cuales son bases
de Schauder que siguen siendo bases de Schauder aunque les apliquemos una permuta-
cion cualquiera.

1.2. Conceptos previos y notaciéon.

En esta memoria, los espacios de Banach se consideran sobre K =R ¢ C.
La clausura de un conjunto A la representaremos como A

(A) representa el subespacio vectorial generado por A. Si A = {z1,...,x,}, escribire-
mos (A) como (xq,...,Ty,).

La notacion utilizada para las sucesiones sera la siguiente:

= Las sucesiones de elementos de un espacio de Banach se denotaran con letras
latinas. Por ejemplo, (x,) serd una sucesién de elementos del espacio.

= Las sucesiones de escalares del cuerpo K se representaran con letras griegas. Por
ejemplo, (a;,) serd una sucesién de escalares.

Ahora vamos a hablar de las definiciones de algunos conceptos y de algunas considera-
ciones previas que vamos a necesitar para seguir el trabajo adecuadamente:

Dado un espacio de Banach X, definimos la esfera unidad Sx como Sy := {z € X :
]| = 1}.

En esta memoria, todos los operadores se consideraran lineales.



Recordemos finalmente que un operador 7' : X — Y es un isomorfismo si es biyectivo
y ambos Ty T~ son continuos. Dos espacios normados X e Y son isomorfos si existe

un isomorfismo 7 : X — Y.



2. Bases de Schauder.

2.1. Definicién, primeros ejemplos y resultados basicos.

En este capitulo vamos a hablar de las bases de Schauder, desde su definiciéon hasta
algunos resultados 1tiles relacionados con estas. Dichas bases, como veremos a conti-
nuacion, nos permiten representar de forma tnica todos los elementos de un espacio
de Banach como una serie cuyos términos son elementos de la base multiplicados por
escalares.

Definicién 1 Sea (x,,) una sucesion (finita o infinita) en un espacio de Banach X. Se
dice que (x,,) es una base de Schauder de dicho espacio X si, para todo © en X, existe
una unica sucesion de escalares (a,,) de forma que

o0
xr = E (677%™
n=1

Es claro que x,, es no nulo para todo n porque, en caso contrario, no tendriamos unici-
dad en las sucesiones de escalares: 0 =7-0y 0 = 8- 0. También esta claro que en todo
espacio finitodimensional, una base algebraica es una base de Schauder. Por ello, en
adelante, salvo mencién expresa de lo contrario, supondremos que todos los espacios
considerados tienen dimensién infinita.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de bases de Schauder:

Ejemplo 1 Cualquier base ortonormal de un espacio de Hilbert es una base de Schau-
der.

Ejemplo 2 La sucesion de vectores candnicos (e,,) es base de Schauder de cy y de l,,,
con 1 <p< oo.

Ejemplo 3 Vamos a dar un ejemplo de base de Schauder del espacio de las sucesio-
nes convergentes c. Sea () la sucesion definida de la siguiente forma:

y, para n € N
Tn41 = €p

En este caso, (1) denota la sucesion cuyos términos son todos iguales a 1. Entonces
tenemos que (x,,) es base de Schauder de c.



Ejemplo 4 La base de Schauder cldsica (c,) de C[0,1] viene definida de la siguiente
forma (ver Figura 1):

» ¢o(t) :=1 para todo t € [0,1].
» ¢i(t) :=1t para todo t € [0, 1].

= Paran > 2 con 2™ 1 <n <2™, ¢, viene definida por:

( o2n — 2 o2n — 2 2n —1
2m |t — -1 1 —1<t< -1
(- (5 1) s Bt s

_ m — 1 om— 1 9
ca(t) 1—2m<t—<n —1)) s an —1§t<2—z—1

2m

L 0 en otro caso.

Vamos a ver que la sucesion (c¢,,) es una base de Schauder de C[0,1]. Para ello, vamos
oo
a ver que todo elemento f de C[0,1] se puede expresar como f = Zancn con oy,

escalar para todo n € N (aqui se entiende que la convergencia se considera en C10,1],

es decir, convergencia uniforme). El planteamiento a sequir va a ser constructivo, es

decir, dada una funcion f € C[0,1], vamos a construir una sucesion de escalares ()
oo

de forma que f = Z U Cry

Sea f € C0,1] cualquiera. Primero vamos a definir una sucesion (p,) de funciones en
C[0,1] de la siguiente forma:

po = f(0)co,

p1=po+ (f(1) — po(1))cs,

p2 i=p1+ (f(1/2) = p1(1/2))cz,
ps = pa+ (f(1/4) — p2(1/4))cs,
pa:=p3+ (f(3/4) — ps3(3/4))cu,
ps = pa+ (f(1/8) — pa(1/8))cs,

y de forma inductiva, obtenemos que en general, dados n > 2 y m tales que 2™ ! <
n < 2™, p, se define de la siguiente forma:

2n—1 2n —1
Pn ::pn1+(f( om _1)_pn1( om _1>>Cn
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Figura 1: Primeros nueve elementos de la base de Schauder clasica de C10, 1]



FEs directo ver que los p, son funciones continuas en [0, 1] para todo n € N ya que son
combinaciones lineales de funciones continuas definidas en [0, 1]. Ahora, llamamos x,
al punto donde f aparece evaluado en la definicion de p,, es decir

Zo =0
=1
xo :=1/2
T3 ‘= 1/4
xy:=3/4
x5 :=1/8
y, dados n > 2 ym tales que 2™ < n < 2™, entonces
2n — 1
T, = n -1
2m

FEs directo ver que, para k,n € N con k < n cualesquiera, se tiene que p,(zx) = f(xg).

Ahora, a partir de (p,), vamos a construir la sucesion de escalares (a,,) que estdbamos
buscando. Para construir dicha sucesion vamos a tomar los coeficientes de cada ¢, en
el término p,, es decir, los términos de la sucesion los definimos asi:

ag = f(0),

ay == f(1) = po(1),

ag = f(1/2) = p:(1/2),
az = f(1/4) — p2(1/4),
ag = f(3/4) — ps(3/4),
as = f(1/8) —pa(1/8),

y, de forma andloga que con (p,) (usando induccion), dados n > 2 y m tales que
2m=l < < 2™ tenemos que

2n —1 2n —1
an::f( o —1)—pn_1( o —1).

Po = pCo,

Vemos que

2
P1 = Po + 1€ = QpCy + q1C1 = E O Cy,s
n=1

2 3
P2 = P1+ Qace = E QpCy + Q33 = E QpCp
n=1 n=1

8



k
y, en general, por construccion, es directo ver que py = Z a,Cn para todo k € N. Por

n=0
lo tanto, tenemos lo siguiente:

00 k
k— k—
f: E ApCp < E anCp OO; f <~ Dk 00} f
n=1 n=1

Recordemos que dado unn € N, la funcion p, coincide con f en los puntos xj con
k <n (k€ N) e interpola poligonalmente entre estos puntos.

Veamos que f = kh'm p. Fijamos € > 0. Como f es uniformemente continua, existe
—00
0 > 0 tal que, si |x —y| <9, entonces |f(x) — f(y)| < <

2
Ahora tomamos kg € N tal que dos puntos xy consecutivos (como elementos de [0,1])
entre xg, ..., Tk, estén a distancia entre si menor que 0.

Ahora, si k > ko, tendremos mdas puntos xy, 1y, por ello, dos puntos consecutivos distan
entre si menos que 9.

Tomamos m € N tal que m > ko y sea x € [0,1]. Vamos a ver que |f(z) — pm(z)| < €.
Ahora, tomamos xp < x < x; donde x y x; son consecutivos. Entonces tenemos que

|z — x| < d vy, por lo tanto, |f(zk) — f(z1)] < %, es decir, |pm(xr) — pm(x)| < %

Por la forma en la que estd definida p,,, resulta que p,(x) estd en el intervalo que
tiene como extremos py,(xx) Y pm(x;). Por ello, tenemos que

€
() = )| < [pre(s) — pn(a)] < &
Por otra parte, |x — x| < 0, luego | f(x) — f(z))| < % Ast,

|f(@) = pm(2)| <[ f(@) = pm(0) ] + [Pm(220) — ()]
<[f(@) = f(x)] + [pm(21) — pm ()]

< —
2+

—

= €.

DO | ™

Para terminar, solo nos falta probar una cosa para demostrar que (c,) es una base de
Schauder para C[0,1] y es que las sucesiones de escalares que generan un elemento
deben de ser unicas. Por eso mismo, supongamos que existen (o), (B,) tales que

oo oo
§ anCp = § 6ncn-
n=1 n=1

9



Entonces tenemos que

[o.¢] oo oo

Z(an - Bn)cn - Z QnCp — Zﬁncn =0

n=1 n=1 n=1
y, como es evidente que los ¢, son positivos y no nulos por construccion, entonces
(aon, — ) es la sucesion nula o, lo que es equivalente, (ay,) = (5,) como queriamos
demostrar.

Ahora veremos algunos resultados basicos sobre las bases de Schauder. El que vamos a
ver a continuacién nos va a permitir obtener nuevas bases de Schauder a partir de una
dada multiplicandola por una sucesion de escalares.

Proposicién 1 Sea (x,) una base de Schauder de un espacio de Banach X y sea (cv,)
una sucesion de escalares no nulos. Entonces la sucesion (a,x,) es también una base
de Schauder de X.

Demostracion: Sea r € X un elemento cualquiera. Entonces tenemos que x =

o

g Bnxy siendo esa (3,) la inica sucesién de escalares que permite la igualdad. Por
n=1

una parte, considerando las sucesiones (o) y (a;*

~1), tenemos lo siguiente:

T = Z ﬁnxn = Z ﬁn(ayjlan)xn = Z(Bﬂar_Ll)(anxn)
n=1 n=1 n=1

Por otra parte, al ser (3,,) una sucesién de escalares unica con tal propiedad, (S,a;!)
es una sucesién con las mismas caracteristicas y asi tenemos que (a,,x,) es base de
Schauder del espacio, como queriamos demostrar. [ |

Obviamente, si dada una base de Schauder, podemos obtener otra multiplicindo esta
primera por una sucesion de escalares, entonces podemos obtener una base de Schau-
der en la que todos los elementos tienen normal igual a 1. Esto nos lo va a mostrar el
siguiente corolario.

Corolario 1 Si (z,) es una base de Schauder de un espacio de Banach, entonces
|zl ) es una base normalizada de dicho espacio.

A continuacién veremos la relacién que tiene un espacio de Banach con base de Schau-
der con el espacio de las sucesiones con la propiedad de que la suma de la serie en
términos de dicha base converge.

10



Proposicién 2 Sea X un espacio de Banach con una base de Schauder (x,). Sea Y el

espacio vectorial formado por las sucesiones de escalares () tales que x = E Ty,
n=1
converge. Se tiene que la aplicacion || - ||y : Y — R dada por

)
§ QnTn
n=1

es una norma en Y. Ademds, Y es un espacio de Banach y la aplicacion

[oe)
Z anxy, — (ay)
n=1

() lly =

es una isometria lineal (sobreyectiva) de X en Y.

Demostracion: Observamos que la aplicacién ® de X en Y tal que a cada

o0

r = Zanxn € X le asigna («,) estd bien definida ya que, como (z,) es base de
n=1

Schauder de X, entonces para cada z € X existe una unica sucesion de escalares (o)

que cumpla dicha condiciéon. Veamos a continuacion que ® es biyectiva.

Por una parte, es inmediato que si (ay,) = ®(z) = ®(y) = (B,), necesariamente

(o) (o)
r = E ATy = E Bpx, = y, con lo cual ® es inyectiva. Por otra parte, también
n=1 n=1

o D

estd claro que, si (ay,) € Y, entonces Z@n% € Xyl(a,) =@ (Z Xy | con lo
n=1 n=1

cual ® es sobreyectiva. Ademds, se puede ver que dicha aplicacién es lineal teniendo

en cuenta las propiedades de la suma de sucesiones y operando en el sumatorio.

Ahora vamos a ver que la aplicacién || - ||y es una norma. Consideramos (ay,), (8,) € Y

(o] o0
tales que x = Z ATy €Y = Z Bnr, con x,y € X. Entonces tenemos lo siguiente:

n=1 n=1

la)ly = |3

n=1

= [lz = 0

alcanzandose la igualdad solo cuando («,) = (0).

Sea v un escalar. Entonces

v+ (an)lly = ll(van)lly = || D v oman|| = 7D cnn 0
n=1 n=1

= [lv-zll =]l ll=ll.

11



Finalmente, solo nos falta ver que cumple la desigualdad triangular:

o0

() + (Ba)lly = l(an + Ba)lly = ||D_(an + B)an

n=1

0o 0o
n=1 n=1

= llz +yll < ll=ll + lyll = [[(wn) by + By

Con todo lo anterior, ya tenemos demostrado que dicha aplicacién es una norma.

i i6n, v una i fa li u Vi
A continuacion, veremos que ® es una isometria lineal, para lo cual solo nos falta ver
que esa aplicacién preserva la norma. Esto se deduce precisamente de la definicién:

(0] (f: O[nlL‘n> f: ApTp
n=1 n=1

Para terminar, como ® es una isometria lineal y X es completo, ¥ también lo es. W

= [I(an)lly =

Hay un gran interés en saber si la imagen de una base de Schauder por un isomorfis-
mo es también base de Schauder, es decir, queremos saber si los isomorfismos llevan
bases en bases. Esto lo vamos ilustrar con la siguiente proposicion.

Proposicion 3 Supongamos que X e Y son espacios de Banach y que T es un iso-
morfismo de X en'Y. Si (x,) es una base de Schauder de X, entonces (Tx,) es una

base de Schauder de Y .

o0
Demostracion: Consideremos g anr, € X. En primer lugar, tenemos lo siguiente:

n=1

0o k k 00
T (Z oznxn> =T (;}i,m Zanxn) = klgn T (Z ana:n> = Z an T (xy,).
n=1 n=1 n=1

n=1

Fijamos y € Y y entonces, por ser T biyectivo sabemos que existe un tnico x € X con
Tx = y. Ahora, como (z,) es base de Schauder, tenemos que existe una tinica sucesién

o [ee]
de escalares (a,,) tal que z = Z Ty v, lo cual implica que y = Z anT(zy,).

n=1 n=1
o0 oo
Por otra parte, si existe (/3,,) con y = ZﬁnT(xn) entonces y = T (Z ann> y asi,
n=1 n=1

o
necesariamente E Bnx, = x ya que T es isomorfismo biyectivo e y era la imagen de

n=1

12



x por T. Ahora, gracias a que (z,) es una base de Schauder, entonces (a,,) = (5,) ya
que la sucesiéon de escalares que forma un elemento es unica. Con esto ya tenemos que
(T'z,,) es una base de Schauder de Y como querfamos demostrar. |

Podemos aplicar este resultado para relacionar los ejemplos 2 y 3.
Ejemplo 5 Podemos definir el siguiente isomorfismo entre los espacios cq y ¢

T:cp—c
61—>(1)
€n—>€n+1

el cual transforma la base de Schauder (e,) de ¢y en la base de Schauder (z,,) de ¢

que definimos en FEjemplo 2. También hay que tener en cuenta que por lo visto en la
demostracion de Proposicion 3, tenemos que una aplicacion biyectiva entre las bases
de Schauder nos define un isomorfismo biyectivo entre los espacios de Banach como es
en este caso.

Podemos ver también que las bases de Schauder comparten algunas caracteristicas con
las bases algebraicas; por ejemplo, sus elementos son linealmente independientes.

Proposicion 4 Toda base de Schauder de un espacio de Banach es linealmente inde-
pendiente.

Demostracién: Consideremos una base de Schauder (z,) del espacio X. Sea m €
N. Probaremos que los vectores zy, ..., x,, son linealmente independientes, es decir,
veremos que para cualesquiera escalares aq, ..., q,, , si

m
E ;X — 0,
=1

entonces a; = ... = a,, = 0.

Supongamos por el contrario que no son linealmente independientes, es decir, existe
algin a; con 0 < 7 < m tal que a; # 0. Ahora consideramos la sucesién de escalares
(cv,) de forma que los primeros m elementos son los aq, ..., a,, mencionados anterior-
mente y el resto son todos iguales a 0. Entonces tenemos lo siguiente:

ianxn:ianwn—l—ianxn:O+i0-xn20
n=1 n=1

m+1 m—+1

Asi tenemos que (o) v la sucesién nula dan lugar al elemento 0 del espacio de Ba-
nach X, con lo cual (x,) no es base de Schauder. [

13



Si sabemos que un espacio de Banach tiene una base de Schauder, ;sabemos algo més
al respecto de dicho espacio? Pues la respuesta es que si:

Proposicion 5 Todo espacio de Banach que tenga una base de Schauder es separable.

Demostracién: Sea X un espacio de Banach que tiene una base de Schauder (z,,).
Queremos ver que X contiene un subconjunto numerable y denso en dicho espacio.
Consideramos la base normalizada de Schauder: (||z,||'z,). Entonces, por una parte,

o
dado un x € X podemos escribir x = g an(||2,]| " 2,), donde obviamente la conver-
n=1
ia de esta seri ti 1 i6n d d ! 0
gencia de esta serie garantiza que la sucesién de sumandos (ay,||z,| ™ z,) converge a 0,
es decir, (ay,) € co.

Por otra parte, gracias a Proposiciéon 2, sabemos que X es isométrico a un subconjun-
to A de ¢g. Vamos a ver que A es separable. Por simplicidad, vamos a usar la notacion
correspondiente al caso K = R.

oo
Consideremos By, = {(ay,) : o, € Q, a, =0 Vn >k} y B = U Bj,. Tenemos que B
k=1
es numerable por ser unién numerable de conjuntos numerables y que B = A; asi A es
separable y, por lo tanto, X también lo es por isomorfismo. [ |

Observacién 1 Dado que I, no es separable, entonces lo, no puede tener ninguna
base de Schauder y, por lo tanto, (e,) no es base de Schauder l...

Dado que todo espacio de Banach es en particular un espacio vectorial y en dichos es-
pacios existen el concepto de base en el sentido algebraico, vamos a hacer un pequeno
inciso para distinguir las bases de Schuader de las bases en el sentido algebraico.

2.2. Bases de Hamel.

En primer lugar, sabemos que todo espacio vectorial V' de dimensiéon n € N tiene una
base algebraica con n elementos. Pero, en general, todo espacio vectorial tiene una
base algebraica y a dichas bases se les da el nombre de bases de Hamel.

Definicion 2 Sea V' un K-espacio vectorial y B un subconjunto no vacio de V' tal que
B es linealmente independiente. Diremos que B es base de Hamel si para todo x € X
existen

r1,To,...,T, €B

ay, e, ..., 0, €K

14



tales que
n
r = E ALl
k=1

o0, lo que es equivalente, podemos generar cualquier elemento de V mediante combina-
ciones lineales de elementos de B.

Haciendo uso del Axioma de eleccion o, lo que es equivalente, por medio del lema de
Zorn, vamos a demostrar que todo espacio vectorial tiene una base en el sentido alge-
braico.

Teorema 1 Todo espacio vectorial admite una base de Hamel.

Demostracion: Sea V un K-espacio vectorial de dimensién infinita y A el conjunto
de las familias linealmente independientes en ese espacio. Obviamente A es no vacio.
Consideramos {4, : @ € A} una cadena ascendente contenida en A, es decir, dados
Aq, Ap elementos de esa cadena, entonces tenemos que A, C Ag 6 Ag C A,. Veamos
que toda cadena ascendente tiene una cota superior en A.

A partir de ahora, cuando tengamos que Ag C A, lo denotaremos como Ag < A,

Sean By = U Ay v 21,...,2, € By. Tenemos que existe un A,, tal que z; €

acA
Aq, y de la misma forma, existe un A, tal que x; € Ay, con j = 1,...,n. Dado

que los A, son parte de una cadena ascendente, existe ng un entero positivo tal que
Aays -y Aa, C Aano y asi, r1,...,x, € Aano, con lo cual x4, ..., x, son linealmente
independientes y By € A. Ademas By es cota superior de la cadena

Ahora, por el lema de Zorn, en A existe un elemento maximal que denotaremos como
Cp. Veamos que C es base de V.

Sea z € V '\ Cy y consideremos el conjunto Cy U {z}. Dado que Cj es un elemento ma-
ximal entre las familias libres de V, sabemos que Cy U {z} no es libre, lo que implica
que existen

T1,...,x, € Cy
ay,...,0, € K

tales que
r+ o+ ... +tayx, =0

0, lo que es equivalente,
= —01T1 — ... — QpTy.

15



Asi, tenemos que podemos generar cualquier elemento de V' a partir de Cy, lo que im-
plica que Cj es sistema generador y, como Cj ya era familia libre, entonces Cj es base
de Hamel de V. |

Como hemos comentado anteriormente, si un espacio de Banach tiene dimensién n
(n € N), entonces toda base algebraica es base de Schauder con respecto a cualquier
norma. Ahora nos podiamos preguntar qué pasa en el caso en el que la dimension sea
infinita y es lo que va a responder el siguiente resultado.

Proposicion 6 Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces una
base de Schauder no puede ser base de Hamel.

Demostracién: Supongamos que (x,) es base de Schauder de X. Sabemos que (z,,)
es una sucesion infinita de términos no nulos ya que, en caso contrario, X tendria
dimension finita. Sin pérdida de generalidad, por Corolario 1, podemos suponer que

o
|z,|| = 1 para todo n € N. Consideramos = = Z — @, Tenemos lo siguiente
n
n=1
— 1 —|1 2
ol = [ 32 ]| < 3 |l = &
n=1 n=1

y entonces, como esa serie es absolutamente convergente en X, tenemos que x € X.
Ahora, si tuviésemos que (z,,) es una base de Hamel, tendriamos que x podria expre-
sarse también como una combinacion lineal finita, lo cual va en contra con la unicidad
de expresion garantizada por la condicién de ser base de Schauder y llegamos a un ab-
surdo. Concluimos entonces que (x,) no es base de Hamel. |

Una vez visto que los conceptos de base de Hamel y base de Schauder son distintos,
vamos centrarnos Unicamente en estas ultimas.

2.3. Proyecciones naturales, funcionales coordenados y z,-
norma.

En esta seccion de la memoria, vamos a hablar de algunos operadores que son defini-
dos a partir de una base de Schauder y algunos resultados sobre ellos. Ademas, defini-
remos una norma a partir de estos operadores y sacaremos resultados de gran interés.

En primer lugar, dada una base de Schauder (), podemos definir operadores como
los siguientes:
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Definicién 3 Supongamos que el espacio de Banach X tiene una base de Schauder
(). Para cada entero positivo m, el m-ésimo funcional coordenado x}, para (z,) es
o0

la aplicacion Z nTn — oy, de X en K. Ademds, la m-ésima proyeccion natural P,
n=1
oo m
para (x,,) es la aplicacion Z Ty, — Z oy, de X en X.

n=1 n=1

Ademas de operadores, podemos definir una norma a partir de una base de Schauder.
Dicha norma es la que llamaremos (z,)-norma.

Definicién 4 Sea (z,,) una base de Schauder de un espacio de Banach X. Llamare-
mos (x,)-norma de X a la dada por la siguiente férmula.

o0 m
E ApTnp E ApTnp
n=1 n=1

Teniendo ya definida la (x,)-norma, podriamos preguntarnos si guarda alguna relacion
con la norma original del espacio. Veamoslo en el siguiente teorema.

= sup
m

(zn)

Teorema 2 Sea (z,) una base de Schauder de un espacio de Banach X. Entonces la
(zn)-norma de X es una norma equivalente a la norma original del espacio y ||z| <
|2l (z,) para todo x en X.

Demostracion: FEn primer lugar, tenemos lo siguiente:

00 m m o)
E AL E AnLn E AnTn E UnTn
n=1 n=1 n=1 n=1

Con ello ||z|| < ||#]/(z,) para todo € X. Vamos a ver seguidamente que (X, || - ||(z,))

= lim
m—00

< sup
" (n)

o) o0
es un espacio de Banach. Consideremos una sucesién de Cauchy ( E an,mxn> en
n=1
X con respecto a la (x,)-norma. Si my,ms, k € Ny k > 2, entonces

m=1

k k—1
|ty — ks ||| ]| = Z(O‘Wm — Qg ) Tn — (Cnmy — Qg )T
n=1 n=1
o
S 2 Z(an,ml - an,mg)xn
n=1 (xn)
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Por otra parte, para k = 1, tenemos que

(e o]

|Qtmy — Q1 |21 ]] < Z(an,ml — Qipmy ) Tn
n=1 (mn)

lo que implica que para cada n, la sucesion (o, ., )%, es de Cauchy en Ky, por lo
tanto, convergente a un cierto escalar a,,. Por ello, obviamente, para todo j € N,

J J
lim E Oy T = E T
m—ro0
n=1 n=1
Sea € > 0 y sea m, un entero positivo tal que si m, m’ > m,, entonces

00 00 p
E Opm/'Tn — E OnmTn < 5
n=1 n=1

(n)

y asi,

para cada j. Fijando m = m, y haciendo tender m’ a infinito, tenemos que

J J p
E ApZpn — E AnmeTn S g (2>
n=1 n=1
para cada j. Ahora, si jo > j; > 1 entonces
J2 J2 J2 J2 Ji—1 Jji—1
E ApTpn — E O‘n,mexn S E ATy — E O-/n,mgl‘n + E ATy — E an,mezn
n=j1 n=ji n=1 n=1 n=1 n=1
2e
S -
3
(3)
o0
Por otra parte, como E Oy, m. T, converge, entonces podemos encontrar un j. tal que
n=1
J2 €
si o > J1 > Je, entonces g O T || < 3’ lo que implica
n=ji
J2 J2 J2 J2
E Tyl < E Ty — g Q. Tn || + g Qpm Tn || < € (4)
n=ji n=ji n=ji n=ji1
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J
cuando j > 71 > je asi que la sucesién de sumas parciales g a,x, | es de Cauchy

n=1 j
o0
y, por tanto E anx, converge. Ahora, si en (2) sustituimos m, por cualquier m > m,
n=1

y tomamos el supremo sobre todos los j, tenemos que

J J ¢
sup g ATy — E QT || < 3
n=1

JeN n=1

y podemos concluir que

(o) o0
lim E Ty — E T, =0
m

(zn)
lo que demuestra que X es completo con respecto a la (z,)-norma.

Finalmente, gracias a la desigualdad demostrada al principio de la demostracion, tene-
mos que el operador identidad de (X, || - [/(z.)) en (X, || - ||) es continuo, lo cual gracias
al teorema de la aplicacién inversa (también conocido por el nombre del teorema de
la inversa acotada o el teorema del ismorfismo de Banach) nos permite asegurar que
ambas normas son equivalentes. |

Gracias al teorema que acabamos de probar, podemos demostrar que las proyecciones
naturales son operadores acotados. Eso viene descrito en el siguiente resultado.

Teorema 3 Cada proyeccion natural asociada a una base de Schauder de un espacio
de Banach es acotada. Mds aiun, el conjunto de todas las proyecciones naturales es
acotado.

Demostracién: Supongamos que (x,) es una base de Schauder de un espacio de
Banach X. Sean m € Ny P, la m-ésima proyeccién natural para (z,). Si Y -, a,z, €
X, entonces

0o m oo
P, E ApTp = E ApTy < E ApTy
n=1 n=1 n=1

Con ello, si || Pnl|(z,) denota la norma de P, cuando en X se considera la norma

| - [|(zn), entonces || Py |(z,) < 1, lo que implica que P,, es continua con respecto a la
(z,,)-norma. Entonces, por la equivalencia de normas recogida en Teorema 2, la conti-
nuidad de P, con respecto a la norma original del espacio es inmediata o, lo que es lo
mismo, P, es acotado con respecto a la norma original.

(zn) (xn) (zn)
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Por lo comentado anteriormente, siendo M > 0 tal que || - [|(z,) < M]| - || tenemos
que para todo € X, |[|[Pp(2)| < |Pn(®)|l@n) < |2](2,) < M|z|| lo que implica que
| Pl < M para todo m € Ny asi el conjunto de las proyecciones es acotado. [

Observacién 2 Si {P, : n € N} es el conjunto de proyecciones naturales asociadas
a una base de Schauder de un espacio de Banach, entonces sup,, ||P,|| € R. Ademds,
notemos también que cada funcional coordenado es la diferencia de dos proyecciones
naturales. En consecuencia, tenemos el siqguiente corolario.

Corolario 2 Cada funcional coordenado asociado con una base de Schauder para un
espacio de Banach es acotado. Mas en general, el conjunto de todos los funcionales
coordenados es acotado.

Definicién 5 Sea {P, : n € N} el conjunto de proyecciones naturales asociadas con
una base de Schauder de un espacio de Banach. Se llama constante base de la base de
Schauder a sup,, || P,||. Se dice que la base de Schauder es mondtona u ortogonal si su
constante base es 1.

Ejemplo 6 Si X escyol, conl < p < oo, entonces la base de Schauder (e,) de
vectores canonicos para X es mondtona.

Proposicién 7 Supongamos que (x,) es una base de Schauder de un espacio de Ba-
nach X y que K es la constante base de (x,,). Entonces K es el menor nimero real M
tal que

<M

m oo
E ApTy E Aply
n=1 n=1

para todos los Zanxn € X ym € N. De hecho, K es el menor niumero real M tal

n=1
que
mi ma
g anTyll < M E Ty,
n=1 n=1
para cualesquiera my, my € N tales que my < mg y aq, ..., 0, € K.

Demostracién: Por Definicién 5, tenemos que K = sup{||P,|| : m € N} y, por las
expresiones de la norma, tenemos que || Py, || = if{M > 0: ||P x| < M ||z|| Vo € X}.
De donde tenemos que, para todom e Ny z € X,

[Pml| < [[Pnllllz]] < K]

y, si tomamos un M, > 0 con dicha propiedad, entonces || P, || < M, para todo m € N,
luego K :=sup{||P| : m € N} < M,. [
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Proposicién 8 Supongamos que (x,) es una base de Schauder de un espacio de Ba-
nach X. Entonces son equivalentes

1. La base de Schauder (z,) es mondtona.

2. 100 anxn|l < ID202 anxyll para cada elemento Y7 | axy, de X y para cada
entero positivo m.

1 . 7
3. 1>2m anzall < || || para cada coleccion de m+1 escalares aq,. .., Gty
y para cada entero positivo m.

4. La norma original de X y la (z,)-norma de X son la misma.

Demostracion: Usando que la constante base es al menos 1, entonces tenemos que:

(1) <= (2) es inmediato utilizando Proposicién 7. Por una parte, si la base es
monotona, la constante base es 1y, por definicién, tenemos (2). Por otra parte, si te-
nemos (2), por Proposicién 7 tenemos que la constante base es menor o igual que 1, lo
que nos lleva a (1).

(2) <= (3) Como decimos, por Proposicién 7, suponiendo cierto (2), entonces la
constante base es menor o igual que 1 y, por la segunda parte de la misma proposi-
cion, es inmediato (3); y, de forma andloga, si tenemos (3), por el mismo razonamiento
tenemos que la constante base es menor o igual que 1 y usando la misma proposicién
tenemos (2).

(3) <= (4) Por una parte, suponiendo que se da (3), tenemos que, dado x € X,
| Prn|| < ||Pnsiz], con lo que la sucesién (|| Ppx||) es creciente y, con ello, ||z (,) =

sup ||Ppz|| = lim ||P,z| = ||z]| ya que P,z — = cuando m tiende a infinito. Por otra
meN m—0o0

parte, si la (z,)-norma y la norma original son la misma, tenemos que sup || P, x| =
meN

|Z||z,) = ||lz|| ¥y, en particular, || Ppx|| < ||| para todo € X y todo m € N, con lo
que se satisface la condicién (2) y, por tanto, tenemos (3). [

Corolario 3 Si (z,) es una base de Schauder de un espacio de Banach X, entonces
() es mondtona con respecto a la (x,)-norma de X.

Demostracién: Por una parte, como la identidad Id : (X, |- ||) = (X, || ||z.)) €s un
isomorfismo, por Proposicién 3, (z,) es una base de Schauder de (X, || - ||(z,))-

Por otra parte, considerando X como (X, || - [|(,)),entonces es directo que tenemos

el apartado (4) de la Proposicién 8 y entonces tenemos inmediatamente que (z,,) es
mondtona con respecto a la norma || - ||(z,)- [
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Definicién 6 Diremos que una base de Schauder (z,,) para un espacio de Banach X
es estrictamente mondtona si

m m—+1
E Ol < E OnTr
n=1 n=1
para cada entero positivo m y para cada m + 1 escalares oy, ..., Qyy1 con Qi1 # 0.

Ejemplo 7 La base (e,) de vectores candnicos para cada l,, con 1 < p < 0o, es es-
trictamente mondotona. En cambio, si consideramos la misma base en ¢y es mondtona
pero no estrictamente mondtona: por ejemplo, |le; + esllo = |le1]|o-

Teorema 4 Una sucesion (x,) en un espacio de Banach X es una base de Schauder
sty solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1. cada x, es no nulo;

2. existe un numero real M tal que

mi ma2
E ol < M E Qp Xy,
n=1 n=1
para cada my, me € N con m; < mq y para cada o, ..., 0y, € K;

3. ({xn:n eN}) = X.

Demostracién: Ya hemos visto que toda base de Schauder (z,) de X cumplia (1),
(2) v (3) (Definicién 1 junto con la observacion posterior a esta y Proposiciéon 7). Con
esto, solo nos falta probar que, si una sucesién (x,) de X cumple esas tres condicio-
nes, entonces es base de Schauder de X.

Sea (x,) una sucesién en X que satisface (1), (2) y (3).

Veamos en primer lugar que la forma de escribir cada elemento como serie basada en
[o.¢]

los (x,,) es necesariamente tinica. Supongamos que E YnTy €S Unha serie convergente.
n=1
Veamos entonces que, para cada m,

i%xn <M ivnxn
n=1 n=1

Fijamos m € N. Tenemos que, por la condicién (2), para cada k > m,

m k
D na|| < M (D
n=1 n=1
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—

k
E TnTn
n=1

k 0o
Como E YnTn — E YnLn, entonces
n=1 n=1

Con elloj tenemos que

(o9
E YnTn
n=1

<M (5)

m o0
n=1 n=1

Supongamos ahora que las sucesiones de escalares («,) y (5,) son tales que

oo o0
g Ap Ly, = g Bnr, donde ambas series son convergentes. Veamos que «,, = (3, para
n=1

n=1

todo n € N.
Por una parte, por (5) tenemos en particular que

00 00
E QnTyp — E ann
n=1 n=1

asi que oy = (1. Inductivamente, podemos ver que «,, = (3, para todo entero positivo
n. De esta forma, tenemos que no hay ningtin elemento = de X para el cual exista mas
o

g — Bull|z|| < M =0

de una sucesion de escalares (o) tal que = = E T, cOmo queriamos probar.
n=1

Una vez tenemos garantiza la unicidad, veremos ahora que cada x € X se puede es-
o

cribir como z = E a,T,. En primer lugar, para cada entero positivo m y cada su-

n=1

m
cesién finita de escalares no nulos («,), definimos p,, (Z an:cn) = Z o Ty. Por
n>1 n=1
la condicién (2), tenemos que cada p,, es un operador acotado de ({x, : n € N}) en
({x1,...,z,}) de norma menor o igual que M. Para continuar con la prueba, necesi-
taremos el siguiente resultado (Teorema 1.9.1 en [3]):

Sean M un subespacio denso de X e Y un espacio de Banach. Consideremos un ope-
rador acotado Ty : M — Y. Entonces existe un unico operador acotado T : X — 'Y tal
que T y Ty coinciden en M. Ademds, || T = ||To]|-

Gracias a esto dltimo, existe una extension P, de p,,, P, : X = ({z, :n € N}) —
{{z1,...,2m}) con la misma norma que p,,. De esta forma, para x en X, cada y en
({z,, : n € N}) y cada entero positivo m,

| Pz — z|| < ||Pnx — Poyll + | Py — yll + ||y — 2|
<Mz =yl + | Puy — yll + ||y — |
< (M + 1)z =yl + [ Pny — vl
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Si hacemos tender m a infinito en la expresion anterior, tendremos que y = lim p,,y =
m—0o0

lim P,y, vy asi podemos ver que
m—ro0

lmsup || Ppz — zf| < (M + 1)z - yl|

para cada z € X y cada y € ({z,, : n € N}). Cémo ademds y es un elemento arbitrario
de un subconjunto denso de X, tenemos que limsup,, || P,z —z|| = 0 para todo = € X.
Asi acabamos de probar que

11;71211 P,r=x

para cada x € X.

Por 1ltimo, fijamos © € X y consideramos «; tal que Pix = «ayx,. Para cada y en el
subconjunto denso ({z,, : n € N}) de X, PP,y = pipoy = pry = Py, de donde

vemos que PP, = P;. Por lo tanto, P Pox = ayx y, asi, existe un as tal que Poxr =
2

E Q. Aplicando induccién, obtenemos una sucesiéon de escalares (a;,) tal que, para

n=1
m

cada m, P,x = E Ty, de forma que

n=1
o0
r=1limP,x = g Ap Xy,
m
n=1

Con esto y con la unicidad probada anteriormente, tenemos que (z,) es base de Schau-
der de X. [ |

Observacién 3 En el resultado anterior necesitamos que el espacio de Banach X
sea separable ya que como hemos comentado anteriormente, st no lo fuese, no tendria
sentido hablar de que exista alguna base de Schauder de dicho espacio.

Por 1ultimo, vamos a ver una definicién que tiene que ver con la constante base defini-
da previamente y con los espacios de Banach.

Definicién 7 Supongamos que X es un espacio de Banach que admite una base de
Schauder. Para cada base de Schauder (z,) de X, denotamos a su constante base por
K(s,). Entonces llamaremos constante base de X a

Kx =inf{K,) : (z,)es base de Schauder de X}.
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2.4. Base de Haar.

Llegados a este punto, tenemos todas las herramientas necesarias para poder probar
que la base de Haar es base de Schauder para los espacios L,[0, 1] para 1 < p < oo.
Vamos a ver este ejemplo con detalle ya que es de gran interés y se apoya en varios re-
sultados de la seccién anterior. Ademds, como L. [0, 1] no es separable, no cabe hablar
de base de Schauder en este caso.

Ejemplo 8 La base de Haar (h,,) de Ly[0,1], con 1 < p < oo, viene definida de la
siguiente forma (ver Figura 2), donde consideramos representantes adecuados de las
clases de equivalencia:

Osit=1

ha(t) = {1 si t e[0,1)

y, para n > 2, siendo m el entero positivo tal que 2™ 1 < n < 2™,

M — 2 m—1
lsi 22 1<t 2
2m
m— 1 2
M) =9 _16 222 _1<t< 2

0 en otro caso.
Notese que el conjunto donde h,, es no nula conforma un intervalo. Lo denotaremos
por J,. Asi,

Jp = 1,
2m 2m

_[2n -2 on )

Vemos asi que los intervalos J, con 2™~ 1 < n < 2™ definen una particion P, del
intervalo [0, 1) mediante intervalos de longitud 2m—1_1 Los intervalos contenidos en la
particion P, son aquellos de extremos consecutivos

1 2 gm-1
) Gm 1 gm1’ 0 gmel

Ast, si mg > myq, los puntos W%f estdn entre los puntos de la forma 2m+f Vamos a

ver que (hy,) es base de Schauder de Ly[0,1]. Para ello, vamos a demostrar que cumple
(1), (2) y (3) de Teorema 4.

Por construccion es evidente que h,, # 0 para todo n € N, ya que todas esas funciones
toman valores no nulos en subconjuntos de medida distinta de 0. Esto nos da (1).
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h(f) =ty h3(t) "
N \L h2(t) 1] haif)
b 14 S
0.5 054 0.5 sl
o 0.5 1 0 0.5 1 o 0.5 o e
-0.51 051 -0.54 051
=14 -1 | SE—— -1 | — 14
ha(f) hiit) h7it) ha(h
P — o q J— 1 R 1 —
0.5 08 05 0.5
o 05 1 o 0s 1 o 05 0 05
05 05 05 054
14 1 — -1 _— 1

Figura 2: Primeros ocho elementos de la base de Haar

26



Ahora, para probar (2), fijamos ng,mg € N tales que ng > 2 y 2™~ < ny < 20, Parg
simplificar la prueba, vamos a introducir la siguiente notacion:

- Il = [2n0—2 -1 2no—1 1)

2™o ) 2™Mo

. [2no—1 2ng
n [pi= 2o 2 )

s A=[0, 1\ (LU L) =1[0,1]\ J,

Es decir, I es el intervalo donde la funcion hy,, vale 1, Iy es donde vale -1 y A donde

es nula.
no—1

Sea (a,) una sucesion de escalares. Veamos a continuacion que el valor de E aphy,

n=1

es constante en Iy U Iy en casi todo punto. Para ello, veremos que si n < ng, entonces
h, es constante en Iy U Iy en casi todo punto. En primer lugar, es obvio que hy es
constante en [0,1] c.t.p.

Por otra parte, vamos a demostrar que si 2"t < n,k < 2™ yn # k, entonces, h, y hy,
toman valores no nulos en intervalos disjuntos. Para ello, vamos a probar que dos h,
consecutivas by, , hy,, donde 2™t < ny < ng < 2™ con ny = ny + 1, toman valores no
nulos en intervalos consecutivos de longitud Qm%l Por definicion, tenemos que

2, — 2
Ty = {xE [0,1] : ”;m

:{xG[O,I]:MQ;#—lgx<%—1}

_ 2n2—2_1 . 1 ’2’[7,2—2_1
om 2m71 Qm

2n1
—-1<er< — -1
<a<iioif

y que
My — 2 2
Ty =z el01]: 2% 1< 2
2 om
My —2 2
S e B
2m 2m

De aqui es directo ver que J,, y J,, son disjuntos y consecutivos, lo que implica que,
para cualquier par de valores consecutivos de n que comparten el mismo m, las funcio-
nes asociadas toman valores no nulos en intervalos disjuntos y consecutivos. Con todo
esto, podemos asequrar que todas las h,, con n cumpliendo que 2™t < n < ny < 2mo
toman valor nulo en I, U I5.

Por otra parte, ahora vamos a ver que los h,, tales que n < 2™ < 2™° toman valores
constantes en I; U Is. Para ello, vamos a probar que, si m; = mqo — 1 y tenemos que
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2m2—l < n, < 2M2 entonces, para todos los posibles valores de ny con 2™ ™1 < ny <
2™ h,, es constante donde h,, toma valores no nulos.

Por lo comentado anteriormente, si comparamos P, y Py,,, tenemos que los interva-
los de P,,, son subintervalos de los de P,,,, de forma que las funciones asociodas a n,
toman valor constante en J,, (ya sea -1, 0 ¢ 1) como queriamos probar.

Aplicando lo anterior de forma recursiva, tenemos que los h,, tales que n < 2™ < 2™M0

toman wvalores constantes en I; U I5.

Utilizando todo lo que hemos probado anteriormente, tenemos que todas las h, con
no—1

n < ng son constantes en I; U I y que, por lo tanto, Z anhy, es constante. Llamare-

n=1
mos « a dicho valor constante. Entonces, tenemos que

1] no p 1 |no—1 p
/ E anhn - / E anhn -
0 n=1 0 n=1

no no—1 no p ng—1 p
(hng =0en A) — / E O{nhn E O{n n —+ / E Oénhn - E Oénh/n
Lol n=1 A n=1 n=1
~ Vv
=0
no no—1 p
= / E anhn / E an n| — / E anhn
I | p=1 Iz | = 1 hulz | =1

p no—1 p

no—1 no—1
:/'meﬁamm u/}:%h+%wm_/' S anh,
I n=1 LUl

n=1
S \a—amw—/ af?
I I ILUIy

_ ot anl? + o = an P = 2o

2mo
>0
lo cual implica que
no—1 no
> anha| <D anh,
n=1 n=1

P
lo cual, como ng es arbitriario, es equivalente a que

mi ma
Z anhy|| < Z anhy,
n=1

p n=1 P

donde my,ms € N con my; < my. Con esto queda probado que se da (2) de Teorema 4
con M = 1.
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Vamos a ver finalmente que ({h, : n € N}) contiene las funciones caracteristicas

-1
de todos los intervalos diddicos de la forma nQ—m, 2% , donde m es un entero no
negativo y n es un entero tal que 1 < n < 2™. Es obvio que X[o,1) €s hy. Podemos
hl + h2 hl - h?

obtener X[o,3) como Y X[3,1) como . En general, aplicando induccion,
72 27

se puede ver que podemos obtener X[zl n) COMO combinacion lineal de las h,.

PLUORPIS
Con esto, como el conjunto de las funciones caracteristicas en esos intervalos diddicos
genera un subespacio denso, concluimos que Ly[0,1] = ({h,, : n € N}), y queda probado

(3).

Ademds, con la prueba de (2) de Teorema 4, hemos probado también que se da (3) de
Proposicion 8, lo que nos permite asequrar que (h,) es mondtona.

2.5. Propiedad de aproximacion.

Esta seccion de la memoria tiene como objetivo responder a la pregunta de si todo es-
pacio de Banach separable tiene al menos una base de Schauder que, como veremos a
continuacion, la respuesta es que no todo espacio separable tiene una base de Schau-
der. Para poder ver esto, necesitamos las siguientes definiciones:

Definicién 8 Diremos que un operador T : X — Y es compacto si dada un sucesion
acotada (x,) C X cualquiera, entonces (Tx,) C Y tiene una subsucesion convergente.
Denotaremos por K(X,Y) al espacio de los operadores compactos.

Definicién 9 Un espacio de Banach X tiene la propiedad de aprorimacion si para
cada espacio de Banach Y, el conjunto de los operadores de rango finito de B(Y, X) es
denso en K(Y, X).

Ahora que ya sabemos lo que es que un espacio de Banach tenga la propiedad de apro-
ximacion, ya podemos ver el siguiente resultado.

Teorema 5 Todo espacio de Banach con una base de Schauder tiene la propiedad de
aprorimacion.

Para probar este resultado, vamos a necesitar hacer uso del siguiente Teorema:
Teorema 6 Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes:

» Fl espacio X tiene la propiedad de aproximacion.

= El operador identidad en X pueda ser aprorimado en subconjuntos compactos de
X por operadores de rango finito, es decir, para cada subconjunto compacto K
de X y para cada € > 0, existe un operador de rango finito Tx . € B(X) tal que
| Tk ex — x|| < € para cualquier v € K.
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Demostracion de Teorema 5: Supongamos que X es un espacio de Banach con al
menos una base de Schauder, la cual denotaremos por (x,). Supongamos que (F,) es
la sucesién de proyecciones naturales asociadas a (z,) y que M es la constante base de
(z,). Sea K un subconjunto compacto no vacio de X y sea ¢ > 0.

Basandonos en el Teorema 6, para probar este teorema nos basta con encontrar un
entero positivo ng tal que || P,z — x|| < € para cualquier z € K.

Sean ¥, ..., Yy, elementos de K tales que cada elemento de K se encuentra a una dis-
€ .
tancia menor de m de algtin y; con j € {1,...,m}. Ahora tomamos un entero
€
ostivo ng tal que ||P,,y; — yi|| < ——— para cualquier j =1,...,m.
p o tal que || Poy; — u;ll ar+2) P quier j
Tomamos ahora un elemento x cualquiera de K y consideremos j, tal que
€
lz — yll < M+ Entonces, teniendo en cuenta la definicién de constante base
como sup || P,||, tenemos lo siguiente
neN

[P = || < [P (2 = 5o )| + | Proio = Yol + 11950 — ]

< M|z = yioll + 1Paoyio = Ysoll + lyso — |

<M'(M+2)+(M+2)+(M+2)

:(M—|—2)-—(M+2):e

como queriamos demostrar. [ |

Gracias al resultado anterior, podemos deducir que todo espacio de Banach que no
tenga la propiedad de aproximacion carece de base de Schauder. Por lo tanto, si en-
contramos un espacio de Banach separable sin la propiedad de aproximacion, tendre-
mos un ejemplo de un espacio de Banach separable sin base de Schauder, como men-
cionamos al principio de la seccién. Un ejemplo de estos espacios es el proporcionado
por Enflo en 1973.

Ahora vamos a cambiar de seccién, vamos a pasar de las bases de Schauder a las suce-
siones bésicas. Estas sucesiones tienen mucha relacién con las bases de Schauder y son
de gran interés.

3. Sucesiones basicas

Tras todo lo que hemos visto de bases de Schauder, ahora vamos a estudiar un con-

cepto bastante relacionado con estas, el de sucesién basica. Dichas sucesiones bésicas
son las que podemos usar para representar todos los elementos de un subespacio del
espacio de Banach a través de las series como las de las bases de Schauder.

30



Definicién 10 Diremos que una sucesion (z,) en un espacio de Banach X es una
sucesion bdsica si es una base de Schauder de ({x, : n € N})

Para que se entienda mejor el concepto anterior, proporcionamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9 En el caso de los espacios de Banach X = cy 61, con1 < p < oo, te-

nemos que la sucesion (e,) de vectores candnicos es una base de Schauder de X. Sin

embargo, si consideramos la misma sucesion para el espacio de Banach |, tal suce-

sion no constituye una base de Schauder ya que no hay ninguna sucesion de escalares
[e.e]

(o) para la cual (1,1,1,...) = E ape, (obviamente, si se toma a,, = 1 para todo n,
n=1

tal serie no converge). Sin embargo, (e,) st es una sucesion bdsica en ly, asociada con

el subespacio cg.

Definicién 11 Dada una sucesion bdsica (z,,) en un espacio de Banach X, diremos
que (xy,) es acotada si 0 < inf, ||z, || < sup, ||z,|| < +oo. Por otra parte, si ||x,| = 1,

diremos que la sucesion estd normalizada.

Observacién 4 Gracias a Proposicion 3 y por la definicion de sucesion basica, tene-
mos que los isomorfismos transforman sucesiones bdsicas en sucesiones bdsicas.

Observacion 5 Como toda sucesion bdsica es base de Schauder para la clausura del
espacio generado por los elementos de la base, entonces por Proposicion 4, tenemos

que las sucesiones basicas son linealmente independientes.

Corolario 4 Una sucesion (x,,) en un espacio de Banach X es una sucesion bdsica si
y solo si cada x,, es no nulo y existe un numero real M tal que

mi m2
5 ol < M E QpTy
n=1 n=1

para cada my, me € N con my < my y para cada o, . .., 0y, € K.

Demostracién: Como toda sucesién bésica (x,,) es base de Schauder de ({z,, : n € N}),
entonces aplicando Teorema 4 obtenemos directamente el corolario. ]

Corolario 5 Toda subsucesion de una sucesion bdsica en un espacio de Banach es
basica en si misma.
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Demostracion: Es inmediato ya que, si una sucesién cumple las condiciones del
corolario anterior, una subsucesién de esta también lo hace. |

Al igual que en un espacio de Hilbert en el cual el proceso de ortonormalizacién de
Gram-Schmidt nos garantiza que en todo subespacio de dimensién infinita existe una
sucesién ortonormal, en el caso de los espacios de Banach, podemos enunciar un resul-
tado equivalente.

Teorema 7 Supongamos que X es una espacio de Banach de dimension infinita y
que M > 1. Entonces hay una sucesion basica en X tal que todos sus elementos tienen
norma 1 y tal que su constante base no es mayor que M.

Para la demostracién de este teorema, vamos a necesitar previamente los siguientes
varios resultados, entre ellos dos lemas. Primero veremos un resultado clasico.

Lema 1 Sea V un espacio vectorial. Supongamos que f y fi,..., fn son funcionales

lineales en V. Entonces, f es combinacion lineal de fi,..., f, si, y solo si,
ker(f1) N...Nker(f,) C ker(f).

Demostracion: Para probar este lema, vamos a probar por separado cada una de
las implicaciones.

La implicacién de izquierda a derecha es trivial: si tenemos que f es combinacién li-
neal de fi,..., fn, es decir,
f:a1f1+-~+anfn7
n
para ciertos aq, ..., a, € K, entonces, para todo x € ﬂ ker(f;), tenemos que
i=1

fl)=afilx)+...+anfu(z) =1 -0+...+0a,-0=0

n
lo que implica que x € ker(f) y, por lo tanto, ﬂ ker(f;) C ker(f).
i=1
Para probar la otra implicaciéon, vamos a utilizar un argumento de inducciéon. Denota-
remos por Py la propiedad de que si f y fi,..., fr son funcionales lineales en el espa-
k

cio vectorial V' y ﬂ ker(f;) C ker(f), entonces f debe de ser una combinacién lineal
delos fr. . fe

En primer lugar, vamos a probar P;. Supongamos que f y f; son funcionales lineales
en V y que ker(f;) C ker(f). Si f es el funcional nulo, P; es inmediato, asi que con-
sideraremos f no nulo y, por lo tanto, f; tampoco puede ser nulo. Para probar esta
propiedad, vamos a necesitar el siguiente resultado clasico del algebra lineal:
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Si g es un funcional lineal no nulo en V', entonces ker(g) es un subespacio propio ma-
ximal de V.

Con esto, tenemos que ker(f;) = ker(f). Ahora, tomamos un elemento cualquiera

x € V \ ker(f) y definimos h := f — ]{1(( ))

toma valores nulos en los puntos de ker(f) y en x, por lo que es cero en ({x}Uker(f)).
Obviamente, como ker(f) es maximal, concluimos que V' = ({z} Uker(f)) y que h es

f1. Tenemos que h es un funcional lineal que

x
idénticamente nulo, con lo cual tenemos que f = ]ch(( )) f1, quedando probado P;.
1\
Ahora vamos a ver que se cumple P con k > 2. Supongamos como hipétesis de in-
duccién que P; se satisface para j = 1,...,k — 1. Sean f y fi,..., fr cumpliendo las

hipétesis de Py. Ahora consideramos el subespacio vectorial ker(fy) y las restricciones
gy gi,---,9k-1 de f y fla S 7fk—1 a ker(fk)

k-1
Supongamos entonces que x € ﬂ ker(g;). Como cada g, estd definido en ker(fy), esto
j=1
significa que
k—1
x € ker(fi) N ﬂ ker(g;) C ker(f)N ﬂ ker(f;),
J=1

con lo que, por hipétesis, = € ker(f) y, con ello,

x € ker(g) = ker(f) Nker(f).

k-1
Deducimos que ﬂ ker(g;) C ker(g).
j=1
k—1
Entonces, por P,_, existen escalares o, ..., a,_; tales que g = Z a;g; (en ker(fy)).
] 1
Asi, si z es un punto cualquiera de ker( fx), entonces g(z Z a;g;(z), es decir,

— Zajgj(x) = 0y, por la definicién de g y de los g;, f(z) — Zajfj(a:) =

k-1
De este modo, tenemos que ker(f) C ker ( f- Z a; fj> y, aplicando P;, existe un
j=1
k—1 k
escalar oy, tal que f — Z o, f; = o fr. Asi, es inmediato que f = Z a;f; v que Py se
j=1 j=1
satisface como queriamos demostrar. ]
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Lema 2 Supongamos que Y es un subespacio finitodimensional no trivial de un es-
pacio de Banach X. Sea 0 < € < 1. Sean y,...,ym elementos del conjunto com-
pacto Sy de forma que cada elemento de Sy se encuentra a una distancia menor que

1 de algin y;. Sean x7,...,x;, elementos de Sx~ tales que :v;‘(yj) = 1 para cada j.

Supongamos que (x,) es una sucesion en X tal que inlg |znl] > 0 y que cumple que
ne

lim 25(z,) = 0 para cada j =1,...,m.

n—oo

Entonces, para cada entero positivo N, existe un entero positivo neny > N tal que,
lyll < A +e)lly + azn vl
para cualesquieray € Y y a € K.

Se puede ver que todas las hipotesis que aparecen en el lema son razonables. La exis-
tencia de los 27, ..., 2 es consecuencia del Teorema de Hahn-Banach y Sy es com-

€
pacto puesto que Y es de dimensién finita: por ello, tenemos que Sy C U B (:z:, Z)

TESy

m
€
y entonces existen i, ..., Yy, con Sy C U B (yj, Z) Con todo lo anterior, si z € Sy,
j=1

. € , €
existe y; con z € B <yj, 4_1) v, lo que es equivalente, ||z — ;|| < T

Demostracién de Lema 2: Sea N € N. Tomamos un entero positivo n.y > N tal
que

einf, ||z,||

5, )| < S ()

para cualquier j = 1,...,m. Suponemos en primer lugar que y € Sy y tomamos
a € K. Vamos a probar que

L=yl < A+ elly + awn, |

o, lo que es equivalente,

1
Tre <y + ozl

€
< 1— =, con lo que nos basta con probar que
1+4+¢ 2

y, como € € (0,1),

€
||y + a'rne,NH >1- 5
Ahora tenemos dos posibilades:
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2

» Caso 1: |a| > :
[0 |

Entonces tenemos lo siguiente

|l |ln, Il = 2

€
92
2
€
con lo que
€
ly + Il 2 llan, vl = Iyl > 1 = 5.
= Caso 2: |a| < .
[
Dado que existe un jp tal que ||y — ;.|| < i y teniendo en cuenta que ||z} [ = 1,
tenemos lo siguiente:
€
1y + Il > llygo + aanll = 5
. €
> |37j0 (yjo + axne,N)| - Z (7)
* * €
2 |25, (o )| = ledlfy (ne )l = 5
Recordemos ahora que |27 (y;,)| = 1y, por otra parte, teniendo en cuenta que |af <
, usando la desigualdad (6), tenemos que
[Ez
<1
. 2 einfpey||zn|] | 26 Infpey ||zn]] €
al|lz; (T < - < .
B P R o

Asi por (7) concluimos que

* * €

Hy + O‘xne,N“ > |xjo(yj0)| - ’aijo 'TnE,N)‘ - Z_l
€ € €
>l-————-=1-c
4 4 2’

como queriamos demostrar.
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Ahora estudiamos el caso general, es decir, cuando no tenemos necesariamente la res-

triccién ||y|| = 1. Tomamos y € Y\ {0}. Consideramos z := Y Porla primera parte,

Yl

dado 8 € K, se tiene que
[zl < (L +e)llz + Baay |-

En particular, tenemos que

2]l < (1 +¢)

.
z2+ —z
(7]

y multiplicando por [|y||, tenemos que
Iyl < (T +e)lly + azn, vl
como queriamos ver. [ |

A continuacién, damos un resultado estrechamente relacionado con el anterior.

Lema 3 Supongamos que Y es un subespacio finitodimensional de un espacio de Ba-
nach de dimension infinita X. Entonces para cada € > 0, existe un x. € Sx tal que
lyll < (1 + e)||ly + az.|| para cualesquieray € Y y o € K.

Demostracién: Sea 0 < ¢ < 1. Como el resultado es evidente si Y = {0}, enton-
ces asumimos que Y # {0}. Fijamos yy,...,yn y 27, ..., 2}, tales que cumplen las
condiciones del lema anterior. Como X es infinitodimensional, entonces no todos los

elementos de X* se pueden obtener como una combinacién de z7, ...,z
m

.
Aplicando ahora Lema 1, tenemos que ﬂ kerz; # {0}. A continuacién, tomamos

J=1
m

cualquier elemento de norma 1 de ﬂ ker 27, que denotaremos ., y tomamos la su-

j=1
cesién (x,) tal que x,, = . para todo n € N. Entonces, por Lema 1 tenemos que
lyll < (1 + €)||ly + az.|| para cualesquiera y € Y y a € K. [ |

Ahora que ya tenemos todas las herramientas necesarias para probar Teorema 7, va-
mos a demostrarlo.

Demostracion de Teorema 7: Tomemos cualquier elemento x; de Sx. Si conside-
ramos Y = {x1} y e = M'/2 — 1, por Lema 2, existe un elemento x5 en Sx tal que

oz | < M1/2||041331 + asxs|
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para cualesquiera oy, s € K. Siguiendo la misma idea y aplicando de forma inductiva
dicho lema, obtenemos una sucesién (z,) en Sy tal que

m m+41
m
E apTnll < M2 g T
n=1 n=1
para cualquier entero positivo m y cualesquiera escalares ay, ..., oy, 1. Entonces, te-
nemos lo siguiente
mi mi1+1
1/2m1
E apnll < M / E Oy
n=1 n=1
mi1+2
1/2m™1 1/2m1+l
< MYF LMY > antn
n=1
mo—1 mo m2
1/2n
<...< HM/ Eoznxn <M ganxn
n=mi n=1 n=1
para cualesquiera mi,ms € Ny ay,...,a,,, € K. Ahora, gracias a Corolario 4, te-

nemos que (z,) es una sucesién basica y, ademas, por Proposicién 6, tenemos que la
constante base es menor o igual que M, como queriamos demostrar.

La prueba del siguiente teorema hace uso de ideas similares a las utilizadas en la de-
mostracion del Teorema 4.

Teorema 8 Supongamos que (x,) es una sucesion en un espacio de Banach de forma
que (x,) converge débilmente a cero pero que no converge a cero en norma. Entonces
existe una subsucesion de (x,) que es sucesion bdsica.

Demostracién: Podemos suponer que inf,, ||z,|| > 0 ya que, en otro caso, podemos
encontrar una subsucesion que lo satisface. Sea un nimero real cualquiera M > 1y
sea n; = 1. Por Lema 2, existe un entero positivo ny > n; tal que

lonz || < M2 |1z, + asta,||

para cualesquiera aq, s € K. Aplicando dicho lema de forma inductiva, podemos
obtener una subsucesion (x,,) de (z,) tal que

m m+1

E 4 1/2m E .
Ay, || < M iy,

Jj=1 Jj=1
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para cualquier m € N y cualesquiera aq, ..., a,,1 escalares. Ahora solo nos falta pro-
bar que dicha subsucesién es una sucesién basica. Asi, de forma andloga a la demos-
tracién del Teorema 4, tenemos que

my mo—1 m2 m2
;T < MY ;T <M o,
Jtng || = Jong (| = Jng
=1 j=ma j=1 j=1
para cualesquiera my, my € N con m; < mgy y para cualesquiera oy, ..., q,,, escala-
res. Entonces, aplicando Corolario 4 tenemos que (z,,;) es una sucesién bésica como
queriamos demostrar. [ |

4. Bases Incondicionales.

Ahora, en esta seccion de la memoria, vamos a trabajar con unas bases de Schauder
que tienen la propiedad de que el orden en el que estén dispuestos los elementos de la
sucesién no importa. Aun asi, para poder hablar de estas, antes vamos a necesitar ver
el concepto de convergencia incondicional.

(o]
Definicién 12 Diremos que una serie E T es incondicionalmente convergente si,

n=1
9]

para cualquier permutacion oy de los naturales, entonces la serie E on(xy,) converge.

n=1
St una serie no converge incondicionalmente, diremos que es condicionalmente conver-

gente.

A continuacién vamos a ver que si una serie converge incondicionalmente, entonces
las series en las que los términos estan permutados convergen a lo mismo que la que
teniamos incialmente.

[e.e]
Proposicion 9 Si an es una serie incondicionalmente convergente en un espacio

n=1
oS

normado, entonces, para cada permutacion o de los naturales, tenemos que E Ty =

Z Ia(n).
n=1

n=1

[o.¢]
Demostracion: Supongamos que E T, €S una serie en un espacio normado y que

n=1

o o
o es una permutacion de los naturales tal que E Tny E T(n) cONvergen pero a limi-

n=1 n=1
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tes distintos cada una. Lo que queremos ver es que existe una permutacion ¢ de N tal
[o.¢] [o.¢]

que la serie E T5(n) MO converge y, asi, tendriamos demostrado que E x, es condi-
n=1 n=1
cionalmente convergente.

[e.e] o0
Fijamos € = E To(n) — E T, ||, que sabemos que es mayor que cero ya que las series
n=1 n=1

convergen a limites distintos y, sea p; un numero entero positivo tal que

00 p1
Z To(n) — Z Lo (n) < g
n=1 n=1

Entonces podemos encontrar un entero positivo ¢; tal que
{o(n):meN,1<n<p}C{n:neN1<n<q}
y, que ademas

€
< -
-3

e e} q1
DT ) T
n=1 n=1

De la misma forma, podemos encontrar un entero positivo ps tal que

{n:mneN,1<n<q}C{on):neN1<n<p}
y, que ademas

€
< —.
-3

o0 p2
D Toln) = D Totm)
n=1 n=1

Aplicando de nuevo lo anterior, podemos encontrar un ¢s con

{o(n):neN1<n<p}C{n:neN1<n<g}

Y o0 q2
Za:n — an < %
n=1 n=1

Por induccién, podemos construir dos sucesiones (p,) v (¢,) con propiedades similares
a las anteriores.

Ahora vamos a definir la permutacion ¢ que estabamos buscando. Sea ¢ la permuta-

cion de los naturales obtenida de ordenar los naturales siguiendo el siguiente criterio:

los primeros elementos seran o(1),...,0(p1), seguidos de los elementos 1,...,q que

no estén entre los primeros. Los siguientes elementos son los elementos de o(py), ..., o(p2)
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que no hayan aparecido ya antes. Asi seguimos el procedimiento con los p, y los ¢,

hasta definir inductivamente . Ahora por construccién de los p,, los ¢, y de &, tene-
(e.)

. . . €
mos que la serie g Ts(n) va alternando entre estar a una distancia menor que 3 de

n=1
) [eS)

. . € .
Z x, y estar a una distancia menor que 3 de Z To(n)- Dado que esas dos ultimas

n=1 n=1
oo

series convergen a limites distintos, tenemos que E Ts(n) DO puede ser convergente

n=1
como queriamos demostrar. |

Observacién 6 FEn el caso de las series de escalares, tenemos un resultado muy co-
o

nocido que nos dice que la serie E o, donde o, € K para todon € N es incondi-
n=1
cionalmente convergente si y solo si es absolutamente convergente. Sin embargo, en

los espacios de Banach infinitodimensionales podemos encontrar casos de series que
convergen incondicionalmente pero no absolutamente. Vamos a ver un ejemplo de ello:

o0

. . 1 . . .
Consideramos la sucesion (— en ly. Obviamente, E —e,, es incondicionalmente
n —~mn
convergente pero no absolutamente convergente.

Para el proximo resultado necesitamos conocer el concepto de subserie, asi que vamos
a definirlo.

o0 o
Definicién 13 Dada una serie E ZTp, llamaremos subserie de E x, a la serie ob-
n=1 n=1
o0

tenida de una subsucesion (r,;) de (). Diremos asi que E Ty, €s una subserie de

j=1

[e.e]

S

n=1
oo

Proposiciéon 10 Una serie Zmn en un espacio de Banach es incondicionalmente
n=1

o0

convergente si y solo si cada una de las subseries de E T, es convergente.

n=1
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Demostracién: Supongamos primero que (z,;) es una subsucesion de (z,) tal que
[e.9]

Zmnj no converge. Entonces, como la sucesién (S,,) de las sumas parciales no es de
j=1

Cauchy, existe € > 0 tal que, dado ny € N, se pueden encontrar n,m > ngy con

|Sn, — Sml|| > €. Asi podemos encontrar p; < ¢ con ||S,, — S, || > €y, en general,
podemos encontrar unas sucesiones (p,) y (¢,) de enteros positivos tales que

P1<q <pa<q<p3<q3<...

ak
y, ademads, ||.S,, — Syl = Z Tn,|| > € para todo k € N. Por la construccién de

J=pi+1
las sucesiones, entre ¢, y pn+1 pueden existir términos entre medias que no estemos

teniendo en cuenta y de hecho, podemos suponer que dichos términos son infinitos.
Llamaremos (r,) a la sucesién de dichos términos omitidos ordenados en orden as-
cendente como numeros naturales y sea o la permutacién de N que sigue el siguiente
orden:

Mpyy Mpr 415 -+ -5 Mgy T1 Mopo s Mopot1s - o+ 5 Mooy T2, Nopg s Mpg 415+ - - 5 Tgg, T35 - - -
oo o
Ahora, puesto que E T,, no converge, es directo ver que E Tq(n) tampoco converge
j=1 n=1
porque tendra sumas parciales muy distantes entre si (con diferencias iguales a las de
oo
arriba) y, por lo tanto, E x, es condicionalmente convergente.
n=1

En cuanto a la otra implicacién, supongamos que existe una permutacion o de los na-
o0
turales tal que la serie g T4(n) DO converge. De forma andloga a lo anterior, ya que

n=1
la sucesion de la sumas parciales es no convergente, podemos encontrar € > 0 y dos

sucesiones (s,) v (t,) tales que
S1 <t < 8y <lg<s53<ilyg<....
122
y, ademas, Z To(ny|| = € para todo k € N. Podemos asumir ademds que, al tratar
n=sk+1
con conjuntos finitos, para todo k € N

méax{o(n) : sx <n <t} <min{o(n): spr1 <n <tgp}

Ahora vamos a construir una subsucesion (n;) cuya serie no converja. Vamos a to-
mar los x,; cuyo indice sea el conseguido al ordenar de forma ascendente lo obtenido
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al aplicar o a s1,...,t1,52,...,1s,..., es decir, (z,,) es la subsucesion formada por

los indices n; de o(s1),...,0(t1),0(s2),...,0(t2), ... ordenados de forma ascendente.

Puesto que E Ts(n) DO converge, entonces la subserie E Ty, de E x, tampoco con-
n=1 j=1 n=1
verge, como queriamos demostrar. [ |

Ahora que ya conocemos el concepto de convergencia incondicional y que ya sabemos
que las permutaciones no afectan al limite de una serie incondicionalmente convergen-
te, podemos definir lo que es una base de Schauder incondicional.

Definicién 14 Diremos que una base de Schauder (x,) de un espacio de Banach X

es incondicional si, para todo x € X, la expansion E anx, de xr en términos de la
] ) n=1
base es incondicionalmente convergente. Diremos que una base de Schauder de un es-

pacio de Banach es condicional si no es incondicional.

La idea de una base incondicional de Schauder es que da igual el orden en el que se
encuentren los elementos de la base en la expansion ya que siempre converge. Para ver
esto mejor, vamos a ver algunos ejemplos de bases de Schauder incondicionales y de
bases de Schauder condicionales.

Ejemplo 10 Si X esco ol,, con 1l < p < oo, la base (e,) de vectores canonicos es
base incondicional de Schauder de X.

Ejemplo 11 Si consideramos X como L,(0,1), con 1 < p < 0o, entonces tenemos que
la base de Haar es una base incondicional de Schauder de X . Sin embargo, la base de
Haar es condicional para L1(0,1).

Ejemplo 12 La base clasica de Schauder de C[0,1] es una base de Schauder condicio-
nal.

Ahora, dada la naturaleza de las definiciones de base de Schauder incondicional y de
sucesion basica, podemos dar la definicién de sucesiéon basica incondicional. Aunque
cabe destacar que no es un concepto que vayamos a trabajar en profundidad en esta
memoria.

Definicién 15 Dada (x,) una sucesion del espacio de Banach X, entonces diremos

que (z,) es una sucesion bdsica incondicional si es una base de Schauder incondicio-
nal de ({x, : n € N}).

A continuaciéon vamos a ver un resultado que nos permite obtener los resultados equi-
valentes de las bases incondicionales a partir de los vistos para bases de Schauder.

Proposicién 11 Si (x,) es una base incondicional de Schauder, entonces toda per-
mutacion de dicha base es también base incondicional de Schauder.
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Demostracién: Sea (z,) una base incondicional de X. Dados x € X cualquiera
o0

tal que su representacion en términos de la base sea g Ty, ¥V 0 Una permutacion

n=1

oo
de los naturales cualquiera, tenemos que Z Qo (n)To(n) converge y, por lo tanto, tam-
n=1
bién tenemos que (z4(n)) es base de Schauder. Puesto que cualquier permutacion es
base de Schauder y que aplicar una permutacion a (24(,)) es lo mismo que aplicar la
permutacién formada de la composicion de ambas a (x,), tenemos que (2,(n)) es base
incondicional de Schauder. |

Ahora, partiendo de todo lo que hemos visto de las bases de Schuader, podemos obte-
ner los siguientes resultados para las bases incondicionales de Schauder cuya prueba es
trivial gracias a la proposicién anterior.

Proposicién 12 Supongamos que (z,,) es una base incondicional de Schauder de
un espacio de Banach X y que (o) es una sucesion de escalares no nulos. Entonces
(anxy,) es también una base incondicional de Schauder de X .

Puesto que este resultado es el equivalente a Proposicién 1 pero para bases incondicio-
nales, también tenemos un corolario equivalente al Corolario 1.

Corolario 6 Si (z,) es una base incondicional de Schauder de un espacio de Banach
X, entonces (|z,|| " z,) es una base normalizada incondicional de Schauder de X .

Ahora veremos el resultado equivalente a Proposicién 3 pero para bases incondiciona-
les de Schauder.

Proposicion 13 Supongamos que X e Y son espacios de Banach y que T es un iso-
morfismo de X en'Y. Si (x,) es una base incondicional de Schauder de X, entonces
(T'xzy,) es una base incondicional de Schauder de'Y .

Por 1ltimo, vamos a ver un resultado que nos permite saber si una sucesioén es base
incondicional de Schauder y que esta estrechamente relacionado con Teorema 4.

Teorema 9 Una sucesion (z,,) en un espacio de Banach X es una base incondicional
de Schauder de X si y solo si

1. cada x, es no nulo;
2. existe un numero real M tal que

E ApTy

neA

<M

E ApTp

neB

para cualesquiera A y B subconjuntos finitos de N de forma que A C B y para
cada coleccion {a,, : n € B} de escalares;

3. ({xn:n eN}) = X.
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Demostracion: Solo vamos a probar la implicacién de derecha a izquierda, es decir,
que si una sucesion cumple (1), (2) y (3), entonces esa sucesién es una base incondi-
cional de Schauder. Esto se debe a que la otra implicacion se apoya en resultados que
no estan recogidos en la memoria.

Supongamos que (x,,) satisface (1), (2) y (3). Gracias a Teorema 4, ya sabemos que

(x,) es una base de Schauder de X, asi que solo nos falta probar que (z,) es incondi-
[ee] o

cional. Para ello, supongamos que E a,x, € X y que g (i, Tp; €S una subserie de

n=1 j=1
o0 (o]

E Ty Solo necesitamos probar que la subserie E Qp,; Tp; cONVerge, ya que enton-

n=1 j=1
00

ces tendriamos que E an T, converge incondicionalmente y, por lo tanto, (z,) seria

n=1
[eS)

base incondicional de Schauder. Puesto que ya sabemos que E Q, T, €S convergen-
n=1
te y como por (2) tenemos que para cualesquiera mq, mo enteros positivos tales que

my < my se satisface

mo Timg
E QT || S M E Aol ,
j=m1 n=nm,
ya tenemos que la subserie es convergente como queriamos demostrar. |

Vamos a usar Teorema 9 para dar un iltimo ejemplo.
Ejemplo 13 En ¢, para cada n € N, definimos

2= (1,1,1,...)
x9:=(0,1,1,...)

y, para cualquier n € N
z, :=(0,0,...,0,1,1,...).

Asi tenemos la base de Schauder (z,,), llamada base sumante.

Fijamos n € N cualquiera y tomamos B := {1,2,...,2n}. Definimos

2n

Yo o= Y (=1)z; = (~1,0,-1,0,—1,...,0,—1,—1,-1,...).

=1

Asi tenemos que ||yan|| = 1.
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Ahora consideramos A :={2,4,...,2n}, tenemos que

> (1)

jEB

= [ganll = 1,

mientras que

> (1)

JjEA

=1(0,1,1,2,2,3,3,...,n—1L,n—1,n,n,n,n,...)| =n.

Con ello, como m es tan grande como queramos, no se satisface la condicion (2) de
Teorema 9 y, por lo tanto, (x,) es condicional.
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