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Resumen

En esta memoria estudiaremos el teorema de Erdds-Turdan enunciado en 1941 por los ma-

tematicos hiungaros Paul Erdés y Pal Turan que establece dos resultados principales:

= Si un polinomio ménico tiene magnitud pequena en el circulo unitario y su coeficien-
te constante no es demasiado pequeno, entonces sus ceros se agrupan cerca del circulo

unitario y se distribuyen uniformemente en angulo.

» La discrepancia entre los dngulos de los ceros de un polinomio esta limitada por una

medida de la magnitud del polinomio en el circulo.

En otras palabras, el teorema nos dice que los ceros de un polinomio “bien comportado” tienden

a ubicarse cerca del borde del circulo unitario y a distribuirse de manera uniforme a lo largo de él.

Palabras clave: Polinomios, ceros, Erdos-Turén, equidistribucion, discrepancia.

Abstract

In this paper we will study the Erdés-Turan theorem, stated in 1941 by the Hungarian mathe-

maticians Paul Erdos and Pal Turan, which establishes two main results:

= If a monic polynomial has small magnitude on the unit circle and its constant coefficient

is not too small, then its zeros cluster near the unit circle and are equidistributed in angle.

= The discrepancy between the angles of the zeros of a polynomial is bounded by a measure

of the magnitude of the polynomial on the circle.

4

In other words, the theorem tells us that the zeros of a “well-behaved” polynomial tend to be

located near the edge of the unit circle and are evenly distributed along it.

Key words: Polynomials, zeros, Erdos-Turdn, equidistribution, discrepancy.
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Capitulo 1
Introduccion

El teorema de Erdés-Turan, enunciado en 1941 por los matematicos hingaros Paul Erdos

y P&l Turan, es un resultado fundamental en la teoria de polinomios y el andlisis complejo.

Paul Erdés (1913 - 1996). P&l Turan (1910 - 1976).

Sin embargo, para comprender la importancia de este teorema, es necesario remontarnos a

sus origenes y al contexto histérico en el que surgié.

= El estudio de los polinomios y sus propiedades tiene una larga historia que se remonta
al siglo XVIII. Es entonces cuando grandes matematicos como Euler y Gauss realizaron

importantes avances en la comprensién de estas funciones.

= A principios del siglo XX, el interés en los polinomios se intensificé, particularmente
en lo que respecta a la distribucién de sus ceros. Matematicos como Bernstein y Pdélya

comenzaron a explorar este tema con herramientas del analisis complejo.

= A finales de la década de 1930, Erdés y Turan se interesaron en el estudio de la distribuciéon
de los ceros de polinomios “bien comportados”. Querian saber cémo se distribuian sus
ceros en el plano complejo y entender si existia alguna relaciéon entre su ubicacién y las

propiedades del polinomio.

En 1941, Erdés y Turdn publicaron su famoso teorema [1], que proporcioné una respuesta

a su interrogante. El teorema establece dos resultados principales:
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Teorema 1.1. Si un polinomio monico tiene magnitud pequena en el circulo unitario y su
coeficiente constante no es demasiado pequeno, entonces sus ceros se agrupan cerca del circulo

unitario y se distribuyen uniformemente en dngulo.

Con la notacion que introduciremos posteriormente en la memoria, lo anterior se expresara

matematicamente como

M(P) < 2(P),

Teorema 1.2. La discrepancia entre los dngulos de los ceros de un polinomio estd limitada por

una medida de la magnitud del polinomio en el circulo.

Del mismo modo, con la notacién que introduciremos, este tltimo resutado se expresara

matematicamente como

D(P) < > /NA(P).

T
En otras palabras, el teorema nos dice que los ceros de un polinomio “bien comportado”
tienden a ubicarse cerca del borde del circulo unitario y a distribuirse de manera uniforme a lo

largo de él.

El teorema de Erdés-Turan tuvo un gran impacto en la teoria de polinomios y el andlisis
complejo. Se trata de un resultado elegante y simple, ya que usa tinicamente herramientas vistas
durante la carrera.

Las aplicaciones del teorema se extienden a diversos campos, como la teoria de niimeros, la
teoria de la aproximacion y el andlisis geométrico.

Ademas, el teorema inspiré a numerosos matematicos a realizar investigaciones posteriores
sobre la distribucion de los ceros de polinomios y funciones complejas.

El resultado de Erdés-Turan fue posteriormente refinado y mejorado por Ganelius [3] y
Mignotte [4]. En esta nota damos una prueba breve y autocontenida siguiendo las notas de

Kannan Soundararajan [6].



Capitulo 2

El teorema de Erdos-Turan

Para la elaboracién de este capitulo se ha consultado fundamentalmente [6].

2.1. Raices de polinomios y su distribucién

Cualquier conjunto de N ntumeros complejos puede ser considerado como el conjunto de

ceros de un polinomio de grado N. Sea
N
P(z) = H(Z —aj) =2V +ay 12N+ +a,
j=1

un polinomio de grado N donde escribimos las N raices {ozj}év:l con notacién compleja como
i
;= pie,

con radio p; > 0 y angulo 0; € [0, 27).

2.1.1. Algunos ejemplos ilustrativos

Puede ser 1til pensar primero en situaciones donde las raices no estan equitativamente dis-

tribuidas cerca del circulo unitario.

Ejemplo 1: Consideramos el polinomio moénico

—1)¥ =31y (1)

Jj=0

que concentra todas sus raices en el punto z = 1.
Claramente, en este caso las raices no estan distribuidas de manera uniforme ya que todas se

concentran en un unico punto. Por otro lado, este polinomio tiene coeficientes grandes, siendo
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N . ~ , . , . ~
~ 1) el coeficiente de mayor tamafo. Y, en el circulo unidad, su mdximo tamano es 2V para
5] ’ ’
z = —1.

Ejemplo 2: Veamos ahora otro polinomio moénico

que concentra todas sus raices en el punto z = %
A diferencia del polinomio anterior, este tiene coeficientes pequenos, siendo el mayor de ellos
1 y, el mas pequeno, depende de N: 2LN Como su término independiente se hace cada vez més

pequeno, el Teorema 1.1 falla y sus raices no se distribuyen de manera uniforme.

Ejemplo 3: Otro ejemplo méas extremo es el polinomio ménico 2V ya que directamente su
término independiente es 0 que es justo lo que queriamos evitar en el Teorema 1.1. Esto hace
que el polinomio concentre todas sus raices en z = 0 por lo que sus ceros no se distribuyen

equitativamente en angulo.

2.2. Distribucién de las raices del polinomio

Estos tres ejemplos nos muestran que para establecer la equidistribucién de los ceros es

necesario asumir que
= el tamano del polinomio P tiene que ser pequeno en el circulo unitario,
= el término constante ag no debe ser demasiado pequeno.

A partir de ahora, asumiremos que ay # 0 para poder garantizar que las raices {ozj}é-v: 1
son todas distintas de cero. Una medida para evaluar el tamano del polinomio P en el circulo

unitario vendra dada por

H(P) = méx

Z1=1 /] ao|

Considerando ay = 1, la desigualdad triangular (ver A.1) establece que

(2.1)

P N N1
H(P):méx—’ (Z)l—méx 27 tan2 o aol

=1 \/lag]  I==1 Vao|
< mA 2|Y + Jan_1||2]V 7 + - + |ao|
< méx

|z|=1 \/‘ao‘
_ 1+|CLN,1|+"'+‘CL0‘ _

1 N
;.
/’a0| \/&—o;‘ .7|
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Por otro lado, veamos que

Demostracion. En primer lugar, notamos que

PP 1
HP)? = max PO _ L P
|z|=1 ]a0| ‘ao‘ |z|=1

Usando que cualquier nimero z € C en el circulo unidad, esto es, cumpliendo |z| = 1, puede
escribirse como z = € para algun 6 e [0,27). Es claro que el dltimo término de la expresién

anterior verifica que

" 1 [ "
méx [P(2)]? = max |P(e)|? / méx |P(e")|*dd
0

|z|=1 6e[0,2n) T om 6e[0,2n)
2
> L 27r|P(ei9)|2d9: L ﬁ:a-ewj do
— 27 J, 27 = ! '

Usando que para cualquier nimero complejo w € C se tiene que |w|?> = w - w, tendremos

N N N N N N
Z ajezej _ Z ajezﬁj . Z aleigl _ Z ajezaj . Z—le—zﬂl _ Z aj - a_1620(]_l).
§=0 j=0 1=0 j=0 1=0 4,1=0
En particular, obtenemos que
1 or | N 2 1 N 2 ( )
— a;e%| df = — a;-a e?i=0gp.
(| #=g e ]
Jj=0 Ji=0
Recordando que (ver A.2)
2 y
i 00=0 g9 — 0 j#i,
27 Jo 1 j=1,
es facil concluir que
1 N o N
Py Z aj-a e?U=0qdp = Z |a;|?.
51=0 0 =0
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Ahora, combinando la cota superior para H(P) con la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se

tiene que

(2.2)

N+1
|M2w%m

Demostracion. La primera desigualdad es cierta por el apartado anterior. A continuacion, se

estudia la segunda desigualdad. En primer lugar, notamos que

N

H(P) < ol = wm%i«Zwy (2.3)

Ademas, usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz (ver A.3), tenemos que

N N 1/2 N 1/2 N 1/2
Z la;] < (Z |aj!2> <Z 12) =VvN+1 (Z |aj!2> : (2.4)

De este modo, combinando (2.3) y (2.4), hemos probado que

N
N+1
|H(P)]” < WZ\%!Q-
=0

]

En conclusién, asumir que H(P) es pequeno es equivalente a imponer que los coeficientes
del polinomio P(z) son pequenos y que el coeficiente constante ag no es demasiado pequerno.

Con el término “pequeno” nos referimos a que H(P) no es exponencialmente grande en N’
por ejemplo, uno podria pensar en una condicién como H(P) < eN para un valor € suficiente-
mente pequeno.

De hecho, més adelante se formulara el teorema de Erdés-Turan en términos de una cantidad

ligeramente més refinada

19
h(P) = %/0 log™ |]\D/<ﬁ‘ o, (2.5)

donde
log® r = méx(0, log ).

Notamos que logt H(P) = log H(P) puesto que no es dificil ver que H(P) > 1. Hemos

demostrado antes, ver (2.2), que

N
1 laol? + |an]?  Jaol* +1
|H |_Z ]|2 = > 1,

|ao| B |ag|
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donde, en la ultima igualdad, estamos tomando por hipétesis que ay = 1. Como sabemos que

H(P) es no negativo y acabamos de ver que |H(P)|> > 1, es claro que obtenemos que H(P) > 1.

Ademsds, usando las definiciones H(P) y h(P) (ver (2.1) y (2.5)) tenemos que

P P i0 1 27 P i0

log H(P) = logrnéx| (2)l = log max |P(eD)] = _/ log méx | P(e )|d«9
21=1 \/]aq| del0,2m) +/|ao| 27 /o del02m /]ao|

|P(e”)]

1 /'271'
> — log" ——=—="df = h(P).
27T 0 \/|a0‘ ( )

De este modo, hemos visto que

P
Mmgmygfﬂ:mﬂm.
z|l= Qg

De esta desigualdad es claro que se puede deducir que
» si 1 < H(P) es pequeno, también lo serd log H(P) y, en consecuencia, h(P) también lo
sera.
= por el contrario, que h(P) sea pequeno no implica que H(P) lo sea.

Por lo tanto, la suposicién de que h(P) es pequeno es mas débil que la suposicién de que H (P)

es pequeno.

Ahora, se estudia como cuantificar la idea de que los ceros estan equidistribuidos alrededor
del circulo unitario. Se hace en dos etapas, primero estudiaremos la magnitud de los ceros y,

después, la distancia entre sus argumentos.

2.2.1. Magnitud de los ceros

Para tratar la magnitud de los ceros (recordar que o; = p;e%i), se define

al 1
M(P) = Hméx <pj, —) :
=1 Pi

Un ingrediente fundamental serd la férmula de Jensen, la cual pasamos a enunciar a conti-
nuacion. En aras de simplificar la presentacion, preferimos posponer su prueba al Capitulo 3.
Férmula de Jensen: Supongamos que Q = D(0;R), f € H(Q), f(0) #0,0<r < R, y

ai,...,ay son las raices de f en D(0;7), listados de acuerdo a sus multiplicidades. Entonces,

7(0) ﬂ i (% ] de) . (2.6
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Como estamos trabajando en el circulo unitario, esto es, cumpliendo |z| = 1. Consideramos
la férmula de Jensen (2.6) con r = 1. Como consecuencia inmediata, tomando la funcién
logaritmo en ambos lados de (2.6) y aplicando las propiedades elementales del logartimo, se

deduce que

- 1 L[ i0
OB FO01+ Y o8 o = o / g (e . (2.7)

Como una consecuencia de la formula de Jensen, se establece la siguiente cota superior para
M(P) en términos de h(P). Mas concentramente, con las notaciones mencionadas anterior-

mente, probaremos el Teorema 1.1. Esto es,

M(P) < P, (2.8)
Demostracion. Dado que P(z) = Hj\;l(z —aj)=2"+ay_12V1+ -+ + qq es claro que
P(O) = dyp.
Recordemos ademas que
N N
Piz)=][¢z—a) = laol=1PO)|=]]lal (2.9)
j=1 j=1

Sea f(z) = P(z)/+/|ao|, aplicando la férmula de Jensen (2.7) se tiene que

[P(0)| 11 /7r P(e)
log + log — = — log de.
V aol Zj: oyl 2m S, |aol
Usando que |P(0)] = |ao| y o = pje™ tenemos que lo anterior se puede reescribir como
1 1 [ P(e")
log \/|ao| + log— = — log de,
2% o L e
0, equivalentemente
1 [ P(e?)
—log|aog| — Z log p; = —/ log de. (2.10)
2 i<l 27T o A/ ’CLO|

Vamos a estudiar con un poco mas de detalle los términos involucrados en la expresion

anterior. En primer lugar, aplicando (2.9) es claro que

1 R 1
5 loglaol = 510gj1;[1 |aj| = 5;10gp]" (2.11)
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Ademas, de (2.11) se deduce también que

N
1 1
loglag| = Y Jlogp; = Sloglao = D logp; = =5 loglao| + ) logp;.

7j=1 p;<1 pi>1

Combinando (2.10) y (2.12) obtenemos que

P(e”)

CLO|

de.

1 1 (7
—§log|a0| + Z log p; = Py log

pj>1 o

Luego, recopilando (2.10) y (2.13) hemos probado que

1 [ P(e") 1
— log df = +=log |ag| — log p;,
2T —r A /|a0| 2 pjz<l

1
df = —3 log |ao| + Z log p;.

2 ), Vao| st

Sumando ambas expresiones se tiene que

(1 g | T ) S tow - logn =3 1
2 —/ log do | = log p; — log p; = log (méx (pj, —)) :
2r J & |aol pi>1 pi<l j=1 Pi

Para concluir la demostracion, solo tenemos que recordar que

1 2m P(et?
h(P) = —/ log™ Md@, donde log™ z = méx(0, log x),
2 0 ‘ao

de modo que

1 27 P(e'i@) 1 21 |P(619>|
2 —/ log dg | =2 —/ log ——=db
(27T 0 1/|a0| 27T 0 w/|a0|

Lo |Pe)
<2 —/ log™ do | = 2h(P),
(27T 0 V lag| )

3 (e (1 4) =t [T (1)) -t

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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Combinando todo esto en (2.14) tenemos que
log(M(P)) < 2h(P)

y, en consecuencia, tomando la funcién exponencial en ambos lados de la expresién anterior,

hemos probado nuestro objetivo (2.8), esto es, que
M(P) < 2P,
]

Veamos las consecuencias de este resultado. Sea € > 0 suficientemente pequeno y suponga-

mos que tenemos una cota del tipo
M(P) < N,

Queremos probar que, en tal caso, la mayoria de los ceros se encuentran dentro de una estrecha
region e~ ¢ < |z| < ef alrededor del circulo unitario. Asumimos que pjewj es un cero que esta

fuera de dicha region. Entonces, es claro que no cumple e < p; < e y, por consiguiente,

1
max (pj, p_) > e“.
j

Recordando la definicién de M(P) es claro que

662N > M(P) > H et — 6#{ceros fuera}e'

ceros fuera

Por lo tanto, hemos visto que #{ceros fuera} < eN.

Asi pues, con este primer resultado hemos visto que la mayoria de los ceros de P(z) se

encuentran distribuidos dentro de una estrecha banda alrededor del circulo unidad.

2.2.2. Equidistribucién de los angulos

La parte mas compleja del teorema de Erdos-Turan esta relacionada con la equidistribucion
de los dngulos 6;.

Dado un arco I en el circulo unitario, denotamos por N(I; P) a la cantidad de raices
a; = p;e'% con dngulo 0; en este arco I. Si los dngulos 6; estdn equidistribuidos, se puede
esperar que N ([; P) sea aproximadamente % veces la longitud del arco I, la cual denotaremos
por |I].

Una forma conveniente de medir la equidistribucion es con la discrepacia. Esta se define
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Cco1mo

I
D(P) = méx %

dox [N (I; P) —

N‘ .

En otras palabras, la discrepancia mide la desviacion en el peor de los casos entre la cantidad
real de angulos que se encuentran en un arco dado y la cantidad que uno esperaria si los
angulos estuvieran equidistribuidos. Una cota D(P) < eN, para un e suficientemente pequeno,

indicarfa que los dngulos 6; estan distribuidos de manera uniforme. Més concretamente, con las

notaciones mencionadas anteriormente, establecemos el Teorema 1.2. Esto es,

NL(P). (2.15)

Los Teoremas 1.1 y 1.2 juntos establecen que si h(P) es pequeno en comparacién con N, entonces
los ceros de P se agrupan alrededor del circulo unitario y se distribuyen equitativamente en

angulo.

2.2.2.1. Una observacion de Schur

El resto de este trabajo estd dedicado a demostrar (2.15). Antes de comenzar con la de-
mostracion, estudiaremos una observacion atribuida a Schur que permitira estudiar inicamente

polinomios con todos sus ceros en el circulo unitario.

Issai Schur (1875 - 1941).

Antes de comenzar con el enunciado de esta observacién. Consideramos como hasta ahora
polinomios del tipo
N
_ _ i0;
P(z) = H(z — o), con a; = pje’.

Jj=1

Ademas, consideramos el polinomio asociado al anterior, donde todas las raices estan en el
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circulo unitario. Esto es, definimos

Lema 2.1. Para cualquier z € C con |z| =1, se tiene que

[P(2)|

V/lao

> [Q(=),

Yy, como consecuencia, tenemos que

h(P) = h(Q).

Demostracion. En primer lugar, observamos que

2 2
v 0. z i0.12 z 0
‘\/?_ pie'% :'ﬁ +|y/pse| —QRe{ﬁ'\/p_Je‘)ﬂ}
j j j
|2? 21 if; |2 z —i,
f _|_’ pl |67’]‘ _2Re - . p.e wj
i VP vi VP
1 . . .
=—+p— 2Re{ze ™} > 2 —2Re{ze ™} = |z — ]2 (2.16)

J

donde hemos usado que |z| =1, junto con la desigualdad  + z > 2 para = > 0 y la igualdad
|z — €2 = |2)? + e > — 2Re{zei} =1+ 1 — 2Re{ze %} = 2 — 2Re{ze "},

Por otro lado, recordando la definicién de P(z) y Q(z) tenemos que

N N
lao) = |P(0)| = [T leyl = [ ] os-
j=1 j=1
N
Q) =[] le”| =1.
j=1

Luego, como consecuencia inmediata de (2.16) tenemos que
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En particular, evaluando la expresién anterior en z = €? tenemos que

[Pe)] o 1Qe")]
[PO] — VIQWO)

Vo € [0, 2r].

Como log™(+) es creciente, se tiene también que log™* (%) > log™ (Q(ew)) y, por lo

tanto,
2m 0 2m 60
wP) = = [ Tiogt PO gy L[ 19D 4 ),

2w Jo 8 PO 2w VIQ(0)]

Dado que las discrepancias D(P) y D(Q) son las mismas y dado que h(P) > h(Q), es
suficiente establecer (2.15) para el polinomio @ y, luego, se seguiria la correspondiente cota
para el polinomio P. En otras palabras, podemos asumir a partir de ahora que todos los ceros

de P estan en el circulo unitario, de modo que p; = 1 para todo j desde 1 hasta N.

2.2.2.2. Sumas suavizadas sobre los ceros

N 0. . . , ’
Sea P(z) = [[-i(2 — i) un polinomio de grado N con todas sus raices en el circulo
unitario. El siguiente lema establece un vinculo crucial entre las sumas de potencias de los
. N k0. ~ ’
ceros (por las cuales nos referimos a » ;" e'®% para enteros k) y el tamafio de P en el circulo

unitario.

N o , ,
Lema 2.2. Sea P(z) = [[;_,(z — o) como se menciond anleriormente. Para cualquier entero

k # 0, tenemos que

N |k‘ 2t

el = — / e*log |P(e™)| db. (2.17)
- ™ Jo

J=1

En consecuencia, para cualquier entero k # 0, se cumple

< 4|k|h(P). (2.18)

N
Z oik0;
Jj=1

Demostracion. Dado ¢ € R y un entero k # 0, empezaremos probando que
, k| [* . , .
etk = ——/ e*log e — €| db.
T Jo
Usando que podemos escribir § = x + ¢ para un cierto valor x = 6 — ¢, tenemos que

, k| [ . ,
etké — _u/ eF@tO) Jog | (1@H9) — 9| du.
T Jo
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Ahora, dividiendo por e**¢, se tiene que

’k.' 27 zkz zkd)

1= ——log|e™e’ — €| dx = _Ik / e*log|e (e — 1)| dx

k’ 271' ]’C 21 ) )
L / ¢+ log(|e?] - [6% — 1]) dz = —U/ ¢ log e — 1| dz. (2.19)
T Jo
Notar que € = cosz + isin x puede escribirse como
e — 1> = |cosz — 1 +isinz|* = (cosz — 1)* + (sinz)? = 2 — 2cos z. (2.20)

Ademas, la férmula del seno del dngulo mitad nos da que
1—
sin <§) =4 % = 2sin ( ) +v2 —2cosx. (2.21)
De este modo, combinando (2.20) y (2.21) tenemos que

: T
T _ | = 9¢; (_)7
le | sin { 5

y, aplicando esto ltimo en (2.19), llegamos a la expresion

2m
1= —@/ ¢ log (2 sin (f)) dz. (2.22)
T Jo 2
Lo anterior es consecuencia de
2
¥ / sin(kz) log <2 sin (2)> dr =0, (2.23)
K| (T _
- /. Cos(k:x) log <2 sin <§)> dr = 1. (2.24)

Comenzamos probando (2.23), esto es que la parte imaginaria de la expresién (2.22) se anula.

Para ello, realizamos el cambio de variable z = x — 7, el cual nos da que
™

/O% sin(ka)log (2sin (2 ) de = /_ﬁ sin(k(z + 1)) log (25in (Z ! ”)) i

= /_7;( 1) sm(kz)}og (2 cos <2>> dz =0,

impar R
par
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donde hemos usado que

+sin(kz), sik es par = (=1)¥sin(kz),

—sin(kz), sik es impar
. 2+ . <z n 7r> (z>

11 = S1n { — — = — 3
S i S 515 cos i

A continuacién, vamos a probar (2.24). Esto es,

sin(kz + km) = {

_E 2

™ Jo

cos(kx) log <2 sin <g)) dx = 1.

En primer lugar, como el coseno es una funcién par, es suficiente con estudiar el caso en que el

entero k es positivo. Ademas, realizando el cambio de variable

u = log (2 sin <g)> — du = ;sislfé))
sin(kx)
k

dx

dv = cos(kx)dr = v =

se tiene que

_ %/% cos(kx) log (2 sin (%)) dx
0

= —% log (QSen (£)> sen(kx)l

27 27 x
k z
_/ sen(kx) cos(3 i
0 0

2 k k 2sen(3)
s
1 2 x 1 2m _:
= — sin(k;x)c?s(2> der = — s1'n(k:$) cos (E) dr. (2.25)
27 J, sin(3) 2r Jo  sin(3) 2

1T —1ix
—e

2

Usando la identidad de Euler, " = cos(z) + isin(z), es facil deducir que sin(x) = ¢

y como consecuencia inmediata tendremos que

. ikx _ ,—ikx . o
sin(kzr) S=— kT — et
3 x = ik % = iz iz (226)
31n<§) e2—e 2 e’z —e "2
2
. eim+e—ix ;. . 2]'71 i2j711‘ —’i2j711‘
mismo m m xr) = “—— il concluir qu L—x)=¢€"2 et T
Del mismo modo, como cos 5— es facil concl e 2cos (=5 +
. . . ; - 2j—1 _2j—1
Realizando el cambio de variable, z = €', tenemos que 2 cos (232—1x) =z 32 Z~ 2y, por

tanto,

b 2j—1 k 2j—1 i 2j—1 1 . 1 )
22005( 5 x) :Zz 2 —1—25 2 :_;ZZ]""_ZEJ-
= — -

Aplicando la férmula de la suma de los primeros k£ términos de una serie geométrica, obtenemos
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que los anteriores sumandos pueden escribirse como

1z—2MY  1z-2MY 1 21-2F 1z201-2¢ 1-2F 11—
T . T - = 1 + T ———— +z2 p—
23 1—2z 75 1—72Z 2 1—2z 3 — 1—2 1—2

1

Ahora, aplicamos que como z = e tenemos que z -z = 1 y, en consecuencia, z =

tanto, la ecuacion anterior es igual a

i1—zF 11X g1 1 E 1ok 1 (R -)
z2 T T =20 T 1 A TR )
l—2 31— -2 23 &2 l—2z  z32F(z-1)

Sacando factor comun y manipulando las expresiones tenemos que

22 —
1—2z zk

Simplificando y deshaciendo el cambio de variable, obtenemos que lo anterior es igual a

e — 7k gin(ka)

Z—k o Zk e—ikz o eikac
2733 ez -z 2 —eT: sin(3)
Por lo tanto, hemos probado que
k . .
25 —1 sin(kx)
2 g COS 5 T =——
in(%

Por lo que (2.26) es igual a (2.27). Luego, volviendo a (2.25), tenemos que

T

1 [Tsin(kzr) 1 [T & 2j — 1
=— | 2 Z) da.
\/0 ;COS( 9 x) COS<2> x

o J, sin(3) 2w

= Si j =1, usamos la férmula del angulo mitad para obtener que

2 T 1 27
/ cos? <—> dr = —/ (14 cosx)dx
0 2 2 Jo

1 ) 2r 1
=3 [ + sinz] =

- 2T =TT,

0

11—z 1 [ L | 1
1+ = Z2 = z2 A
21— z) Zkz2(272 — 2

. Por lo

(2.27)

(2.28)
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= Si j # 1, usamos las identidades trigonométricas para obtener que

2m 2j —1 1 [* 2j —1 2j —1
/0 cos(J2 x>cos<2)d:c—2/0 {cos<‘72 $+§)+COS<]2 x—g)] dx

= %/0 ’ [cos(jx) 4 cos((j — 1)x)] dx

1 Tsin(iz) 2 sin((5 — 1)) 2e
1 sm(qm) N SlIl((:] )z) _o
2 J 0 Jg—1 0
Por lo tanto, por (2.28) concluimos que
1 [*sin(k 1
sin(kx) _ or — 1

o J, sin(3) o

De este modo, para cualquier entero k£ # 0, hemos visto que se tiene que

N |]€‘ 2w
Zeikeﬂ' = ——/ e*log |P(e™)| db.
j=1 T Jo

Luego,

zk@

|k:| 27T zk@ 19 |k| 27!' zk@ 0
log [P(e?)]| do = 1 |- [log | P(e®)]] df. (2.29)

Aplicando que |e**?| = 1, obtenemos de (2.29) que

|‘/ 29||d9

N
2: ik0;
j=1

Ahora, veamos que

1 2w ] 1 2w ) )
%/0 | log |P(€ZO)H df = %/0 (2log™ ]P(e’e)] — log ]P(ew)|) do. (2.30)

Para ello, recordemos que log™ z = méx(0,log z) y distingamos tres casos:
= Si |[P(e)| > 1, entonces logt |P(e?)| = log | P(e®)| > 0.
» Si 0 < |P(e?)| < 1, entonces log® |P(e)| = 0 y log |P(e®)| < 0.
» Si |P(e?)| = 1, entonces logt |P(e?)| = log |P(e??)| = 0.

En cualquiera de los tres casos previos tenemos que

2log* [P(e"”)] —log |P(e”)| = [log [ P(e")]].
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Por lo tanto, por (2.30), tenemos que

1 27 ) 1 27 ) 1 2 )
— log |P(e")||d§ = — 2log™ | P(e® d@——/ log |P(e)| db.
o [ g lPhllds = 5 [ 21087 Pl d - 5 [ log Pl

Aplicando la féormula de Jensen vamos a probar que el tltimo término de la expresién anterior

se anula, esto es, veremos que
2
/ log | P(¢)| d6 = 0. (2.31)
0

Empleando Jensen (ver 3.2) tenemos que

1 [ 0 Yoo
%/0 log |P(e )|d9:log|P(O)\+Zlog;.

j=1 J

Recordando ahora que P(z) = vazl(z — €'%), se tiene que

» p; =1,V = logpijzo.
N .
= [P(0)]| = ]I 10-¢"|=1 = log|P(0)] = 0.
j=1
Por lo tanto, usando ambas propiedades queda probado (2.31). Volviendo a (2.30), tenemos que

1 27 ) 1 27 )
— log |P(e®)||df = — 2logt |P(e')| db.
5 [ o PelIdo = o= [ 2108 P(e)

Recordando la definicién de h(P) en (2.5), considerando |ag| = 1, podemos concluir que

1 2 )
— log |P(e")|| df = 2h(P).
5= | o P(e)[do = 20(P)

Finalmente, como

k 2 ) 1 2m .
< M / log|P(e?)||d0 v = / [log [ P(e”)[| df = 2h(P),
™ Jo 27 0

N
Z oik0;
j=1

entonces

< 2-|k|-2h(P) = 4|k|h(P).

N
Z oik;
Jj=1

]

Para demostrar el Teorema 1.2 es necesario conocer el nimero de ceros N ([; P) en cualquier
arco I de la circunferencia unidad, para conocer la distancia que habra entre ellos en caso de

que se encuentren equidistribuidos.
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Consideremos un arco I en la circunferencia unitaria y denotemos, con un poco de abuso

de notacién, Z(#) como la funcién indicadora del arco I, que es 27 periédica. Esto es,

1, sie?el,

0, en caso contrario.

Nos interesa el niimero de ceros del polinomio P que estan en el arco I:

N(I;P) = > Z(0)).

Dado que Z es periddica, resulta tentador invocar su expansién de Fourier. Sin embargo, esto
es un poco delicado, ya que la funcion Z es discontinua y su serie de Fourier no es absoluta-
mente convergente. En su lugar, trabajaremos con “sumas suavizadas sobre los ceros”. Esto es,

remplazaremos
N

S Z(0;)  por Y g(0))
j=1

donde g es una funcién 27 periédica con una serie de Fourier de mejor comportamiento. Ademas,

elegiremos g como una aproximacién adecuada de la funcion indicadora Z.

2.2.2.3. Series de Fourier y conclusién del teorema

Sea f(t) una funcién 27 periddica. Podemos representarla en serie de Fourier de la siguiente

manera:

Qo
53 g an cos(nt) + by, sin(nt)), (2.32)

donde sus coeficientes vienen dados por

1 2m 1 2m 1 2m
a = — f@)dt, a,=-— f(t)cos(nt)dt, b, = —/ f(t)sin(nt)dt, n>1.
0 T™Jo T Jo
(2.33)

Por la identidad de Euler se tiene que
i <l —ix <l
e’ =cosr+1sInr y € T =CoST —1sInc.
Por lo tanto, sumando y restando ambas expresiones se obtiene respectivamente que

eint + e—int eint _ e—int
cos(nt) = — sin(nt) = 5
i
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Sustituyendo en (2.32), se tiene que

& int —int int —int
ap e +e e’ —e
t)=— n b, , :
f0=5+2 (“ > 2i )

n=1
Aplicando que % = —i, tenemos que

eznt + e—znt emt _ 6—znt eznt + e—mt ‘ eznt _ e—znt
g Ty Sy iy

De este modo, agrupando términos nos da que
ap o= (G — by g, G iby
t)=— + ety T Te .
=53 (" :
Si denotamos

_ap an — b, _ap t+ib,
Cpi=—, Cpi=—— Y c_n.:T, n>1,

podemos escribir lo anterior usando la exponencial compleja de la siguiente manera

f(t) =co+ Z (cre™ + c_pe™™) = Z e et

n=1 n=—oo
donde
a, — b, a, + b,
h=—F— Y Cp=—
2 2

Utilizando los a,, y b, anteriormente definidos en (2.33), se calcula

1 2m 1 o
=gy | O costmt)ydt =iz | [(t)sin(nt) dt
1 2m | o |
=5 ; f(t)(cos(nt) —isin(nt)) dt = > 0 F(t)e ™ dt,

2m 2w
Cop= %/o f(t) cos(nt) dt + Z%/o f(t)sin(nt) dt
1 2

= f(t)(cos(nt) + isin(nt)) dt = 1 " F(t)e™ dt.
2m J, o7

De aqui se deduce que

1 2 )
c = %/0 F(t)e ™ dt, Vn e Z.
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Por lo tanto, la serie compleja de Fourier de f(t), estd dada por

S 27
= E cne™ con ¢, = — ft)e ™dt, Vné€Z.
2m Jo

n=—oo

Proposicién 2.1. Sea P(z) = vazl(z — €%%) el polinomio definido anteriormente. Ademds,

consideramos g(0) una funcion 2w periodica continua tal que

Z kg (k)| < oo, (2.34)

k=—o00

donde

1 2 )
a(k) = = / 9(0)e do),
2 Jo

denota los coeficientes de Fourier de g. Se define

= > [klg(k)e™ gy G = mix |G(0)]. (2.35)
k=—oc0
Entonces,
N N 27
S ol6) - 5 / 4(6) 6| < AGh(P).
j=1

Demostracion. Por lo visto anteriormente, la expansién de Fourier de la funcién g(6), que es

27 periddica, en el intervalo [0, 27) se puede expresar como:

> 27
g(0) = Z G(k)e*®  donde g(k) = %/ g(8)e=™ do.
k=—00 0
Usando la expansién de Fourier de g, se obtiene que
= N N ad 2
Zg<9]) 9 9(9) df = Z Z Q(k:)e”“e] 5 / g(@) do
=1 " =1 k=—oc0 ™ Jo
al N N 2m
=3 R+ Y g0~ o | g(6)db
J=1 k#0 j=1 0
N . N 1 2m o
aPSUCOILLED Sy AT 9——/
k#0 j=1 j=1
N 2
— g(k)zeik9j+_ 9__/
k#£0 =1 T Jo
N
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Ahora, aplicando el Lema 2.2, se tiene que

S 3ok =S (T [ e og Plean)

k0 j=1 k0

:——Zg / | log | P(c?)] do. (2.36)

k40

Consideramos f,, := >;"  G(k)|k|e™” log |P(e)|. Al tratarse de una suma finita, se cumple

que

+n 27
> [ athlkle* og P(e) o - " 10 do

k=—n 0

Ahora, tomando limites a ambos lados obtenemos que

+n 2
lfim Z / (k)| k|e™* log | P(e)| df = lim [ f,(0)d6

n—oo 0

Lo que queremos probar aplicando el teorema de la convergencia dominada (ver A.4) es que

2 27
lfm fn(0)dO = / lim f,(6) df
0 0

n—oo n—oo

Esta propiedad se cumple ya que se verifican todas las condiciones:

» {f,} es una sucesién de funciones integrables por estar bien definida.

= |l = [X00, 9(R) [kl log [P(e”)|| < log™ [P(e")] o410 [9(R)k] = g.
= Por (2.34), sabemos que lim,, .o f, = f, donde f =37, ., g(k)|k|e™ log [P(e”)].

Luego, aplicando este resultado en (2.36) tenemos que
2
25 a) [ e o P = 2 S gl og (e do
T 70 k0
Ademas, sabemos que

2
[ ke og P b =~ / (B)IHe™ log [P(e*)] do

0 ko

27
_ ! / log | P(¢)|G(6) dO
0

™
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Como hemos visto que
N 2m N ) 1 2w )
Soo6) - o [ a@)do =Y a3 =~ [ log|P(e)iG(6) o
0

2T
0 k0 j=1

tomando valor absoluto tenemos también que

N N 27 N ] 1 2 )
S o)~ o [ a6)de] = 3ok | = \—— | osiPeniGo) s
j=1 mJo k£0 j=1 ™ Jo
y, en particular,
N N 2m 1 2m 0
Soo) -5 [ a)as] < - [ g P 1GO) do.
= T Jo T Jo

Como G := méxy |G(0)], es claro que

1 2T i G 7T .
— / [log |P(e”)[]1G(6)] df < / [log | P(e”)]] d.
™ Jo ™ Jo

Ahora, aplicamos el mismo argumento que el visto antes en el Lema 2.2 y tenemos que

T 2w
Q/ |log [P (e")|| db = g/ (21log™ |P(e?)] — log|P(e")]) d§ = 4Gh(P).
™ Jo ™ Jo

Por lo tanto, hemos demostrado que

> 96 - N g(0) df| < AGh(P).

]

Si una funcién g es 27 periédica y de clase C®, esto es derivable hasta orden tres con

derivadas continuas, entonces la integracién por partes proporciona (para k # 0):

L1 0y gy ik LW
g\ (0)e " do| < max |g'"(6)|.
0

R 1 1
9 =G 2x = Tk[ oc0.2n]

Entonces, cualquier funcion de este tipo cumple con las hipodtesis de la Proposicion 2.1 y es

claro que hay una amplia gama de tales funciones.

A continuacién, recogemos el siguiente resultado que sera empleado para realizar la prueba

del lema que le sigue.
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Proposicion 2.2. Un cdlculo sencillo da la expansion de Fourier

. 2 4 K cos(2x)
==Y —— 2.
[sinz| = = §1 ] (2.37)

Demostracion. Sabemos que la expansién de Fourier de |sin z| es
[e.e]
. do
|sinz| = ? E an cos(nx) + by, sin(nx)).

Vamos a calcular los coeficientes ag, a, v b,. Comenzamos calculando ag:

I 1[0 I 1 1 4
ag = —/ |sinx|dx:—/ —sina:dx+—/ sinzdr = —[cosx]®, — —[cosz]] = —.
T T 7 Jo 7T 7T

- - n

Una vez obtenido ag, calculamos el coeficiente a,,:

1 ™
ay, = —/ | sin z| cos(nz) / | sin z| cos(nz) dx

T™J—x

donde hemos usado la paridad de la funcién. Ademds, aplicando que sinx > 0siz € [0, 7] y

que sin(a) cos(a) = 3(sin(a + ) — sin(8 — «)), se tiene que

1
Ay = —/ é(sin(x + nx) — sin(nz — xz)) dx
0

= 1 ' sin((n + 1)z) dz — ' sin((n — 1)z) dz
- J )
1 [_ cos((n+1)x) N cos((n — l)x)} ”.

T n+1 n—1

0

Evaluando en los extremos de integracion, se obtiene que

1 1 1 1 1
n=—|— _1n+1 __1n—1 _ _
¢ 7T|: n+1( ) +n—1( ) +n+1 n—l}
1 1 1
= — — 1+ (=1)").
ﬂ{n—l—l n—l}( +(=1")

Sabemos que si n es impar, entonces 1 + (—1)" = 0. Por lo tanto, si n es par, tenemos que

1 2 2 1 —4 —4 1
an:— — = — = — .
Tin+1 n-—1 m|n2—1 T n?2-1

Por 1ltimo, usando la impariadad de la funcion calculamos facilmente b,,:

1 ™
b, = —/ | sin z| sin(nz) dz = 0.
77

—T
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Hemos obtenido que

Luego,

_ 2 41 2 4 K cos(2Ix)
inel = 2= 20 et = 20 ey

n par

=1

]

Lema 2.3. Sea I un arco en el circulo unitario y sea Z(0) su funcion indicadora, como se men-
ciono anteriormente. Sea k una funcion 2w periddica continua y no negativa cuyos coeficientes

de Fourier son no negativos y cumplen que IE(n) < 00.
nez
Sea g la convolucion de I y de K. Entonces, g cumple con las hipdtesis de la Proposicion 2.1

Y, con la notacion utilizada,

2

> [Kla(k)e™| < 5 K(0).

k=—o00

G:méix

Demostracion. Como g es la convolucion de Z y K, tenemos por definicion que

9(0) = (T +K)(0) = — /OWI(oc)IC(H—a)doz.

T or

Sea I el arco que va de € a e’ como el que se observa en la Figura 2.2.

Figura 2.2: Arco que va de €™ a €.

Como tenemos que
1, sia<6<p
0, en otro caso

Z(0) = I(e¥) = {

entonces

. 1 [2 , 1 [
I(k) = — / I1(0)e™*0 dg = o / e 0 dp.
0 «

™
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Luego, para k # 0,

R 1 B 1 e~ kB _ o—ika e—ika _ o—ikp
Th)y=— [ e™gy=_— ("~ =2 —° 2.38
M) =5 /a © YT ( —ik ) omik (2.38)

Los coeficientes de Fourier de la convoluciéon de dos funciones no es méas que el producto

de los coeficientes de Fourier de estas funciones. En nuestro caso tenemos (k) = Z(k) - K(k).

Luego,
(kg (k)| = [KZ(k) - (k)| = [KZ(k)IK(K). (2.39)
Por (2.38) tenemos que
R e—ika _ e—ikﬁ 1 . .
— — | tka _ —ikpB
IKZ (k)] g 2mik 2m € ‘ |
1 ) )
< (e + ™)) = —
M e~ ——
1 1
Se tiene en (2.39) que
. K(k
kgt < =12

™
Entonces, N
> [kg(k) % Z K(k (2.40)
k=—o0 k=—o0
Sabemos que N
= Y Kk = K@O0)= Y K(k).
k=—00 k=—o00

Por lo tanto, de (2.40) tenemos que

Z|kg )| < IC() 0.

k=—o0

Esto muestra que

Z|kg )| < 0.

Por la Proposicién 2.1, sabemos que la funcién G(0) = > |k|g(k)e*? esta bien definida y

k=—o00

A

aplicando que g(k) = I(k:)l%(k:), se tiene que

ik(0-a) _ 4ik(6-p)

= 30 HROZHE = 3 R0 g = 3 R g

k=—o00 k=—o00 k=—o00

= — Z sign(k)KC (k) (e™0=) — kO=0)y (2.41)
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A continuacion, utilizaremos una propiedad elemental (ver A.1) de la transformada de Fourier:

k es una funcion real implica que /C es real y par.

Emparejando los términos k y —k en la ecuacién (2.41) y, usando que K(k) = K(—k), encon-

tramos

G(Q) = IC(/f) [(ez’k(e—a) . e—ik(e—a)) . (eik(e—ﬁ) . e—ik(e—ﬁ))]

% SR (k) [sin(k(0 — o)) — sin(k(0 — 3))]

k>1
1 ~ . .
< =Y K(k) [|sin(k(0 — )] + | sin(k(6 — 8))|]
T k>1
2 _ 1 I
< — méx K(k)|sin(k¢)| = — maéx K(k)|sin(kg)|.
T ¢$€[0,27) =1 T ¢$€[0,27) Pt

Notar que aqui estamos usando que, por hipétesis, sabemos que la serie ), ., I%(k:) converge.

Luego,
G = mix |G(0)| < !  mix Z R(k)| sin(k)|. (2.42)

k=—o00

Utilizando la expansién de Fourier del | sin z| calculada en (2.37), sustituyendo en (2.42) se

tiene que

G < tmix SRk (3 4 3 %) . (2.43)

I <= ~ 2 Ad=cos(2kg)) 2 o o 4 K 4, = cos(2lke)
L3k (-2 2 Y ke 3 Ry )
2 41
:FIC(O)——Z oV Z K(k) cos(2lke).

k=—o00

Aplicando la definicién de KC(21¢), vemos que

K(2lp) = Z IC ek (2i¢) Z IC ) cos(2klp) + i Z IC ) sin(2kl¢)

k=—o00 k=—o00 k=—00
[e9)

= Y K(k)cos(2klg),

k=—o00

~

donde, en la tltima igualdad, hemos usado que K(k) = I€(—k) y que el seno es impar en k. De
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este modo, estos términos se cancelan y, por ello,

Z K(k)sin(2klg) = 0.

k=—00

Por lo tanto,

[e.e]

_;c( ) — 1 24121_1 Z K(k) cos(2lke) = —%Z

s % (0).

Con esto, sustituyendo los resultados previos en (2.43), conlcuimos el Lema 2.3, es decir,

]

Después de todos estos preparativos, ahora ya disponemos de todos los ingredientes para
proceder con la prueba del tltimo resultado de la memoria.
Demostracion del Teorema 1.2.

Por definicion, sabemos que

D(P) = max |N(1; P) — L]
I 2T
y que
N
N(I;P) = x:(6)).
j=1

Luego, probar (2.15) es equivalente a probar que

max
T

I
N(I; P) — | |N‘ <—\/Nh(P)
Para ello, veremos que
I
'N(I;P) | |N‘ < —\/Nh(P) (2.44)

Sea g una funcién 27 peridédica que mayoriza la funcién indicadora Z. Esto es, tal que

g(0) > 0 para todo 6 € [0,27) y también cumple que g(#) > 1 si e € I. Luego,

N
I I
N(I; P) — || <Zg ||

j=1

(ig a /O%g@ dG) +N (% /O%g(e) do — g) . (245)

1=

o,

—
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Figura 2.3: Funcién indicadora mayorizada.

Dado m > ¢ > 0, sea xy, la funcién indicadora del arco obtenido ensanchado I a ambos lados

por ¢. Veamoslo graficamente:

Figura 2.4: A la izquierda arco I, a la derecha arco I5.

Observacion: si |I| + 20 > 2, tomamos I; como toda la circunferencia unitaria.

Definimos la funcién

Ks:(—ma] =R, Ky(6) = ?5—7; méx(3 — |6],0).

Notar que
1 2 1 2 o ) 1 1) 2 1)
7 i IC(;(Q)dQ—% i ﬁmax(§—|0|,0)d9—5/5(5—|Q|)d0—5—2 i (6 —0)do
2 0?5 2 5 O 2 6

Ahora, definimos g = xy, * K. Luego,

Observamos que:

= g es continua por ser la convolucién de una funcién continua Ks y una integrable xi,.
= g >0 (no negativa) ya que xz, > 0y Ks > 0.

» g(0) = 1sie? €1, es decir, si el dngulo 6§ estd en el arco 1.



30 CAPITULO 2. EL TEOREMA DE ERDOS-TURAN

Vamos a demostrar este tultimo punto. Para ello comenzaremos utilizaremos la propiedad con-

mutativa de la convolucién, esto es g = xp, * K5 = Ks * x1,. Asl pues

1 2 27
g(0) = %/0 X1 (@) Ks(0 — a) da = o i X150 — ) Ks(a) dav
1 /0 o 1 027
=5 —5X16(9_a)§(0_&)d&_% _65(9—04)6104—1,

donde la ultima igualdad se deduce de las cuentas vistas en (2.46). También, se puede observar

facilmente en la Figura 2.5 que x,(6 — o) = 1 porque 6 — o € Iy:

Figura 2.5: Representacion grafica de que 8 — a € .

Otra propiedad de g, aplicando Fubbini es que

9(0) = L /OQW 9(0) df = B ( ! /0% X1, (@) Ks(0 — @) da> o

27 2 Jo o

1 21 1 21

- = 0—a)dd) d
| (5 [ st - wyas) do
1 21 1 2

= — — 0—«)df | d
o [t (52 [ Ko - ) ag) da

@ 1 [ 1| 1] +20

S do = =2 = ) 2.4
27 J, Xis (@) da 27 27 (247)

Haciendo el cambio de variable § — o = z, df = dz, usando la 27-periodicidad de K5 y (2.46)

se tiene facilmente la prueba de (*):

1 2T 1 2T—a 1 2
L k0 - a)do / Ko(2)de = — [ Ks(z)dz = 1.

2 Jo T o 2 Jo

—

Ahora, ya tenemos todos los ingredientes para acotar (2.45). Para facilitar la lectura, recordamos
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que queremos acotar la siguiente expresion:

I
N(I;P) — N<Z H

- (;g@» [T cw) 8 (5 [T w-1),

» Comenzamos acotando el segundo término usando (2.47) de modo que

N(%/O%g(e)de—%) :N(g(o)—%) :N(”%%_%) - N7,

= Para acotar el primer término, aplicamos la Proposicién 2.1 y obtenemos que

(Zgwj) 5| ato) d9> > M)

< AGh(P) (2—35 4max

k=—o00

Aplicando el Lema 2.3, obtenemos que

Z |/€]g zk0

k=—o00

4 max

Ademas, sabemos que

Luego,

Por lo tanto,

Para finalizar, solo tenemos que minimizar la expresion de la derecha. Sea

£(6) = jfsh(P)+N% — f’(5):—1—562h(P) %

31

(2.48)

Por lo tanto, igualando a 0, despejando ¢ y quedandonos con la solucion positiva, obtenemos

16 N
——Rh(P)+ = = 52 =
7T52()+7T 0 =

16h(P) h(P)

= §=4 )
N
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Haciendo la segunda derivada observamos que esta es positiva, por lo que se trata de un minimo
32
"(z) = —=Nh(P) > 0.
1"(x) = == h(P)

Sustituyendo en la ecuacién (2.48) § =4 @, se verifica que
N

<8 Nh(P).

™ ™

N(I; P)

y, por tanto, el resultado. 0



Capitulo 3
La formula de Jensen

Para la elaboracién de este seccién se han consultado los capitulos 13 y 15 de [5].
La demostracién del Teorema 1.1 se deriva de la formula de Jensen, la cual pasamos a
enunciar y a demostrar a continuacion. Antes de comenzar con la formula de Jensen, enunciamos

sin demostracién un par de resultados auxiliares.

Teorema 3.1. Si f € H(Q) donde Q es cualquier conjunto abierto en el plano y f no tiene

ceros en 2, entonces log |f| es armonica en €.
Otro resultado técnico que también usaremos es el siguiente:

Lema 3.1. Se cumple la siguiente igualdad

1 2 )
—/ log |1 —€®|df = 0.
2 Jo

Teorema 3.2. (Formula de Jensen). Supongamos que Q0 = D(0; R), f € H(Q2), f(0) #0,
0<7r<R,yai,...,ay sonlas raices de f en D(0;7), listados de acuerdo a sus multiplicidades.

Entonces,

FOIT] - = e (5 [ toslrteyan). (3.1

n=1
Usamos la hipdtesis f(0) # 0 para evitar problemas en la demostracion. Si f tiene una raiz de

orden k en 0, la formula se puede aplicar a %

Demostracion. Vamos a ordenar las raices o; de modo que ay,...,a, € D(0;7) ¥ |tmi1| =

... = |an| = r. (Por supuesto que podemos tener m = N o m = 0). Sea

g(2) = f(o) [T 2—22 T —2 (3.2)

n=1 ?"(Oén o Z) n=m+1 On — 2

Al definir g de esta forma, tenemos que g € H(D) donde D = D(0;r + €) para algtin ¢ > 0.

Ademas, g no tiene ceros en D, por lo que |g| > 0y, por lo tanto, log |g| es arménica en D (por

33
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el Teorema 3.1). Luego, tenemos que

1 & .
log9(0)| = - / log |g(re”)| db. (3.3)

Definimos
h(z) = log|g(z)|. (3.4)

Usando la formula integral de Cauchy, se tiene que

_ 1 h(2)
M) =5 iy 7 dz. (3.5)
Luego,
1
log |g(0)| ‘" Re(h(0) =’ Re (r L2 dZ) .
T Jon o) #

Sabiendo que C,.(0) es la circunferencia de radio r y centro 0, tenemos que C,(0) = {re? : 0 €

[—7, 7]}. Por lo tanto, haciendo el cambio de variable z = re? = dz = rie?df, la ecuacién

anterior es igual a

1 [T h(re®) ., 1 [" i I i0
Re <% /_7r e df )| = Re %/ h(re*) do —%/_ﬂRe(h(Te ) de.

—T

Aplicando (3.4) probamos (3.3), es decir,

1 [ ,
log lg(0)] = 5 [ 1oglg(re”)| a0

De la ecuacion (3.2), evaluando en 0 se deduce que

r

9O =1£0)]] (3.6)

- o]

r2—anz
r(an—2)

m
Para 1 <n <m, si |z| =, entonces | [] | = 1. Vedmoslo a continuacién:
n=1

r? — Qp 2

i

n=1

m 2 R
H r? — a2
r(a, — 2)

(o, — 2)

Aplicando que z = re?, lo anterior es igual a

Il 11

n=1 n=1

r? —a,re r(r — a,e?)

r(a, — re?) r(a, — re?)

m J—
B H [ —ae|
S o, — re’|

Para ver que la expresion anterior es igual a 1, tenemos que probar que |r —@,e?| = |a,, —re®|.



35

Para ello, vamos a aplicar que |z| = |Z]:

o = 7] = [ =769 = [y — re~ ) = iy — ol = T gy e
n = |a, =@ —re”" = A, — =5l = ol =|r —aue

Si a, = re?’ = |a,| =r param < n < N, se tiene sustituyendo en (3.2) que

log |g(re)| = log | f(re® Z log |1 — b)) (3.7)

n=m-+1

Esto es cierto porque

N
— Z log |1 — re @),

n=m+1

Z log

n=m-+1

Z log

n=m+1

7‘6“9

donde en la primera igualdad hemos simplificado la expresion dividiendo entre «,, y en la

segunda igualdad hemos usado simplemente que o, = e,

Probar (3.7) es equivalente a probar

—/ log |g(re'®) |d9_—/ log | f (re® |d9——/ Z log |1 — ') dh.  (3.8)

n=m+1

Por lo tanto, aplicando el Lema 3.1 en (3.8), se tiene que

1 [ - 1 [7 «
—/ log |g(re?)| d§ = —/ log | f(re)| df. (3.9)
2 J_. 2 J_.

Aplicando (3.3) tenemos que

1 [7 .
g lg(0)| = 5 [ log ()] do.

Aplicando (3.6) se tiene que

m 1 T
o2 /O[] ) = 55 [ toslstre)lao
n=1'""" -

Ahora, tomando exponenciales en la ecuacién anterior, se obtiene (3.1), es decir

IH| n|—exp(21/ log | f(re' )\d@).



Capitulo 4
Programas Matlab

Para la elaboracién de este seccién se ha empleado Matlab que, a través de los siguientes

cédigos, nos representa graficamente los ceros de los polinomios.

El Programa 4.1 calcula los ceros de un polinomio de grado n y los representa graficamente
alrededor del circulo unitario. Los coeficientes los genera de manera aleatoria, con nimeros
comprendidos entre —10 y 10 para asi evitar que el tamano del polinomio sea muy grande.

Ademas, verifica las condiciones del Teorema 1.1 siendo a, = 1y ag # 0.

n = input(’Introduce el grado del polinomio: ’);
coeficientes = randi([-10, 10], 1, n+1);
coeficientes (1) = 1;

while coeficientes(end) == 0

coeficientes(end) = randi([-10, 10]);

end

disp(’Los coeficientes del polinomio son:’);

disp(coeficientes);

ceros = roots(coeficientes);

disp(’Los ceros del polinomio son:’);

disp(ceros);

36
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figure;

theta = linspace(0, 2*pi, 1000);

plot(cos(theta), sin(theta), ’k-’, ’LineWidth’, 3);
hold on;

plot(real(ceros), imag(ceros), ’bo’, ’MarkerSize’, 6, ’LineWidth’, 1.5);

xlabel (’Re’);

ylabel (’Im’);

title(’Distribucion de los ceros del polinomio en el circulo unitario’);
grid on;

axis equal;

legend (’Circulo unitario’, ’Ceros’);

hold off;

Programa 4.1: Cédigo en Matlab que calcula y representa los ceros del polinomio ménico con

coeficientes aleatorios comprendidos entre —10 y 10.

A continuacién, se observa en la Figura 4.1 la distribucién de los ceros de los polinomios

alrededor del circulo unitario empleando el cédigo anterior.

Distribucién de los ceros del polinomio en el circulo unitario Distribucién de los ceros del polinomio en el circulo unitario
T T T T T T T 15T T T T T T T —
9 s Girculo Unitario s GircUlO Unitario
10 5 O Geros Lo O Geros

0.5

-05[

Figura 4.1: Representacion de los ceros de un polinomio de grado 100 y 500 respectivamente,
empleando el Programa 4.1.
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Ahora, mostramos el Programa 4.2 que es una modificacién del programa anterior. En este

caso, sigue siendo un polinomio ménico que tiene el resto de coeficientes +1 generados aleato-

riamente.

n = input(’Introduce el grado del polinomio: ’);
coeficientes = 2*randi ([0, 1], 1, n+1) - 1;
coeficientes (1) = 1;

disp(’Los coeficientes del polinomio son:’);

disp(coeficientes);

ceros = roots(coeficientes);

disp(’Los ceros del polinomio son:’);

disp(ceros);

figure;

theta = linspace (0, 2*pi, 1000);

plot(cos(theta), sin(theta), ’k-’, ’LineWidth’, 3);
hold on;

plot(real(ceros), imag(ceros), ’bo’, ’MarkerSize’, 6, ’LineWidth’, 1.5);

xlabel (’Re’) ;

ylabel (’Im’);

title(’Distribucion de los ceros del polinomio en el circulo unitario’);
grid on;

axis equal;

legend(’Circulo unitario’, ’Ceros’);

hold off;

Programa 4.2: Cédigo en Matlab que calcula y representa los ceros del polinomio ménico con

coeficientes aleatorios +1.

En la Figura 4.2 se representa graficamente la distribucion de los ceros de los polinomios




alrededor del circulo unitario empleando este codigo.

6n de los ceros del

omio en el circulo unitario

-02

— Circulo unitario
O  Ceros

Im

0.5

-0.5
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Distribucién de los ceros del

io en el circulo unitario

w— Circulo unitario
O  Ceros

Figura 4.2: Representacion de los ceros de un polinomio de grado 100 y 500 respectivamente,

empleando el Programa 4.2.



Apéndice A
Otras herramientas y resultados ttiles

Teorema A.1l. (Desigualdad triangular). La desigualdad triangular establece que ¥z, w €

C se tiene que |z +w| < |z| + |w|.

Teorema A.2. Probar que

2 y

2m Jo 1 =1

Demostracion.

= Es obvio que si j = [ entonces

1 2w

o 1 2
W= qp = —/ 1do = 1.
2 Jo

27 Jo

» Estudiamos el otro caso, es decir, si j # [. Aplicando la férmula de Euler tenemos que

L7 o g — i/o "(cos(0(j — 1)) + i sin(0(j — 1)) do. (A1)

2m Jo 2m

Integrando (A.1) esta ecuacién por separado, tenemos que

1 2w

sin(f(j — 1)) do = % /: sin(6(5 — 1)) do.

27 Jo

por ser el seno una funciéon 27 periddica. Ademads, como el seno es una funcién impar en

un intervalo simétrico, tenemos que

% /: sin(0(j — 1)) df = 0.

40
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Volviendo a (A.1), vamos a integrar el primer término

1 [ sin(0(j — 1)) |*"

cos(f(j — 1)) dl = : = 0.
J —1 0

2 Jo
Luego, hemos probado que (A.1) es 0.

]

Teorema A.3. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz). Sean ay,as,...,a, y by, by, ... b,

numeros complejos cualesquiera. La desigualdad de Cauchy-Schwartz establece que

(S0 = (£4) (£%)

Propiedades A.1. (Propiedades de la transformada de Fourier). A continuacion,

comentamos algunas de las propiedades que utilizamos para demostrar el Lema 2.3:

n 51 K es real = IE es también real.

= Luego, K(k) = K(k) (siendo K(k) el conjugado de K(k)).

= Por lo tanto,

Y, como K es real

1 2 2

Kk)y=— [ K@) do=— [ K(@O)*d) = K(—F). A2
0 = 5= | KO0~ [ Ko () (A2)
Teorema A.4. (Convergencia dominada). Sea {f,} una sucesion de funciones integrables
que converge puntualmente a una funcion medible f. Si existe una funcion g integrable tal que

para todo n se cumple la desigualdad |f,| < g, entonces la funcion f es integrable y se tiene

que

n—oo

/fdez lim | f.db.
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