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Abstract

The Shannon capacity of a graph describes the maximum amount of information that can
be reliably transmitted using a graph as a model of the restrictions imposed by a noisy
communication channel.

The Lovasz number or Lovasz theta function is a graph parameter that provides an upper
bound for the Shannon capacity and can be calculated more easily and efficiently. Using
this function, Lovasz was able to demonstrate, for example, that the Shannon capacity of
a Cs graph is in fact v/5.

This work explores both concepts taking as its starting point Lovész’s original 1979 paper.
Additionally, some very recent theorems on the Shannon capacity of strongly regular graphs
are also included.

Keywords: Shannon capacity of a graph, Lovasz number, Graph theory, Information
theory, Graph spectra.

Resumen

La capacidad de Shannon de un grafo describe la maxima cantidad de informacién que
se puede transmitir de manera fiable utilizando un grafo como modelo de las restricciones
impuestas por un canal de comunicacién con ruido.

El nimero de Lovéasz o funcién theta de Lovasz es un parametro del grafo que proporciona
una cota superior para la capacidad de Shannon y puede calcularse de manera mas sencilla
y eficiente. Mediante esta funcion, Lovédsz consiguié demostrar por ejemplo que la capacidad
de Shannon de un grafo Cs es v/5.

Este trabajo profundiza en ambos conceptos tomando como base el articulo original de
Lovéasz de 1979. Ademads, también se incluyen algunos teoremas muy recientes sobre la
capacidad de Shannon de grafos fuertemente regulares.

Palabras clave: Capacidad de Shannon de un grafo, Nimero de Lovéasz, Teoria de grafos,
Teorfa de la informacién, Espectro de grafos.
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Capitulo 1

Introduccion

En el ambito de la teoria de la informacién y la teoria de grafos, la capacidad de Shannon
de un grafo y el nimero de Lovész son conceptos fundamentales que han sido objeto de
investigacién desde finales del siglo XX.

Este trabajo tiene como objetivo profundizar en estos conceptos, tomando como punto de
partida el articulo On the Shannon Capacity of a Graph [7] publicado por Lészlé Lovész
en 1979, donde introduce el nimero de Lovéasz, también conocido como funcién theta
de Lovéasz y explora su relacién con la capacidad de Shannon. Ademads, se incluiran y
analizaran algunos teoremas recientes sobre ambas nociones.

La capacidad de Shannon de un grafo es un concepto introducido por Claude Shannon
en su articulo de 1956 The zero error capacity of a noisy channel [12] como una extensién de
su teoria de la informacion. Esta capacidad describe la maxima cantidad de informacién que
se puede transmitir de manera fiable utilizando un grafo como modelo de las restricciones
impuestas por un canal de comunicacién con ruido.

Es decir, el problema se centra en determinar cudntos mensajes distintos se pueden enviar
de manera que no haya confusién entre ellos, respetando las conexiones representadas en
el grafo.

A pesar de su importancia, determinar la capacidad de Shannon de muchos grafos es-
pecificos sigue siendo un problema abierto y dificil. Por ejemplo, todavia no se ha podido
determinar la capacidad de Shannon del grafo ciclo C7 (Figura 1.1).

El niimero de Lovasz fue introducido por Laszlé Lovasz en su articulo de 1979 On the
Shannon Capacity of a Graph como una manera de aproximar y acotar la capacidad de
Shannon de un grafo. En este articulo, Lovasz demostrd que su funcion theta es un pardme-
tro del grafo que no solo proporciona una cota superior para la capacidad de Shannon, sino
que también puede ser calculada de manera mas sencilla y eficiente. Ademés, también
establece cudl es la capacidad de Shannon del grafo ciclo C5, problema que llevaba sin
resolverse desde la introduccion del concepto por parte de Shannon en 1956.
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Figura 1.1: Grafo ciclo C7. Todavia no se sabe su capacidad de Shannon.

Desde la publicacién del articulo de Lovasz, han habido numerosos avances en la compren-
sién de la capacidad de Shannon y la aplicacién de la funcién theta de Lovasz. Reciente-
mente, se han podido ampliar a nuevos grafos ciertos teoremas y propiedades que Lovasz
ya habia demostrado para otro tipo de grafos. En este trabajo se han incluido algunos de
estos nuevos descubrimientos publicados en el articulo de 2023 Observations on Graph
Invariants with the Lovdsz ¥ - Function [10] de Igal Sason.

Este trabajo estd estructurado en varios capitulos. El primero consiste en un repaso de
conceptos esenciales para la comprension 6ptima del trabajo. El segundo se centra en la
capacidad de Shannon de un grafo, profundizando en su expresiéon y en el Teorema de
Shannon. El tercer capitulo sigue de cerca el articulo oiginal de Lovasz dondes se define la
funcién theta, demostrando sus muchas propiedades y aplicaciones para calcular la capa-
cidad de Shannon. Por ultimo, el cuarto capitulo consiste en una seleccién de resultados
muy recientes (2023) sobre la capacidad de Shannon de grafos fuertemente regulares.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Grafos

Esta seccién estd dedicada a la explicacion de algunos conceptos sobre grafos que se uti-
lizaran a lo largo de este trabajo y cuyo conocimiento serd necesario para la comprensién
del mismo. Las definiciones de esta seccién y de la siguiente se han obtenido del libro [4].

Definicién 2.1. Un Grafo G consiste en un conjunto de vértices V(G) y un conjunto de
aristas E(G), donde una arista se define como un par no ordenado de vértices distintos de
G. La arista formada por los vértices x e y se denota xy.

Observacioén 2.2. de manera mds precisa lo que estamos definiendo son grafos simples. Es
decir, no admitimos lazos (aristas que unan un vértice consigo mismo) ni aristas mailtiples
(dos vértices unidos por varias aristas).

Si dos vértices estan unidos por una arista los llamamos adyacentes. Un subgrafo de G
es un grafo H con V(H) C V(GQ) y E(H) C E(G).

Al grafo con (g) aristas, o sea, con todas las aristas posibles, lo llamamos el grafo completo

y a los subgrafos completos de un grafo G los llamamos clanes! de G.

Ademis, llamamos niimero de clan y lo denotamos por w(G) al tamano maximo de los
clanes de un grafo G.

Definicién 2.3. El grafo complementario de un grafo G, denotado por G, es un grafo

tal que V(G) = V(G) en el cual dos vértices son adyacentes en G si y solo si no lo son en

G.
En la figura 2.1 podemos ver un ejemplo de un grafo y su complementario

Definicién 2.4. Una k-coloraciéon de un grafo G es una particion de V(G) en k
conjuntos de modo que ninguno de ellos contiene una arista. (Es decir, cada uno es un
conjunto independiente, como veremos en la Definicion 2.7).

1Utilizamos “clan” como traduccién de “clique”, igual que se hace en [1]

3
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Figura 2.1: Un grafo y su grafo complementario.

Llamamos nimero cromdtico y lo denotamos por x(G) a la k mds pequena para la cual
G admite una k-coloracion.

En la imagen 2.2 a continuacién podemos ver una 3-coloraciéon del grafo de Petersen.
Ademsds, tenemos que el niimero cromatico de este grafo es el 3, ya que es la k minima que
permite una coloracion.

Figura 2.2: Una 3-coloracién del grafo de Petersen (fuente: Wikipedia).

Definicién 2.5. Un automorfismo de un grafo G es una permutacion de V(G) que
mantiene la adyacencia de los vértices. Los automorfismos de G forman el grupo de
automorfismos de G. Si para cada par de vértices x ey € V(G) existe un automorfismo
que envia x ay entonces el grupo de automorfismos se dice que es transitivo por vértices.
La transitividad de aristas se define de manera andloga.

Definicion 2.6. Un grafo G se denomina grafo regular de grado d si cada vértice tiene
grado d, es decir, cada vértice es incidente a d aristas.

Definicion 2.7. Un conjunto de vértices de un grafo G es independiente si no hay
ninguna arista entre ellos. El nimero de independencia de G, denotado por a(G), es
el tamano mdximo de los conjuntos independientes de G.

Por ejemplo, si consideramos el grafo C5, el cual es un grafo ciclo que consiste en un
camino simple cerrado de cinco vértices, tenemos que su numero de independencia es dos
(a(C5)=2), ya que en este grafo, el tamano maximo de los conjuntos independientes es dos.
Vemos un ejemplo en la figura 2.3.
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Figura 2.3: Dos grafos Cj, en negrita vemos senalados los dos conjuntos independendientes: {4, 2}
en el primer caso y {1,3} en el segundo.

Definicion 2.8. El producto fuerte G X H de dos grafos G e H es un grafo tal que
V(GRH) =V(G)xV(H) donde (x1,y1) es adyacente a (x2,y2) si x1 es igual o adyacente
a x2 YY1 es tgual o adyacente a yo

A este producto se le llama “fuerte” porque existe otro producto “débil” G x H en el que
(z1,y1) es adyacente a (z2,y2) si en una de las coordenadas son iguales y en la otra son
adyacentes.

Lema 2.9. Todo clan Coxpg de G H es el producto cartesiano de un clan Cg de G y
otro clan Cy de H.

Demostracion. Sea Caxy un clan de G X H. Por definicién de clan, sabemos que Caxpr
es un subgrafo completo de G X H, es decir, todos los vértices de Comp son adyacentes o
iguales entre si.

Esto quiere decir que, sean dos vértices (x1,y1) y (22,y2) € V(G) x V(H) de Cgrp, por
definicién de producto fuerte, x; es igual o adyacente a x5 y 1 es igual o adyacente a ys.

Y como sabemos que los vértices de C¢ son adyacentes o iguales entre si y los vértices de
Cpy también son adyacentes o iguales entre si, tenemos que:

CGIZH = CG X CH.

2.2. Representaciones ortonormales de un grafo

A continuacidn, explicaremos algunos conceptos relacionados con representacién de un grafo
mediante vectores. También enunciaremos y demostraremos algunos lemas sobre algebra
lineal que nos seran de utilidad mas adelante.

Cuando hablemos de matrices y vectores pensaremos implicitamente en que los coeficientes
son reales, y denotaremos como u’v el producto escalar de vectores. Recordemos que un

vector es unitario si u”u =1, y que u y v son ortogonales si u’ v = 0.
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Definicién 2.10. Una matriz cuadrada (de tamano n x n) es simétrica si es igual a su
traspuesta. Una matriz simétrica A es semidefinida positiva si vl Av > 0 para todos los
vectores v.

Recordemos que toda matriz simétrica es diagonalizable, es decir, tiene n valores propios
contados con multiplicidad y, por tanto, tiene una base de vectores propios. 2

Lema 2.11. Sea A una matriz simétrica, entonces existe una base ortonormal de vectores
PTropiLos.

Demostracion. Como ya hemos dicho, existe una base de vectores propios. Basta ver que
los vectores propios se pueden tomar ortogonales entre si, porque con eso ya no hay mas
que dividirlos por su norma.

La demostracion tiene dos partes:

1) Por un lado, vamos a ver que si A1 y Ag son valores propios distintos, entonces sus vectores
propios son automaticamente ortogonales. Si uno de los valores propios, por ejemplo Ao es
cero, tenemos que:

)\w?vg = U’{ATUQ = vF{Avg = )\27}{’02 =0

Si los dos valores propios son distintos de cero, entonces:
)\2’1)?141)2 = )\1)\2’0{1}2 = )\1’1}211114’1)2.

Como A y A2 son ambos no nulos y distintos, la tinica posibilidad es que estas expresiones
sean cero. En particular:
)\1/\21)’{1)2 =0 = U{Ug =0.

2) Por otro lado, los vectores propios con el mismo valor propio forman un subespacio
vectorial. Podemos, por tanto, tomar una base ortogonal en cada uno de esos subespacios.
O

Lema 2.12. Si A es una matriz semidefinida positiva, entonces eriste una matriz B
simétrica tal que A= BT B.

Demostracion. Como A es una matriz semidefinida positiva, en particular es simétrica, y
por el Teorema espectral para matrices diagonales (Teorema 11.24 de [3]), tenemos que A es
ortogonalmente semejante a una matriz diagonal real, es decir, existe una matriz ortogonal
C' y una matriz diagonal A que cumplen:

A=0CTAC.

Como A es una matriz semidefinida positiva, las entradas de A son no negativas y, por lo
tanto, existe una matriz diagonal (y por tanto simétrica) D tal que D? = A. Si definimos
B=CTDC,

BT = (c"pc)! =c*™pTc =cTDC = B,

2podemos encontrar la demostracién en la pagina 66 de [3].
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y en consecuencia:
BTB = (cTDC)(CcTDC) = CcT"D(CccT)DC = CTD*C = CTAC = A.

Como queriamos demostrar.

O

Lema 2.13. Sea A una matriz simétrica y sea ¥ € R. Entonces, 91 — A es semidefinida
positiva si y solo si 9 es mayor o igual que todos los valores propios de A.

Demostracion. 1) Para la implicacién hacia la derecha, sea A un valor propio de A cual-
quiera. Es decir, Av = \v para algin v € R" — {0}. Por lo tanto

(I — Ay =290 — A v= (9= A

T (0 — A =0T (9 = Nw = (9 = Nolv= (= N|v|3

Y como sabemos que

VT —Aw>0 vy [v*>0 = Jd-A>0 = 9>\

2) Para la implicacién hacia la izquierda, sea ¥ € R mayor o igual que todos los valores
propios de A, tenemos que demostrar que v’ (91 — A)v >0 Vv € R".

Como la matriz A es simétrica, entonces es diagonalizable y, por lo tanto, los vectores
propios son base y los puedes escoger ortogonales entre si.

n
Podemos escribir entonces: v = E (14v;), con v; vectores propios y con valor propio A;,
i=1

en consecuencia;:

n

T (01 — Ay = v (9 = M=o (9 = \) (Z:(,u,ivz > =T (i: wi (9 — Xi)v; ) =

=1

n T n n
(zw) (Z(u@-w—Ai)vi)):Z(uzw M) = S 20— M)l >
3 =1

i=1 i=1

3

Definicion 2.14. Llamamos producto tensorial v ® w de dos vectores
v = (v1,02, 0 ,0p) Yy w = (W1, wa, W) al vector (VWL -, VIWm, VWL, -+ 5 VWi )
de longitud nm.
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Veamos que existe una manera muy util de relacionar el producto escalar y el producto
tensorial que nos servird de utilidad mas adelante.

Sean T = (27171'2,' o 733n),y - (3/171927'“ aym)vv — (01)027' o avn) y
w = (w1, wa, -+ ,wy) vectores, tenemos que se cumple la siguiente expresion:
(22 y) (0o w) = @ o)y w). (2.1)

Demostracion. Lado izquierdo de la ecuacion:

n m n m

DD (wiy) (i) =) Y (g vi)(y; wy).

i=1 j=1 i=1 j=1

Lado derecho de la ecuacion:

O]

Definicién 2.15. Sea G un grafo y V(G) = 1,2,--- ,n. Una representacion ortonor-
mal de G es un sistema de vectores unitaros (vi,va, - ,vy) en algin RY tal que, sii vy j
son vértices distintos y no adyacentes, entonces v; y vj son ortogonales.

Lema 2.16 ([7, Lema 1]). Sean (uy,ug, -+ ,up) y (v1,v2,- -+ ,vy) Tepresentaciones ortonor-
males de Gy H respectivamente. Entonces, los vectores u; @ v; forman una representacion
ortonormal de GX H.

Demostracion. Tenemos que demostrar que si (i,7) y (k,l) son dos vértices distintos de
G X H que no son adyacentes, es decir, i es distinto y no adyacente a k en G (uZTu;€ =0)
o k es distinto y no adyacente a [ en H (vavl = 0), entonces (u; ® v;)T (ug ® v;) = 0.

Como tenemos que:

(ulug) (v o) = 0 st ulup, =00 vl =0,

(ui ® vj)T(uk & Ul) 5 j

—~—
1)

(2
vemos que el lema se cumple. ]

Lema 2.17. Sean G y H dos grafos. St G C H, entonces toda representacion ortonormal
de G es también representacion ortonormal de H.

Demostracion. Sea (uy,us,- -+ ,uy) una representacién ortonormal de G. Es decir, si i y j

son distintos y no adyacentes en G (ij ¢ E(G)), entonces ul uj = 0.
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Para ver que también son representacién ortonormal de H, consideramos una arista ¢j €
E(H). Como G C H, tenemos que ij € FE(G). Por hipétesis, ulu; = 0. Concluimos que
(u1,ug,- -+ ,uy) es una representaciéon ortonormal de H.

O]

Lema 2.18 ([7, Lema 4]). Sean (ui,ug, - ,uy) y (vi,v2, -+ ,v,) representaciones orto-
normales de G y de G respectivamente, y sean ¢ y d dos vectores cualesquiera. Entonces:

n

> (u] o) (v] d)? < Pd?.
i=1

Demostracion. Sabemos que los vectores u; ® v; cumplen:

(u; @ v5)" (u; @ vy)

donde la funcién ¢;; se conoce como ”Delta de Dirac” y se define tal que:

P Osii#j
T 1sii=j

, 2
por lo que los vectores {u; ®v;}; son ortonormales entre si en R” @ R™ = R"", y obtenemos:

n

2 a
Zl ((c@d) (v ®v;))” < (c®d)? = 2(“?0)2@?@2 < Ad?.
i= @1)  i=

Donde (*) se da porque (u; ® u;) se puede extender a una base ortonormal, y en una base
ortonormal tendriamos la igualdad. O
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Capitulo 3

Capacidad de Shannon de un grafo

En esta seccién profundizaremos sobre la Capacidad de Shannon de un grafo, nimero
introducido en 1956 por Claude Elwood Shannon [12], matemédtico recordado como el
padre de la teoria de la informacién [8].

3.1. Definicién y expresion
Comenzaremos explicando en qué consiste la capacidad de Shannon de un grafo.

Imaginemos que tenemos un canal de comunicacién con ruido en el que podemos enviar
n diferentes tipos de letras siendo algunas de estas similares entre si, por lo que pueden
ser confundidas a causa del ruido. Esto se puede representar mediante un grafo G que
llamaremos grafo de confusion, cuyos vértices consistiran en las n letras y donde dos vértices
seran adyacentes si las letras pueden ser confundidas entre si.

La pregunta que nos interesa es, para cada longitud n, cudntos mensajes hay de esa longitud
que no puedan ser confundidos entre si. Por ejemplo, si queremos enviar una letra (mensaje
de longitud 1), entonces deberemos escoger como conjunto de posibles mensajes un conjunto
independiente del grafo G. Por otra parte, si queremos enviar un mensaje de longitud k,
debemos elegir un conjunto independiente de G*. Siendo G*¥ = (GRGKX --- K G).

k veces

El tamafio maximo de un conjunto independiente en ambos casos y, por lo tanto, el méximo
niimero de mensajes que pueden ser enviados sin confusién, serfa a(G) y a(G¥) respecti-
vamente.

Veamos un ejemplo:

Sean a, b, c,d, e cinco letras y C5 su grafo de confusién. Tal y como se puede apreciar en la
figura 3.1, tenemos que a se puede confundir con b y e; b se puede confundir con a y ¢, etc.
El méximo niimero de mensajes de longitud 1 que se pueden enviar sin confusién en este
caso es a(C5), que es igual a 2 como se explica tras la Definicién 2.7.

Pasemos ahora a ver qué ocurre si queremos enviar un mensaje de longitud 2. En este caso

11



12 CAPITULO 3. CAPACIDAD DE SHANNON DE UN GRAFO

Figura 3.1: Grafo de confusion C5 de las letras a,b,c,d y e.

tendriamos 25 posibles cadenas de letras en total. Podemos representar estas cadenas con
un grafo de confusién de 25 vértices, donde cada vértice es adyacente, es decir, confundible,
a otros 8 vértices (Figura 3.2). En este caso el médximo nimero de mensajes de longitud 2
seria a(C52) que es igual a 5. En la Figura se han marcado cinco vértices independientes,
y como consecuencia de los cédlculos de este capitulo veremos que no puede haber seis.

En base a esto, Shannon [12] introdujo el siguiente concepto, que captura la idea de cuéntos
mensajes distintos se pueden mandar con un grafo G concreto cuando la longitud de los
mensajes es muy grande.

Definicion 3.1. ,La capacidad de Shannon de un grafo G se define como:

O(G) = sup {/a(GF) = lim {/a(GF)
k k—o0
En esta definicion estamos implicitamente usando la siguiente propiedad:
Proposiciéon 3.2. Para todo grafo,

sup v/ a(Gk) = khﬁrrolo V a(GF).

k

Esta propiedad es consecuencia inmediata de los dos lemas siguientes:

Lema 3.3. Para todo par de grafos G1 y Go se tiene que
a(G1 X Ga) > a(Gr)a(Ga).
En particular, para todo grafo G:
a(G"T) > a(G™)a(G™).

Demostracion. Sea I un conjunto independiente de tamano maximo de G y J un conjunto
independiente de tamano méaximo de Gs.

Es facil comprobar que el producto cartesiano I X J es un conjunto independiente de G1XGo
ya que:
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(ae)——(be )——{e) /\><;e
%

Figura 3.2: Grafo de confusién Cs? de las letras a,b,¢,d y e. Hay que tener en cuenta que en esta
figura los vértices situados al inicio de cada fila y columna son adyacentes a los del final de cada
fila y columna siguiendo el mismo patrén, de modo que el grafo formaria una estructura similar
a un Toro. Los vértices senalados en negrita conforman un subconjunto independiente de tamafio

a(Cs?) =5

&—®

&)

X1

&)

@X

Si tomamos (z1,y1) v (x2,y2) € I x J (x1 # z2,y1 # y2), tenemos que x1 y T2 No son
adyacentes en G1 y y1 y y2 tampoco lo son en Gy. Por lo que (x1,y;) no es adyacente a

(w2,2).

Ademds, si escribimos a(G1) = card(l) = n, a(G2) = card(J) = m obtenemos:
a(G1 K Ga) > card(I x J)=nm = «a(G1KG2) > a(Gi)a(G). O
Lema 3.4 (Lema de Fekete, [5, Lema 11.6]). Sea (an)nen una sucesion de términos posi-

tivos. Si se cumple que
ntm = Gnlm Vn,m € N, (3.1)

entonces la sucesion ({/an)nen tiene limite y ademds

hm Ya, = sup Ya,.

neN

Demostracion. Fijamos m y [ tal que [ < m. Por induccién, y haciendo uso de la desigual-
dad (3.1), encontramos que ay4gm > a;(an,)*. Por lo que

lminf /e, > 1m0 g () = R/

k—o0
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Como la sucesién (ay)nen se descompone en la unién de las m subsucesiones (aj4km)keN
conl =1,2,...,my todas tienen liminf mayor o igual que %/a,,, tenemos que también:
liminf,,_ oo ¥a, > Van,.

Como esto vale para todo m, tenemos que:

lim sup V/a,, < sup a,, < liminf /a,,
n—oo

n—oo n—oo
por tanto:
lim sup V/a,, = sup Va, = hnIr_l> i£f Yap.

n—oo n—oo

3.2. Grafos perfectos

En su articulo [12], Shannon demostré el siguiente teorema:

Teorema 3.5. Si G se puede cubrir con a(G) cliques disjuntos, entonces

Un ejemplo importante de grafos a los que se aplica este teorema son los llamados grafos
perfectos.

Definicion 3.6. Un grafo G se denomina grafo perfecto si para cada subgrafo inducido
H de G se tiene que el numero cromdtico de H es igual al tamano mdximo de los clanes
de H, es decir, x(H) = w(H).

El Teorema de los grafos perfectos demostrado por Lovész en [6] establece que, si G es
perfecto, entonces su complementario también lo es. De aqui se deduce que:

Corolario 3.7. Si G es un grafo perfecto con nimero de independencia a(G), G se puede

cubrir por o(G) clanes disjuntos. En particular, su capacidad de Shannon es igual a a(QG).

Demostracion. El nimero de independencia de un grafo coincide con el niamero de clan de
su complementario. O sea

a(G) = w(G").

Como G* es perfecto, w(G*) = x(G*). Es decir, los vértices de G* los podemos descomponer
en a(G) = x(G*) conjuntos independientes, que son clanes en G. O

3.3. Teorema de Shannon

Esta seccion esta dedicada a enunciar y demostrar el Teorema de Shannon.

En primer lugar, comenzaremos explicando términos necesarios para demostrar la existen-
cia de un limite inferior y superior de la Capacidad de Shannon de un grafo.
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Figura 3.3: Grafo Paley de orden 9 (producto débil de dos tridngulos). Como el ntimero crématico
de cada subgrafo inducido es igual al tamafio méximo de los clanes, es un grafo perfecto (fuen-
te:Wikipedia).

Llamamos empaquetamiento fraccionario de vértices a cualquier asignacién de pesos
no negativos w(x) a los vértices x de G que cumpla que para cada clan C en G:

Z w(z) < 1.
zeC

Ademads, definimos o*(G') como el maximo de ) w(z), tomados de todos los empaque-
tamientos fraccionarios de vértices. Obsérvese que todo conjunto independiente define un
empaquetamiento fraccionario (tomando w igual a uno para los vértices del conjunto, y
cero para los demds). De hecho, si en un empaquetamiento fraccionario los w son enteros,
el conjunto de vértices con w # 0 es un empaquetamiento. Por tanto a(G) < a*(G).

A su vez, haciendo uso del teorema de dualidad de programacion lineal®,

podemos inferir que o*(G) puede también ser expresado como el minimo de ) ¢(C') donde
hemos asignado pesos no negativos ¢(C') a los clanes C' de G tal que:

> aC)>1

zeC
para cada punto = de G.
Lema 3.8. Dados dos grafos G = (V,E) y H = (W, F) se tiene que
o (GRH) = a*(G)a"(H).
Demostracion. Dados dos empaquetamientos fraccionarios v y w de Gy H, vamos a cons-
truir el empaquetamiento fraccionario producto v x w en G X H del siguiente modo:
v X w(zy, r2) = v(z1)w(z2).

Se tiene que:

'En este caso, la versién que usamos es el ejercicio 2.23 de [11].
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= Esa asignacion v X w es, en efecto, un empaquetamiento fraccionario en G X H:

Sabemos que todo clan de G X H es el producto cartesiano de un clan Cqo de G y
otro clan C'y de H por el Lema 2.9.

Las asignaciones v y w, cumplen, por definicién de empaquetamiento fraccionario,

que:
Zv(m)gl y Zw(m)gl

zeCq zeCly

donde Cg y Cpr son los clanes de G y H respectivamente. Por lo que, la asignacién
v X w cumple:

Z Z v(z))w(zg) = Z v X w(zy,ze) <1
z1€Cq v2€Cyy (ml,xg)GCGXCH

y como consecuencia v X w es un empaquetamiento fraccionario en G X H.

= Sis=3) pv(x)yt=>_ cww(r)entonces:

Z v X w(ry,z2) = Z v(z)w(ze) = Z v(z) Z w(z) = st.

(z1,22)EVXW (z1,22)EVXW zeV zeW

Supongamos ahora que v y w eran los empaquetamientos fraccionarios éptimos de Gy H,
de modo que a*(G) = s y a*(H) = t. Entonces tenemos que:

of(GRH) > Z v X w(ry, 2) = st = o™ (G)a™(H).
(z1,22)EVXW

Para la otra desigualdad usamos la definicion dual de o*. Sean p y ¢ asignaciones de pesos
a los clanes de GG y H, vamos a construir una asignacién de pesos p X g a los clanes de
GXH.

A los clanes Ky x Ky obtenidos como producto de un clan de G y otro de H les asignamos
peso:
px q(K1 x K3) = p(K1)q(K2),

v a los demas les asignamos peso cero.
De nuevo, tenemos que:

» Esa asignacion px g cumple la desigualdad del programa dual. Por definicién, sabemos
que tanto p como g cumplen que:

SpE)=1 oy Y a(Ka) > 1

rxeK, reKo

Consecuentemente:

Z Z p(K1)q(K2) = Z pxq(Ky x K3) > 1

T1€EK1 22€ K> (z1,22)€EK1x K2
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» Sis=) r cvpK1)yt=> g cwa(r) entonces:
> pxq(K)=st,
KeVxw
donde las sumas son sobre los clanes. La demostracién es que

Y opxgK)= > p(K1) x q(Ky) = st.

KeVxW K€V, KoeW

Si, como antes, suponemos que p y g son 6ptimos, obtenemos:

o (GRH) < Z p X (K1, K2) = st = a*(G)a”(H).
KixKiCVxW

Teorema 3.9 (Teorema de Shannon). o(G) < O(G) < a*(G).
Demostracion. La desigualdad a(G) < O(G) es trivial por definicién de Capacidad de
Shannon (sustituyendo k£ = 1 en la Definicién 3.1).

Para la segunda desigualdad, como ©(G) = sup;, v/a(G*), lo que hemos de demostrar es
que para todo k € N,

Eso ahora es facil, ya que:

Ahora veamos la aplicacién del Teorema de Shannon al grafo Cs:

Sabemos que a(Cs) = 2 y por lo tanto 2 < O(G). También conocemos que a(C3%) es por
lo menos cinco (ejemplo encima de la Definicién 3.1), por lo que la capacidad de Shannon
de C5 va a ser por lo menos /5, es decir, v/5 < o(G).

A continuacién vamos a calcular el valor de a*(C5).

Proposicién 3.10. a*(Cs) = 3:

Demostracion. 1) Si asignamos pesos w(i) = 1/2 a todos los vértices, observamos que
Y zecw(x) < 1 se cumple, ya que, en un grafo Cs, los clanes que hay estdn formados

por una arista con sus dos vértices (ademds de los vértices individuales, que también son
clanes):

<1
w()+w@) <1
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Como estos cinco clanes son los mas grandes que hay en Cf, tenemos que:

a*(G) < 5/2.

2) Ahora vamos a ver cémo asignar pesos a los clanes de modo que se cumpla que
> zec 4(C) > 1. Si asignamos peso cero a los vértices y peso 1/2 a las aristas obtenemos
que el peso de cada clan es igual al peso de su correspondiente arista, es decir: ¢(C;) = 1/2.
Y como cada vértice estd en dos aristas y por lo tanto en dos clanes, se cumple que:

Por tanto, a*(G) es mayor o igual que la suma de todos los pesos asignados, que vuelve a
ser 5/2. Y finalmente obtenemos que o*(G) = 5/2. O

Figura 3.4: Dos grafos Cs, en negrita vemos senalados dos clanes: {1,2} en la primera figura y {3,4}
en la segunda.

Podemos concluir finalmente que la capacidad de Shannon de un grafo C5 queda acotada
entre los siguientes valores: v/5 < O(Cs) < g



Capitulo 4

El niimero de Lovasz: J(G)

4.1. Primeras propiedades; relacién con la capacidad de Shan-
non

Para poder afinar més las cotas superiores a la capacidad de Shannon de un grafo, el
matematico Laszl6 Lovasz introdujo en su articulo On the Shannon Capacity of a Graph
[7] de 1979 un nimero real, cominmente denotado por ¥(G), que actualmente se conoce
como funcién theta de Lovédsz o ntimero de Lovész. Para ilustrar la utilidad de este niimero,
gracias a él Lovasz demostré que la capacidad de Shannon del grafo C5, que Shannon solo
pudo acotar entre /5y 5 /2, es de hecho V5.

A continuacién, veamos cémo se define ¥(G). Para ello primero vamos a definir un nuevo
concepto denominado valor de una representaciéon ortonormal (uy,ug, - -+, uy).

Recordemos que dado un grafo G con vértices V y aristas F, una representacion ortonormal
de G en R? consiste en asociar un vector unitario u; a cada vértice i € V de modo que
se cumpla que si ¢ y j son distintos y no adyacentes, entonces u; y u; son ortogonales
(Definicién 2.15).

Llamamos valor de la representacion ortonormal a

1
min max ——F——5
¢ 1<i<n (cTu;)?

donde ¢ es un vector unitario.

El nimero de Lovasz de un grafo es el minimo valor de todas las representaciones ortonor-

males:
Definicién 4.1. Sea U = (uj,ug,--- ,u,) una representacion ortonormal y ¢ un vector
unitario, denominamos numero de Lovdsz de un grafo G a:

A 1
NE) = U 15 (cTu;)?

19
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Una representacién ortonormal es llamada dptima si esta alcanza el minimo valor 9(G).
Ademas, se puede comprobar que este minimo existe ya que el valor de una representacién
ortonormal es una funcién continua y el conjunto de todas las representaciones ortonormales
es un compacto.

Ademas, denominamos mango al vector ¢ que produce el minimo.

Lema 4.2. El mango estd en el subespacio lineal generado por la representacion ortonor-
mal.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que no. Es decir, tenemos una re-
presentacién ortonormal uq, ..., u, cuyo mango ¢ no esta en su subespacio generado. Sea
L dicho subespacio. Podemos portanto escribir:

c=ct+ ¢y,

donde ¢; € L y ¢, es perpendicular a L.

Se tiene entonces que:
1 1

1?%}% (cTu;)? - glzaﬁ)iz (clu)?

Como suponemos que ¢, # 0, tenemos que ||¢|| < 1. Si ahora tomamos ¢ = ¢;/||c||, que
es un vector unitario, obtenemos:

1 1 ) 1 , 1

’ 2 ’
— = s < — = ——
2 T el 2, Tos < 08 T T B (T

Lo cual contradice que ¢ sea el mango de la representaciéon ortonormal. ]
Lovasz también da la siguiente definicién alternativa de ¥(G). Su demostracién es un
poco complicada y se realizard en la Seccién 4.3.

Teorema 4.3 ([7, Teorema 5]).
9(G) = max » (d"v;).
i=1

donde el mdximo se toma sobre todas las representaciones ortonormales (v, va, -+ ,vy) de
G y todos los vectores unitarios d.

Corolario 4.4 ([7, Teorema 11]). Sea G un grafo que admite una representacion ortonor-
mal en dimension d. Entonces:

HG) < d.
Demostracion. Sea (uy,usg,--- ,uy) una representaciéon ortonormal de G en un espacio de
dimensién d. Vemos que (u; ® ui,ug ® ug, -+ ,u, ® u,) también es una representacién

ortonormal de G utilizando la ecuacién (2.1).
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Sea {ej,ea, - ,eq} una base ortonormal, definimos:

1
b=—(e1®e1+ea®@ex+---+e4®eq).

Vd

2
Se tiene que b = d (7> =1, y por otro lado:

d
(u; @ us)Th = Zek@)ek (u; @ ;)
k=1

%\H
-V

d
1, 1
= Z €L UZ = —=U; = —F=.
s
Por lo que:
L s = o (mewT? = d=— > 9@
NZ d o  (w @ ui)Th)2 <~ '
Teo 4.3
Concluyendo finalmente con que ¥(G) < d. O

En el resto de esta secciéon enunciaremos y demostraremos algunos de los primeros lemas
y teoremas relacionados con la capacidad de Shannon de un grafo y el nimero de Lovasz.

Lema 4.5 ([7, Lema 2]). 9(GX H) < J(G)Y(H).

Demostracion. Sean (uy,ug, -+ ,un)y (v1,v2,: -+ , ) representaciones ortonormales 6pti-
mas de G y H, con mangos g y h respectivamente.

Tenemos que g ® h es un vector unitario ya que:

\/(g®h (g®h) \/gg )(hTh) = /(1

(21

Por otro lado, (u;®v;); j es una representacién ortonormal del grafo G H por el Lema 2.16.
Por tanto, aplicando la definicién del nimero de Lovész:

1 1 1

YGEX H) < max = max = 9(G)Y(H).
R (D e e A P e (L
e . .

Lema 4.6 ([7, Lema 3]). o(G) < 9(G).
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Demostracion. Sea (u1,usg,--- ,uy) una representacién ortonormal de G con mango g y
supongamos que {uy,ug, - ,ux} es un conjunto independiente de tamano méximo en Gy
por tanto k = a(G). Tenemos, por definicién de representacion ortonormal, que los vectores
(uq,usg, -+ ,ux) son ortogonales dos a dos.

Sean vy, ..., v; vectores adicionales tales que {uy, ..., ux, v1,...,v} es una base ortonormal,
podemos escribir el mango g tal que:

k l

k l k k
9=> ) +> (mvi) = F=D N+ >IN = &> (g"w)’
i=1 i=1 i=1 =1

=1 i=1

Por otro lado, sabiendo que «(G) = k, tenemos Vi € {1,2,--- ,k} que:

1 1 k a(G)
N 2 G = 01" 2 gy = 26" 2 Gy
2 - 7, 2 < AG) :
Y como 1 =g¢g° > Z(g u;)* > 9(G)’ concluimos que = a(G) < J¥(G).

= (

Teorema 4.7 ([7, Teorema 10]). ¥(G) < o*(G)

Demostracion. Sea (u;) una representacién ortonormal de G y sea ¢ un vector unitario tal

que, por el Teorema 4.3:
n

9(G) = ().
i=1
Si consideramos C' un clan cualquiera en G, tenemos que {u; : i € C} es un conjunto
de vectores ortonormales, ya que los vértices del clan son adyacentes en G = No son
adyacentes en G = uiTuj = 0. Por lo que, como los vectores u; forman parte de una base
ortonormal, vemos que se cumple que:

ieC

Por tanto, los pesos (¢ u;)? forman un empaquetamiento fraccionario de vértices y teniendo

en cuenta la definicién de a*(G), concluimos:

I(G) = Zn:(cTui)Q <a*(G) = 9G) <a* Q).

=1

Teorema 4.8 ([7, Teorema 1]). O(G) < J(G).
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Demostracion. Por el Lema 4.6 aplicado a ¢g* sabemos que:

a(G*) < 9(GF).

A su vez, por el Lema 4.5, tenemos que:

WGRH) <HG)IH) =, 9GR--KG)<IAIE)--9(G) =

H=aG k veces k veces

= 9(G*) < I(G)* VE.

En consecuencia:

a(GH <) VE = {[a(GF)<IG) VE = O(G)<IG).

O]

Lema 4.9 ([7, Corolario 1]). Si (vi,v2,--- ,v,) es una representacion ortonormal de G y

d es un vector unitario cualquiera, entonces:
n
> ) <9(G).

i=1

Demostracion. Sea (u1,ug,- - ,uy) la representacién ortonormal ptima de G y sea ¢ su

mango. Por definicién de J(G) tenemos que:

o 1 I 7 2
VO BE e 7w BB

Como ¢ y d son vectores unitarios, obtenemos:

n

>l (] d)? = Y- (min(uf o)) (o] ) =
=1

1 =c2d? >
~—
Lema 2.18 =1
n n (T 7\2
o (0T N2 T2 2aie1 (Vi d)
= (min(u; c vy d)f == =—1 -,
(ufa(uf ) S oF o = =550
Por lo que concluimos que:
S @l d)? < 9(G).
i=1

Teorema 4.10 ([7, Corolario 2]). Para todo grafo G,
IG)I(G) > n.
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Demostracién. Sea (vi,vs, -+ ,vy) la representacién ortonormal éptima de G y d su mango.

Por definicién de ¥(G) (Definicién 4.1) se tiene que:

—_— . , 1 1 - , T 2
O -y T g s

Ahora, utilizando el Lema 4.9, obtenemos:

n
T 12 cogToN2 T
IG) > Z(’UZ d)* > nlrgniléln(d v;)* = ﬁ
Lema 4.9 =1
De esta manera concluimos que:
G (G) > n. O

4.2. Capacidad de Shannon de un grafo ciclo Cj

Ahora, haciendo uso de los lemas y teoremas enunciados y demostrados anteriormente,
probaremos que la capacidad de Shannon de un grafo Cs es v/5.

Teorema 4.11. 9(C5) < /5.

Demostracion. Imaginemos un paraguas cuyo mango y cinco varillas son seis vectores
unitarios orientados en la direccién opuesta a su punto comin y representados por c y
u1, U2, - -, us respectivamente. Cuando el paraguas estd cerrado el angulo entre varillas es
cero y cuando estd abierto del todo el dngulo entre varillas no adyacentes es 27 /5. Existe
por tanto una posicién en la que el dngulo entre varillas no adyacentes es 7/2. Es facil ver
que en esta posicién (uj,ug,--- ,us) es una representaciéon ortonormal de Cs ya que las
varillas no adyacentes son ortogonales.

Ahora, calculemos el valor de ¢ u; 1

Vemos que clu; = ||¢|||Jui]| cos(a) = cos(a), donde « es el dngulo entre el mango c y

cualquiera de las varillas u;. Utilizando la ley de los senos y fijandonos en la Figura 4.2
obtenemos:
b
r=—70-,
2sen(A)

donde A es el dngulo opuesto al lado b. Ademas, sabemos que A = 3% y que b = v/2 ya que
es la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos dos catetos son dos varillas no adyacentes.
Por lo que:

V2

p—_ v
2sen(2X)

!Estos célculos se han hecho tomando como gufa: https://math.stackexchange.com/questions/181
1180/how-to-find-the-angle-of-lovasz-umbrella


https://math.stackexchange.com/questions/1811180/how-to-find-the-angle-of-lovasz-umbrella 
https://math.stackexchange.com/questions/1811180/how-to-find-the-angle-of-lovasz-umbrella 
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Figura 4.1: Representaciéon grafica del paraguas definido en el Teorema 4.11

Por 1ltimo, y teniendo en cuenta que r = sen(a) y que sen( %

By \/5+8\/5 _ \/101%/5: 2

. 442 2 L2 4 1
2V/10+2v5  V/5+5 5++/5 V5

Y, por tanto:
1
I(C < A =5
(Cs5) < max ()’ V5
Def 4.1

Corolario 4.12 ([7, Teorema 2]).
O(C5) = 9(Cs) = V5.

Demostracién. Sabemos que v/5 < ©(C5) se cumple por la observacién que se hace tras el
Teorema 3.9, ©(Cs) < 9¥(C5) por el Teorema 4.8, y 9(Cs) < /5 por el Teorema anterior
(Teo 4.11). O

4.3. Formulas para el calculo de ¥(G)

En esta seccién veremos tres maneras alternativas de calcular la funcién ¢. En todas ellas
se obtiene 9 como el valor 6ptimo de un invariante matricial, para matrices que satisfacen
ciertas propiedades. Por el camino, incluimos la demostracién del Teorema 4.3 enunciado
en la Seccién 4.1.

2Célculo hecho con wolfram alpha: https://www.wolframalpha.com/


https://www.wolframalpha.com/
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Figura 4.2: Perspectiva del paraguas visto desde arriba

Teorema 4.13 ([7, Teorema 3]). Sea G un grafo con vértices {1,2,...,n}. Entonces ¥(G)
es el minimo del valor propio mds grande de cualquier matriz simétrica (aij)ijl tal que

aj; =1, stt=3 0si1yj son no adyacentes. (4.1)

Demostracion. 1) Primero vamos a ver c6mo construir una matriz A en las condiciones del
enunciado y con todos sus valores propios mayores o iguales que ¥(G).

Sea (u1,us, ..., uy) una representacién 6ptima de G con mango c. Definimos:

T
ur Uu;
aij=1— ——t— con i # j
ai; =1,
A= (aij):'szl-

Se puede comprobar facilmente que (4.1) se satisface ya que:
» Sii=j = ay =1 por definicién.

= Si ¢y j son no adyacentes = u;fpuj = 0 por definicién de representacién ortonormal
y por tanto a;; = 1.

Ademads, vemos que se cumple que:
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Puesto que:

T T
1 (et Y _r,_ T Y Y i Uj _
(C (CTuz)> (C (CTUj)> T T (@) (T ey)

T, .
—1-1-14 % uj( Tui)(cTuj) = —ay;.

2 (o (C;L;i))Q + (90~ ) =+ G - 2253 (90~ ) =
:1+@ém2+(WG)«5;F>=§KDam

Por el Lema 2.13, lo que necesitamos ver es que J(G)I — A es una matriz semidefinida
positiva. Definiendo

W = c — U1 c — U2 B L
(cTup)’ (cTug)” (cTuy) )’
D = diag (9(G) — —2— 9(G) — — IG) — —
= 14 _— —_ .. _— .
9 (Tup)?’ (Tup)2” (T )2
podemos reescribir ¥(G)I — A como:
NG — A=WTW + D,
lo cual demuestra que es semidefinida positiva:
= Sabemos que D es semidefinida positiva puesto que es una matriz diagonal con en-
tradas positivas ya que ¥(G) > ﬁ Vie{l,2,..,n}
= Sabemos que WT T es semidefinida positiva puesto que:

VITWIWo = (Wo)T (W) = |[Wo|?> >0, YoeR™

= La suma de dos matrices semidefinidas positivas es semidefinida positiva.

2) Pasemos a ver el reciproco: si A es una matriz cualquiera con las hipdtesis del enunciado,
entonces algin valor propio de A es mayor o igual que ¥(G).

Sea A = (a;j) cualquier matriz que satisfaga (4.1) y A su valor propio més grande. Entonces
Al — A es semidefinida positiva por el Lema 2.13 y, por tanto, por el Lema 2.12 existen
vectores v1, Vs, ..., U tal que:

)\(51 — Q55 = ’Ul-TUj.

Como Al — A no es regular, los v; no generan R™. Sea ¢ un vector unitario ortogonal a
V1, V2, ..., Up, como la suma de los valores propios de A es igual a tr(A) = n, tenemos que
A > 0y podemos definir:

u; (c+v;).

_ 1
VA
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Por tanto

1 1 1
ul = (A +vi4+2c)=(1+v)=-1+A-1)=1 i=12---,n

A A A
1 1 1
ulu; = X(C2 +clvj + ol e+ vlvy) = X(l +vlv;) = X(l +0—-1)=0.
Y (ui,ug,- - ,uy,) constituye una representacién ortonormal de G. Ademas,

2, T
T 2 C + C Ui 1 1
(¢ i) < NG ) AT (T
Con lo que concluimos que: 9(G) < A.

O

Definicion 4.14. La envolvente convexa de un conjunto de puntos S de dimension n es
la interseccion de todos los conjuntos convexos que contienen a S. La denotamos conv(S).
Dados N puntos p1,ps2,- - , PN, Su envolvente convexa se define por:

N N
C = {Zaipi ay € [0, 00) Vi,Zai = 1}.
i=1 i=1

Donde ademds un conjunto se dice convezxo si para cada par de puntos contenidos en él, el
segmento que los une también estd contenido en el conjunto.

Sean (i1,71), (i2,72), -+ 5 (im,Jm) con (ix < ji) las aristas de un grafo G con n vértices.
En el siguiente enunciado, para cada vector unitario h = (hy, he,- - , hy) consideramos el
siguiente vector de dimensién (m + 1):

N T
n
h =\ hiyhjys hishgys - -+ hiy, B, <Z hl)
i=1
Sea H el conjunto de los posibles h:
H:={h:heR"} c R
Proposicién 4.15. Sea G un grafo de vértices {1,2,--- ,n}. Entonces el vector de dimen-

sion (m+1):
z=(0,0,---,9(G)"

estd en conv(H).

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que z no estd en la envolvente con-
vexa de los vectores h.
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Como el conjunto H es compacto, por el Lema de Farkas (ver Teorema 2.1 de [11]) existe
un hiperplano que separa z de H es de01r existe un vector a y un numero real « tal que
aTh < a para todos los vectores h pero a’ z > o. Tomamos:

a = (a17a27 o 7am7y)T'
En particular, para h = (1,0, --- ,0) obtenemos que a’h < aimplicay < ay que a’'z > «
implica 9(G)y > a. Esto lleva a
y <Gy,

y como ¥(G) > 1 se tiene que y > 0, por tanto:
y>0 = a>0.

En base a esto podemos suponer que y = 1 y asi obtenemos que a < 9(G).

Ahora, definimos la matriz A = (b;;); ; con

o %ak + 17 si <Z7j) = (Zk7]k>
bij =
1, para el resto
Es decir,
1
A=J+ §M(a),

donde M es una matriz que en le entrada (i, 7) tiene un 0 si (7, ) no es arista y tiene ay, si
(4,9) = (ik, Jr)-

Entonces tenemos que:

Wt Ah = Zn: Zn: bijhih; = a*h,

i=1 j=1
ya que:
T T T sl ¢y j son no vecinos
W' Ah = KT Jh + hM Vh = ZZhh+ Zz{ak —
i=1 j=1 i=1 j=1 ’L .7) (Zkvjk’)
= (Z hi) + Zakhikhjk = (Z hZ') + Zakﬁk =a"h
i=1 k=1 i=1 k=1

Como a’h < « para todo vector unitario h y el valor propio méas grande de A es igual a
méax{h” Ah : |h| = 1}, esto implica que el valor propio mas grande de A es, como mucho,
a.

Ademas, A satisface (4.1), por lo que, por el Teorema 4.13, 9(G) < «, lo cual es una
contradiccién con que a < ¥(G).

O]
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En el siguiente enunciado denotamos como J a la matriz n X n cuyas entradas son todas
1. Se tiene entonces que para toda matriz B = (bij)?jzl de ese tamano,

Tr(BJ) =YY by

i=1 j=1

Teorema 4.16 ([7, Teorema 4]). Sea G un grafo de vértices {1,2,--- ,n}. Entonces se
cumple que:

9(G) = mix Tr(BJ),

donde el mdzrimo se toma sobre todas las matrices B = (bij)ijl simétricas, semidefinidas
positivas, con
Tr(B) =1. (4.2)

y tales que para cada par (i,7) de vértices adyacentes diferentes se tiene que:

bij = 0. (4.3)
Demostracion. 1) Comenzaremos estableciendo una desigualdad que nos servird para la
demostracién.

Por el Teorema 4.13, existe una matriz A = (aij)ﬁjzl que satisface a;; = 1 si ¢y j son no
adyacentes o ¢ = j, y cuyo valor propio mas grande es J(G).

Sea B una matriz simétrica y semidefinida positiva que satisface (4.3) y (4.2). Entonces se

tiene que:
TT(BJ) = ZZ[)W \:f/ Zzaijbi]‘ = TT(AB).

i=1j=1  (41)4.3) =1 j=1
Por tanto:

9(G) = Tr(BJ) = 9(G) = Tr(AB) = Tr(¥(G)B — AB) = Tr((G)I — A)B.
(4.2)

Donde tanto 9(G)I — A como B son matrices semidefinidas positivas, B por el enunciado
del teorema y ¥(G)I — A por el Lema 2.13.

Ahora, por el Lema 2.11 sabemos que existe una base ortonormal de vectores propios
de B: (e1,ea, -+ ,e,) con valores propios correspondientes Aj, Ao, -+, A, > 0 (por ser
semidefinida positiva). Gracias a lo cual se cumple que:

~—~—

Tr((G)I — A)B = el (0(G)I — A)Be; = > Nie] (9(G)I — A)e > 0.
i=1 i=1 Def 2.10, A;>0

2) A continuacién vamos a construir una matriz B para la cual la desigualdad anterior sea
una igualdad y por lo tanto consigamos que:

Tr(9(G)I — A)B =9(G) —Tr(BJ) =0 = 9(G)=Tr(BJ).
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Por la Proposicién 4.15, z esta en la envolvente convexa de los vectores h asociados a todos
los vectores unitarios h. En base a la Definicién 4.14 sabemos que existen un ntmero finito

de vectores unitarios hi, he, -+, hy € R® y ntimeros reales oy, ag, - ,ay > 0 tales que
a1h1+a2ﬁ2++a]\7h}\f =z = (0707 7?9(G)>T (45)

Definimos la matriz B = (b;;) que buscamos como:

N
B =Y aphhl.
p=1

Es decir, llamando h,; a la coordenada i de cada vector h,,

N
bij = Z aphypihyp,;.
p=1

Se tiene que B es simétrica y semidefinida positiva por construcciéon. Ademads, recordando

el valor de h:
T

n 2
]Az - h’ilhjp hizhjzv ) himhjnﬂ <Z hl) ’
i=1

y utilizando la ecuacién (4.5) tenemos que:

N N
bikjk = Zaphp,ikhp,jk = Zaphp’k =0 k= 1,2, e, M
p=1

p=1
Y n o n n n N N )
TT(BJ) = Z Z bij = Z Z Z Oéphpyihpﬂ‘ = Z Oéphi7m+1 = ﬁ(G)
i=1 j=1 i=1 j=1 p=1 p=1

Por otro lado, por la ecuacién 4.4 sabemos que:
n n N N N
TT‘(B) = Zb“ = Zzaphpvihp’i = Zap|hp|2 = Zap =1.
i=1 i=1 p=1 p=1 =1

Asi queda el teorema queda demostrado. O
Podemos ya demostrar el Teorema 4.3 que enunciamos en la Seccién 4.1:

Demostracion del Teorema 4.3. 1) Por el Lema 4.9 ya sabemos que (@) > max Y 1 (d7v;)?
se cumple.

2) Ahora, vamos a construir una representaciéon ortonormal de G' con un vector unitaro d
que cumpla la igualdad.
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Sea B = (b;;) una matriz simétrica semidefinida positiva que alcanza el maximo en el
Teorema 4.16. Es decir, B satisface (4.2) y (4.3) y 9(G) = Tr(BJ). Como B es una matriz
semidefinida positiva, por el Lema 2.12 podemos escribir B = WTW y, llamando w; a la
columna ¢ de W, tenemos que:

bij = wiij. (4.6)

Donde ademds, por la ecuacién (4.2) y sabiendo que ¥(G) = T'r(BJ), obtenemos, respec-

tivamente:
n

iwsz (iw> :Zn:Zb,j:Tr(BJ):ﬁ(G).

i=1 j=1i=1

Si escribimos:

w; n
] (Z )

n
E wsq| .
i=1

Vemos que los vectores v; forman una representacién ortonormal de G por (4.6) y (4.3).

Por tltimo, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz 3 obtenemos:

> (dvi)? = <Z w§> (Z(d%ﬁ) > (me%g) = (Z dTwl) —

i=1 i=1

— (dZwZ) 2 2 (sz> = (Z wi> = 9(G),

donde la igualdad (*) se da porque los vectores d y " ; w; son proporcionales por defini-
cién de d.

Por lo que ya podemos concluir que:
I(G) = mzixZ(dTvi)Q.
i=1

O

Observemos que, como la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da con igualdad, tenemos que

los vectores (w?, w3, -+ ,w2) y ((d'v1)?, (dTv2)?,- -+, (dTvy,)?) son proporcionales. Sea k la

constante que cumple: (d?v;)? = kw?. Entonces:

n n

9(G) =) (dv)? =k _w}) = k=9(G).

i=1 i=1
Y podemos concluir con:

(dvi)? = D(G)w} = I(G)bis. (4.7)

3Se puede encontrar la demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el articulo [13].
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Teorema 4.17 ([7, Teorema 6]). Se tiene que

o-ngef 48]

donde el mdzimo es sobre todas las matrices A # 0 que cumplen que a;; = 0 si i, son
adyacentes en G o si i = j, y llamando A\1(A) > X2(A) > --- A\, (A) a los valores propios
de A.

Demostracion. 1) Primero vamos a probar que 9(G) > 1 — WOV

Tomamos A = (a;;) una matriz cualquiera que cumpla las condiciones del enunciado.
Como a;; = 0 para todo i, Tr(A) = 0y por tanto A\; < 0 < \,. Sea f = (f1, fo,- =+, f)T
un vector propio con valor propio A1(A), normalizado tal que |f|? = m.

Consideramos las matrices F' = diag(fi1, fo, -+, fn) v
=F(A—- M\, (A)I)F.

Tenemos que B es semidefinida positiva. Ademads, b;; = 0 si ¢ y j son vértices adyacentes
distintos (i # j) y se tiene que:

Tr(B) = Tr(F(A — M (A))F) = Tr(FAF — \(A)FF) = Tr(FAF) — \y(A)Tr(F?) =
= (A Tr(F?) = =X (A)| [P = = M(A)—5 = 1,

donde usamos que

porque la diagonal de A es 0.

Aplicando el Teorema 4.16:

(@) 2 Tr(BJ) =YY aififi — M(A)>_ f} =
=1

Teo i=1 j=1

4.16
= 2 A =Ml = M)y = My o =13

2) Sobre este apartado el articulo de Lovéasz dice solamente que “The fact that equality is
attained here follows by a more or less straightforward inversion of this argument and is
omitted”. Sin embargo, no he conseguido desarrollar el argumento de la demostracién.® O

4Hay otros lugares del articulo donde Lovasz omite detalles diciendo que son “ficiles”, y en ellos si he
conseguido rellenarlos con ayuda de mi tutor, pero en este no.
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Corolario 4.18 ([7, Corolario 3]). Sean A\; > Ay > --- > A\, los valores propios de la
matriz de adyacencia de un grafo G. Entonces:

A
X(G) > 1
An
Donde x(G) es el nimero cromdtico de G.
Demostracion. Sea (uy,us,--- ,u,) una representacién ortonormal de Gy ¢ un vector
unitario que alcanzan la igualdad en el Teorema 4.3, y sean Ji,Jo, -+, Ji las clases de

colores en una k-coloracién de G con k = x(G). Entonces:

n

K K
WG =D (Tu)? =D > (Tw)* <Y 1=k=x(G),

i=1 m=1i€Jm m=1

donde la desigualdad (x) se sigue de que los u; de los vectores del mismo color son orto-
normales y ¢ es unitario.

Ahora la matriz A de adyacencia de G cumple que a;; = 0 si i y j son adyacentes en G,
por lo que, por el Teorema 4.17, obtenemos:

— A1 A1

> > 1—— > 1 — .

X(@)z9(G) 21—+ = x(@)z1-+
4.17

4.4. Mas propiedades relevantes de ¥(G)

A continuacién, haciendo uso de los resultados obtenidos en la seccién anterior, veremos
més propiedades relevantes asociadas al nimero de Lovasz 9(G).

Teorema 4.19 ([7, Teorema 7]). Y(GX H) = 9(G)I(H).

Demostracion. 1) Ya sabemos por el Lema 4.5 que ¥(GX H) < J(G)I(H).
2) Ahora veamos que se cumple (G X H) > 9(G)I(H).

Sean (vi,ve,-++ ,v,) ¥ (w1, ws, -+ ,wy,) representaciones ortonormales de G y H respec-
tivamente, y sean c,d vectores unitarios que alcanzan la igualdad en el Teorema 4.3; es

decir:
n m

Y Wl =0(G), Y (wfd)’ =0(H).

=1 =1

Como, por el Lema 2.16, v; ® w; es una representacion ortonormal de GXH;yGRHC
G X H, por el lema 2.17 concluimos que v; ® w; también es una representacion normal de
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G X H. Ademds, ¢ ® d es un vector unitario. Por lo que:

Y (GX H) ZZ v; @ w;) T (c® d))? ZZ(U?C)Q(UJJTd)Q =
= (e ) (wfd)* = 9(G)I(H)
i=1 7j=1
Asi queda demostrado el teorema. ]

Teorema 4.20 ([7, Teorema 8]). Si G es un grafo cuyo grupo de automorfismos es tran-
sitivo por vértices, entonces:

HQ)I(C) =

Demostracion. 1) Ya sabemos que 9(G)9(G) > n por el Corolario 4.10.
2) Ahora veamos que 9(G)J(G) < n.

Sea I' el grupo de automorfismos de G. Podemos considerar los elementos de I' como
matrices de permutacién de tamano n x n.

Por el teorema 4.16 existe una matriz B = (b;;) simétrica y semidefinida positiva, que
satisface (4.3) y (4.2) y con T'r(BJ) = ¥(G). Consideramos:

-y ()
pPerll

La matriz B también satisface (4.3), ya que cada una de las permutaciones P mantiene la
adyacencia de los vértices, y satisface (4.2) porque:

1 “1ppy T
Tr(B) mTr > P'BP |F|ZT BP) =1 =1.
pPerl Perl

Como I es transitivo por vértices, tenemos que todos los elementos b; de la diagonal de B
son iguales, es decir: by; = %,Vi e{1,2,--- ,n}.

Ademds, B es simétrica semidefinida positiva por ser suma de matrices semidefinidas po-
sitivas.

Por ltimo, se tiene que

r(BJ) = <Z Tr((P~'BP J)> T (Z Tr BJ) = 9(G),

pPell’ Pel’

donde la segunda igualdad se sigue de que para una matriz arbitraria A, Tr(AJ) es la
suma de las entradas de A, y las entradas de B y de P~'BP son las mismas, solo que
permutadas.
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Es decir, B también es una matriz de las que alcanzan el maximo en el Teorema 4.16. Por
tanto, a la matriz B le podemos aplicar la construccién de la demostraciéon del Teorema
4.3 y obtener una representacién ortonormal de G con vectores w;, y un vector unitario d
que satisfacen la Ecuacién (4.7):

(dvi)* = 9(G)w? = I(G)by; = V(G)/n.

Aplicando la definicién de 9(G):

y por tanto:

Como queriamos demostrar.

O]

Corolario 4.21 ([7, Corolario 4)). Si G es un grafo con un grupo de automorfismos tran-
sitivo por vértices, entonces:

0(G)O(G) < n.
Demostracion. Por el Teorema 4.8 y el Teorema 4.20 sabemos respectivamente que:
O(GQ) <I(G) A IG)IG) =n,

por lo que concluimos que:

0(G)0(G) < n.

O]

Lema 4.22. Sea G un grafo regular de grado d. Entonces, d es el valor propio mds grande
de su matriz de adyacencia. Si el grafo es conexo, tiene multiplicidad uno.

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia del grafo G. Como G es un grafo regular,
todos sus vértices tienen el mismo grado d, por lo que, si llamamos j al vector cuyas
coordenadas son todo unos y teniendo en cuenta que en cada fila de A tenemos d unos,
obtenemos:

Aj = dj.

Ahora veamos que para todo vector propio v de A que no sea multiplo de j su valor propio
es menor o igual que d, y que si el grafo es conexo el menor es estricto.

Consideramos v = (v1,v2,- -+ ,vy,) vector propio de A:
U1 U1
V2 ()

Al . | =X

Un Un
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Sea v; la coordenada méas grande de v en valor absoluto; podemos suponer sin pérdida de
generalidad que v; > 0. Sea q; la fila i-esima de A, que es un vector de unos o ceros, con d
unos. Como sabemos que

a;v = A\v;,

tenemos que hay una suma de d de los v; que da Av;. Como v; < v; paratodo j, = A <d.

Ademsds, para que se de la igualdad (para que A = d) hace falta que todos los v; que
aparecen en la suma, es decir, los de de los vértices vecinos de 7, sean todos iguales a v;.
Aplicando el argumento a esos vértices j, los vecinos de cada uno de ellos también tienen
que tener coordenada igual a v;, de modo que nos podemos ir moviendo por todo el grafo
y tenemos que en v todas las coordenadas son iguales a v;, es decir, v es multiplo de j.

O]

Teorema 4.23 ([7, Teorema 9]). Sea G un grafo regular, y sean A\ > Ay > -+ > X, los
valores propios de su matriz de adyacencia A. Entonces:
—NAp

< — .
N =5

Donde la igualdad se cumple si el grupo de automorfismos de G es transitivo por aristas.

Demostracion. Llamamos d al grado del grafo regular G.
1) Primero vamos a demostrar que se cumple la desigualdad:

Consideramos la matriz B = J—z A, donde x es mayor que cero y se escogerd mas adelante.
Como B cumple la condicién 4.1, el Teorema 4.13 nos dice que ¥(G) es menor o igual que
el valor propio més grande de B.

Sea v; el vector propio asociado a cada valor propio \; de A. Entonces, como G es un grafo
regular, v; = dj, donde j es el vector de todo unos.

Cada v;, 1 = 2,...,n es ortogonal a v1. Por tanto, tiene suma de coordenadas igual a cero,
es decir, es un autovector de J con autovalor cero. Como todos los autovectores de A son
también autovectores de J, A y J se pueden diagonalizar a la vez y tenemos que cada v;
(i > 2) es también un autovector de J — xzA con valor propio —z ;. Es decir, los valores
propios de J — x A son:

n—TA, —TXo,...,—TA,.

El mas grande es o bien el primero o bien el ultimo, dependiendo del valor de z. Si tomamos

n
r= ——

A=A’
tenemos que el primero y el dltimo coinciden y son iguales:

n(A — \p) —n\p —nAp,
C A = - — 2\,
oA A=\, VRS W
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Y con esto ya queda probado que:

—nA,

< — .
¥(G) < N

2) Ahora veamos c6mo se cumple la igualdad si el grupo de automorfismos de G es transitivo
por aristas.

Sea I' el grupo de automorfismos transitivo por aristas de G y sea C' una matriz simétrica
que cumpla (4.1) y cuyo valor propio mas grande es ¥(G).

De igual manera que en la demostracién del Teorema 4.20, consideramos:

C = ‘%‘ Z P lCP.

Pel

Por lo que C' también satisface (4.1) y por el Teorema 4.13, se tiene que ¥(G) es menor o
igual que el valor propio mas grande de C.

Por otro lado, el valor propio méas grande de C' es como mucho igual al valor propio més
grande de C porque el valor propio més grande de una suma de matrices no puede ser mas
grande que el maximo de los sumandos. Por tanto, el valor propio més grande de C' sigue
siendo Y(G).

Por otro lado, C es de la forma .J — 2 A. Esto es porque C tenfa un 1 en cada entrada que
no sea arista y numeros arbitrarios en las que son aristas. Eso hace que en C los unos sigan
siendo unos y el resto sean todos iguales. Se tiene por tanto que:

—nA,
NG =3

Proposiciéon 4.24. Si G es un grafo d-reqular con n vértices y con autovalores
d= XM > Xy > ...,)\n,
los autovalores de G son

n—d—1,-XA—1,...,—Xo— L.

Demostracién. Consideremos la matriz de adyacencia A de G. Entonces la matriz de G es
J—(I+A).

Los autovectores de A son también autovectores de I + A con autovalor una unidad maés
grande, ya que
(A+Dv=Av+v=X v+v=(Al)v.

Por tanto, los autovalores de J — (A + I) se obtienen tomando z = 1 en la demostracién
anterior, y el resultado es lo que dice el enunciado. O
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Corolario 4.25 ([7, Corolario 5]). Sea n un nimero impar, entonces:

_ ncos(m/n)
ICn) = 1+ cos(m/n)’

Demostracion. Los valores propios de un ciclo Cy, son [4, p.172]:
e2mIim 4 e=2mm — 9 cos(2mj/n), j=0,...,n—1.

El mayor es siempre 2, por ser regular de grado dos, y el menor es -2 en el caso par y
—2cos(m/n) en el caso impar. Por tanto,

_ —nA,  2ncos(m/n)
S A=Ay 2+ 2cos(m/n)’

I(Cn)

Como observacién, en el caso par la misma demostracién nos da ¥(Cy,) = 2n/4 = n/2.

4.5. Aplicaciones de ¥(G) para calcular la capacidad de Shan-
non

En esta seccién veremos diferentes métodos para calcular la capacidad de Shannon de
grafos distintos al pentdgono con ayuda del nimero de Lovész ¢¥(G).

Teorema 4.26 ([7, Teorema 12]). Si G es un grafo con un grupo de automorfismos tran-
sitivo por vértices, entonces

a(GRG)=0(GRG) = 0(GRG)

I
=
8

Si, ademds, G es autocomplementario, entonces 9(G) = O(G) = /|V(G)].

Demostracién. 1) Veamos que la diagonal en la matriz que forma G X G es independiente.
Dados u # v dos vértices cualesquiera de G, tenemos que (u,u) no es adyacente a (v,v) en
G X G. Si lo fuesen, por definicién de producto fuerte (Definicién 2.8) u y v deberfan ser
adyacentes en G y en G pero esto es imposible.

Por tanto:
OGKRG) > GXG) > |V(Q).
( ) > of ) > [V(G)]
Teo 3.9
Por otro lado tenemos que:
OGRG) < HGERG) = 9GNG) = |V(G)]
Teo 4.8 Teo 4.19 Teo 4.20

Asf que concluimos que O(G K G) = |V (G)|.
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2) Si, ademés, G es autocomplementario, entonces:

V(@) =0(GRG)=0(G*) = 6(G)* = 6(G)=VIV(G)|
Def 3.1

Y, teniendo en cuenta lo que vimos en el apartado anterior:

V(G) =9(G)(G) =9(G)? = 9(G)=VIV(G).

Por lo que concluimos que:

(@) = 0(G) = VIV(G)|.
O

Observacién 4.27. El grafo Cs es un caso particular del Teorema anterior, ya que es
transitivo por vértices y autocomplementario, por lo que se demuestra de otra forma que
su capacidad de Shannon es \/5:

O(Cs) = 9(Cs) = V5.

Como aplicacién de estos resultados, Lovasz calcula la capacidad de Shannon de los
grafos de Knesser.

Se llama Grafo de Knesser de pardmetros n y r con n > 2r (denotado K(n,r)) al grafo
cuyos vértices son los subconjuntos de tamano r de un conjunto .S con n elementos, donde
dos subconjuntos son adyacentes si son disjuntos. Por ejemplo, el grafo K (5,2) es el famoso
Grafo de Petersen (ver Figura 2.2).

A continuacién, enunciamos este teorema sin su demostracion:

Teorema 4.28 ([7, Teorema 13)).

O(K (n,r)) = (:f B i)

En particular:

Corolario 4.29 ([7, Corolario 6]). El grafo de Petersen, el cual es isomorfo a K(5,2) tiene
Capacidad de Shannon igual a cuatro, es decir, O(K(5,2)) = 4.

Por otro lado, se puede usar el Teorema 4.28 para dar una demostracién del siguiente
Teorema de Erdés-Ko-Rado [2].

Teorema 4.30 (Erdés-Ko-Rado [2], [7, Corolario 7]). Sea S un conjunto de tamario n, el
numero mdzimo de subconjuntos de S de tamano r que se puede hacer de modo que no

haya dos disjuntos es:
n—1
r—1
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Obsérvese que el nimero que se busca en el enunciado es a(K(n,r)).

Demostracion. 1) Si se toma un elemento fijo de Sy se consideran todos los subconjuntos
que contienen a ese elemento, obtenemos:

<n - 1> )
subconjuntos.
r—1

Por lo que:
n—1
K > .
() = (M7])

2) Ahora, utilizando el Teorema 3.9 y el Teorema 4.28:

(:: i) < a(K(n,T))T;S,;QG(K(n,r))T;—ZES (7:: i) 0
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Capitulo 5

Resultados recientes sobre la
capacidad de Shannon de grafos
fuertemente regulares

En este capitulo mostraremos algunas propiedades y teoremas recientemente descubiertos
sobre la Capacidad de Shannon de un grafo en los cuales se hace uso también de la funciéon

Y(G) de Lovész.

Los resultados de este capitulo se han obtenido del articulo Observations on Graph Inva-
riants with the Lovdsz ¥ - Function de Igal Sason [10]. Basicamente, se trata de extender
algunos de los resultados de Lovasz sobre grafos con grupo de simetrias transitivo por
vértices a grafos fuertemente regulares, que se definen como sigue:

Definicion 5.1. Dados nimeros enteros positivos v, k, A, u, decimos que un grafo es fuer-
temente regular de tipo srg(n,d, \, ) si tiene n vértices, es reqular de grado d y posee
las siguientes propiedades:

1) Para cualquier par de vértices adyacentes x,y hay exactamente X vértices adyacentes a
T ey ala vez

2) Para cualquier par de vértices no adyacentes x,y hay exactamente p vértices adyacentes
ax ey alavez.

Como ejemplo de grafo fuertemente regular podemos mencionar el grafo de Paley, ver
Figura 5.1, o el grafo de Petersen 2.2, que es un srg(10,3,0,1).

El pardmetro X puede ser cero (como ocurre en el grafo de Petersen) pero p pdemos suponer
que es distinto de cero porque los unicos grafos fuertemente regulares con y = 0 son los
gafos completos (o uniones disjuntas de ellos). Obsérvese que, en particular, saber que
u > 0 implica que el grafo es conexo: si dos vértices no son vecinos tienen al menos un
vecino comun.

Lo sisguientes resultados sobre grafos fuertemente regulares son clasicos. El primero nos
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Figura 5.1: Grafo Paley fuertemente regular con pardmetros srg(13, 6, 2, 3) (fuente: Wikipedia).

dice que los parametros n,d, u, A no son independientes, y el segundo que el espectro de
un grafo fuertemente regular estd determinado por los parametros:

Lema 5.2 ([4, Ecuacién (10.1)]). En un grafo fuertemente regular se cumple que:

pun—d—1)=d(d—X—-1).

Demostracion. Para empezar, cada vértice x tiene d vértices vecinos, por lo que en total
tiene n — d — 1 vértices no vecinos.

La demostracion consiste en contar de dos maneras distintas el niimero de aristas que van
desde un vecino de z a un no vecino de x.

En primer lugar, cada uno de los d vecinos de x es adyacente a x y a A vecinos de = y
por lo tanto es adyacente a d — A — 1 no vecinos de x. En total tenemos una cantidad de
d(d — X — 1) aristas.

En segundo lugar, cada uno de los n — d — 1 no vecinos de = es adyacente a p vértices
vecinos de z. Por lo que, en total, tenemos p(n — d — 1) aristas.

Concluimos asi:
un—d—1)=d(d—X—1).
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Lema 5.3 ([4, Seccién 10.2]). Un grafo fuertemente regular srg(n,d, \, i) tiene tres auto-
valores:

AM(G) =d, con multiplicidad uno.

M(@) = = X(G) = 5 (A=t VO A ).

A (G) =+ = (@) = 5 (A== VO R A ).

Demostracion. Sea A la matriz de adyacencia de un grafo fuertemente regular srg(n, d, A, ).
La entrada ij de la matriz A2 es el ntimero de pasos de longitud dos desde el vértice i al
vértice j. En un grafo fuertemente regular, este niimero esta determinado por la adyacencia
de 7y j (si iy j son adyacentes, iguales, o distintos y no adyacentes). En consecuencia,
obtenemos la ecuacién:

A2 =dl + XA+ pu(J —T—A) = A* — (N —p)A — puJ — (d— pu)I = 0.

Como todo autovector de A lo es también de A%, de J y de I, los autovalores \; de A
distintos de d tienen que cumplir la ecuacion:

A= (A=A — p0 — (d— p) = 0.

Resolviendo la ecuacién de segundo grado obtenemos lo que queriamos demostrar:

N= 5Ot VO A ),

Corolario 5.4. X\2(G) + M\ (G) = X — p, A2(G)An(G) = p—d.

Para estudiar la funcién 6 de uns grafos fuertemente regulares, primero damos unas cotas
que valen para todos los regulares

Lema 5.5. 57 G es un grafo reqular con n vértices y de grado d entonces

n—d+ A2(G) n(l+ X2(G))
B R T E W (e}

Demostracion. Por el Teorema 4.10, sabemos que para todo grafo G:
G (G) > n.

Ahora, como G también es regular, aplicando el Teorema 4.23 y sustituyendo sus autova-
lores por los de la Proposicién 4.24, tenemos que:

W@ a-1=%(G) a1+ %(G))

9(G)

< _ '
~ —- A ~~ —d—-1-(-1-X(G —d+ (G
T;Z;?) )\I(G) A (G) Prop 4.24 n ( 2( )) n 2( )
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Por tanto,
n_o_n- d+ \2(G)

M@ T

Lema 5.6. Si G es un grafo reqular, entonces:

< 9(G).

Demostracion. Por el Teorema 4.10, sabemos que para todo grafo G:
G (G) > n.

A su vez, como G es regular, por el Teorema 4.23:

nA\p(G)
WG W)

por lo que:

O]

Lema 5.7 ([10, Corolario 3.4]). Sea G un grafo con n vértices transitivo por vértices o
fuertemente regular, entonces:

I(G)I(G) = n.

Demostracion. 1) Si G es un grafo transitivo por vértices, la demostracién es la del Teorema
4.20.

2) Si G es un grafo fuertemente regular, entonces:

Como G y G son grafos regulares, por el Lema 5.5, el Lema 5.6 y por El Teorema 4.23,
tenemos que:

n —d+ X(G) —nA(G)
14+ X2 (G) L;;;.{SQ?(G) ng M(G) — (G (5:1)

A (G) — n(1+ A2 (G))
=60 < "9 & i) (5:2)

~—~—
Lema 5.6 Lema 5.5
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Ahora vamos a demostrar que tanto en la ecuacién (5.1) como en la ecuacién (5.2) ambas
cotas son iguales !, es decir:
(n = d 4 X2(G) (M (G) = A(G)) = (1+ X2(G)) (=1 (G))
= (n—d+ 2(G)(M(G) = M(G)) — (1+ X2(G))(—nAp(G)) = 0.

Como sabemos los autovalores de G por el Lema 5.3, operando:

nd — d* + d(X2(G) + M(G)) + (n — 1) (M2 (G)A(G)) =
=nd—d®+dXN—p)+(n—1)(p—d) =
=—dd-A—1)+pun—-d-1) = 0.

Lema 5.2

Por lo tanto, hemos obtenido la igualdad y podemos concluir con que:

n—d+X(G) [ n(l+X(G)\
14+ X (G) ><n—d+x2(G)>_n' -

IG)I(G) = <

Teorema 5.8 ([10, Teorema 3.26(1)]). Sea G un grafo con n vértices, si G es transitivo
por vértices o fuertemente reqular, entonces

a(GRG) =0(GRG) =9(GRG) =n.

Demostracion. 1) De nuevo, el caso transitivo por vértices lo demostré Lovasz (Teore-
ma 4.26).

2) Para un grafo G fuertemente regular, la demostracién en realidad es la misma, una vez
que tenemos el Lema 5.7:

Como sabemos que {(1,1),(2,2),---,(n,n)} es un conjunto independiente de G X G, en-
tonces

n<a(GRG).

Por lo que tenemos:

n<a(GRG) < OGXRG)
~—~
Lema 4.6 Teo 4.8 Teo 4.19 Lema 5.7

<I/\

Y concluimos con lo que queriamos demostrar:

W(GRG)=0(GKNG) =d(GRT) = n.

TLa demostracién de la igualdad de estas cotas se ha obtenido de la Proposicién 1 del articulo [9].
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Teorema 5.9 ([10, Teorema 3.26(4)]). Si un grafo autocomplementario G con n vértices
es transitivo por vértices o fuertemente reqular, entonces

O(G) = v = 9(G),
W(GRG) = 6(Q).

Demostracion. Si un grafo autocomplementario G con n vértices es transitivo por vértices
o fuertemente regular, entonces:

n = JGHG) = J(G)(G) =9(G)? = IG)=n.
Teo 5.8 Teo 4.19

Por otro lado, tenemos que
a(GXQG)) a(GXG) = Vv,
Teo 5.8

donde la primera desigualdad es por definicién de © (Def 3.1) mientras que la primera
igualdad es por ser G autocomplementario.

Juntando ambas condiciones, obtenemos:

VnsO(@) < WG =vn = 6(G)=Va=9G)

Teo 4.8

Y por lo tanto:
a(GRG) = vn=06(G).

Como queriamos demostrar. O
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