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Resumen

Los escalares activos son un tipo de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales con gran importancia
en matemadticas y fisica. En este articulo, se realizan simulaciones numéricas de estas ecuaciones para
lo cual se necesitan dos principales herramientas. Los métodos Runge-Kutta sirven para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. Por otro lado, el algoritmo FFT, que se basa en la
implementacién en la computacion de la transformada de Fourier, se utilizard para pasar de derivadas
en el espacio real a multiplicadores en el espacio de Fourier con lo que se transforman las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales a ecuaciones diferenciales ordinarias.

Palabras clave: Escalar activo, Runge-Kutta, FFT, Euler, SQG, IPM, Stokes, Fourier,
vorticidad.

Abstract

Active scalars are a type of equations that have much importance in mathematics and physics. In
this article, numerical simulations of this equations are computed. There are two esential tools that are
necessary to do these simulations. Runge-Kutta methods calculate an aproximation for the solution of
an ordinary differential equation. On the other hand, the FFT algorithm, based on computing Fourier
transform, turns partial differential equations into ordinary differential equations.

Key words: Active scalar, Runge-Kutta, FFT, Euler, SQG, IPM, Stokes, Fourier, vorticity.






Capitulo 1

Introduccion

En fisica, un fluido se considera cualquier gas, liquido u otro material que puede moverse y deformarse
de forma continua si es expuesto a una fuerza externa y que no pueden resistir ninguna tensién cortante.
Modelar el movimiento de los fluidos reales resulta muy complicado debido a la cantidad de variables a
tener en cuenta, por eso se introduce el concepto de fluido ideal e incompresible. Un fluido es ideal cuando
la viscosidad, que es la resistencia a ser deformado, es cero y cuando no existe ninguna tensién cortante
aunque esté en movimiento. De esta forma el movimiento del fluido estarda gobernado Unicamente por la
presién. Un fluido incompresible es aquel en el que el volumen no es afectado por cambios en la presién
o la velocidad del fluido.

Para estudiar el movimiento de un fluido ideal incompresible se utiliza un sistema de ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (EDP) llamadas Ecuaciones de Euler. Estas ecuaciones aparecen
por primera vez en el articulo Principes générauz du mouvement des fluides publicado en Mémoires de
l’Académie des Sciences de Berlin en 1757 y fueron las primeras ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales no lineales que se formularon.

Estas ecuaciones se derivan de las leyes fundamentales de la fisica, més concretamente de la conservacion
de la masa y la conservacion del momento lineal, sin embargo veremos que, en determinados casos, la
magnitud realmente relevante es la vorticidad. La vorticidad, en un fluido, es la magnitud que describe
de forma local el movimiento continuo giratorio cerca de un determinado punto. Las ecuaciones de Euler
llevan siendo investigadas durante anos y aunque se ha descubierto mucho a cerca de ellas, la naturaleza de
las soluciones es todavia un gran misterio. Estudiar las singularidades de las soluciones es algo complicado.
Por esto, desde aproximadamente 1990 se empezaron a trabajar con los llamados escalares activos.

Los escalares activos son un tipo de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales que modelan
fenémenos en los que un campo escalar se transporta con una velocidad que se recupera de conocer el
propio escalar. Uno de los campos de estudio mas importantes es la mecénica de fluidos donde el campo
escalar es una cantidad fisica que suele ser la densidad, la concentraciéon de una sustancia quimica o la
temperatura y, el campo vectorial que es la velocidad del fluido.

En un primer capitulo se tratara la relacién entre las ecuaciones de Euler 3D y los escalares activos.
Ademds, se introducirdn los escalares activos més importantes en 2D, asi como dos en una dimensién
que servirdan para comenzar con las simulaciones numéricas. En el tercer y cuarto capitulo se explican
las dos herramientas esenciales para poder simular los escalares activos, los métodos Runge-Kutta que
aproximan la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), y el algoritmo FFT basado en la
transformada de Fourier con el que conseguiremos expresar los escalares activos como EDOs pasando las
derivadas espaciales a multiplicadores en el espacio de Fourier. Por ultimo, un capitulo donde se muestran
las simulaciones numéricas realizadas asi como los resultados obtenidos.






Capitulo 2

Las ecuaciones de Euler 3D y los
escalares activos

En este capitulo, se vera la relacién entre las ecuaciones de Euler 3D y los escalares activos. Con esto,
se determina la importancia que tienen estos ultimos en las matemdticas y la fisica de la actualidad.
También se introducen aquellos con los que se realizaran simulaciones mas adelante.

Como se ha comentado previamente las ecuaciones de Euler 3D se derivan de la conservacion de la
masa y la conservacién del momento lineal, pero usando el Criterio de Beale-Kato-Majda se tiene que la
magnitud realmente relevante en determinados casos es la vorticidad.

Criterio de Beale-Kato-Majda

Una de las grandes problematicas de las Ecuaciones de Euler es la pérdida de regularidad en las
soluciones. Desde que se han formulado, dichas pérdidas de regularidad han sido estudiadas mediante
computaciones numéricas (ver [2], [3], [10]) . Aunque se obtienen predicciones concordantes entre si, la
verificacién es algo muy complicado debido a su gran inestabilidad. Una de las observaciones que se realizo
en estas simulaciones, ademéds de en otros estudios cualitativos, fue la relacién entre la concentracién de
vorticidad a nivel local con la formacién de singularidades. En 1984 J.T.Beale, T. Kato y A. Majda.
probaron el siguiente criterio cuya demostracién se puede ver en [6] con objeto de estudiar este suceso.

Criterio. Sea u € C[0,T]; H*) N C1([0,T); H*~1), con s > 3, una solucién de las Ecuaciones de
Buler y un tiempo T, > 0 tal que la solucion no puede ser de la clase C[0,T); H*)NCY([0,T); H*~1) para
T =T,. Suponiendo que Ty es el primer tiempo con esta condicion se tiene:

T.
/ |w(t)|pedt = oo
0

y en particular

lim sup|w(t)|p~ = oo.

Jim suplu(t)]:
De lo anterior se deduce que si la vorticidad estd acotada existe solucién. Por lo tanto, la cantidad
relevante de las ecuaciones de Euler para fluidos incompresibles es la vorticidad.

Con lo anterior, partiendo de la formulacién cldsica (2.1) de las ecuaciones de Euler (ver [8]) se
obtendra una formulacién que introduce la vorticidad.

{ CRR (2.1)

V-u=0

Donde u es la velocidad del fluido y p la presién. Esta ecuacion describe la evolucién de la velocidad
y la presién de un fluido incompresible a través del tiempo y del espacio. Se deriva a continuacion la



formulacién en funcién de la vorticidad.
Considerando u = (u',u?,u?) € R3, aplicamos el rotacional a la primera ecuacién. La vorticidad se

define como el rotacional de la velocidad del fluido por lo que en este caso es W =V xu = (ug —u? —ud +

ul,uZ —uy). Se tiene que V x uy = (V x u); = @ y V x —=Vp = 0. Se calcula el siguiente término:
1 J k
Vx(u-Viu= Oz Oy 0.
ulu}r + u2u11/ + u3u§ ului + u2u§ + u3u§ ului + uguz + u3u§
= (u;ui + uluiy + uzug + u2u§2 + uf/ug + ugugz — uiuﬁ - uluiz - uzui — u2u§z - ugui —uu
uiui + uluiz + uzu}/ + uzugllz + ugui + u3u22 — uiui — uluig — uiug — u2uiy — uiug — uguiz,
uiui + uluiz + uiui + uzuiy + uiug + uguiz — u;u}ﬂ — uluiy - uiu; — uzuég — uiui — u?’uéz
= (u- V)@ + (wyud + ) (ul +ul) — uiui — ul(u) + ul),
uu (4 od) — wdud — (il + ),
u? + 2 (ul 4 ud) — il — ub(ul + )
(2.2)

Donde usando la condicién de divergencia se obtiene la expresion V x (u - V)u = (u- V)l — @ - Vu. A
continuacion, se despeja la velocidad en funcion de la vorticidad porque sera ttil mas adelante. Para ello,
vamos a necesitar la siguiente identidad vista en [§]

VXxVx¢p=V(V-9)— Ay (2.3)

para cualquier vector de campo 1 € R. Asi, aplicando el rotacional a la vorticidad se tiene que V x w =
V xV xu=V(V-u)— Au. Teniendo en cuanta la condicién de divergencia resulta V x & = —Au y
despejando se obtiene la expresién para la velocidad u = (—A)7!V x @ = V x (—=A) "M@, Esta tltima
expresion es la ley de Biot-Savart. Recopilando ambas expresiones se tiene

(2.4)

2.1. Escalares activos

Los escalares activos son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales muy utilizadas en mecénica
de fluidos donde describen la evolucion de una cantidad fisica del fluido como la temperatura, densidad
o la vorticidad a lo largo del tiempo. Ademads, la velocidad del fluido se puede recuperar a partir de
la cantidad escalar mediante un operador. La formulacién general de los escalares activos es la que se
muestra a continuacion.

(2.5)

9t+u-V0:O
u="T(6)

Donde 0 es la funcién escalar (temperatura, presién, densidad...), u es la velocidad del fluido y T es un
operador que determina la velocidad a partir de 6.

Para ver la relacién que hay entre estas ecuaciones y las de Euler se toma el gradiente en la ecuacién
(2.5) obteniendo asf
Vo + (u-V)VO=V0-Vu (2.6)

que tiene la misma estructura que (2.4), con @ = V6, pero una variable menos. Veamos algunos escalares
activos concretos.
2.1.1. Ecuacién de Euler incompresible en 2D

Las ecuaciones de Euler modelan el comportamiento de un fluido sin viscosidad y describen la evolucién
de propiedades del fluido en funcién del tiempo. En dos dimensiones, las ecuaciones de Euler originales

4



segin [8] son

2.7)

u + (u-V)u=—-Vp
V-u=0

En este caso, p es la presién y consideramos u = (u!,u?). Tomando @ = V x u la vorticidad podremos
expresar estas ecuaciones en su forma de escalar activo y determinar asi el operador necesario para
recuperar la velocidad a partir de la funcién 6. Para simplificar la notacién, como V xu = (0, 0, fuzlj +u?),

se llama vorticidad al escalar w = _“31/ + u2. Se aplica el rotacional en la primera ecuacién de (2.7).
Teniendo en cuenta que el rotacional y la derivada conmutan se tiene V x (u;) = (V x u); = (0,0, w;).
Ademés, el rotacional de un gradiente es siempre cero por lo que V x (=Vp) = 0. Asi, queda por
determinar el término

i J k
Vx(u:V)u= Oz Oy 0| = (2.8)

ulul + uzugll uluZ + uzuz 0

= (0,0, ulu? 4+ u'u, + uiuz + uzuiy - ull/uglc - ulu;y - u?/u; - UZU;Q) =

= (0,0, (u-V)w +u2(V - u) — u;(V ‘u)) =

Por lo que, como tenemos V - u = 0, se obtiene (0,0, (v - V)w). Falta determinar la velocidad a través
de la vorticidad. Para ello, usando de nuevo la condiciéon de divergencia, se tiene que, como V - u = 0,
existe una funcién ¢ tal que u = —V+¢. De esta forma, tomando el rotacional en esta ecuacién se obtiene

i ik
Vxu=Vx-Vt¢=0, 0, 0]=(0,0,—¢,2—d,)=(0,0,—A¢). (2.9)
¢y _(b:r 0

De esto se deduce que w = —A¢ y despejando se tiene u = V+(—A) " w. Recogiendo todo lo anterior se
tiene el escalar activo correspondiente a Euler 2D

{o e T, (2.10)

Donde (—A)~!f(z) = 3= 12 K(z —y) f(y)dy con K un nicleo singular o escrito en el espacio de Fourier

L —

(=A)"lu = @a con @ la serie de Fourier de una funcién wu.

2.1.2. Ecuacién cuasigeostréfica de superficie (SQG)

En muchos ambitos, como la meteorologia, es importante el estudio del aire de la atmésfera y el agua
de los océanos. El comportamiento de los flujos de agua y de aire caliente o frio, asi como la mezcla
entre ambos, se estudia para poder predecir sucesos meteoroldgicos o ocednicos. Considerando uno de
estos fluidos en la superficie de la Tierra y teniendo en cuenta que el movimiento predominante sea la
rotacién terrestre, hay varias ecuaciones que aproximan el comportamiento de estos fluidos. Una de estas
ecuaciones son las llamadas cuasi-geostréficas (QG). Ademds, a partir de las ecuaciones QG se deriva la
ecuacion SQG que se va a estudiar en este articulo por su importancia no solo en la descripcion de flujos
sobre la superficie de la Tierra si no como escalar activo.

Las ecuaciones QG se consideran en un sistema de referencia rotativo, como la Tierra, donde las
fuerzas de Coriolis y la presién predominan sobre las fuerzas inerciales. El efecto de Coriolis, descrito por
Gaspard-Gustave Coriolis en 1835, es una fuerza inercial sobre un objeto en movimiento con respecto a un
sistema de referencia en rotacién. Es decir, se produce una aceleracién relativa del objeto, perpendicular
al eje de rotacién en el sistema de referencia y al movimiento del objeto, visto también desde el sistema
de referencia. Las QG tienen la siguiente formulacién (ver [18]):

O+ (u-V)0=0 en R?x {z=0} =R?
(DY) + (g, ¥e)t - VAP =0 en R*xR¥ (2.11)
0 =1, en R? x {z =0}



donde u = V14 y V es el operador gradiente en dos dimensiones. La primera ecuacién es la propiedad
de conservacién de la masa y la tercera es una condicién en el borde (z = 0). A partir de la ecuacién
(2.11) se va a obtener la formulacién de la SQG. Tomando un valor inicial

Aw(x7 y7 Z’ 0) = 0
teniendo en cuenta la segunda ecuacién de (2.11) se tiene que

Az, y,2,t)

permanecera siendo 0. Por lo que se tiene la ecuacién de Laplace:

A¢:¢xx+wyy+¢zz:0

Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion de Laplace se obtiene

—5?12)(51,527 z) — 531/3(51752, z) + 12)22(6175272) =0.

Esta expresion es una ecuacién diferencial de segundo orden, homogénea con coeficientes constantes, luego
se pueden escribir las soluciones

B(er, e, 2) = Cre~VETE | CheV/TTeE

donde C4, C5 son constantes que no dependen de la variable z. Como se quieren considerar soluciones que
decaigan cuando z tiende a 0o y /€7 + €352 es positivo por estar en z > 0, se toma Cy = 0 para evitar la

. . , . 2 2 e . e . .
divergencia del término eV 17°2%, Por tanto, utilizando la condicién del borde con series de Fourier en la
anterior expresién con Cy = 0:

’lﬁz(€1752,0) = _Cl\/@ = é — 0 = (_A)l/Qw

Por tltimo, usando la expresién u = V1) para despejar u y retomando la conservacién de la masa se
obtiene la ecuacién SQG siguiente (ver [12]):

{ 0; + (u- V)0 =0 (2.12)

u=Vt(—=A)"1/%9

—

donde (—A)~1/2y = %‘ﬁ para cualquier funcién w.

2.1.3. Ecuacién de un fluido incompresible en un medio poroso en 2D (IPM)

Una de las ecuaciones que tiene mas importancia en mecanica de fluidos es la ecuaciéon del medio
poroso que estudia el movimiento de un fluido incompresible a lo largo de un medio homogéneo y poroso.
Esta ecuacién se basa en la ley de Darcy.

Henry Philibert Gaspard Darcy fue un ingeniero francés que hizo grandes aportaciones a la mecanica
de fluidos. La aportacién méas importante fue la ley de Darcy que formulé en 1855 basdndose en un
experimento. Este experimento consistia, como se puede ver en la figura 2.1, en una botella de metal
situada en vertical con una entrada para el agua en el punto més alto y una salida al final por las que
controlaba la presiéon mediante una serie de llaves. Realizaba diferentes tests usando distintos tipos de
arenas y variando la presién tanto de entrada como de salida del agua.
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Figura 2.1: Dibujo que simula el experimento realizado por Darcy. Ver en: https://www.e-education.
psu.edu/earthl11/node/926

Asi, pudo describir el comportamiento de un fluido a través de un medio poroso y deducir la ecuacién
IPM que se conoce en la actualidad. Como se puede ver en [1] la ecuacién tiene la siguiente formulacién

u:_vp_(oae)
Vou=0 (2.13)

donde 6 es la densidad del fluido y p la presién. Se puede ver que la tercera ecuacién de (2.13) tiene
forma de escalar activo. Falta llegar a una expresién de la que recuperar la velocidad en funcién de 6
utilizando las dos primeras ecuaciones. En 2D, como ya se ha utilizado antes, se tiene la propiedad de
que si V- u = 0 entonces existe 1) tal que u = V1. Sustituyendo esta expresién en la primera ecuacién
y aplicando el rotacional

VxViy=0-Vx(0,0) = -LAp=—0, =9 =—(-A)", = u=-V(-A)"14,
Por lo que la ecuacién IPM en su forma de escalar activo es

{ 9t+u~V9:0

u=—Vt(—n)10, (2.14)

—
1

donde (—A)~lu = ezl para cualquier funcién u.

2.1.4. Ecuacion de Stokes incompresibles en 2D

Otra ecuacién que tiene gran importancia en mecédnica de fluidos es la ecuacién de Stokes en dos
dimensiones, llamada asi por el irlandés fisico y matematico George Gabriel Stokes. Es una gran simplificacion
de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizadas cuando la viscosidad es mucho mayor que las fuerzas
inerciales, que se consideran despreciables. Por tanto, serdn ttiles para describir el comportamiento de
un fluido en los casos en los que este es muy viscoso o en los que la velocidad es baja.


https://www.e-education.psu.edu/earth111/node/926
https://www.e-education.psu.edu/earth111/node/926

Las ecuaciones de Navier-Stokes son ecuaciones que describen el comportamiento de substancias
viscosas. Reciben ese nombre por sus desarrolladores, el ingeniero y fisico Francés Claude-Louis Navier
y por el ya nombrado Grabriel Stokes. Fueron desarrolladas desde 1822 por Navier hasta, entre 1842 y
1850 por Stokes basandose en la conservacién del momento y de la masa. Su uso estd altamente extendido
pues modelan fenémenos tan importantes como el movimiento del agua a través de un tuvo, el del aire
al rededor de un ala, el tiempo o las corrientes ocednicas. Pudiendo asi ser una de las herramientas méas
importantes en el diseno de coches, aviones..., asi como el estudio del comportamiento de la sangre a
través del sistema circulatorio del cuerpo humano o el disefio de centrales eléctricas. La formulacion de
estas ecuaciones es la siguiente

O(us + (u- V)u) + Vp — vAu = —(0,90)*
Vou=0 (2.15)
Gt +u- Vo =0

En este caso p es la presion del fluido, 8 es la densidad y g la gravedad.
A partir de (2.17) se realiza una derivacién para obtener la ecuacién de Stokes en dos dimensiones. Para
ello se va a utilizar una técnica muy utilizada en mecanica de fluidos que es la adimensionalizacién. Para
esto se expresan las variables de la primera ecuacién (2.17) en funcién de la longitud caracteristica del
sistema (L) y de la velocidad caracteristica (U). De esta forma se tiene

Longitud | x =Lz y y = Ly

Velocidad u=Uu B
Tiempo t= %i
Presién p= ”LU P
Densidad 0 = RO

Donde las variables subrayadas son las nuevas variables adimensionales. Se calculan los términos de la
ecuacion

0 0 ot 0otU aUU U?

Tt T At T S At S A A
V= () (e 2 ) = U (g o Ly u= T o
Vo= (oo 5 P = (a5 ) L2 T T2
M= (st o= (o + ) =

Por tanto, reescribiendo la ecuacién se tiene

U? U U
Rﬁf(gt + (u-Vu) + Y- —vhu=—(0,gR0)"*

t 727 72
Multiplicando la ecuacién por % se obtiene:
UL L?
RO (1, + (u- V)w) + Vp — Su = —(0, L= Ro)*

A continuacion, se denotan

1 UL [ 1 ] [ UL} ML2T
— = Ri =

Pr v Pr v | L2TM
B gL? B gL? B LML?*TT
fa= VUR:>|:Ra:| [Z/UR T TPLPML

Que son los llamados nimeros de Prandtl y Rayleigh respectivamente y que claramente se ha comprobado
que son adimensionales.

8y + (- D)) + Vp— Au= (0, Raf)* (2.16)

8



Como se ha comentado previamente en las ecuaciones de Stokes estan dominadas por la viscosidad lo que
supone que se considere un nimero de Prandtl grande, de esta forma el primer término de la ecuacién
(2.16). Lo que queda entonces es la ecuacién de conservacién del momento, que junto a la condicién de
divergencia y la ecuacién de conservacién de la masa de (2.17) conforman la ecuacién de Stokes que se
puede ver en [5]:

—Au=-Vp—(0,0)

V-u=0 (2.17)

Como en el caso anterior, se expresa la velocidad en funciéon de 6 usando las dos primeras ecuaciones de
(2.17). Utilizando la misma propiedad que para IPM, existe 1) con u = V+1) y entonces

VXAV =0-V x(0,0) <= —ALYp = —0, = u= -V (=AN)10,

De esta forma se puede escribir esta ecuacion en su forma de escalar activo

{ 0 +u-VO=20 (2.18)

u=-VH(-AN)10,
donde (fA/-A\)*lu = ﬁ'& para cualquier funcién wu.

2.1.5. Escalares activos en una dimension

Para realizar las simulaciones de los escalares activos el programa a realizar puede resultar complejo.
Por ello, se realiza un programa mas sencillo que simule escalares activos en una dimensién. En particular,
se trabajara con la conocida ecuacion de Burgers y la ecuacion de Cérdoba-Cérdoba-Fontelos.

Burgers

La ecuacién de Burgers es una ecuacién diferencial en derivadas parciales fundamental en varias
areas de las matemdticas. Sus aplicaciones van desde mecanica de fluidos, dindmica de gases, acistica
no lineal y el flujo del trafico. El desarrollo de esta ecuacién comienza en 1915, cuando Harry Bateman,
un matematico inglés, introdujo una ecuacién diferencial parcial que maés tarde, en 1948, fue utilizada
por Johannes Martinus Burgers para explicar el modelo matemético de la turbulencia. Para honrar las
contribuciones de este fisico holandés la ecuacién recibié su nombre. La ecuacién de Burgers que se va a

simular en este articulo es la siguiente
Up = — Uy (2.19)

Cérdoba-Cérdoba-Fontelos (CCF)

Esta ecuacion no lineal, no local fue propuesta por A. Cérdoba, D. Coérdoba y M. Fontelos como la
analoga en una dimensién a la SQG en dos dimensiones. Se dice que es no local pues en el término H
hay una integral. La ecuacién es (ver [17])

u=—Hu - uy (2.20)

con u = u(z,t) y Hu es la transformada de Hilbert que se define como

Hu:lPV/‘ ur) 4
m e T—T

T.
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Capitulo 3

Calculo numérico de soluciones para
EDOs

Como se ha comentado previamente, los escalares activos son ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. En esta seccion se va a hablar sobre métodos numéricos para la aproximacién de soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Mas adelante, se explicard como pasar de una ecuacién diferencial en
derivadas parciales a una ecuacién diferencial ordinaria y asi poder aplicar los métodos que se veran a
continuacion.

En general, es dificil calcular soluciones para una ecuacién diferencial y'(t) = f(¢,y). Aunque se
conozcan algunas soluciones concretas, este es uno de los problemas mas estudiados a lo largo de la
historia puesto que las ecuaciones diferenciales son fundamentales en muchos ambitos como ingenieria,
fisica, economia y biologia, donde se usan para modelar situaciones de la vida real. El primero en realizar
una aproximaciéon de las soluciones de una ecuacién diferencial fue Euler.

3.1. Meétodo de Euler

El método de Euler es el método numérico més simple que aproxima soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Por esto, no es uno de los mas utilizados en la préctica, pero su simpleza hace que sea
el més usado para entender los demds métodos de los que se hablard mas adelante. En este estudio
se implementara este método en la computacién a modo de verificacién de que el programa realizado
funcione sabiendo que las simulaciones obtenidas no seran muy fiables.

Este método fue propuesto inicialmente por Leonhard Euler en su libro Institutionum calculi integralis
que publicé entre 1768 y 1770. Se basa en que dado un punto inicial Xy, usando la ecuacion diferencial
y(t) = f(t,y) se puede saber la pendiente de la curva en ese punto. A continuacién, se toma un punto
X1 cercano al X en la recta que determina la pendiente. Este punto estard cerca de la curva real por
lo que podemos suponer que estd sobre ella y realizar el mismo procedimiento que para Xy. Reiterando
este proceso obtendremos una aproximacién de la curva que es solucién de la ecuacion diferencial como
se puede ver en la figura 3.1.
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Figura 3.1: Dibujo del método de Euler. Ver en: https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_method

Una vez vista la idea geométrica del método se va a dar una derivacién del mismo a partir del teorema
de Taylor.

Teorema de Taylor

Este teorema, que lleva el nombre del matemético que enuncié una versién del mismo en 1715,
proporciona una aproximacion de una funcién diferenciable en un entorno de un punto mediante funciones
polinémicas. Es uno de los conceptos elementales en el andlisis matemdatico y una de las herramientas
més usadas en este dmbito. Como podemos ver en [16] el teorema de Taylor se enuncia de la siguiente
forma:

Sea f una funcion diferenciable n veces en un entorno del punto a € R entonces se puede expresar f
como

n ( a
fl@) =" m(m —a)f + E,(2).

k!
k=0

Donde f'k)(a) indica la derivada k-esima de f en el punto a y E,(x) es una funcién que toma como
valor el error que se comete al realizar la aproximacion por polinomios.

Para la derivacién del método se considera la ecuacién diferencial y'(t) = f(¢,y) y el valor inicial
y(to) = yo. La funcién y tiene dos derivadas continuas para ¢ con tg < ¢t < t1. Se van a aproximar en este
intervalo N puntos igualmente espaciados donde toma valores la funcién y. Se selecciona un paso h y se
calculan los puntos para tg + hn con n =0,1,..., N — 1. Usando el teorema de Taylor se tiene

tn 1= tn 2
W) = p(tn) + (s — 1)y (1) + 0 e
donde €, € (ty,tnt+1). Tomando h = t,11 — t,, se obtiene
/ h2 "
Y(tnt1) = y(tn) + hy'(tn) + ?y (en)-

Por tltimo sustituyendo el valor de g/
h2
Y(tnt1) = y(tn) + hf(tn, y(tn)) + 7?//(571)'

Entonces el método de Euler aproxima y,, = y(t,) y eliminando el término de la segunda derivada se
obtiene la formulacién del método de Euler (ver [14])

Ynt1 = Yn + Af(tns Yn) n=0,1,...,N —1. (3.1)

Como se pude ver, este método no proporciona una solucién de manera continua si no que se calcula
una aproximacién a la funcién deseada en determinados puntos. En caso de necesitar calcular uno de los
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puntos intermedios se utilizan métodos de interpolacién.

El error local en el método de Euler, que es el error cometido en un paso, es la diferencia entre la
solucién calculada numéricamente en el primer paso (y1) y la solucién exacta en el tiempo t; = to + h.
Usando de nuevo el desarrollo de Taylor y siempre y la tercera derivada de y sea acotada, la solucién
exacta es

2
(1) = y(to) + ' (t0) + "oy (10) + O(h?)

y haciendo la diferencia con (3.1) para n = 0 se obtiene que el error local es
1
EL= y(to + h) — Yy = §h2y”(t0) + O(hg)
Para un h lo suficientemente pequefio se puede ver que el error local es proporcional a h2.

Por otro lado, el error global es el error cometido en un tiempo determinado ¢,,. Es el resultado de la
acumulacion de los errores locales cometidos en cada paso hasta llegar al tiempo ¢,,. Como el nimero de
pasos es % que es proporcional a % y el error local es proporcional a h? se tiene que el error global es
proporcional a h.

A partir de este algoritmo fueron surgiendo otros métodos como los Runge-Kutta que son una
generalizacion del método de Euler.

3.2. Métodos de Runge-Kutta explicito de orden 4 (RK4)

Los métodos Runge-Kutta fueron desarrollados en un principio por C. Runge y M. W. Kutta entorno
al ano 1900 para mejorar el método de Euler. Son métodos genéricos e iterativos que resuelven ecuaciones
diferenciales de forma numérica y pueden ser explicitos e implicitos. Los explicitos son aquellos en los
que se calcula el siguiente elemento de la sucesién utilizando tinicamente valores previamente calculados.
En los implicitos es necesaria la resolucién de un sistema de ecuaciones ya que los ¥, dependen de ellos
mismos. Como se puede ver en [4] la expresién general de un método Runge-Kuta para aproximar una
EDO y(t) = f(t,y) tomando un paso h > 0 es:

Ynt+1 = Yn + h¢(tn7 Yns h)
oty h) = S ek,
kv = f(t,y) (3.2)

k= f(t + hap,y +h 3 21 byoks), r=23,..R

r = Z:;i brs, r=2,3,...R

Donde y,, son las aproximaciones de la solucién en el tiempo t,,. Los coeficientes ¢, b,s y a, a menudo se
recogen en unas tablas llamadas tablero de Butcher, denominadas asi por John C. Butcher matemético
neozelandés especializado en el cdlculo numérico. Estas matrices tienen la forma

a1 b11 bio ... bir
az | bar b2 ... bagr
ar | bpi brz ... bgrr

‘ C1 Co e CR

El vector (ai,...,ar) se conoce como vector de nodos, el vector (cy,...,cr) como vector de pesos y a la
matriz B = (b;;) ¢,j =1,...R como matriz de coeficientes. En funcién de estos coeficientes se tendra un
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método Runge-Kutta u otro, de forma que con el mismo algoritmo cambiando la matriz se pueden tener
distintos métodos.

En particular, para la simulacién numérica de los escalares activos se va a usar el conocido método
RK4.

Uno de los métodos Runge-Kutta de uso mas extendido es el RK4 puesto que es sencillo de implementar

en un software y proporciona un error global de O(h*), siendo h > 0 el paso. Sea la ecuacién diferencial
y'(t) = f(t,y) y el punto inicial y(tg) = yo, este método se calcula de la siguiente forma:

Yn+1 = Yn + b+ Bky + 2k + 2k3 + ks)
thy1 =tn +h

kv = f(tn,yn)

k2 = f(tn + 5, yn + h'5)

kSZf(tn‘F%ayn"‘h%)

ky = f(tn + h,yn + hk3)

Donde y,,+1 es el valor aproximado de la funcién en el punto ¢,41 y viene dado por la suma de el anterior
valor (y,) mds el producto del paso (h) por una pendiente que viene determinada por k1, ko, k3, y k4. k1
es la pendiente en el punto anterior al que se va a calcular en la iteracién, se corresponde con el método
de Euler. k9 es la pendiente en el punto medio entre t¢,, y ¢,,+1 usando k; para determinar el valor de y
en ese punto. k3 es la pendiente en el punto medio pero usando ks para determinar el valor de y. Por
ultimo, k4 es la pendiente en t,,41 usando ks para determinar el valor de y.

El tablero de Butcher del método RK4 es el siguiente

0
1/2 | 1/2
/2] 0 1/2

110 0 1
1/6 1/3 1/3 1/6

Este método realiza cuatro evaluaciones por paso por lo que las aproximaciones seran mejores que en el
método de Euler habiendo tomado como paso un cuarto del paso de RK4. Por esllo, en este estudio se
implementara este método para la simulacién de los escalares activos esperando obtener soluciones con
un error suficientemente pequeno.
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Capitulo 4

Transformada rapida de Fourier
(FFT)

Otra de las herramientas necesarias para implementar un programa que simule los escalares activos es
la transformada rapida de Fourier. Dado que los métodos Runge-Kutta resuelven ecuaciones diferenciales
ordinarias y en el caso de los escalares activos lo que se tiene son ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales se necesita algiin método para pasar de EDP a EDO. Para esto, se van a utilizar las series de
Fourier cuya implementacion computacional se lleva a cabo a través de la transformada rapida de Fourier.
Al aplicarla a los escalares activos, donde antes se tenian derivadas respecto de x e y, en el espacio de
Fourier, se tienen multiplicadores por lo que se ha transformado una EDP en una EDO. Por ejemplo,
tomando la primera ecuacién de (2.5) se tiene que

(suponiendo que u es una constante) es una EDP con derivadas en ¢, x e y. Pero, si aplicamos la
transformada de Fourier . .
Oy +u - (—ieg,ie1) -0 =0

es una EDO ya que solo hay derivadas respecto del tiempo.

4.1. Series de Fourier

Las series de Fourier son una expansién de una funcién periédica en una suma de funciones trigonométricas.
De esta forma se pueden estudiar muchos de los problemas de forma mads sencilla. Aunque hemos dicho
que las series de Fourier son suma de funciones trigonométricas, para este articulo se van a expresar en
su forma de exponencial imaginaria. Por tanto, para una funcién u(z) 2L-periédica se utiliza la siguiente

formulacién (ver [13]):
oo L
a(x) = Z % (/ u(z)e_izddz> eltal (4.1)

l=—c0 —L

Como se van a simular escalares activos en dos dimensiones es fdcil extender (4.1) de forma que para una
funcién u(z,y) 2L-periédica en ambas variables se tiene que la serie de Fourier es

X N Y Cn L
u(x,y): Z Z 21}(\/_[/ lLu(zl’Z2)e ZL(z1l+z2m)dzld22>ezL(zl-‘rym) (42)

l=—0c0o m=—00

Ya hemos dicho que las series de Fourier se utilizaran para calcular derivadas, por lo que es necesario
conocer como son las series de Fourier de la derivada de una funcién. Sea u(x,y) de nuevo una funcién
2L-periédica en ambas variables, se tiene

Wz, y)pr = (zZz)ka(x,y). (4.3)
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Y de manera andloga para la variable y o para el caso en una dimension. Es importante observar que
hemos pasado de una derivada a un multiplicador.
Demostracién: Se sigue de las siguientes igualdades

’0,(.%', y)a:k

ak e o] e’} 1 L L a -
ok (Z Z 2L (/—L /—L ulz1, z2>e_2L(le+22m)d21dz2>e%Wﬂ/m))

l—o00 m=—00

o0 S /L /L i (o) ) . T (4.4)
= — u(z1, z9)e LT 42 d2 el T (wltym); =g
l:z—:oom;oo 2L< —LJ-L ne ' ’ L
2 \F
O

En el caso de los escalares activos en dos dimensiones, para realizar la computacion necesitamos
trabajar en un espacio finito por lo que se considera el T? y periodicidad en (—, 7) tanto para la variable
x como para ¥y, es decir, 2L-periodicidad con L = 7.

4.2. Transformada de Fourier Discreta (DFT)

La transformada de Fourier discreta es la transformada discreta mas importante. Se usa tanto en
ambito puramente matemaético sin interpretacién fisica como en, por ejemplo, procesamientos de senales.
Cuando la funcién es discreta y finita en vez de usar la transformada de Fourier continua se usa esta otra
que transforma una funcién matemaética con dominio en espacio en otra con dominio en frecuencia.

Como se puede ver en [11] siendo una secuencia a,, € C conn = 0,1, ..., N —1 la transformada discreta
de Fourier devuelve:

N-1 o
A = Z ape TN (4.5)
n=0

También se suele escribir de la siguiente forma:
N—-1
Ak = Z a/nW[lf/'n (4.6)
n=0
donde Wy es e %"

4.2.1. Propiedades de la transformada de Fourier discreta

En esta seccién las secuencias a,, y b, tienen como DFT a A, y By, respectivamente. Teniendo en
cuenta esto, las propiedades més conocidas son las siguientes:

1. Es lineal, al igual que la transformada de Fourier continua, se cumple que dados o y 8 € C entonces
la DFT de aa, + 8b, es a Ay + 5Bx.

. . . ionk

2. Traslacién en tiempo. Si a,, = by,_,, entonces Ay = Bye 2"n"0,
. C o ko

3. Traslacién en frecuencia. Si a,, = b, e!?™ ¥ "0 entonces Ay = Bi_, -

Demostracién:

1. Se sigue de las siguientes igualdades.

N—1 N—1 N-1 N—1
> aa, W+ D b WE = a Y ana WA+ 8 Y bW = ady + BBy
n=0 n=0 n=0 n=0

16



2. De nuevo se demuestra por igualdades.

N-1 N-1
ok _ ok
Ak — E ane 2T 5N — § bn—noe 2T N
n=0 n=0

Haciendo el cambio de variable m = n — ng:

N-—-1 N*l*’no

—io2nk —ionk —ionk
§ bn—noe 2rgn _ § bime i2m 5 (m+no) _ Bye 127 $ng
n=0

m=—ng

3. De forma similar al anterior resultado:

N-1 N-1 . N-1 i
_iomk 2 E0 ., _ionk —iomrE—ka
Ak — § ane 2T 5N — E bnez27r Nne 2T 5n — § bne 27— n — Bk—ko
n=0 n=0 n=0

4.2.2. Transformada inversa de Fourier discreta

Al igual que en la transformada de Fourier continua se tiene el concepto de transformada inversa de
Fourier discreta donde a,, es la secuencia inversa de Ay. Como se puede ver en [11] se define de la siguiente

manera
N-1

1
tn =5 > Wik A (4.7)
k=0

4.2.3. DFT en dos dimensiones
Es ficil ver que se puede extender (4.5) a dos dimensiones

N-1M-1

Apm = Z Z anymefiz’r(%’”rﬁm) (4.8)

n=0 m=0

Aunque en el caso de los escalares activos siempre se van a realizar las mismas evaluaciones tanto en x
como en y, es decir, se tiene N = M.

4.3. Algoritmo FFT

Una de las ventajas que tiene la DFT frente a la transformada de Fourier continua es, que al ser
necesario su uso con datos finitos permite que su implementacion en software sea posible. Esto es muy
util en distintos campos pero a menudo, su implementacién directa, usando la definicién, es muy lenta
para la préactica. Por ello, la forma mas extendida de implementarla es usando el algoritmo FFT.

La transformada de Fourier rapida es un algoritmo utilizado en ingenieria, matematicas, musica y
otros muchos ambitos. Fue publicado en 1965 por James W. Cooley y John W. Tukey. Su uso estd
altamente extendido. Algunas de las aplicaciones son el diseno de circuitos, espectroscopia, tratamiento
de imagenes y otros muchos.

Este algoritmo consiste en tomar la férmula (4.5) en forma matricial y factorizar la matriz en productos
de matrices sparce, es decir, en matrices cuyos elementos mayoritariamente son cero. Usar directamente
la férmula (4.5) para una secuencia con N ntimeros significarfa tener que usar O(N?) multiplicaciones y
sumas. Realizando FFT se computa la DFT usando O(Nlog(NN)) multiplicaciones y sumas lo que supone
un gran ahorro de tiempo computacional para N lo suficientemente grande.
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A continuacién se expone un ejemplo de FFT usando la factorizaciéon matricial en la DFT de N=8
puntos visto en [11]. Se va usar la notacién W = Wy = e+ . Usando la definicién (4.5) y reescribiendo
los calculos en forma matricial se obtiene:

Ao wo wo wo w° w° wo wo wo a0
Ay we wt w2 w3 wt ws wé wr al
A we w2 wt wé wo w2 w* we a2
As | wo w3 ws wt o wt wr w2 ow?e a3
A woeowtoweowtowe o wt wo w a4
As wo ws w2 w' owt wt ws w3 ab
Ag wo ws wt w2 wo ws wt w2 ab
Az we w7 we ws wt w3 w2 wi a7

Reordenando las columnas (2 +— 5,4 <— 7):

AO W(] WO WO W() WO WO WO W() a0
Ay we w4 w2 wé¢ wt ws w3 wr al
As wo wo wt wt w2 w? wé we¢ a2
As | wo wt ws w2 ow? wr wt ow?® a3
Ag| WO wo wo wo owt wt owt ow a4
As woe wt w2 wé ws wt w' w3 abd
Ag woe wo w4t wt ws wé w2 w? ab
Az wo wt we w2 w' w3 wd Wt a’

Y factorizando para obtener productos de las siguientes matrices sparce:

1000 WY 0o 0 O 1o ws 0o 00 0 ©0
0100 0 W 0 o0 01 0 W2 00 0 0
0010 0 0 W2 o0 10wt 0 00 0 0
0001 0 0 0o W3 01 0 W& 00 0 O
1roo0oo0owt o o0 o0f'foo o o 10 W o
0100 0 W' 0 0 0 0 O 0 01 0 W2
0010 0 0 WS o 00 0 0 1 0 Wt o
0001 0o o0 o W 0 0 O 0 01 0 WS

1 w0 0 0 0 0 O

1 w0 0 0 0 0 0

0 0 1 WP 0o 0 0 O

0 0 1 W o 0 0 0

0 0 0 0 1 WY o o

0 0 0 0 1 W* o0 0

0o 0 0 0 0 0 1 W°

o 0 0 0o 0 o0 1 wt

Para N = 2" se obtendrian r matrices de tamano N X N y con dos elementos distintos de cero en
cada columna y en cada fila. Este algoritmo se utiliza siempre para N = 2" con r € N ya que el algoritmo
divide la secuencia introducida en subsecuencias més pequenas, asi cuando se introduce una secuencia de
tamano una potencia de dos el proceso de divisién en subsecuencias es mucho facil de realizar y repetir
hasta que las subsecuencias son lo suficientemente pequenas para computar el algoritmo FFT de manera
eficiente.

Otra forma de estudiar el procesamiento del algoritmo es usando un diagrama como el que se muestra
en la figura 4.1.
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-1 W6 w1

Figura 4.1: Diagrama de las operaciones realizadas en un algoritmo FFT con N=8. Ver en: https:
//www.cs.cmu.edu/afs/andrew/scs/cs/156-463/2001/pub/www/notes/fourier/fourier.pdf

En este diagrama se observan las conocidas como computaciones butterfly que consisten en tomar dos
numeros complejos z,w y calcular otros dos nimeros w + @z y w — az, con a € C. El FFT descompone

la transformada discreta de Fourier en log, (V) etapas en las que se realizan % computaciones butterfly.

Para los escalares activos en una dimensién en Matlab usaremos el algoritmo mediante el comando fft y
su inversa ifft. En el caso de dos dimensional necesitaremos hacer tanto la transformada bidimensional de
Fourier como la transformada inversa bidimensional. En Matlab, se usa para ello el algoritmo fft2 e ifft2.
Calcular la fft2(M) de una matriz M es equivalente a utilizar la fft de la siguiente forma: fit(fft(M).”)." .

4.4. Aplicacién a los escalares activos

Usando las series de Fourier conseguiremos escribir los escalares activos que son ecuaciones diferenciales
parciales como ecuaciones diferenciales ordinarias. Lo que ocurre es que al aplicar la serie de Fourier
escribimos todas las derivadas parciales que no son respecto de la variable tiempo en forma de multiplicadores.
Aunque es importante tener en cuenta que si se pasa toda la ecuacién al espacio de Fourier, las multiplicaciones
pasan a ser convoluciones que son muy caras de calcular numéricamente. Por esto, escribiremos las
ecuaciones de tal forma que hagamos las derivadas en el espacio de Fourier y las multiplicaciones en el
espacio real. Por ejemplo, tomando la ecuacién de Euler (2.10) y utilizando la propiedad (4.3) sobre la
derivada de la transformada de Fourier (0x = ie1 y Jy = ie2) se tiene que:

{ 0, = (ic1,ics) - fft2(real(if f2(4)) - real (i f f£2(0)))
A~ (—i827i61) N
U= 0

(4.9)

Donde fft2 indica la tarnsformada de Fourier e ifft2 la transformada inversa ambas en dos dimensiones.
Si se toma la ecuacién de superficie cuasigesostrofica (2.12) y se le aplica la serie de Fourier se tiene:

0, = (ieq,ics) - fft2(real(if ft2()) - real(if f12(0)))
(4.10)
(_ii;ial)é

a
Siguiendo el mismo procedimiento con la ecuacién del medio incompresible poroso (2.14) se obtiene:

0, = (ie1,ica) - [ f12(real(if [12(0)) - real(if f12(0))) (w11)
_ (182|;T2161)i51é .

>
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Para la ecuacién de Stokes (2.18):

_ (7;52,71'51) .
= TZ&Q

{ 0 = (ie1,ie5) - f ft2(real (if fe2()) - real (if ft2(6)))

>

Para Burgers se usara

—

2

Uy = —1€

Y por ultimo, para CCF -
Gy = fft(real(if ft(—Hu)) - real (i f ft(iew)))

donde —Hu = fiﬁﬁ.
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Capitulo 5

Simulaciones

En este capitulo, se veran las simulaciones numéricas de los escalares activos. Se comienza resolviendo
un sistema de EDO para luego pasar a los escalares activos en una dimensién y finalmente, en dos
dimensiones. También se buscan soluciones estacionarias para algunos de los escalares activos en dos
dimensiones de manera que se pueda verificar el correcto funcionamiento de los programas para esos
ejemplos.

5.1. Simulacién numérica de Lotka-Volterra

Lo primero que se ha hecho es resolver un sistema de EDO para comprobar que los métodos Runge-Kutta
funcionan correctamente. El método de Euler sirve para ver que funciona de forma sencilla mientras que
con el RK4 se consigue una mejor aproximacién de la solucién del sistema. Se ha resuelto el sistema
conocido como Lotka-Volterra. Este sistema consta de dos ecuaciones diferenciales de primer orden no
lineales utilizadas para estudiar la interaccién entre dos especies, una especie depredadora y la otra presa.
El sistema Lotka-Volterra se puede escribir de forma general como (ver [9])

T = ax — fxy

Yr = 0xy — Y (5.1)
a>0,>0,0>0,v>0

Donde x representa el numero individuos de la poblacién de presas e y el numero de individuos de la
poblacion de depredadores. « es la tasa de crecimiento de las presas en ausencia de depredadores, (5 es
la tasa a la que los depredadores comen a las presas, ¢ es la tasa de crecimiento de los depredadores en
presencia de presas y -y es la tasa de muertes de los depredadores en ausencia de presas.

A continuacion se muestra el codigo utilizado para la simulaciéon tomando como valores iniciales dos
individuos presa y un depredador y con tasas de crecimiento iguales a 1 excepto la 8 que sera igual a 0,1.
Se proporciona unicamente el codigo usando RK4 puesto que ambos integradores temporales funcionaban
correctamente y proporcionaban resultados similares.

a=0;
b=50;
N=1000;
yo=[2,1]1;

%RK4 :
h=(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1);
y=zeros (N+1,length(y0));

t(1)=a;
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y(1,:)=y0;

for i=1:N
ti=t(i);
yi=y(i,:);

ki=f(ti,yi);

k2=f (ti+h/2,yi+h/2xk1);
k3=f (ti+h/2,yi+h/2%k2) ;
k4=f (ti+h,yi+h*k3);

t(i+1)=t(i)+h;

y(i+l,:)=y(i,:)+h/6*x(k1+2*xk2+2xk3+k4d) ;
end

plot (y)

function dydt2=£f(t, y)
dydt2=zeros (1,2);
dydt2 (1) =1*xy (1) -0.1*xy (1) *y(2);
dydt2(2) =1*xy (1) xy (2) -1xy (2) ;
end

El resultado obtenido es
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Figura 5.1: Resultado de la simulacién del sistema Lotka-Volterra

En la figura 5.1 se puede ver como cuando la poblacién de depredadores (gréfica en rojo) es casi cero
empiezan a crecer la poblacién de presas (gréfica en azul). Cuando el nimero de presas alcanzo un cierto
valor vuelven a aparecer los depredadores y por tanto empieza a bajar el nimero de presas hasta que casi
desaparecen. El resultado obtenido concuerda con lo que cabria esperar del modelo de Lotka-Volterra.

5.2. Dimension 1

Como se ha comentado antes se ha comenzado con un programa que simule los escalares activos en
una dimension. Para ello, se adapta el integrador temporal del programa anterior de manera que tanto el
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método de Euler como el RK4 se utilizan para aproximar la transformada de Fourier de la funcién escalar
del escalar activo. La ecuacién se escribe de tal forma que las derivadas se realizan en el espacio de Fourier
pero las multiplicaciones en el espacio real. Esto es porque, como se ha comentado previamente, se necesita
pasar al espacio de Fourier y asi tener multiplicadores en vez de derivadas, pero las multiplicaciones entre
funciones en el espacio de Fourier son convoluciones que son muy caras de realizar en la computacién.
La derivada respecto de = en Fourier es una vector con los M coeficientes de la derivada de Fourier. En
Matlab este vector no se ordena de la forma que se pensaria naturalmente si no que se empieza con el cero
seguido de los coeficientes positivos en orden ascendente, de nuevo el cero y, por iltimo, los coeficientes
negativos en orden ascendente. Asi, para M = 8 se tendria que la derivada respecto de = seria multiplicar
por el vector - (0,1,2,3,0,—3,—2, —1).

5.2.1. Simulacion numérica de Burgers

Se va a simular en primer lugar la ecuacién de Burgers. Es importante destacar la manera en la que se
ha definido el espacio donde se realizan las simulaciones. Es necesario hacer una identificacién de el primer
punto (en este caso —) con el dltimo (en este caso 7). Esto es un error que se cometié al principio en
el desarrollo del programa lo que provoco la aparicién de un fenémeno de Gibbs. Este fenémeno consiste
en el comportamiento oscilante en las series de Fourier ocasionado por un salto de discontinuidad lo que
producia imprecisiones a la hora de calcular las derivadas en el espacio de Fourier provocando oscilaciones
de gran tamano en los extremos de la funciéon como se puede ver en la figura 5.2.
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Figura 5.2: Fenémeno de Gibbs observado en la derivada de sin(z) al definir el espacio sin tener en cuenta
la periodicidad.

Se empieza usando como integrador temporal el método de Euler para verificar que el programa
funciona. Se toma como valor inicial el —sen(x) entre —m y =, el ndmero de evaluaciones que realiza el
algoritmo FFT es M = 256 y el integrador temporal realiza N = 1000 evaluaciones desde el tiempo ¢t = 0
hasta t = 5.

a=0;

b=5;

N=1000;

M=256;
x=(2*%pi/M)*x(-M/2:M/2-1);
u0_hat=fft(-sin(x));
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%Euler forward:
h=(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1) ;
u_hat=zeros (N+1,M);

t(1)=a;
u_hat (1,:)=u0_hat;

for i=1:N
ti=t(i);
ui_hat=u_hat(i,:);
t(i+1)=t (i) +h;
u_hat(i+1,:)=u_hat(i,:)+h*xf(ti,ui_hat);
end
u=real (ifft(u_hat')); Y%se vuelve a pasar la solucion al real

for i=1:N+1
plot(u(:,1))
drawnow

end

function dudt = f(t, u_hat)
M=256;
D=1i*[0:M/2-1,0,-M/2+1:-1];
dudt=-D.*fft (real (ifft(u_hat)) . 2)/2;
end

En este caso se debe estudiar que ocurre segin evoluciona el tiempo.

=0 (plot(u(:,1))) t=0.5 (plot{u(:,101)))
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Figura 5.3: Resultado de la simulacién de la ecuacién de Burgers con Euler.
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Como se ha introducido como funcién inicial la funcién f(z) = —sen(z) se tiene que el programa
devuelve para t = 0 lo visto en la figura 5.3. A continuacién, se produce un crecimiento de la derivada,
por ejemplo, para t = 0,5 se obtiene la figura de 5.3 donde se observa este crecimiento. Mas adelante,
empezaran a aparecer mas oscilaciones debido a que le derivada alcanza un valor muy grande lo que
provoca que el ordenador no procese bien esos niimeros altos y genere esas inestabilidades que se pueden
ver para t = 1,05. A partir del tiempo ¢t = 1,24 la derivada se va a infinito por lo que el programa
devuelve valores Nan. El ltimo tiempo que dibuja es t = 1,235 Para ver el video completo de la
simulacién: https://youtu.be/MdVVNIZsxSY

El siguiente programa simula también la ecuacién de Burgers con los mismos datos que el caso anterior
pero usando como integrador temporal el método RK4.

0;
5

a

b=5;

N=1000;

M=256;
x=(2*xpi/M)*(-M/2:M/2-1);
u0_hat=fft(-sin(x));

h=(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1) ;

u_hat=zeros (N+1,length(u0_hat));
t(1)=a;

u_hat (1,:)=u0_hat;

for i=1:N
ti=t (i) ;
ui_hat=u_hat (i, :);

ki1=f (ti,ui_hat);

k2=f (ti+h/2,ui_hat+h/2%kl);
k3=f(ti+h/2,ui_hat+h/2*xk2);
k4=f (ti+h,ui_hat+h*xk3);

t(i+1)=t (i) +h;

u_hat (i+1,:)=u_hat(i,:)+h/6*%x(k1+2%k2+2%xk3+k4) ;
end
u=real (ifft (u_hat '));

for i=1:N+1
plot(u(:,1i))
t (i)
drawnow

end

function dudt = f(t, u_hat)
M=256;
D=1i*[0:M/2-1,0,-M/2+1:-1];
dudt=-D.*fft (real (ifft (u_hat)) . 2)/2;
end

La simulacién obtenida para los tiempos indicados ha sido la figura 5.4
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t=0 (plot{u(:,1))) t=0.5 (plot{u(:,101)))
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Figura 5.4: Simulacién numérica de la ecuacién de Burgers usando RK4.

Al igual que antes se ve para t = 0 el —sin(z), luego comienza a crecer la derivada (t = 0,5) y ya
para t = 1,05 aparecen las oscilaciones. En este caso el ultimo tiempo que proporciona visualizacién es
t = 1,175. Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/0CL1u-melyA

5.2.2. Simulacién numérica de Cérdoba-Cordoba-Fontelos

Se estudia ahora la simulacién numérica de la ecuacién CCF. De nuevo, se empieza utilizando como
integrador temporal Euler. El valor inicial vuelve a ser —sin(x) para x € [—m, 7], M = 256 son las
evaluaciones de FFT y N = 1000 son las evaluaciones del método de Euler. La simulacién se realiza para
t €[0,5].

a=0;
b=5;

N=1000;

M=256;
x=(2*%pi/M)*x(-M/2:M/2-1);
u0_hat=fft (-sin(x));

%Euler:
h = (b - a) / N;

t = zeros(N+1, 1);
u_hat = zeros(N+1, M);
t(1) = a;

u_hat (1, :) = uO_hat;

for i = 1:N

ti=t(i);
ui_hat=u_hat (i, :);
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t(i+1) = t(i) + h;

u_hat(i+1, :) = u_hat(i, :) + h * f(ti, ui_hat);
end
u=real (ifft (u_hat'));

%Representacion:

for i=1:N+1
plot(u(:,1i))
drawnow

end

function dudt = f(t, u_hat)

M=256;
D=1i%[0:M/2-1,0,-M/2+1:-1];
D(1)=1;

D(M/2+1)=1;

dudt=fft (real (ifft(-D./abs (D) .*u_hat)) .*(real (ifft(D.*u_hat))));
end

Algunas de las visualizaciones que se han obtenido son:

; t=0 (plot(u(:,1))) : t=0.5 (plot{u{:,101)))
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Figura 5.5: Simulaciéon numérica de la ecuacién de Cérdoba usando Euler.

Se visualiza en primer lugar el —sin(z) (figura 5.5). Como en el caso de Burgers se debe observar un
crecimiento de la derivada lo cual se puede ver comparando la figura parat =0,t = 0,5y t = 0,75. A
medida que aumenta el tiempo se empiezan a visualizar mas oscilaciones hasta que el programa devuelve
valores Nan como en los casos anteriores. De nuevo, estas inestabilidades son provocadas por valores muy
grandes para la derivada. La ultima visualizaciéon ocurre para t = 1,005. Para ver la simulacién completa:
https://youtu.be/hl1LqtRk3wwE

Ahora, se muestra el programa para simular la ecuaciéon de Cérdoba-Cérdoba-Fontelos usando como
integrador temporal el método RK4 y los mismos datos que usando Euler.
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x=(2*xpi/M)*(-M/2:M/2-1);
u0_hat=fft (-sin(x));

%RK4 :
h=(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1);
u_hat=zeros(N+1,length(uO_hat));

t(1)=a;
u_hat (1,:)=u0_hat;

for i=1:N
ti=t(1i);
ui_hat=u_hat (i, :);

ki=f(ti,ui_hat);

k2=f (ti+h/2,ui_hat+h/2%kl);
k3=f (ti+h/2,ui_hat+h/2%k2);
k4=f (ti+h,ui_hat+h*k3);

t(i+1)=t(i)+h;
u_hat(i+1,:)=u_hat(i,:)+h/6*%x(k1+2*xk2+2*xk3+k4) ;
end
u=real (ifft(u_hat '));

%Representacion:

for i=1:N+1
plot(u(:,1i))
drawnow

end

function dudt = f(t, u_hat)

M=256;
D=1i*x[0:M/2-1,0,-M/2+1:-1];
D(1)=1;

D(M/2+1)=1;

dudt=fft (real (ifft(-D./abs (D) .*u_hat)) .*(real (ifft(D.*u_hat))));
end
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Figura 5.6: Simulacién numérica de la ecuacién de Cérdoba usando RK4.

La diferencia con usar Euler como método de integrador temporal es que se siguen teniendo visualizaciones

hasta t = 2,275. En la figura 5.6 tenemos la evolucién de la simulacién para diferentes tiempos. Se puede
ver, que las dos simulaciones usando diferentes integradores temporales son muy similares hasta el tiempo
t = 0,5. Para el instante ¢ = 1,5 en cambio, usando Euler no se obtenia ninguna visualizacién porque el
programa ya habia dejado de funcionar correctamente pero, en este caso obtenemos lo visto en la figura
5.6. Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/_vvojPV0ivd

5.3. Dimensiéon 2

A partir de los programas anteriormente vistos se van a simular los escalares activos Euler 2D e IPM.
Para ello, se adaptan el método de Euler y el RK4 de manera que aproximen una funcién con dos variables
espaciales y el tiempo. Esto se consigue definiendo, al igual que en los casos anteriores, la funcién como
una matriz pero, en vez de tener dos coordenadas (u(t,z)), tendra tres (T'(x,y,t)). Se ha visto que los
escalares activos tienen una forma similar, en todos ellos aparecen la derivada en z bidimensional, la
derivada en y bidimensional y el Laplaciano de una funcién en el espacio de Fourier. La derivada en
r bidimensional se define como una matriz con los coeficientes de la derivada de Fourier multiplicada
por 4. El problema es que como antes en 1 dimension, el orden para definir esta matriz en Matlab no
es el natural. Si realizamos M evaluaciones se empieza en orden ascendente desde cero con los ntimeros
naturales hasta %, a continuacion va el —% + 1 y de nuevo en orden ascendente hasta —1. Por ejemplo,
para M = 8 se tendria

0123 4 -3 -2 -1
01 2 3 4 -3 -2 -1
012 3 4 -3 -2 -1
; 012 3 4 -3 -2 -1
012 3 4 -3 -2 -1
012 3 4 -3 -2 -1
012 3 4 -3 -2 -1
01 2 3 4 -3 -2 -1
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La derivada en y es simplemente la traspuesta de la derivada en x. Una vez se tienen las derivadas, el
Laplaciano se obtiene mediante:

lapla = (i - der fx)? + (i - der fy)?

Siendo der fx y der fy la matriz de coeficientes de Fourier correspondiente en cada caso. Por ejemplo para
M = 8 se tendria

0 -1 -4 -9 -16 -9 -4 -1
-1 -2 -5 =10 -17 -10 -5 -2
-4 -5 -8 -13 —-20 —-13 -8 =5
-9 -10 -13 —-18 —-25 —-18 —-13 -10
-16 -17 =20 -25 —-32 —-25 —20 -—17
-9 —-10 -13 —-18 —-25 —-18 —-13 -10
-4 -5 -8 -13 —-20 —-13 -8 5
-1 -2 -5 =10 —-17 —-10 -5 =2

Antes de realizar los programa se hicieron una serie de comprobaciones para ver que estas derivadas
funcionaban correctamente. Se tuvo un problema con el Laplaciano ya que el ordenador no realizaba
correctamente las instrucciones introducidas, aunque se ha solucionado definiéndolo por pasos. En la
figura 5.7 se puede ver alguna de las comprobaciones realizadas.

Funcién: surf(x,y,real(ifft2(T0_hat))} Derivada en x: surf(x,y,real(ifft2(1i*derfx.*T0_hat)))

1

Figura 5.7: Derivadas y Laplaciano de la funcién 6(z,y) = sin(x)sin(y).

Otra cosa a tener en cuenta es que el Laplaciano realmente nunca se usa, en cambio se necesita la
inversa de este. Esto puede suponer un problema ya que siempre va a tener un cero y por lo tanto,
se tendria que dividir por cero. Para solucionarlo, una vez se han definido los multiplicadores donde se
usa el inverso del Laplaciano, se sustituye el valor Inf resultante de la divisién por cero y en su lugar
se introduce el valor 1 (En los c6digos posteriores m1(1,1) = 1 y m2(1,1) = 1). Esto se puede hacer
siempre y cuando la funcién que se tome como valor inicial tenga media cero, puesto que de este modo el
1 introducido siempre multiplicard a un cero y por tanto, no afectara a la simulacién del escalar activo.
Desde el punto de vista matemaético, para que dividir entre cero tenga sentido tiene que ser que la division
sea cero entre cero y esto sucede siempre y cuando el modo de Fourier cero del dato inicial sea cero. Esto
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lo podemos ver en [8] (paginas 34-36) donde se tiene que como

fe)= [ e

al sustituir € = 0 queda
fo)= [ e payin = [ s
T2 T2

que es justamente la media de f(x). Por tanto, si la media de f(z) es cero, lo serd también el modo de
Fourier cero al igual que el modo cero del Laplaciano y asi, se tendré cero entre cero.

5.3.1. Simulacién numérica de Euler 2D

En esta seccién se muestra el programa para simular el escalar activo Euler 2D. Se ha tomado como
valor inicial 0(z,y) = sin(z)%sin(y)® con z,y € [, 7], M = 512 el ntimero de evaluaciones de Fourier,
N = 1000 evaluaciones del integrador temporal y el tiempo entre ¢ = 0 y ¢ = 10. Con esto, y teniendo en
cuenta la ecuacién (4.9) se tiene el programa siguiente.

a=0;
b=10;
N=1000;
M=512;
x=(2*%pi/M)*(-M/2:M/2-1);
y=%;
TO=ones (M, M) ;
for i=1:M
for j=1:M
TO(i,j)=sin(x(i)) . " 2*sin(y(j)) . 3;
end
end
TO_hat=fft2(T0);

%Euler:
h =(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1);

t(1)=a;
T_hat=zeros (M,M,N+1) ;
T_hat(:,:,1)=TO_hat;

for i=1:N

ti=t(i);

Ti_hat=T_hat(:,:,1);

t(i+1)=t (i) +h;

T_hat(:,:,i+1)=T_hat(:,:,i)+ h*xf(ti, Ti_hat);
end

T=ones (M,M,N+1) ;
for i=1:N+1

T(:,:,i)=real (ifft2((T_hat(:,:,i))));
end

% Crear mallas para las coordenadas x, y
[X,Y]l=meshgrid(x,y);
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figure;

for i = 1:size(T, 3)
% Graficar la superficie para el tiempo actual
surf (X,Y,T(:,:,1i));
%contour (X,Y,T(:,:,1i));
drawnow;
end

%Escalar activo:

function dTdt = f(ti, T_hat)
M=512;
%#Derivada en y, unidimensional
v=[0:M/2-M/2+1:-1]; v=v';
derfy = zeros(M);

%Derivada en y, 2-dimensional
for j=1:M

derfy(:,j) = v;
end

%Derivada en x, 2-dimensional
derfx = derfy';

%Laplaciano
s=1lixderfx;
s=1lixderfx.*s;
r=1ixderfy;
r=1li*xderfy.*r;
lapla=s+r;

mli=(-1ixderfy)./(lapla);
m2=(1li*derfx)./(lapla);

ml(1,1)=1;
m2(1,1)=1;
dTdt=-1i*derfx.*xfft2(real (ifft2(m1.*T_hat)) .*real (ifft2(T_hat)))+...
-lixderfy.*fft2(real (ifft2(m2.*T_hat)) .*real (ifft2(T_hat)));
end
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t=0 (contour{x,y,T{:,:,1)) t=1 (contour(x,y,T(:,:,101}))

Figura 5.8: Simulaciéon numérica de Euler 2D usando Euler como integrador temporal.

En este caso en vez de dibujar la superficie, visualizaremos el contorno. Se observa como las lineas de
contorno se aproximas entre si, comparando los tiempos ¢t = 0, ¢t = 1y ¢ = 1,1 de 5.8 lo que indica
que la derivada estd creciendo. Para el tiempo t = 1,2 se observa que el programa deja de dibujar
correctamente el contorno de la solucién y mas tarde deja de visualizarse. Para ver la simulaciéon completa:
https://youtu.be/BD1zQ3RGPT8

Se muestra a continuacién el programa con los mismos datos que antes pero para usando RK4.

a=0;
b=10;
N=1000;
M=512;
x=(2*pi/M)*(-M/2:M/2-1);
y=x;
TO=ones (M,M);
for i=1:M
for j=1:M
TO(i,j)=sin(x(i)) . 2*sin(y(j))."3;
end
end
TO_hat=fft2(T0);

h=(b-a)/N;

t=zeros (N+1,1) ;
T_hat=zeros (M,M,N+1);
t(1)=a;
T_hat(:,:,1)=TO_hat;

fori=1:N
ti=t(i);
Ti_hat=T_hat(:,:,1i);
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ki=f(ti,Ti_hat);
k2=f(ti+h/2,Ti_hat+h/2xk1);
k3=f(ti+h/2,Ti_hat+h/2%xk2);
k4=f(ti+h,Ti_hat+hx*k3);

t(i+1)=t(i)+h;
T_hat(:,:,i+1)=T_hat(:,:,i)+h/6*x(k1+2%xk2+2*xk3+k4) ;
end

T=ones (M,M,N+1) ;
for i=1:N+1

T(:,:,i)=real (ifft2(T_hat(:,:,i)));
end

[X,Y]=meshgrid(x,y);

figure;

for i=1:size (T, 3)
surf (X,Y,T(:,:,1i));
Y%hcontour (X,Y,T(:,:,1));
drawnow;

end

function dTdt = f(ti, T_hat)
M=512;
v=[0:M/2 -M/2+1:-1]; v=v';
derfy = zeros(M);

%Derivada en y, 2-dimensional
for j=1:M

derfy(:,j) = v;
end

%Derivada en x, 2-dimensional
derfx = derfy';

%Laplaciano
s=1lixderfx;
s=1ix*xderfx.x*xs;
r=1li*derfy;
r=lixderfy.*r;
lapla=s+r;

ml=(-1i*derfy)./(lapla);
m2=(1i*derfx)./(lapla);

mi(1,1)=1;
m2(1,1)=1;
dTdt=-1i*derfx.*fft2(real (ifft2(ml1.*T_hat)) .*real (ifft2(T_hat)))+...
-lixderfy . *xfft2(real (ifft2(m2.*xT_hat)) .*real (ifft2(T_hat)));
end
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t=0 (surf{x,y,T{:,:,1)) t=2 (surf(x,y,T(:,:,201))

Figura 5.9: Simulacién numérica de Euler 2D usando RK4, vista de la superficie.

t=2 (contour(x,y,T(:,:,201))
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Figura 5.10: Simulacién numérica de Euler 2D usando RK4, vista del contorno.

En las figura 5.9 y 5.10 se ve como en este caso conseguimos visualizar la figura para todo t. Se observa
como las lineas de contorno se aproximan entre si lo que indica que la derivada estd creciendo. Cabe

destacar que esta ecuacién tiene existencia global. Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/
b1C1z2I0C-A
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https://youtu.be/b1Clz2IOC-A

Para comprobar que el cddigo funciona correctamente, se introdujo el valor inicial ¢ (x,y) = sin(z)sin(y).
Para este valor la solucién debe permanecer estatico a lo largo del tiempo ya que se trata de una solucion
estacionaria. Usando la proposicién 2.2 de [8] (pdgina 46):

Proposicién (Construccién de soluciones estacionarias para Euler 2D)

Una funcion (x,y) definida en el dominio Q C R? define una solucién estacionaria para la ecuacion
de Euler 2D en ) si y solo si

Ay = F()
para alguna funcion F.
Para ¢(x,y) = sin(z)sin(y) en Q = [—m, 7] x [—m, 7] C R? se tiene que A (z,y) = —2sin(x)sin(y) =

F(sin(z)sin(y)) para F(r) = —2r. ¢¥(z,y) = sin(z)sin(y) es una solucién estacionaria. Tomando el
dltimo programa pero cambiando el valor inicial por 6 = sin(z)sin(y)

TO=ones (M, M) ;

for i=1:M
for j=1:M
TO(i,j)=sin(x(i))*sin(y(j));
end
end

TO_hat=£f£ft2(T0);

se obtiene

t=0 {surf(x,y,T{:,:,1)) t=2 (surf(x,y.T{:,:,201))

t=6 (surf(x,y,T(:,:,601)) t=10 (surf(x,y,T(:,:,1001})

Figura 5.11: Simulacién numérica de Euler 2D usando RK4 para 8y = sin(x)sin(y) (solucién estacionaria).

En la figura 5.11 se puede ver como la simulacién permanece igual a lo largo del tiempo. Se estudia
también el contorno.
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t=0 (contour(x,y,T(:.:,1)) =2 (contour(x,y,T(:,:,201))

21 2t/ |'r e --—_H.j\\\ll
NN,
e
D - 0 p—— -
b o\
fﬁﬁ}_ﬁﬂﬂ]
2l 2 \\))
2 0 2 2 0 2
t=6 (contour(x.y,T(:,:,601})) t=10 (contour(x,y, T(:,:,1001))
el I > e
{ W \
(@) g )))
WS/ ——
) /)
0 = 0 —
e N
{ l*I’, _““\‘\,\'-. \
I |
21 2 L — )]
2 0 2 2 0 2

Figura 5.12: Contorno de la simulacién numérica de Euler 2D usando Rk4 para T0O=sin(x)sin(y) (solucién
estacionaria).

De nuevo, con el contorno verificamos que la solucion es estacionaria. Para ver la simulacién completa:
https://youtu.be/uA5K12EQW80

5.3.2. Simulacion numérica de SQG

Para la SQG lo tnico que cambia en los programas es como se definen los multiplicadores m1 y m2.
Teniendo en cuenta la ecuacién (4.10) se tiene

lapla2=(lapla) .~ (1/2);
ml=(-1i*derfy)./(-1lapla2);
m2=(li*derfx)./(-1lapla2);
mi(1,1)=1;

m2(1,1)=1;

Con esto, y con los parametro usados en Euler 2D pero con M = 128 si ejecutamos el programa usando
Euler como integrador temporal se podra visualizar lo siguiente (ver figura 5.13)
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https://youtu.be/uA5Kl2EQW8o

t=0 (contour{x,y,T{:,:,1)) t=2 (contour(x,y,T(:,:,201))
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Of—— = = =e——f—— oo B 0 B —1 = -_._
. ./-:;\\ : /-—~\ =2 "_‘Qﬁl ,-" Jf_‘: \'&‘,\T-
1© 0| @O
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t=3 {oontour{x.y,‘l‘{:::,wﬂ} t=3.5 (contour{x,y,T(:.:,351))
0 \\@/——?—S\a/’
=2 0 2

Figura 5.13: Simulacién numérica de SQG usando Euler.

Se ha tomado M = 128 ya que si se refinaba més el programa dejaba de funcionar para un tiempo
muy bajo y a penas se percibia movimiento en las visualizaciones. Esto se puede deber a la existencia
de una singularidad lo que provoca que segiin se aumenta M, se detecte mas la singularidad provocando
esas inestabilidades. Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/WwnY1E1rH-Y

t=0 {contour(x,y,T{:,:,1)) t=2 (contour{x,y,T{(:,:,201)}
) e — Pt
l\@/I =/ @ N/
) i —, ——
—— /:;L—u.)\ r’/ -:‘1}1%
-2 @ ILQ\\;;. = /

2 0 2

t=5 (contour(x,y,T(:,:,501))

i o

-2

Figura 5.14: Simulacién numérica de SQG usando RK4.
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https://youtu.be/WwnY1ElrH-Y

En la figura 5.14 se muestran los resultados con los mismos datos que el caso anterior pero M = 256
y usando RK4. Se aprecia como las lineas de contorno se aproximan entre si por lo que se concluye
que la derivada esta creciendo. De nuevo, llega un punto en que la derivada es tan grande que se
producen inestabilidades hasta que se va a infinito. Para ver la simulacién completa: https://youtu.
be/0foFa38ubCU

En el escalar activo Euler 2D se encontré una solucién estacionaria con lo que se verificé el buen
funcionamiento del programa. En este caso, vamos a ver como la funcién 6 definida como

O(x,y) =1 si 22 +y><1
O(x,y) =0 si a2 +y>>1

también es estacionaria. Se ejecuta el programa para ese valor inicial y con M = 256.

=0.75 (contour(x,y,T(:,:,76))

2 0 2

t=1.2 (contour

oy, T 121))

-2

=2 0 2

Figura 5.15: Simulacién numérica de una solucién estacionaria de SQG usando RK4.

Efectivamente, en la figura 5.15 se ve como la solucién permanece igual para todo ¢. En realidad, esta
girando sobre si misma lo que hace que permanezca estatica. En este caso, lo que ocurre es que cuanto
mas se refina, la solucién se va a infinito con mayor rapidez. Como el dato inicial es discontinuo, conforme
aumentamos el nimero de evaluaciones que realiza la transformada de Fourier, méas se hace notable esta
singularidad lo que hace que el programa deje de proporcionar visualizaciones para un tiempo més bajo.
Para ver simulacion completa: https://youtu.be/ypQohMgcI7c

5.3.3. Simulacién numérica de IPM

De nuevo, basta con cambiar la forma de definir los multiplicadores m1 y m2 adaptandolos para
describir la ecuacién (4.11). De esta forma, en Matlab se escribe:

ml=(lixderfy)./(lapla);
m2=(-1i*derfx) ./(lapla);
ml(1,1)=1;
m2(1,1)=1;
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https://youtu.be/0foFa38ubCU
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https://youtu.be/ypQohMgcI7c

En primer lugar, con los datos utilizados en los casos anteriores pero con M = 128, el valor inicial
O(x,y) = sin(x)? - sin(y)® y usando Euler como integrador temporal se obtiene la figura 5.16.

t=0 (contour(x,y, T(:.:,1)) OIS ity ... T6)
( I \ ! : [ —{‘\'I'u \
\\:::___/:?/- l‘i@é | s
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21 &= =/ = 'x\\\@_fjf/" | =
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t=1 (contour(xy.T(:,:,101)) 1 SconlouHn LN 08D
b e 1 Wy ~—T )
- B o | ' 2F !ﬁ
[ﬁ’ 3\: I N— ff/r/—_‘ | i b
r, .. : e I ':.- ! )
i ;:\\, LA = |\
) = @ | =
; 2
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Figura 5.16: Simulacién numérica de IPM usando Euler.

Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/(BgOpcHx6_I

Se ejecuta el programa para M = 128 y asi ver de forma mas clara la evolucién con respecto al tiempo.

t=0 {contour(x,y, T(:,:,1)) =0.75 (contour(x,y,T(:,:,76))
— — -
2 //6-\\\_‘ s) e |
W) | Q) AN\BRBNEY)
\“;'_'/-)—/I/ = |\\\::H__:£/; | g
T = — . = =
1 Q| Q) @)™
2 0 2 2 0 e

t=1 (contour(x y,T|(:,:101))

/, = ﬁ\"\l
Q
2

t=1.5 (contour(x,y,T(:,:,151))

[+
e

ro

Figura 5.17: Simulacién numérica de IPM usando RK4.
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https://youtu.be/QBgQpcHx6_I

Para ver la simulaciéon completa: https://youtu.be/ulUokSYsUtO

Para determinar una solucién estacionaria para este escalar activo hemos visto que en [15] (lema 1.1)
se ve que las soluciones estacionarias de la ecuacién IPM son las de la forma 6 = f(y), es decir funciones
que no dependen de z, en las que la velocidad es cero (u = 0) y en las que la presién es nula (p = 0).
Por ejemplo, tomando como valor inicial la funcién 6 = sin(y)3 se obtiene la siguiente simulacién (se ha
vuelto a tomar M = 512).

t=0 {surf(x,y,T{:,:,1)) t=2.5 {surf(x,y,T{(:,:,251))

t=5 (surf(x,y,T(:,:,501)) t=10 (surf(x,y,T(:,:,1001})

Figura 5.18: Simulacién numérica de la solucién estacionaria de IPM usando RK4.

En la figura 5.19 se ve como el valor inicial § = sin(y)® permanece estdtico para todos los tiempos.
En este caso, se ha representado la superficie en vez de el contorno ya que al ser una funcién que depende
solo de la variable y en el contorno solo se perciben lineas horizontales. Para ver la simulacién completa:
https://youtu.be/L1-ahSBW018

5.3.4. Simulacién numérica de Stokes 2D
Recuperando la ecuacién (4.12) para redefinir los multiplicadores m1 y m2 se escribe

lapla2=(lapla) ."2;
ml=(lixderfy)./(-lapla2);
m2=(-1i*derfx)./(-lapla2);
ml(1,1)=1;

m2(1,1)=1;

Para el valor inicial f(z,y) = sin(x)?sin(y)?, los mismos pardmetros que en los casos anteriores (M = 512)

y Euler como integrador temporal se tiene
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t=0 (contour(x,y T[ )] t=0.5 (contour(x,y,T(:,:,51)))

ot ol— R i
2 0 2 -2 0 2

t=0.7 {contour{x,y T[ I
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Figura 5.19: Simulacién numérica de Stokes usando Euler.

Se observa que el codigo deja de funcionar correctamemte para un tiempo muy bajo. Para ver la
simulacién completa: https://youtu.be/oSYr33yulUu

t=0 (contour(x,y,T(:,:,1)) t=2.5 [contour[x y. T(:,:,251))
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A | A Q)| —
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t=5 {comour{x,y T(:.:,501)) t=10 (contour(x,y,T(:,:,1001))
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Figura 5.20: Simulacién numérica de Stokes usando RK4.

Usando RK4 el cédigo funciona para todo t. Como se puede ver este escalar activo es el mas estable.
Para ver la simulacién completa: https://youtu.be/7DBGjUXDiow
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