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Abstract—In this paper we present a new Finite Difference
Time Domain (FDTD) model of transient wave propagation
in dispersive chiral media. The constitutive relationships in
the Laplace domain are mapped onto the Z-transform domain
by means of the Mobius transformation and a formulation
discretized according to Yee’s scheme is derived using appro-
priate digital-processing methodologies. The resulting approach
preserves the second-order accuracy of the conventional FDTD
technique. The method has been validated by computing the
reflection and transmission coefficients of a chiral slab.

Index Terms— Finite-difference methods, Mobius transforma-
tion, chiral media

I. INTRODUCCION

Durante las ultimas décadas los medios quirales han sido
objeto de un profundo estudio. Sus aplicaciones potenciales y
la posibilidad de fabricar artificialmente materiales que presen-
tan comportamiento quiral en un cierto rango de frecuencias,
han despertado un interés creciente en el desarrollo de nuevos
medios artificiales. Por otra parte, los avances conseguidos en
el disefio de dichos materiales, han ido acompafiados de una
necesidad de desarrollar extensiones de los métodos numéricos
existentes que permitan su modelado.

Entre las técnicas numéricas en el dominio del tiempo, el
método FDTD es, hoy en dia, uno de los mas empleados
para la resolucién de problemas en electromagnetismo. El
acoplamiento magneto-eléctrico que aparece en las relaciones
de constitucion de los medios quirales y el caracter dispersivo
de los parametros constitutivos, hacen que la extensioén del
método FDTD para el modelado de estos medios requiera
modificar el esquema original de Yee en su parte espacial
y temporal, respectivamente. Existen algunas aproximaciones
para la incorporacién de los medios quirales en el método
FDTD, como es el caso de la presentada en [1], valida para
medios quirales con parametros constitutivos no dispersivos,
o la técnica desarrollada en [2] y [3] cuya aplicacion esta
restringida a la resolucién de problemas sencillos, en los que
las ondas propias no estan acopladas. La formulacion intro-
ducida en [4] y [5] permite el modelado de medios biisétropos
dispersivos, sin embargo, desarrolla una nueva malla para
medios quirales, por lo que es necesario implementar una
interfaz especifica entre esta nueva malla y la malla original
de Yee. Recientemente, se ha presentado una formulacion para
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modelar medios quirales dispersivos empleando la malla de
Yee [6], pero la discretizacion realizada no conserva la exac-
titud de segundo orden del método FDTD original.

En este trabajo presentamos un modelo FDTD para simu-
lar la propagacion electromagnética en medios quirales dis-
persivos. La técnica desarrollada parte de las ecuaciones
de Maxwell del rotacional en el dominio de Laplace para
posteriormente realizar una discretizacion en el dominio del
tiempo compatible con el esquema de Yee.

Siguiendo el desarrollo introducido en [7], las ecuaciones
constitutivas se discretizan empleando la transformaciéon de
Moebius y métodos de procesado digital. El algoritmo resul-
tante mantiene la exactitud de segundo orden y la naturaleza
explicita del método FDTD convencional.

Finalmente, se presentan una serie de resultados que per-
miten mostrar la validez y exactitud de la técnica desarrollada
asi como visualizar el comportamiento de las ondas electro-
magnéticas en los medios quirales.

II. TEORIA
A. Modelo Diferencial

Consideremos las ecuaciones de Maxwell del rotacional en
el dominio de Laplace:

sB(f,s) = —VxEF,s), (1a)
sD(7,s) = V x H(F,s). (1b)

Las relaciones constitutivas de los medios quirales disper-
sivos pueden escribirse como [8]:

— — —

B(7,s) = u(s)H(F,s)—i—Ej/@(s)E(F,s), (2a)

— —

D(F,s) = e(s)E(F,s)—Ejn(s)H(F,s). (2b)

Medidas realizadas en medios quirales artificiales muestran
que el comportamiento en frecuencia de la permitividad €(s) y
la permeabilidad p(s) se aproxima a un modelo resonante de
Lorentz, mientras que el caracter dispersivo de la quiralidad
k(s), puede describirse mediante un modelo de Condon [8]

(€5 — 600)“3

6(8) = €0 T+ m, (33)
o (M:, - :uoo)w%
:U/(S) - /'[/OO + w% + 26}7,3 + 827 (3b)
2
A(s) = jnls) = — ik (3¢)

w? + 20pwgs + 27
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donde en (io,) es la permitividad (permeabilidad) a altas
frecuencias y €5 (1) es la permitividad (permeabilidad) a
frecuencia cero, w,, wp y wy son las frecuencias angulares de
resonancia, d.,dy y 0 son los factores de amortiguamiento y
Tk es una constante de tiempo caracteristica que describe la
magnitud de la quiralidad.

Sustituyendo (2) en (1) y ordenando los términos,
obtenemos:

MooSﬁ(Fv s) =

€oosE(F)s) =

—V x E(F,s) — Jun (7, s) —
V x H(7,s) — Joe(F,s) —

Jhe( r,
eh(r ),

donde las densidades de corriente auxiliares th, Jee, Jeh y
Jhe se definen como:

Jun(7ys) = (s){;r(f,s), (5a)
Jen(7,8) = <n(s)H(F, s), (5b)
Jee(T8) = 0o(s)E(F,s), (5¢)
J_;w(f',s) = ge(s)E(r,s)7 (5d)
siendo 05, = s(p— Boy), Sh = —SKk/c, 0 = s(€—€x) ¥

Se = —Sh-

Nuestro objetivo ahora serd realizar una discretizacion de
las ecuaciones (4) y (5) que sea compatible con el esquema
FDTD convencional.

B. Modelo en Diferencias

Por simplicidad, consideraremos el problema unidimen-
sional de la propagacion de ondas planas en la direccion z

La celda FDTD empleada en el proceso de discretizacion
se muestra en la figura 1.

Para discretizar (4), en primer lugar escribimos las ecua-
ciones en el dominio del tiempo continuo empleado la
propiedad sF(s) «— dF(t)/dt. Después, las expresiones
resultantes se aproximan empleando diferencias centradas para
las derivadas, promediado en el tiempo para fhh y fee, y
promediado espacial para J_;w y J_;;L, con lo que obtenemos:

Hfi(k+1) = H'3(k+1)
MA; {[vxE] ¢+
PTG D)+ T+ )
)+ T e b 60
Erti(k) = Ev(k)+ % { v« A] "
=5 [ =)+ T (ke 3)]
S LARCRAC | S

Por simplicidad, las expresiones del rotacional no se especifi-
can.

Para obtener las ecuaciones correspondientes a (5a) en el
dominio del tiempo discreto, expresamos estas ecuaciones en
el dominio Z, considerando que un producto en el dominio
de Laplace se mantiene como un producto en el dominio Z:
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Fig. 1. Celda FDTD unidimensional empleada para medios quirales.

(7, Z) = o (2)H (7, Z).

Para obtener ¢, (Z) emplearemos la técnica de la transfor-
maciéon de Moebius descrita en [7], la cual es equivalente a
realizar el cambio de variable

2 1-21

A1+ 270

en (5a), con lo que se obtiene

S =

(Uh)—i—c(gh)Z_l—l—cgah’)Z_Q .

Tn(7, Z) = H(F, Z),
1+ d™Z-1 a7 72

donde cﬁf{h) y dﬁ,i’h) son coeficientes reales. Esta expresion
la podemos interpretar como un filtro digital de respuesta
impulsiva infinita, que implementamos empleando la forma
directa transpuesta II [9]:

I

> p—1 o S
wh o = Wit +C( W, (7a)
- n4i n—— o o d 1
Whij,_f = Wth _d( h)‘th:Q C( h)Hn+27 (7b)
> n4i o P
W2 M HE — gl ot (7¢)
Estas ecuaciones se evaluan en el punto z = (k + 3)A,,

por brevedad, no se especifica. Las ecuaciones (7) estan
acopladas con (6a). Desacoplandolas y eliminando Whh’g para
reducir el nimero de variables de almacenamiento adicionales,
obtenemos

As(k+ 1) =

Wi e+ )+ T e+ )
T (k) + Tk + 1)) ®)
y
Tt = W, 9)
AR D) - (o S GO o
—d I T (9b)

donde Whh = Wth.
La relacion (5b) se discretiza siguiendo el mismo
procedimiento descrito para (5a), lo que da como resultado:
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‘]_:h+% = Wh 2 +C(E}L)Hn+27 (103)
W:;% = (Eh')HTr% j:h :
& T ( WH™E (10D)

donde (10) se evalta en z = (k + 1)A..

A continuacion, (5c) se discretiza de la misma forma que
(5a) y (5b). Las ecuaciones resultantes estan acopladas con
(6b). Desacoplandolas, obtenemos las siguientes expresiones:

. 1 o
E" (k) = ———— (2eE"(k)
2600 + AtCEJUE) (
— n+§ - -
LA, {2 [V 8] ()~ W) - T k)
~LBe-H-TSBe+ b)) ap
y
T = W E (122)
L
7d§ae)[]_ZLe+1 + Cgae)E'v'nJrl’ (12b)

donde (12) se evalta en z = kA,

Finalmente, (5d) se discretiza empleando la transformacion
de Moebius de la misma forma en que se hizo para (5a), (5b)
y (5¢), y se implementa como:

Tt = W e B (13a)
W;ll;l _ Céﬁe)En _ déﬁa)(f}?e
_dng)t]_;?jl T C(1£C)E_"7L+1’ (13b)

Estas ecuaciones se evaluan en z = kA .
El desarrollo teérico anterior da lugar a un algoritmo FDTD
que conlleva los siguientes calculos en cada iteracion temporal

1) H "+2 se calcula a partir de la ecuaciéon (8); 2) J, m+2

y Whh+ ’ 1
calculado en el paso l) 3) J W oh 2 se calculan
empleando (10), donde Hn+s lo hablamos obtenido en el
paso 1); 4) E™+! se calcula a por medio de (11); 5) 7t y
Wt se calculan empleando (12), donde E™*! lo hablarnos
calculado en 4); 6) finalmente, J; ”+1 W”Jrl se obtiene
empleando (13), donde Entl o hablamos calculado en 4).
El algoritmo resultante mantiene la exactitud de segundo or-
den y la naturaleza explicita del método FDTD convencional.

se calculan usando (9), donde H" 2 1o hablamos
—’n+2

III. VALIDACION

Con el fin de validar el modelo FDTD presentado, hemos
simulado la propagacion de una onda electromagnética a través
de una lamina quiral y hemos calculado los coeficientes de
reflexion y de transmision. Dado que los medios quirales
son reciprocos, una onda que se refleja en una ldmina de
material quiral no modifica su polarizaciéon. Sin embargo,
debido a la dispersion Optica rotatoria y al dicroismo circular
la polarizacion de la onda que se propaga a través de la
lamina quiral se modifica. Como resultado, la onda transmitida
presentard una componente de polarizacion cruzada. En un
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Fig. 3. Error absoluto de los coeficientes de reflexion y transmision.

medio quiral, la onda reflejada y la transmitida se definen a a
través de la diadica de reflexion y transmision, respectivamente

[8]:
= R O B
() T

donde R, es el coeficiente de reflexion copolarizada y T,
T, son el coeficiente de transmision copolarizada y el de
polarizacion cruzada respectivamente.

En la primera simulacion realizada se ha considerado una
onda electromagnética que se propaga en la direccidn del eje
z e incide en una lamina de material quiral de espesor d = 15
mm caracterizada por los siguientes parametros: €, = 4.4¢,
€ = 3.5€0, py = L1lpg, oo = o, We = W = Wi =
2m x 8 GHz, 6, = 0.07Tw,, 65, = 0.07wp, 0, =0.09y 71, = 1
ps. El tamafio de la celda utilizada fue A, = 0.3 mm y el paso
temporal A; = 1 ps. Como excitacion se ha considerado un
pulso gausiano polarizado en la direccion x. En la figura 2 se
presentan los valores teoricos de los coeficientes de reflexion
y transmision. La figura 3 muestra el error absoluto de los
valores calculados empleando la técnica FDTD presentada.

Finalmente, para visualizar el comportamiento caracteristico
de la propagacion electromagnética en un medio quiral se ha
considerado un pulso gaussiano con polarizaciéon lineal en

Nl

TCO TCT >
Ter Teo
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Fig. 4. Un pulso linealmente polarizado en el eje = incide en una ldmina
de medio quiral dispersivo.
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Fig. 5. Pulsos reflejado y transmitido en la interfaz aire-medio quiral. Debido
a la dispersion Optica rotatoria y al discroismo circular la polarizacion del
pulso transmitido rota y se convierte en eliptica a medida que se propaga en
la lamina quiral.
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Fig. 6. Pulsos reflejado y transmitido en la interfaz medio quiral-aire. El
pulso que se transmite al medio 3 (aire) presenta componente de polarizacion
cruzada.
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el eje = que incide normalmente en una lamina quiral de
pardmetros €; = 4.4¢€p, €sc = 4e€o, By = 1.1pg, tog = I,
We = wp, = wy, = 27w x 15 GHz, §, = 0.014w,, 6, = 0.014wy,,
0 = 0.016 y 7, = 2 ps. El tamaio de la celda utilizada fue
A, = 0.2 mm y el paso temporal A; = 0.667 ps.

En la figura 4 se ha representado el pulso incidente. En
la figura 5 se muestra el pulso reflejado y transmitido en
la interfaz aire-medio quiral. Debido a la dispersion Optica
rotatoria la polarizacion del pulso que se transmite en la
lamina quiral rota. El dicroismo circular hace que la naturaleza
de la polarizacion se modifique, pasando de ser lineal a ser
eliptica, a medida que el pulso se propaga y atentia en la
lamina. La figura 6 muestra el pulso reflejado y transmitido
en la interfaz medio quiral-aire. Se aprecia como el pulso
transmitido presenta componente de polarizacidon cruzada.

IV. CONCLUSION

En este trabajo se ha desarrollado una nueva extension del
método FDTD para el modelado de medios quirales disper-
sivos. Partiendo de las ecuaciones de Maxwell del rotacional
y de las relaciones de constitucion en el dominio de Laplace
empleamos la técnica de la transformacion de Moebius para
obtener unas ecuaciones en diferencias compatibles con la
formulacion original de Yee. El esquema FDTD que se obtiene
resuelve las principales limitaciones de las técnicas ya exis-
tentes: permite el modelado de medios quirales dispersivos,
es aplicable a problemas en los que las ondas propias estan
acopladas y dado que el modelo es consistente con el esquema
original de Yee, no requiere del desarrollo de ninguna interfaz
especifica. El algoritmo resultante mantiene la exactitud de
segundo orden y la naturaleza explicita del método FDTD
convencional. Ademas, sélo requiere de cuatro variables adi-
cionales por cada componente del campo y celda.
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