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1. Introduccion

1.1. Abstract

This work presents an algorithm to blindly estimate the model parameters of decision
fusion systems over wireless sensor networks. In particular, it considers the so-called
canonical distributed detection systems, where the sensors report their decisions to the
fusion center (FC), through independent binary symmetric channels. Then, the FC makes
the final decision by combining the noisy sensor decisions according to a certain fusion
rule. We consider fully heterogeneous networks where the sensors can have different
probabilities of detection and false-alarm, and the reporting channels can have different
crossover probabilities. When the FC knows all these model parameters the optimal fusion
rule is the likelihood ratio (LR) test. But the likelihood ratio depends on the model
parameters, which may be unknown (all or some of them) in many practical cases, making
the LR testinapplicable. In this work, we present an algorithm for the FC to blindly learn the
sensor probabilities of detection from the noisy sensor decisions received after a number
of sensing periods. The algorithm can also estimate the prior probabilities of the null and
alternative hypothesis when they are unknown by the FC. Then, based on the estimates of
these model parameters, a channel-aware fusion rule is derived. Simulation results show
that, after sufficient sensing periods, the model parameter estimates are accurate enough
for the fusion rule to exhibit near-optimal detection performance.

1.2. Palabras clave

Redes de sensores inaldmbricos, centro de fusidn, algoritmo EM, minima probabilidad de
error, fusidon de decisiones, test de cociente de verosimilitudes, umbral de decisién,
deteccion distribuida.



1.3. Contextoy propésitos

Este trabajo aborda el problema de deteccidon distribuida [1] en redes de sensores
inalambricos (DD-WSN: Distributed detection in Wireless sensor networks). Consiste enun
conjunto de sensores distribuidos espacialmente y un centro de fusion (FC). Los sensores
informan sus decisiones binarias, sobre la presencia o ausencia de un evento/objeto de
interés, al FC a través de canales inaldmbricos dedicados. El FC luego fusiona las
decisiones ruidosas recibidas de los sensores para tomar la decision final segun una regla
de fusion dada. Los sensores no se comunican entre siy no hay retroalimentacién del FC a
los sensores. Se asume que la comunicacion es solo entre cada sensory el FC a través del
canal de reporte correspondiente. Por lo tanto, la Unica informacion en el FC son las
decisiones ruidosas de los sensores recibidos por los canales de reporte.

En general, el disefio de sistemas DD-WSN requiere determinar las reglas de decision local
en los sensores y la regla de fusion en el FC [1]. Variaciones de esta formulacion incluyen
la optimizacion solo de las reglas de decisidn local para una regla de fusiéon dada [2]-[4], y
la optimizacidn de la regla de fusidn para reglas de decisidon de sensores dadas [5]-[9]. En
este trabajo nos centramos en el ultimo caso.

En las WSN homogéneas todos los sensores exhiben un rendimiento idéntico. En otras
palabras, operan con las mismas probabilidades de falsa alarma y deteccion [10]-[12].
Pero en muchos casos, donde los sensores se colocan en diferentes ubicaciones, los
sensores tienen diferentes probabilidades de deteccidn, incluso si los sensores son
tecnolégicamente idénticos. Algunos autores consideran WSN semi-homogéneas donde
los sensores tienen diferentes probabilidades de deteccién pero idénticas probabilidades
de falsa alarma [13], [14]. En algunas aplicaciones, los sensores también operan con
diferentes probabilidades de falsa alarma [7], [9], [15]. A esas se les llama redes
completamente heterogéneas. En este trabajo consideramos un marco general que asume
WSN completamente heterogéneas.

La fiabilidad de las decisiones de los sensores observadas por el FC no solo depende del
rendimiento de deteccién de los sensores en si, sino también de la fiabilidad de sus canales
de reporte. Por lo tanto, el disefio de las reglas de fusion también requiere considerar el
efecto de los canales de reporte. Esas reglas se llaman reglas de fusidon conscientes de los
canales [16].

En la literatura de WSN, los dos modelos de canales de reporte mas comunes son el NFC
(Noise Fading Channel) [7]-[9], [17] y el BSC (binary symmetric channel) [2], [12]-[14], [18]-
[20]. En el primer caso, el FC recibe una versién desvanecida y ruidosa de la decision del
sensor. Por lo tanto, la salida de un NFC es un valor aleatorio complejo caracterizado por la
respuesta del canal y la varianza del ruido. En el modelo BSC, las decisiones locales se
codifican y transmiten al FC. Luego, el FC decodifica la sefal recibida, por lo que la salida
del BSC es unvalor binario ruidoso. En un BSC, la fiabilidad del canal se caracteriza por su
probabilidad de error. Esos FC a veces se llaman sistemas de decodificar y luego fusionar
[19], [21].

En este trabajo consideramos el caso BSC, en el que los canales de reporte pueden tener
diferentes probabilidades de error [12]. Como es comun en la literatura técnica, asumimos
que el FC conoce las probabilidades de error [13], [18], [22]. Esta es una suposicion



razonable en escenarios de baja movilidad donde el FC puede estimar las tasas de error de
los BSC basandose en simbolos de entrenamiento transmitidos por los sensores.

El disefio de la regla de fusién es conceptualmente sencillo cuando el FC conoce el
rendimiento de los sensoresy las probabilidades de error de los BSC. En este caso, laregla
de fusién 6ptima se basa en el test de cociente de verosimilitudes (LRT: likelihood ratio
test), que depende de las probabilidades de deteccidn y falsa alarma de los sensores, y de
las probabilidades de error de los canales [14]. Para tomar la decisidn final, el FC compara
el LR con un umbral de decisién, cuyo valor depende del criterio de detecciéon empleado
[23], [24]. Si se utiliza el criterio de riesgo minimo de Bayes (que incluye la minima
probabilidad de error como caso particular), elumbral de decisién también depende de las
probabilidades a priori [5]. Alternativamente, si se emplea el criterio de Neyman-Pearson
(NP), elumbral de decisién depende de las probabilidades de falsa alarma de los sensores
[6]. ELhecho de que el test de LR requiera conocimiento de los parametros del modelo es
una gran desventaja porque algunos de ellos, o incluso todos, pueden ser desconocidos
por el FC en casos practicos. En esos casos, el problema de deteccidn se convierte en un
problema de prueba de hipétesis compuesta [23].

Se han propuesto dos enfoques para superar esta dificultad: 1) usar reglas de fusidn
subdptimas independientes de los parametros del modelo desconocidos, y 2) estimar los
parametros del modelo desconocidos y disefiar una regla de fusién en consecuencia.
Ejemplos del primer enfoque son:

- Regla de Sensores Ideales (IS): Aproxima el LR asumiendo sensores ideales (sus
probabilidades de deteccidn y falsa alarma igual a uno y cero, respectivamente) [13]. La
principal ventaja de este enfoque es que la estadistica de prueba resultante solo depende
de las probabilidades de error de los canales. Puede aplicarse a WSN heterogéneas y no
requiere conocer el rendimiento local de los sensores. La regla IS puede extenderse
facilmente al caso en que el FC también conoce las probabilidades de falsa alarma de los
sensores. En este caso, la regla también considera el LR en el caso limite cuando la
probabilidad de deteccion de los sensores es uno, pero usando las probabilidades de falsa
alarma conocidas.

- Reglas de conteo: También se llaman reglas de votacidon [1], [14], [20]. Su principal ventaja
es su simplicidad y el hecho de que son reglas completamente ciegas. Esto significa que el
FC no necesita conocer ningln parametro del modelo (fiabilidad de los sensores, tasas de
error de los canales, probabilidades a priori, etc.). Esas reglas de fusién solo dependen del
hiperparametro C, que indica el nimero minimo de sensores que apuestan por la hipétesis
alternativa para que la regla de fusidon decida esa hipdtesis. Se han propuesto varios
métodos para seleccionar el valor 6ptimo de C [1], [11], [20], pero requieren conocer la
fiabilidad de las decisiones de los sensores en el FC, es decir, los parametros del modelo.
En cualquier caso, la regla de votacién 6ptima depende en gran medida de los parametros
del modelo. Las llamadas OR, AND y mayoria de votos son casos particulares de las reglas
de votacién C, que corresponden a valores especificos de C. A veces, la mayoria de votos
es laregla de votacion C 6ptima, pero no siempre. Por ejemplo, en la deteccién cooperativa
de espectro se usa comunmente la regla OR[10].

- Regla de deteccién localmente 6ptima (LOD): En [13], los autores derivan el LOD [23]
asumiendo que se conocen las probabilidades de falsa alarma de los sensores y las
probabilidades de error, pero las probabilidades de deteccién son desconocidas. La regla



de fusién propuesta es aplicable a redes completamente heterogéneas, pero esta
restringida al criterio de deteccion NP.

Ejemplos del segundo enfoque son:

- Regla GLRT ( General likelihood ratio test ) aproximada: En [12], los autores derivan una
estadistica de prueba GLRT aproximada basada en un estimador ML (maxima verosimilitud)
aproximado de la probabilidad de deteccidon de los sensores. Su aplicabilidad esta limitada
a redes homogéneas (sensores con rendimiento idéntico) y requiere que el FC conozca
tanto las probabilidades de error de los BSC como la probabilidad de falsa alarma de los
sensores.

- Regla de Wu: También fue propuesta en[12] como una mejora de laregla GLRT. Basandose
en la probabilidad de deteccion estimada utilizada para la GLRT, los autores proponen una
prueba diferente (conocida como "regla de Wu" en la literatura técnica [13]) que supera a
la prueba GLRT en todos los escenarios considerados. Su aplicacion también esta limitada
a redes homogéneas cuando el FC conoce tanto las probabilidades de error de los BSC
como la probabilidad de falsa alarma de los sensores. Es aplicable bajo el criterio de
deteccion NP.

Contribucion: En este trabajo fin de grado, presentamos un método general para que el FC
aprenda conjuntamente los parametros del modelo de los sistemas DD-WSN cuando los
canales de reporte se modelan como BSC. El método de aprendizaje es ciego en el sentido
de que la Unica informacién en el FC son las decisiones binarias ruidosas de los sensores.
Los parametros a aprender son las probabilidades de deteccién y las probabilidades a
priori. Se supone que el FC conoce las probabilidades de falsa alarmayy las probabilidades
de error de los canales BSC.
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1.4. Descripcion del problema

En la figura 1 se muestra un sistema DD-WSN con K sensores distribuidos espacialmente.
Cada sensor va a detectar la ausencia o presencia de un objeto/evento de interés, ze{0,1}.
Las decisiones de los sensores estan sujetos a sus probabilidades de deteccidén y falsa
alarma locales, Py Y Pr i , siendo k el indice de los sensores. Los sensores van a reportar
estas decisiones (y,) por los canales BSC al FC . Estos canales BSC tienen una
probabilidad de error ¢, conocida.

EL FC recibe Unicamente las decisiones ruidosas de los sensores a la salida de los canales
BSC, x,, y con esta informacion va a estimar los pardmetros necesarios para
posteriormente derivar una regla de fusidon con el criterio de minima probabilidad de error
y tomar la decisioén final, Z(x).

ze {0,1}

Sensor 1,
Pf,l’ Pd,l

Sensor 2,
Pf.21 Pd,Z

M1

BSC 1

X1

Va

BSC 2
€;

X3

SensorK,
Pf,Ri Pd,K

Yk

BSCK
e

Xg

Centro de fusién

Figura 1: sistema DD-WSN
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1.5.

Estructura de la memoria

Capitulo 1: Fundamentos Teéricos

En este capitulo del Trabajo de Fin de Grado, se establecen los fundamentos tedricos
necesarios para abordar el problema en cuestién. Este capitulo se divide en cuatro
subcapitulos:

Modelo del problema: Se modela matematicamente el problema en cuestion.

Estimacion de parametros: Algoritmo EM: Se detalla el problema de estimacion de

parametros y se presenta su resolucion completa mediante la aplicacion del
algoritmo EM.
Deteccidn: Regla de Fusién: Aqui se explica el criterio utilizado para la detecciony

su aplicacion en el contexto del problema en estudio.
Extension: desconocimiento de la probabilidad a priori: Se amplia el alcance del

problema del TFG para el caso en el que tampoco se conocen la probabilidad a
prioriy se propone una solucién integral.

Capitulo 2: Implementacidén Software

Este capitulo ofrece una vision detallada de la implementacién software de la solucién del
problema utilizando la herramienta MATLAB. Se incluye un diagrama que ilustra las
funciones utilizadas en el proceso.

Capitulo 3: Resultados

En este apartado se recopilan todos los resultados obtenidos a partir de las simulaciones
realizadas. Se presentan distintas graficas en distintas situaciones para evaluar el
funcionamiento del FC y se ofrecen comentarios sobre los mismos.

Capitulo 4: Conclusiones

Finalmente, se exponen las conclusiones derivadas del trabajo realizado.

12



2. Fundamentos Teoéricos
2.1. Modelo del Problema

Los sensores del sistema DD-WSN detectan la ausencia o presencia de un evento/objeto
de interés, z=0 o z=1. Estas dos hipdtesis las denotaremos como H, y H;
respectivamente. Denotaremos con y,€e{0,1} la decisidn del sensor k sujeta a su
probabilidad de deteccion Py = P(y, = 1|H;) y su probabilidad de falsa alarma Pr ) =
P(y, = 1|H,). Los sensores informan sus decisiones al FC a través de los canales BSC que
estan sujetos a una probabilidad de error de bit e, = P(x), # yi), donde x;, corresponde a
la salida binaria del canal k. A partirde x = (x4, x5, ..., Xg) el FC toma una decisién final de
acuerdo con una regla de fusiéon Z(x) € {0,1}. Asumimos que los sensores no se comunican
entre ellosy que no hay feedback del FC a los sensores.

Las probabilidades de falsa alarmay deteccién en el FC (incluyendo el efecto de los BSC)
vienen dadas por [14], [20]:

fx = P(xx = 1|Hp) = ey + Pr i (1 — 2ey) (1)
dy = P(xx = 1|H;) = ey + Pg (1 — 2ey) (2)

Asumimos que las probabilidades de error de los canales BSC toman valores en elintervalo
0 < e, < 0.5. También asumimos que Pr; < Py, por lo tanto las probabilidades estan
acotadas de la siguiente manera:

0<€kadekS1—€k<1 (3)

Asumimos que el FC conoce las probabilidades de error de los canales e = (e;, €3, ..., €x)
y las probabilidades a priori P(Hy) = 1 — u, P(H;) = u. También conoce las probabilidades
de falsa alarma de los sensores f = (f1,f,..,fx) pero no las de detecciéon d =
(dy,d5, ..., dg). Estas suposiciones ocurren en muchos casos practicos [13], [12], [28].

La salida del canal BSC k, x;, condicionada a Hy y H, responde a distribuciones de Bernuilli
con parametros f;, y d, respectivamente. Suponiendo que las decisiones de los sensores
(x) son condicionalmente independientes, las funciones de probabilidad de masa (pmf)
condicionadas vienen dadas por:

p(x|Hp) = [Ti=1 fi *(1 = fi)* ™k (4)
p(x|Hy, d) = [Tii=1 di ™ (1 — dj)* (5)

La distribucién marginal de x es la mezcla de las pmf condicionales con coeficientes dados
por las probabilidades a priori:

p(xld) = (1 —u) p(x|Ho) + u p(x|H;, d) (6)

La pmf conjunta de x y z viene dada por:

p(x,z|ld) = [(1 —wWp(x|Hp)]' *[u p(x|Hy, d)]? (7)
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2.2. Estimacién de parametros: Algoritmo EM

El algoritmo EM es un enfoque aplicable para el calculo iterativo de estimaciones de ML
que se utiliza en problemas de datos incompletos [26], [27]. El objetivo de la estimacion de
ML es estimar parametros que maximicen la probabilidad de haber recibido ciertas
mediciones de un vector aleatorio distribuido con una funcién de densidad de probabilidad
(p.d.f) que depende de los parametros a estimar.

En nuestro caso tenemos un vector X, = (Xq, X3 ..., Xg ) donden = 1,2 ... N representa
el indice a los periodos de sensado y N es el numero total de periodos de sensado. Toda
esta informacién se puede organizar en una matriz X de tamafo KxN, donde x,, es la n-
ésima columna de X. La probabilidad de haber recibido toda la serie de mediciones
independientes, suponiendo que los vectores x, son independientes es: p(X|d) =

ngl p(xnld)-

Para una matriz X, dada la funcién de verosimilitudes es L(d) = p(X|d). La estima de
maxima verosimilitud de d es d = argmaxgesqlogL(d), donde Sy = {d|f, < dj <1 -
ey, Vk}. Este problema de optimizacion no tiene una solucién cerrada, por lo tanto vamos
a emplear el algoritmo EM.

Para emplear el algoritmo EM consideramos las variables ocultas o variables latentes
binarias z = (24,25, ...,Zy) que indican la hipétesis H; o Hy real en cada periodo de
sensado. Estas variables no son conocidas. Si las conociésemos el problema de
estimacion ML seria simple y con solucién cerrada. El algoritmo EM es un método iterativo
para calcular la estimacion de ML cuando no se conocen las variables latentes. Entonces,
en lugar de examinar el logaritmo de la funcidn de verosimilitud para los datos observados,
consideramos el logaritmo de la funcion de verosimilitud de los datos completos, estos son
las variables observadas x,, y las variables latentes z,,. La funcién de verosimilitud de los
datos completos es:

Le(d) = [T7=1P(tn, zn|d) = [In=1[(1 — Wp(xn|HOI = [u p(xp | Hy, d)] 7 .

Por lo tanto si z,, = 0, nos quedariamos con el primer factor que corresponde a la hipétesis
H,,y siz, = 1 nos quedariamos con el segundo factor que corresponde a la hipotesis H;.

Elalgoritmo EM consta de dos pasos que se repiten iterativamente hasta que converge [25].
Estos pasos son el paso Ey el paso M.

El paso E (Expectacion), consiste en calcular la esperanza de la funcion de verosimilitud de
los datos completos condicionada a los datos observados y estima de los parametros
obtenidos en la iteracién anterior.

QO (d) = E[logL,(d)|X,d D] (8)

donde i es el indice de iteraciones, d® es la estima de d después de la iteracidon i y
logL.(d) es el logaritmo de la funcién de verosimilitud de los datos completos.

El paso M (Maximizacién), se maximiza la esperanza calculada en el paso anterior con
respecto a los parametros del modelo.

d® = argmaxges,Q® () ©)
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2.2.1.Paso E

En el paso E, siguiendo las ecuaciones de nuestro problema tendriamos:

N
QW (d) = ]E[Z log [[(1 — Wp (X, |Ho) =2 [w p (x| Hy, d)] 7 |X, D]
n=1

= E[XN-1(1 — z,)log[(1 — Wp(xx|Ho)] + zploglu p(xp|Hy, d)] |X, V] (10)

Y debido a la linealidad del operador E:

N
Q@ = ) EI(1 = 2)IX, 2 ]log[(1 = Wp (alHo)]
n=1

+ E[z,)X, dV]logu p(x,|Hy, d)] =

N (1= E[z)]X,d“YDlogl(1 — wp(xalHo)] + E[z,|X, dV]log[u p(x,|Hy, d)]
(11)

donde

IE[zn|X,a(i—1)] =0x P(z, = 0|x,, a(i—l)) +1% P(z, = 1|xn’a(i—1)) —
P(zn = 1|xn, a(i'l)) (12)
Aplicando el Teorema de Bayes

u p(xn|Hy,dD)
(1-wp(xy|Hp)+u p(xn|H1, d-1D )

P2, = 1|y, d0-D) = (13)

Para simplificar la notacién, vamos a denominar este cociente como t,(ll), que se puede
interpretar como una estima de z,, después de observar x,, cuando las probabilidades de
deteccién son d~ 1,

Por lo tanto tendriamos:

QO (d) = XN_. (1 — tP)log[(1 — wp(xnlHo)] + tPloglu p(x, | Hy, d)] (14)

Una vez hemos llegado a esta ecuacion, procedemos a realizar el paso M.

2.2.2.PasoM

Para ello sustituimos las pmf (4) y (5) en la ecuacion (14)
N K
Q0@ =Y (1= tP)og (1 —w) + (1 = t)log | | fin(1 = i)t
n=1 k=1

K
+tPlogu+tPlog 1_[ dy k(1 — dj )t kn

k=1
= TN (1 - t)log (1 —w) + (1 = 65 By (xinlogfic + (1 = xia)log (1= fi)) +
6y logu + 6 TKoi (e nlogdic + (1 = xicn)log (1 = di) (15)

Despreciando los términos de Q(i)(d) gue no contengand.
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d® = argmaxdESdQ(i)(d) = argmaxges, Ym=1 tT(li) Yh=1(xpnlogdy + (1 — Xjn)log (1 —
dy)) (16)

Como los términos que dependen de d, estan desacoplados del resto, se puede
fragmentar (16) en K problemas independientes.

dV, = argmaxfksdksl—ekngg,llogdk + ng,l()l,llo‘g(l — i) a7
donde Nk(:,?,l =yN_, Xkn ty(ll), N;E,l()),l =Yn=1(1— Xin) tr(ll)

Este problema de optimizacién, es un problema de variable unica, no lineal con
restricciones. Estas restricciones son f, — d;, < 0,yd, — (1 —¢,) < 0.

En (17) la funcién objetivo la denotaremos como M (d) = N,E_?rllogdk + N,Ef())’llog(l —dy),
y las restricciones como g, (dy) = fx — di, g2(d) = dp — (1 —e).

Las derivadas de estas funciones son:

@ ®
OM(dr) _ Ne1a B Neoa

ad, dy 1—dg
dg1(dy) -1
ad,
dg,(dy) —1
ad,

El conjunto factible, [fi, 1 —er], es compacto y convexo, y la funcién objetivo es
diferenciable, acotada y estrictamente céncava en el conjunto factible, por lo tanto habra
solo un maximo. Como no hay puntos irregulares asociadas a las restricciones, la solucion
sera el unico valor de dj, que cumpla las condiciones KKT (Karush-Kuhn-Tucker):

® ®
_ Neis | Nioa

d, | 1-d,
M(fk— d)=0
Ay(dy—(1—¢)=0

_Al+)12=0

fk < dk’dk < 1—ek,/11 = 0,12 =0
Donde 14, 4,, son los multiplicadores deKKT.
Particularizamos para los posibles valores de dj, en el conjunto factible.

e Sid, fuese un punto interno, es decir f;, < d; < 1 — e, entonces se tiene que
cumplirque 4; = 0,1, = 0.

Por lo tanto las condiciones KKT se reducen a
® ®
_Nk,l,l Nk,0,1 ~0
dy 1—dg

ka dk,dkﬁl—ek
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Por lo tanto obtenemos

donde N = N + N =3, ¢0

Y las desigualdades requieren

e Sidy estuviese en el punto d; = f, entonces se tiene que cumplir que 4, = 0.

FIONS

k

®
N
< k1,1

1

Por lo tanto las condiciones KKT se reducen a

ND

1—d,
fr = di
=0

Entonces d,((i) = f%, Y la desigualdad requiere

<1—ek

_11:0

@

1

k1,1
O < fr

e Sidj estuviese en el punto d;, = (1 — ey), entonces se tiene que cumplir que A4; =

0.

Por lo tanto las condiciones KKT se reducen a

Entonces (2,(:) =1 — ey, y ladesigualdad requiere @

@
_ Niia

Por lo tanto, la solucién Unica es

d¥ =4

@
N4

@
Ny

fr

1—ek

+

1-d,

dp = (1—e)

A, >0

O

+12=0

®
k1,1

1

. k1,1
St fk<W<1—€k
1

Si

®

Nk,l,l < fk

o =
Nl

®
N1

N®

Sl—ek
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El algoritmo EM requiere una estima inicial de d, que denominaremos d©®. para ello

escogemos unos valores iniciales para t7(10) y aplicamos el paso M para obtener d©®,

. N© —
Eligiendo t,(ll)e(O,l), entonces Nl(o) €(0,N), por lo tanto 0 < ;ﬁé')l <1y d©®eS,. En las
1

simulaciones del capitulo 4, se han utilizado los siguientes valores iniciales.

€t si xi1, <K/2
t® =) o5 si xT1y=K/2
1- ¢ si xi1, > K/2

Cone, = 1073

2.3. Estimador supervisado

Como se menciond previamente, hemos realizado la estima de d sin tener conocimiento
de z, es decir, sin saber qué hipdtesis real se esta produciendo en cada periodo de sensado.
También es interesante explorar como seria el estimador ML en el caso de tener
conocimiento de la hipdtesis, es decir, si supiéramos z,. Esto se denomina estimador
supervisado, donde las observaciones serian X y z.

A partir de (7) la log-verosimilitud seria logp(X,z|d)=YN_,(1 - z)log[(1—
wp(x,|Hy)l + z,log[u p(x,|H,,d)] que coincide con (14), cambiando t,(ll) por z,. Por eso

la solucidén del Paso M tiene la misma forma del caso supervisado. De manera que en la

ecuacion (18) N,E‘il y Nl(i) se obtienen a partir de los z,, en vez de los t,gi):

N = N X 20 NSO L = IV (1= 200) 20, NP = N+ N =¥, 2,

Finalmente, el estimado supervisado seria:

—~

d = argmaxgesalogLc(d) = dy,
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2.4. Deteccion: Regla de Fusidon

En los sistemas de fusién de decisiones, el FC toma la decision final a partir de las
decisiones reportadas por los sensores individuales. Por lo tanto, el objetivo final es disefar
una regla de fusién precisa, que generalmente dependera de los parametros del modeloy
la precision de las estimaciones de d.

X es un vector aleatorio cuyo espacio muestral es el conjunto de K-tuplas binarias (1, con
cardinalidad |Q,| = 2X. EL FC toma la decisién final a partir de x seglin una regla 2(x) €
{0,1}, que sera una funcién légica con K entradas binarias y una salida binaria.

Las probabilidades de falsa alarmay deteccidn de la regla de fusion Z(x) son:

Py = PC(O) =1Hy) = ) 2@)p(xlHy)

XEQy
Pa=PG@) = 11H) = ) 2(0p(xlH, d)
XEQy
Y la probabilidad de error es
P, =P(2(x) # 2) = Py(1 —u) + (1 — Ppu = Z 200p(x|d)
XEQy

Vemos que el rendimiento de la regla de fusion depende del pardmetro a estimar d.

Consideramos el enfoque bayesiano para la regla de fusidon cuyo objetivo es minimizar el
riesgo Bayesiano [23], [24]:

B =3l 0Xj=0P(2(x) = ilz = )P(z = j)C;

Donde C;; es el coste de la decision global Z(x) =i cuando la verdad es z=j y las
probabilidades a priorison P(z = 1) =uyP(z =0) = 1 — u, la expresion anterior supone
que Coo < C10Y €11 < Cop-

el detector que minimiza el riesgo Bayesiano es [23]

P(Hq|x,d) 2H1 C1,0—Co,0 N p(x|Hy,d) 2H1 1-u Cy,0—Cop
P(Holx) ~Ho Co1-C14 p(x|Hy) “Ho w Co1-Cq11

En este problema consideramos el detector de minima probabilidad de error que es un
caso particular donde C; o= Co; =1, (o = C;; = 0. En este caso el coste Bayesiano
coincide con la probabilidad de error.

Por lo tanto el detector sera

p(x|Hy,d) _H, 1-u
PRS2 —
p(x|Ho) 0o u

Aplicando el logaritmo a ambos lados de la ecuacidn se tiene

o (1 si Alx|d) >y
2(x) = { 0 si Alx|d) <y

donde
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p(lelrd)
p(x|Hp)

_1 (1—u)
Yy = log u

A(x|d) = log ( )

Como vemos, para aplicar la regla de decisién, el FC tiene que saber el parametro d, y en
nuestro problema este parametro es desconocido. En este trabajo se propone usar la regla
de decision con la estima de d dada por el algoritmo EM. En el capitulo 2.2 se explica
detalladamente como hemos estimado d con el algoritmo EM.

500) :{1 si A(x|d) >y

0 si A(x|d) <y 19)

Alternativamente, las reglas de fusidon ciegas no necesitan saber los parametros del
modelo. La mas popular es la regla del voto mayoritario, donde la decision final se toma
mediante un proceso de votacion, donde cada sensor tiene un voto igualy la decision final
se determina por mayoria de votos.

1si xT1,>C
0sixT1,<C "’

2(x)={ C=((K+1)/2
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2.5. Extension: desconocimiento de las probabilidades a priori

Una vez que hemos abordado la resoluciéon de este problema de deteccidon cuando la
probabilidad a priori es conocida, resulta interesante analizar el caso en el que es
desconocida. Como hemos observado, el umbral de la regla de decisién depende de u. Se
propone sustituir u por su estima 1i.

2.5.1.Estimacion de parametrosd y u

2.5.1.1. Paso E
En este caso tendriamos

Q(d,w) = E[logLc(d,u)|X, di-,a0-D]

Siguiendo el procedimiento del paso E (Mirar 6.1 Apéndice A: Resolucion paso E para la
extension)

QO (d,u) = XN_, (1 — t{)log[(1 — Wp(x,He)] + tPloglu p(ay | Hy, d)]

NG 2V plagHy,dD)
n (1-2G-D)p (2, |[Hp)+aG-D p(xn|H1, dt-D )

donde

noétese que tiene la misma forma que (13) cambiando u por -1,

2.5.1.2. Paso M

{a(i). ﬁ(i)} = argmaxges, o<u<1? © (d,u) =

N
argmasgesoeuer ) (1= ti)log(1 - )

n=1 K
+ t,(f)log u+ t,(qi) Z(xk,nlogdk + (1= xp.)log (1 — dy))
=1

Los términos que dependen de u y d estan desacoplados, por lo tanto, este problema de
optimizacion se puede separar en dos problemas independientes.

N
1D = argmaxy<y,<; Z (1 - t,(li)) log(1—u) + t,(li)log u
n=1
N K
d® = argmaxges, z t® Z(xk,nlogdk + (1 — xp.n)log (1 — dy))
n=1 k=1

El problema de optimizacion para d es el mismo que el del capitulo 2.2, su solucién viene
dada por (18).

El problema de optimizacién para u se puede escribir asi:
a® = argmax0<u<1Néi)log(1 —u)+ Nl(i)log u

donde

Ng? = BNy (1-60), N0 = BN 60
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Si hacemos la derivada de la funcidon a maximizar y la igualamos a cero, el resultado es
(mirar 6.2 Apéndice B: Resolucion Paso M para la Extensidn):

2.5.2.Estimador supervisado parady u

En el estimador supervisado tenemos conocimiento de las z, por lo tanto las observaciones
serian X y z. Repetimos el mismo proceso que en el capitulo 2.3 pero teniendo en cuenta
que u también es desconocida. Finalmente obtenemos:

d= argmaxgesqlogL.(d) = aML
@l = argmaxocy<iloglc(u) =ty
2.5.3.Deteccion

Seguiriamos la teoria y procedimientos del capitulo 2.4y a partir de (19) sustituyendo u
por i, se obtiene:

~ p(x|H,,d
A(xj2) = 10g X2,
) 1-1
7=tos(~)
1 si A(x|d) >
w0 ={ 0 ) =7
0 si A(x|d) <7
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3. Implementacion software

A continuacion se presenta un desglose de todas las funciones implementadas en lenguaje
MATLAB para obtener los resultados del capitulo 4.

Calculo_prestaciones_d_minPe_C
Entradas: f, d, u. Xt
Salidas: Pfa_C,Pd C, Pe C

Entradas: N, R, K, E[ek], u

Prestaciones_d_minPe

Salidas: Pfa, Pd, Pe

Estados_categorias
Entradas: Ne, modelo

Salidas: z

Estimador_supervisado_du
Entradas: X, z, e, f

Salidas: ds, us, casos

Estimador_IN_du
Entradas: X, e, f
Salidas: de, ue

Estimador_supervisado_du
Entradas: X, t, e, f
Salidas: ds, us, casos

Estimador EM d

Estimador_supervisado_du
Entradas: X, t, e, f

Salidas: ds, us, casos

Entradas: X, f,de 0O,u, &

Salidas: de, Ni, casos, log_vero, T

Calculo_prestaciones_d_minPe_EM

Calcula_log vero
Entradas: X, f. d, u
Salidas: log_vero

Entradas: f, d, u, de, Xt
Salidas: Pfra_EM, Pd_EM, Pe_EM

Calculo_prestaciones_CR
Entradas: f, d, u, C, Xt
Salidas: Pfa, Pd, Pe

Figura 2: Funciones matlab
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Partimos de un programa principal prestaciones_d_minPe que tiene como datos de entrada
el numero de periodos de sensado, el niumero de simulaciones de MonteCarlo, el numero
de sensores, la probabilidad de error medio de los canales BSC y la probabilidad a priori,
N, R, K, E[ek] y u respectivamente y como salida las prestaciones del FC. En este programa
se realizan R simulaciones de Montecarlo donde se dan valores aleatorios a las
probabilidades de falsa alarma y de deteccidon de los sensores y se llamaran a las
respectivas funciones detalladas a continuacion.

La primera funcion llamada es calculo_prestaciones_d_minPe_C, encargada de calcular
las prestaciones del detector Clairvoyant, el cual utiliza todos los datos de entrada sin
realizar estimaciones, representando asi el caso dptimo al que nos queremos aproximar.
Dentro de esta funcién se calcula un estadistico que es el cociente de las verosimilitudes
con el valor real de d, y se calculan las prestaciones con el umbral del criterio de minima
probabilidad de error.

La siguiente funcidon implementada es estados_categorias, la cual calcula los valores
reales de z para utilizarlos en el estimador supervisado. A continuacién se utiliza la funcién
estimador_supervisado_du para obtener la estima del supervisado.

Posteriormente, la funcién estimador_IN_du obtiene una estima inicial de d. Para ello,
como se explica en el capitulo de Estimacidon de parédmetros: Algoritmo EM de este trabajo,
define una casuisticainicial para t(© y apartirde ahiaplica elpaso M, llamando ala funcién
estimador_supervisado_du. Una vez obtenida una estima inicial de d, se pasa a la funcién
estimador_EM_d, que tras realizar Ni iteraciones, devuelve la estima final de d.

Esta funcién para estimar d se divide en dos bucles: el primero corresponde Unicamente a
la primera iteracién, ya que parte del valor inicial de d de la funcion anterior, y el siguiente
bucle corresponde a las demas iteraciones, utilizando los datos de la iteracién anteriory
teniendo un criterio de parada de convergencia. Cuando esta funcién ha terminado,
proporciona la estima de d aplicando el algoritmo EM.

A partir de aqui, se calculan las prestaciones del detector que estima d con el algoritmo EM
con la funcién calculo_prestaciones_d_minPe_EM, aplicando el umbral de deteccién del
criterio de minima probabilidad de error.

Finalmente, la ultima funcion calcula las prestaciones utilizando reglas de fusion ciegas.
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4. Resultados

Los resultados que se presentan se han obtenido realizando R=5 x 10* simulaciones
independientes de MonteCarlo. Las probabilidades de deteccion y falsa alarma de los
sensores se eligen de acuerdo a las siguientes distribuciones uniformes:

Pf,k"’U(0,0l) JPd,k - Pf'k"’U(0,0g) (20)

Asumimos que los sensores emplean senalizacion On-Off para transmitir decisiones al FC
[12],[13],[28]. La sefial recibida en el FC desde el sensor k se modela como 1y, ,, = hy Yy n +
Wy n, donde hy representa la respuesta del canaly wy ,, es un ruido blanco gaussiano con
distribucion: wy ,~N¢(0,1). Se supone que el FC conoce hy y utiliza deteccion coherente
con umbral hy /2 para obtener x; , de 1y, resultando en una tasa de error de bit ¢, =

h , . . o .
Q(%). Ademas, asumimos que los canales experimentan desvanecimientos Rayleigh

independientes, con hy,~Ng (0, 0,2).

4.1. Prestaciones del estimador de d y de la regla de decision

Se compararan las prestaciones de la regla de decisién del FC con las del detector
Clairvoyant, que opera con conocimiento completo de las probabilidades de deteccién d,
aplicando el test de cociente de verosimilitudes (LRT). La métrica de evaluacién del
detector sera la probabilidad de error. La leyenda de la curva de probabilidad de error del
detector Clairvoyant se identificara como LRT, mientras que la curva de probabilidad de
error del detector que emplea el algoritmo EM para estimar d serad denotada como EM-d, y
la del supervisado como S-d. Por otro lado, las prestaciones del estimador se evaluaran
utilizando el RMSE con la siguiente formula:

1 R -~
RMSE = \/ﬁ 2, 1d™ —d® 2 (21)

Donde d™ es el valor de la estima de d en la simulacién T,y d™ eselvalorrealded en la
simulacién r, por lo tanto cuanto menor sea el valor de RMSE mejor sera la estima.
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Se presentan las curvas de RMSE y Probabilidad de error (Pe) en funcién del nimero de
periodos de sensado N. Estos resultados se observan con K= 6 sensores, una probabilidad
de error medio de los canales BSC de E[ek]=0.05 y probabilidad a priori u=0.5.

i RMSE en funcion de N
' K:6.00 ' ' ' —
oo |l u: 050 e |
< ' R:50000.00 — 5 &d
0.1 || Elekl:0.05
0.16
0.14
&
= 0.12
i
0.1
0.08
0.06
0.04
0.02 : : : :
50 100 150 200 250
N

Figura 3: RMSE en funcién del numero de periodos de senado

Dado que N solo afecta a la estimacion de d, se observa que a medida que N aumenta, las

prestaciones del algoritmo EM y supervisado mejoran, mientras que el detector Clairvoyant
no depende de N.

- Pe en funcion de N
' K:6.00 ' ‘ ' '
u: 0.50 —E&— LRT
0.13'5 R: 50000.00 —S—EMd| ]
| E[eK]: 0.05 —&—Sd
|
0.12 'lll |
o
\ \
0.1 | i
\
\
()] |
o 0.1 J
R
0.00 R\ ]
8%
0.08 SN - = = S ]
boocoo S S—g—f—e 3
0.07 | ]
0.06 : : ' -
50 100 150 200 250
N

Figura 4: Probabilidad de error en funcion del numero de periodos de sensado
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A continuacién, se presentan las curvas de RMSE y Probabilidad de Error en funcién de la
probabilidad a priori u. Estos resultados se observan tras N=40 periodos de sensado.

RMSE en funcion de u

T . : : :
N: 40.00 & EMd
R: 50000.00 S—Sd
0.5 |\ EleKl:0.05 |
i
0.2 \ ]
L
5 |\
o \\
0.15 | e ]
Sl
e
Theg el
0.1} O -
i
o, S|
Ty
G | . . . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 5: RMSE en funcidn de la probabilidad a priori

Los estimadores mejoran a medida que u aumenta, esto se debe a que, cuanto mayor es
u, mas observaciones se encuentran bajo la hipétesis H;, por lo tanto, se estima mejor d.

La probabilidad de error alcanza sus valores mas desfavorables en alrededor de u = 0.5,
esto se debe a que cuando u = 0.5 la probabilidad a priori de las hipotesis H; y Hy es
idéntica, lo que resulta en una distribucién equitativa entre ambas hipétesis.

Pe en funcion de u

0.09 — 600 ' ' ' '

N: 40.00 TOLRT

R: 50000.00 2 —EMd
0.08 I E[ek]: 0.05 1

0.07 1

& 0.06 |

0.05

0.04

0.03 . . . . .
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 6: Probabilidad de error en funcién de la probabilidad a priori
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En las siguientes graficas se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcion del numero de
sensores. El estimador EM mejora a medida que aumenta el numero de sensores, mientras
que el supervisado se mantiene constante.

RMSE en funcion de K

0.12

u: 0.50
N: 40.00 —S—EMd
R: 50000.00 —9—8d
| E[ek]':'0.05 |
0.11 |
L
wn
=
o
0.105 | : |
0.1 d
\}______9.*———9-—& Van Pt - i_(:),_ —
0.095 : ' s . . . ,
2 3 4 5 6 7 8 9 10

K
Figura 7: RMSE en funcion del niumero de sensores

Vemos que a medida que aumenta el numero de sensores, las prestaciones de las reglas
de fusién mejoran. La ganancia obtenida al aumentar el niumero de sensores se hace
menor a medida que el numero de sensores crece.

Pe en funcion de K

i u: 0.50
0ot N:40.00 —H=LRL | |
= \\R: 50000.00 R

0.18 r

& 012
0.1
0.08 f
0.06 |

0.04 |

0.02 : ; : ; g ; i

Figura 8: Probabilidad de error en funcién del nimero de sensores
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A continuacién, se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcién la probabilidad de error
medio de los canal BSC. Como es de esperar a medida que el error medio aumenta las
prestaciones de las reglas de fusion empeoran y el estimador EM también se vera
perjudicado por este error.

RMSE en funcion de E[ek]

0.111

u: 050 =
N: 40.00 [=—Ewmq]
0.11 I R:50000.00
K:6.00
0.109 J
0.108 1
w 0.107 | ' '
%)
=
© 0.106 | 1
0.105 | ’ 1
0.104 1
0103 F .
0.102 : - 2 : : : : :
0 0.02 004 006 0.08 0.1 012 014 016 0.18
E[ek]
Figura 9: RMSE en funcidn de la probabilidad de error media de los canales BSC
- Pe en funcion de E[ek]
' u: 050 ‘ ' ‘ '
N: 40.00
0.16 - R: 50000.00
K: 6.00
—S—LRT
0141 | —o—EMd T
—o—8d
0.12 Y
©
o

0.1

0.08

0.06 ¢

0.04 . . . . . . . .
0 002 004 0.06 008 0.1 012 014 016 0.18

E[ek]

Figura 10: Probabilidad de error en funcion de la probabilidad de error media de los canales BSC
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4.2. Prestaciones del estimadorde dy u, y de la regla de decision

Se compararan las prestaciones de la regla de fusién en el caso en el que se estima d, y en
el caso en el que se estiman d y u, con las del detector Clairvoyant y los supervisados. La
métrica de evaluacién del detector sera la probabilidad de error y las prestaciones del
estimador se evaluaran utilizando el RMSE con la formula (21) para d y parala u:

R
1
RMSE = ﬁz 120 — u®)|2

r=1

La curva de RMSE del estimador de d cuando solo se estima este pardmetro se denota
como EM-d, mientras que la curva de RMSE del estimador de d cuando se estimand y u
sera denotada como EM-d,u [d], la curva de RMSE del estimador de u cuando se estiman d
y u serd denotada como EM-d,u [u]. Para el estimador supervisado se denotaran como S-d
y S-u.

30



A continuacién, se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcién del numero de periodos
de sensado N. Dado que N solo afecta las estimaciones, observaremos que a medida que

N aumenta, las prestaciones de los detectores que estiman mejoran, mientras que el
detector Clairvoyant es independiente de N.

RMSE en funcion de N

0'25'_ K:6.00 ' '
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50 100 150 200 250
N

Figura 11: RMSE en funcion del nimero de periodos de sensado

Pe en funcion de N
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Figura 12: Probabilidad de error en funcién del numero de periodos de sensado
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Se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcion de la probabilidad a priori u.

RMSE en funcion de u
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Figura 13: RMSE en funcidn de la probabilidad a priori

Todos los detectores tienen sus valores mas desfavorables en tornoau = 0.5.

Pe en funcion de u
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Figura 14: Probabilidad de error en funcidn de la probabilidad a priori



Se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcién del nimero de sensores. Vemos que a
medida que aumenta el numero de sensores, el FC tiene mas informacion por lo tanto las
prestaciones de las reglas de fusién mejoran.

Las RMSEs muestran como mejoran las prestaciones de los estimadores segin K aumente.
En los casos del estimador supervisado las RMSEs se mantienen constantes, ya que el
aumento al nimero de sensores es proporcional al aumento de variables que hay que
estimar.

RMSE en funcion de K
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Figura 15: RMSE en funcién del nimero de sensores
- Pe en funcion de K
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Figura 16: Probabilidad de error en funcion del nidmero de sensores
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Se presentan las curvas de RMSE y Pe en funcidn de la probabilidad de error media de los
canales BSC. Tanto la estimacidén como la deteccién empeoran.

RMSE en funcion de E[e]
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Figura 17: RMSE en funcidn de la probabilidad de error media de los canales BSC

Pe en funcion de E[ek]
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Figura 18: Probabilidad de error en funcién de la probabilidad de error media de los canales BSC
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4.3. Comparaciones con la regla de voto Mayoritario

A continuacién, se comparan las prestaciones de cuatro detectores: el Clairvoyant (LRT),
el Supervisado (S-d), el detector estima con el algoritmo EM (EM-d) y el detector de la Regla

de Voto Mayoritario (MVR). Todos ellos para el caso en el que d es desconocida, menos el
Clairvoyant en el que d se supone conocida.

En la primera grafica, se muestra las Probabilidades de Error en funcién del numero de
periodos de sensado. El detector que usa la regla de voto mayoritario tiene prestaciones
mucho peores a los demas detectores, y se mantiene constante ya que como no estima
nada es independiente al numero de periodos de sensado. Suvalor de probabilidad de error
es 0.35. Como este valor es alto comparado con el resto de detectores, probamos con
todos los valores de C posibles para obtener el valor mas bajo, que se obtiene con C=2.
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Figura 19: Probabilidad de error en funcién del numero de periodos de sensado
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A continuacion se muestra la probabilidad de error para los 4 detectores en funcién de la
probabilidad a priori. El detector MVR muestra que empeora de manera lineal ascendente.
En cualquier caso, sus prestaciones son las peores de todos los detectores.

Pe en funcion de u
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Figura 20: Probabilidad e error en funcion de la probabilidad a priori

Se muestran las prestaciones de los cuatro detectores en relacidon al nimero de sensores.
La curva que representa la probabilidad de error del detector de regla de voto mayoritario
exhibe un patrén de zigzag, con las probabilidades de error menor cuando el nimero de
sensores es impar. Esto se debe a que, la regla es asimétrica, ya que C=(K+1)/2 por lo tanto
con un numero de sensores impar la regla funciona mejor. Ademas, se observa que a
medida que aumenta el nimero de sensores, las prestaciones de este detector tienden a
mejorar ligeramente.
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Figura 21: Probabilidad de error en funcién del numero de sensores
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A continuacién se presentan las curvas de probabilidad de error en funcién del error medio
del canal, lo que resulta en un deterioro de las prestaciones para los cuatro detectores.

Pe en funcion de E[ek]
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Figura 22: Probabilidad de error en funcién del error medio del canal
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5. Conclusiones

En este trabajo, se ha presentado un algoritmo innovador disefiado para la estimacion ciega
de las probabilidades de deteccidn local en sistemas DD-WSN. Basandose en la premisa
de que estas probabilidades permanecen constantes durante un numero de periodos de
sensado, el algoritmo permite al FC estimar estas probabilidades a partir de sefales
binarias ruidosas obtenidas de canales BSC. El algoritmo propuesto para esta tarea es el
algoritmo EM, cuyos resultados han sido utilizados para derivar la regla de decision del FC,
fundamentada en el criterio de minima probabilidad de error.

Ademas, se ha ampliado el alcance de este trabajo al abordar la situaciéon en la que la
probabilidad a priori también es desconocida, presentando una solucion eficaz utilizando
el mismo algoritmo. Se han generado multiples graficas que muestran los resultados de la
probabilidad de error de diversos detectores en distintos escenarios, permitiendo asi una
comparacion exhaustiva de sus desempefios. Asimismo, se han incluido graficas que
muestran el RMSE para evaluary comparar el rendimiento de los estimadores propuestos.

Este estudio resalta la utilidad y la eficacia del algoritmo propuesto, asi como su capacidad
para abordar problemas complejos en el contexto de sistemas de fusidon de decisiones
sensoriales.
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6. Apéndices

6.1. Apéndice A: Resolucién Paso E para la estimacionde d y u
QW(d,w) = E[logL.(d, w)|X,dV,al=D)]

N
QV(d,u) = IE[Z log [[(1 = Wp (X HOI 7 [w p (xy | Hy, )17 |X, A, 207 1]]

n=1

N
= IE[Z (1 — z)log[(1 — wWp(x,|Hy)] + zxlog[u p(x,|Hy, d)] |X, dD, 2D

n=1

Y debido a la linealidad del operador E:

N
QW(d,uw) = 2 E[(1 — z)|X,d Y, 20 D]log[(1 — wp(x,|Ho)]
n=1

+ E[z,|X, dY, 2 Dloglu p(x,|Hy, d)] =

N
(1 = El)IX, @40, 2 D])logl(1 - wpCenlHo)l
n=1

+ E[z,|X,d Y, 20 Y]log[u p(x,|Hy, d)]
donde

E[z,|X,d“D,20D] = 0 P(z, = 0|x,,, d4Y,20Y) + 1% P(z, = 1|x,, d¢~D,a0-D)
=P(z, = 1|xn,a(i_1),ﬁ(i_1))

Aplicando el Teorema de Bayes;

2V p(an|Hy, d)
— ED)p(x,|Hy) + D p(x,|Hy, D)

Pl = 1], @40, 200) =

Para simplificar la notacion, vamos a denominar este cociente como t,(l), que se puede

interpretar como una estima de z,, después de observar x,,cuando las probabilidades de
deteccion son d@~1 y la probabilidad a priori es 4~ 1.
Por lo tanto tendriamos:

N
QW) = ) (1= t)logl(1 = wp(xalHo)] + £ loglu p(enlHy, )]

n=1

39



6.2 Apéndice B: Resolucion Paso M para la
estimacionde d y u

a® = argmax0<u<1Néi)log(1 —u)+ Nl(i)log u
Derivamos la funcion a optimizary la igualamos a cero

- 1 1
Nél)(—l)m + Nl(l); =0

NP u+ NI —w)

u(l—u) =0

—Néi) u+ Nl(i)(l —u)=0
—u (N +NP) = -N©

®
ORI
N
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