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Abstract- Orthogonal frequency-division multiplexing (OFDM)
combined with orthogonal space-frequency block coding
(OSFBC) has been shown to be a simple and efficient means to
exploit the inherent spatial diversity of multiple-input-multiple-
output (MIMO) configurations in frequency-selective channels.
In this paper we derive simple analytical closed-form expressions
for the ergodic and outage capacity of OSFBC-OFDM systems
assuming that the channel is unknown at the transmitter. The re-
sulting expressions are simple functions of the spatial correlation
matrices at the channel taps. They clearly reveal the dependence
of the capacity on the channel and system parameters. Numerical
results show the excellent accuracy of the derived expressions.

I. INTRODUCCION

Una forma simple y eficiente de explotar la diversidad inher-
ente a los sistemas MIMO-OFDM consiste en utilizar codifica-
ciones ortogonal por blogues sobre las antenas transmisoras y
los tonos OFDM. Estas codificaciones ortogonales se conocen
como OSFBC. En [1] se proponen una codificaciones OSFBC
que ofrecen méxima diversidad espacial (igual al producto
entre el nimero de antenas transmisoras y el de antenas
receptoras) con tasa maxima de transmision (igual a la del
codigo ortogonal utilizado), aunque incapaces de proporcionar
diversidad frecuencial. Por otro lado, en [2] se proponen
codificaciones OSFBC capaces de explotar la diversidad en
frecuencia del canal, pero a costa de una disminucion en la tasa
de transmision (menor que la del cédigo ortogonal utilizado)
[2]. En este trabajo nos centramos en codigos OSFBC de
tasa maxima, por lo que estas Gltimas codificaciones no son
consideradas aqui. Una ventaja inherente a las codificaciones
espacio-frecuenciales ortogonales frente a las no ortogonales
es su sencillez en la decodificacion y en la deteccion. De
hecho OSFBC permite una deteccion de maxima verosimilitud
(ML) simbolo a simbolo. Por otro lado, las codificaciones no
ortogonales pueden explotar la diversidad espacio-frecuencial
del canal, con tasa méxima de transmision, pero a costa de
una mayor complejidad en la decodificacion y en la deteccion
(31, [4].

En el caso de codificaciones espacio-temporales ortogonales
(asumiendo canales no selectivos en frecuencia) se han prop-
uesto diferentes expresiones analiticas de capacidad ergodica
y outage [5], [6], [7], [8] [9]. Sin embargo, a dia de hoy, no se
conocen expresiones cerradas de capacidad ergbdica y outage
para OSFBC. En este trabajo se derivan expresiones cerradas
de capacidad ergodica y outage para sistemas MIMO-OSFBC
cuando el canal es desconocido en el transmisor y conocido
en el receptor. Estas expresiones muestran claramente la
dependencia de la capacidad de OSFBC con los parametros
del canal y del sistema.

Il. MODELO DE CANAL

Consideramos un modelo discreto de canal MIMO con np
antenas transmisoras y np antenas receptoras. La respuesta
del canal a las frecuencias de las subportadoras OFDM viene
dada por

L—1
Hy = Y F, exp(—j2mk/K), k=0,1,...

n=0

K, (1)

donde K es el nimero de subportadoras OFDM y L es la
longitud de la respuesta discreta del canal. Las matrices F,
representan la respuesta impulsiva discreta del canal para los
diferentes taps. Los elementos de las matrices F,, son realiza-
ciones de variables aleatorias Gausianas complejas de media
cero. Suponemos que las matrices F,, de diferentes taps son
incorreladas: F |vec (F,,) vec”” (F,,)] = 0. Dentro de cada
matriz F,, los términos estan correlados de acuerdo a la matriz
de correlacion espacial R,, = E [vec (F,,) vec” (F,)]. Por
tanto los términos de las matrices R, vendran dados por

pif,ks =F [-fr,lﬂ (fvlis)*] » ik=leo.ng, js=l..nr (2

donde f%/ es el elemento de F,, correspondiente a la antena
transmisora j-ésima y a la antena receptora i-ésima. Notesé
que los términos diagonales de las matrices R, determinan
los perfiles de retardo de potencia del canal (PDP) para las
distintas parejas de antenas transmisoras y receptoras. Asi,
el término n-ésimo del PDP para la antena transmisora j-
ésima y para la antena receptora i-ésima sera p% = pid»i,
Notese que si el canal es balanceado espacialmente, existira
un PDP comin para cualquier pareja de antenas transmisora-
receptora. Se supone, sin pérdida de generalidad, que el canal
estd normalizado de forma que, en promedio, la suma de los
términos de cada PDP es igual a uno.

nrg nr L—1

2.2 mi=

i=1 j=1 n=0

L—1
Z Tr (Rn) = Nngrnr.

n=0

®)

Sea ~; la norma Frobenius al cuadrado de la respuesta del
canal para la subportadora k-ésima: 7, = ||Hy||5. Debido
a la naturaleza aleatoria del canal, los ~, seran variables
aleatorias. Se puede demostrar que las ~x’s son idénticamente
distribuidas, siendo su media, varianza y covarianza

L—1
N’W = Z Tr (R’ﬂ) )

n=0

(4)
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2=varfy] =Y > Tr(R.Ry) = |Rslz,  (5)
n=0 m=0
O_k,s _ Lz_:l Lz:_l Tr (R RH) e*j27r(kfs) (n—m)/K (6)
¥ - n m )
n=0 m=0

donde Rgs es la suma de las matrices de correlacion
espacial.

Il. CopIFicACION OSFBC

En OSFBC, cada palabra de codigo (de tamafio ny x K)
comprende un nimero N = K/L¢ de bloques ortogonales
de tamafio ny x L, donde Lo es el nimero de portadoras
OFDM comprendidas en el bloque [1]. Por ejemplo, en el caso
de codificacion de Alamouti las palabras codigo serian de esta
forma

S2N—1

_S;N 7
. - (N

S22 81 sS4 83 53N -1

Notese que la tasa del codigo OSFBC coincide con la tasa
de la codificacion ortogonal utilizada (tasa méxima): R =
ns/Lc, donde ng es el nimero de simbolos en cada bloque
ortogonal. Por ejemplo, en el caso de (7) ng = Lo = 2, por
tanto R = 1. OSFBC requiere que el nimero de subportadoras
sea suficientemente grande (respecto al ancho de banda de
coherencia del canal) para que la respuesta del canal en las L&
subportadoras de cada bloque ortogonal sea aproximadamente
la misma [1]. Bajo esta suposicion v, = Yg41 = - .. = Vet Le-

Debido a la codificacion OSFBC, el canal MIMO-OFDM
se puede ver como un conjunto de N canales equivalentes
desacoplados con relacion sefial-a-ruido (SNR) efectiva dada
por

p p
SNR, = —n— = .= =Y .
RnTﬁy( v—1)Lco+1 RnT'Y( v—1)Lc+Lce

(®)

IV. CAPACIDAD DE SISTEMAS MIMO-OSFBC

Por cada canal OSFBC equivalente se transmiten ng
simbolos. Como en total se utilizan K subportadoras, la
capacidad instantanea (para una realizacion dada del canal)
sera

N
1
=% > nslogy (14 SNRy). 9)

n=1

Teniendo en cuenta (8), (9) se pude escribir asi

K—-1
C=> Cp= Zlog2(1+pR>.
k=0

De acuerdo a (10), la capacidad instantanea es una funcion
no lineal de los . Como el canal es aleatorio la capacidad
instantanea también sera aleatoria. La media y la varianza de
C se puede aproximar en funcién de la media, varianza y
covarianza de las ~;’s [10]. Asi, teniendo en cuenta (4), (5))

(10)
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y (6), resultan las siguientes expresiones para la media y la
varianza de C

Rp?log, e
2n% (R+ pnr)

2 L—1
) SR 2
n=0

an)_

7 IRl (1)

e ~ Rlog, (1 +

o2 A ( Rplog, e
¢ nr(R+ png)

A. Capacidad ergodica

Si el canal es ergodico, la capacidad es el valor promedio
de la capacidad instantanea sobre las realizaciones del canal
[11]. Por lo tanto la capacidad ergbddica vendra dada por (11).
Segln esta expresion la capacidad ergbdica es independiente
del nimero de tonos OFDM. En HRSH§7 podemos distinguir
dos contribuciones. La primera es la contribucion debida a
los términos de la diagonal que siempre es igual a ngnr
(por la normalizacion del canal de (3)). Por lo tanto, los
PDP’s no influyen en la capacidad ergodica. En otras palabras,
la capacidad ergbdica es independiente de la selectividad es
frecuencia del canal. La segunda contribucion en |Rs|7 es
debida a los términos de fuera de la diagonal de las matrices
R,,. Esta contribucion serd cero si el canal es incorrelado
espacialmente y llevar& a valores altos de pc. Pero también
se pueden dar situaciones particulares en que habiendo alta
correlacion espacial los términos de R fuera de la diagonal
principal sean muy pequefios. En estos casos la capacidad
ergodica sera similar a la del canal espacialmente incorrelado.
Por lo tanto, alta correlacion espacial no siempre produce baja
capacidad ergodica. En el caso L. = 1 el canal es plano en
frecuencia y (11) se reduce a la expresion obtenida en [9].

(12)

B. Capacidad Outage

Si el canal es cuasi-estatico (no ergodico) se utiliza la
capacidad outage como meétrica [11]. Para obtener una ex-
presion para la capacidad outage, aproximamos la funcion
de probabilidad de C por la de una Gaussiana. Entonces la
capacidad outage para un ¢% de las realizaciones del canal
sera

Cq = pc + ocV/2 erfc™? (2 — %>

donde erfc(xz) es la funcion de error complementria. Ver
que cuanto mayor es o menor es la capacidad outage. Segln
estas aproximaciones la capacidad outage tampoco depende
del nimero de subportadoras OFDM (K).

En el caso particular de canales balanceados espacialmente
y con una matriz de correlacion comin, se cumple que
R, = p,R, donde R es la matriz de correlacibn coman,
con 1’s en la diagonal principal. Este canal es tipico cuando
las antenas estan muy juntas en sus respectivos arrays y estos
estan rodeados por dispersores locales. En este caso

(13)

L1 L1
2 2 2 2
IRs|% = Rl Z IR = [IR[F Zpi (14)
n=0 n=0

Por lo tanto, la capacidad outage depende de los valores
especificos del PDP, pero no de los retardos asociados a los
valores del PDP. Por ejemplo, en canales de dos rayos la
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capacidad outage siempre sera la misma independientemente
del retardo entre los dos rayos. En consecuencia, la capacidad
no depende de la selectividad en frecuencia del canal, sino de
la variabilidad de los valores del PDP, independientemente de
su retardo.

En el caso L = 1 el canal es plano en frecuencia y la
expresion de la capacidad outage se reduce a la obtenida en

(8].

V. RESULTADOS

En las graficas siguientes se comparan las predicciones
analiticas de capacidad outage obtenidas con (13) con re-
sultados obtenidos mediante simulaciones de Monte Carlo
(con 20000 simulaciones independientes para cada valor de
capacidad), para diferentes canales y configuraciones MIMO.
En todos los casos los resultados analiticos estan representa-
dos por marcadores y los resultados de las simulaciones de
Monte Carlo por lineas continuas. Teniendo en cuenta que
la capacidad outage depende fuertemente de pc (ver 13), una
buena aproximacion de la capacidad outage implica una buena
aproximacion de la capacidad ergbdica.

La figura 1 muestra la capacidad outage (para una proba-
bilidad outage del 5%), en funcion de la longitud del canal,
para diferentes configuraciones MIMO vy diferentes tasas de
codigo. En todos los casos se supone un canal de dos
rayos con igual potencia. Las diferentes longitudes del canal
corresponden a diferentes retardos entre los dos rayos. El
canal se supone espacialmente incorrelado. La SNR promedio
en el receptor es p = 10 dB en todos los casos. Para las
simulaciones de Monte Carlo se supuso que el nimero de
tonos OFDM es K = 512. Se puede observar que la capacidad
es practicamente constante, independientemente de la longitud
del canal lo que demuestra que la selectividad en frecuencia
del canal no influye en la capacidad. La grafica muestra que
la aproximacion analitica se ajusta muy bien a los valores de
capacidad, siendo el error relativo menor de 2.5% en todos los
€asos.

4.5f i
2x3,R=1
59 v v v v v N4
4 ]
172
o
) _
> asl 2x2,R=1 |
8 A
Q
©
o Lo}
g fo 1 [m] [w} = m
g 3x2,R=3/4
e}
T 2,50 i
®
e}
[¢) v ¢ 0]
2r 4x1,R=3/4 ]
2 4 7 8

5 6
Channel length (L)

Fig. 1. Capacidad Outage en funcion de la longitud del canal para diferentes
configuraciones MIMO

La figura 2 muestra resultados de capacidad outage frente
a probabilidad outage para un canal MIMO 3 x 3 y una tasa
de codigo R = 3/4. El numero de tonos OFDM se supuso

K = 64. Las diferentes curvas corresponden a canales de
diferentes longitudes. Se suponen PDP’s uniformes. Ademas
se supone que la SNR promedio es p = 10 dB en todos
los casos. El canal es espacialmente correlado con la misma
matriz de correlacion (R) para todos los taps. Esta matriz
de correlacion fue obtenida segln el modelo de correlacion de
Jakes [12], suponiendo arrays lineales con separacion entre las
antenas igual a \/5, tanto en el transmisor como en el receptor.
La figura muestra que la aproximacion analitica funciona muy
bien en todos los casos. Los méaximos errores relativos son
2.8%, 1.1% and 0.24% para los casos L =2, L =4y L = 8§,
respectivamente.
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Fig. 2. Capacidad Outage de un canal MIMO 3 x 3, en funcion de la
probabilidad outage, para un canal de dos rayos.

En los siguientes resultados se considera un canal correlado
espacialmente en recepcion e incorrelado en transmision, con
matrices de correlacion espacial diferentes para los distintos
taps. Estas matrices de correlacion fueron obtenidas con el
modelo de canal de [13] [14]. Este modelo supone un canal
MIMO espacialmente balanceado con arrays lineales en el
transmisor y el receptor. El modelo supone que cada tap
del canal es debido a un conjunto de ondas que llegan al
receptor con un mismo retardo. En cada tap, la direccion
de llegada de las ondas (respecto el eje del array) sigue una
distribucion Gaussiana alrededor de un valor promedio (6,,)
con una desviacion estandar o?.

La figura 3 muestra resultados de capacidad outage (para
probabilidad outage del 1%) en funcidon de la separacion
entre las antenas receptoras para diferentes configuraciones
MIMO. En este caso la codificacion OSFBC utiliza el codigo
de Alamouti, luego R = 1. El nimero de tonos OFDM es
K =128 y la SNR promedio es p = 15 dB. Se considera un
canal con L =6y 0, = (n+6)7/16, n =0,..., L — 1.
Es decir, los valores medios de los angulos de llegada estan
distribuidos uniformemente en un arco de 57 /16 radianes. Se
supone un PDP uniforme y la misma desviacion estandar en
las direcciones de llegada para todos los taps: o? = (7/36).
Una vez mas los resultados analiticos se ajustan muy bien a las
simulaciones de Monte Carlo, siendo el maximo error relativo
igual a 2.8%.

Utilizando el modelo de canal anterior, la figura 4 muestra la
capacidad outage (para probabilidad outage del 2%) frente a la
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Fig. 3. Capacidad Outage (para 1% de probabilidad outage), de diferentes
configuraciones MIMO, en funcion de la separacion entre antenas receptoras.

SNR promedio, suponiendo que la separacion entre las antenas
receptoras es una longitud de onda. El resto de parametros del
canal y del sistema son iguales que en el caso anterior (figura
3). En este caso el error relativo maximo fue del 2.7%.

(o)
T

v 2x2,R=1

o 2x3,R=1

~
T

o 3x2,R=2/3

w R ) [«2)
T

2% - Outage capacity (bps/Hz)

N

&b

5 10 15 20
SNR (dB)

=y

Fig. 4. Capacidad Outage (para 2% de probabilidad outage) en funcion de
la SNR promedio en el receptor.

V1. CONCLUSIONES

En este trabajo se proponen expresiones analiticas muy pre-
cisas para la capacidad ergodica y outage de sistemas MIMO
que utilizan codificacion OSFBC. Las expresiones propuestas
son funciones sencillas de las matrices de correlacion espa-
cial del canal y muestran claramente la dependencia de la
capacidad con los parametros del canal y del sistema MIMO.
Se demuestra que, en canales espacialmente balanceados, la
capacidad outage esta determinada por los valores especificos
del PDP, independiente de su retardo. La capacidad ergodica
es totalmente independiente del PDP del canal. Por tanto, se
puede concluir que la capacidad no depende de la selectividad
en frecuencia del canal. También se demuestra que canales
espacialmente correlados pueden tener una capacidad ergodica
similar a los correspondientes canales incorrelados. Por otro
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lado, la selectividad espacial siempre mejora la capacidad
outage.
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