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Abstract—In this paper, a new technique for unidimensional regressin Siguiendo el principio SRM para el ajuste del modelo debemos
based on support vector machines is presented. The method Based minimizar la siguiente funcion de coste:
on the addition of new linear restrictions to the standard (o global)

support vector machines technique. Despite the new linearestrictions, 2 ()
a quadratic programming problem is also obtained. Moreover the use =3 Z l|wr|” + CZ Z (5 + ¢ ) 1)
of support vector machines allows us a straightforward dewation of k=1 i=1

a nonlinear extension of the proposed technique. Finally, isiulation

results are presented in which the proposed technique is afipd to an sujeto a las siguientes restricciones

equalization problem, in this example the proposed technige presents (k) + by — yik) <e+ 5{’6) Vi=1,...,Ne (2)
similar results to those of the Bayesian (optimal) equalize The technique A o Tk ' Y
is also applied to a nonlinear regression problem in which loal modeling yf ) _ 5 ) by < e+ §§ ), Vi=1,...,Ne (3)
provides better results than global modeling. Wiz, 4 b Way + b 4)
1Lbr 1 = W2Lbr 2,
I. INTRODUCCION M g >0, (5)
Las maguinas de vectores soportugport Vector Machines conk =1,2.

SVM) [] son un método general para la resolucion de probe  Se ha asumido como funcién de perdidas la funeidmsensitive

de regresion y clasificacion. Para regresion, la verdejaas SVM  de Vapnik. La principal diferencia respecto a la SVM traofiil
respecto a otras técnicas es su capacidad para geneealerarada- (o global) es que se ha introducido una restriccion lineds m
mente a partir de un conjunto reducido de patrones de entient®. dada por [[#) que, como ya se ha mencionado antes, fuerza la
Esto es asi debido a que en su formulacion emplea el piindi® continuidad del modelo. Para resolver el problema de opticidn
minimizacion del riesgo estructurebifuctural Risk Minimizatioo  anterior recurrimos a los multiplicadores de Lagrange, emey
SRM) en lugar de la minimizacion del riesgo empirignpirical  |jugar creamos el Lagrangiano

Risk Minimizationo ERM) tipico, por ejemplo, de las redes neu-

ronales convencionales. b &
Por otro lado, en algunos problemas de modelado es mejoeampl Z Hw’“” + CZ Z (‘5( ) 5( ))

modelado local en lugar de modelado global. Por ejemploa par 2 N F=te=t

problemas de regresion lineal, un modelo lineal a trarRgscewise- Z Z ©) (6 n g(k) n y(k) (k) _ bk)

linear o PWL) presenta muy buenos resultados. En esta linea esta — T

el modelo lineal a tramos canbnico de Chlia [2] o los hipegsa ; ];

bisagra Hinging hyperplanesde Breiman([8]. Siguiendo esta misma Z Z

k=1 i=1

[ (6 + &M~y +wpa + bk)
idea de emplear modelado local en lugar de modelado global,

pretgnd_emos aplicar el principio SRM en cada tramo forzdado + A{(w1 — wa) Ty + (b1 — b2)},  (6)
continuidad de nuestro modelo. De esta manera estamosdorean
una SVM a tramos, lineal o no lineal. dondmi’“), dU“ y r ) son los multiplicadores de Lagrange,

que deben ser posmvos. La solucion al probleida (6) vieagad
II. SVM CON UN PUNTO DE RUPTURA por el punto de ensilladura del Lagrangiano es decir, gherdes

En esta seccion vamos a presentar un método para refgresﬂﬁn'mlzar [@) respecto avy, b, 5 y 5 conk = 1,2y
a tramos con un {nico punto de rupturs,. que de momento Maximizarlo respecto a los multiplicadores de Lagrange.
asumimos conocido, para un espacio de entrada unidimehsion Tomando derivadas parciales, igualandola® g sustituyendo
Para ello, se parte de los patrones de entrenamiento queérest8" [@) obtenemos el problema dual de optimizacigh (7). ®ich

etiquetados dependiendo del tramo al que pertenezcan: problema, al igual que en la obtencion de la SVM global, es un
problema de programacion cuadraticguddratic programmingo
( ('1)7 yfl)) Si xigmbry Vi:lw‘ley QP)
(2) (2)) i -
( Ly Si xi > xpr, Vi=1,...,Na.
' ' argmin = Z Z [( *) Ek)) (dgk) - algk)) X
En primer lugar se presentara el método para el caso desiégr al®), ““) k=1i,j=1
lineal y a continuacion se hara la extension a regresiiineal. (k) (k)
(o - ) (7 - )]
A. Regresion Lineal: PWL-SVM 2 Ny 2 Ny
. . (k) (k) (k) [ ~(k) (k)
Para el caso lineal nuestro modelo viene dado por Te Z ( T ) ZZ% (O‘z' - ) . (D
k=1 1i=1 k=1 1i=1
wix + b1, Siz < Tpr sujeto a
y=f(z)= :
waex + b2, Slx > Tpr 2 Ny
. . . ~(k) _ (k) _
ademas se debe cumplir que el modelo sea continuo, es skecir, Z Z (ai & ) =0,

debe cumplir

W1Thr + b1 = wayy + ba.



Si expresamod]7) de manera matricial, nuestro problema es

G, o = argmin1 (@—a)"K(a-a)

a,o
te(@ta) 1—(a-a)'y, (8)
sujeto a las mismas restricciones, donde =
(y§1>,...,y§;f,y§2>, . ,yﬁ; T, a y & se definen analogamente

Por otro lado, el calculo de Ids, también se hace a partir de las
condiciones KKT:

br = y](,k) — Z dg.k) — ag.k)) |:l~€ (mg.k), mgk))

(
—K (mbr,x- )] +¢€, Si a;k) €(0,C)y &) = o,
(

<.
~ |
&
N

-

J

Ny
ay, 1 es un vector de las dimensiones adecuadas con todas sus j, _ () _ Z &) _ a(.k)) [K (m(k) x(k))
J J J i o4y

componentes iguales a uno, y por Ultimo la matrizkéene| que
es diagonal por bloques, se define de la siguiente manera

(A 0
<=(% &)
siendo

(Al = (wﬁ’“) - mbr) (a:ﬁ-’“) - mbr) Vi j=1,..., N
Una vez resuelto el problema QP, podemos obtenetuvjosgle la
siguiente manera

Ny

Wi = Z (dgk) — aik)) (mik) — xbr) .
i=1

j=1
i (zra)] = e, sial € (0,0)y ol =0,

conl < ¢ < Ni. Una vez resuelto el problema QP y obtenidos
los by, la salida de nuestro modelo vendra dada por

N
y = Z (&Ek) — agk)) [FJ (mgk), m) — & (xpr, x)] + bg,
i=1
dondek =1siz <z Yy k=2 Siz > xpy.
Finalmente cabe destacar que es posible aplicar transfames
diferentes a cada tramo, obteniendo dos funcideesel diferentes.

Finalmente el calculo de los, se puede hacer mediante lassta caracteristica facilita la aplicacion de modelautzall en lugar

condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [1]:
) Me@oyal =o

% %
(

y O‘ik) =0

b = yZ(k) —wix;  +€ Sia

by = ylm - wk:rg-k) — ¢, Si dgk) € (0,C)

conl<i< Ny.

de modelado global.

[1l. GENERALIZACION A M PUNTOS DE RUPTURA

En esta seccion se generaliza la técnica de regresi@imen-

Es importante destacar que una vez resuelto el problemasignal al caso en el que tenembs puntos de ruptura, que ademas

obtenidos losw; y los b;, no es necesario conocer Iaé’“) para
calcular la salida del modelo. Esto no ocurre en el caso desinm
no lineal.

B. Regresion no Lineal: PWNL-SVM
La extension a un modelo no lineal a tramddegtewise Non

deben ser conocidostyy,,...,xwr,,. Se presentarda la técnica
Unicamente para el caso lineal, para realizar su extemsiegresion
no lineal basta con sustituir los productos internos en ghae de
entrada por productos internos en el espacio transformamigar
el kernel trick

Siguiendo un desarrollo similar al que se ha realizado eedei@n

Linear o PWNL) es practicamente directa aplicando el denominad@yerior, pero afiadiendo una restriccion adicional polacpunto de
kernel trick En primer lugar los datos de entrada son transformadggyiyra obtenemos un problema analogdla (8) en el que ldzmatr

no linealmente a un espacio de mayor dimension, inclusifiaito,
mediante la transformacion(-),

RO R,

y en dicho espacio transformado aplicamos el algoritmaalin@or
lo tanto, en el espacio transformado el modelo viene dado por

_ [ wig(z)+ b,
y‘f(x)‘{ wh () + be,

sujeto a la siguiente restriccion

Wi B(x) + b1 = w3 p(x) + be.

siz < xp

siz >z

Aplicando los mismos pasos que en el caso lineal, obtenemos u

problema de optimizacion equivalente[@d (8), con la difei®mue
en este caso los bloques de la matrizkdenel vienen dados por

A, = (6 (=) ~ o @) (¢ (1) ~ 6 (@)

conl <i,5 < Ng.

dekerne| de dimensioned_y" 1" Ny x 3211 Ny, se calcula de la
siguiente manella

M-—-1 M-—-1

K=A+) (B.+B[)+ ) Cy
k=1 k=1

siendo A una matriz diagonal por bloques con la siguiente
estructura

9)

A, 0 - 0
0 Ay .- 0

A= ,
0O o0 A

y las A, vienen dadas por

T
[Ak]i,j = (xgk) - xbrk—l) (x§k) - xbr}ca)

Definido de esta manera debemos conocer la transformacion n

lineal ¢ (+). Sin embargo, mediante kérnel trick es posible sustituir

los productos escalares en el espacio transformado porumc#i

con1l < 4,57 < N,. Cabe mencionar que por simplificar la
notacion, se ha afladido un punto de ruptura adicionalcificti

kernel Dicha funcionkerneldebe satisfacer unas condiciones conges,,, = xr,. Por otro lado, la definicion de las matric&. y

cidas como las condiciones de Mercer [1]. Finalmente, losju@s

de la matriz dekernel se pueden expresar de la siguiente manera

[A’“]z’,j =K (mz(.k), xgk)) —K (371;7‘7 mgk)) -k (mz(-k), mbr)

+H($b'r7$b'r)7 VZ,]:L,Nk

1
y = (yi)ym

C; viene dada por[{10) y[[11), respectivamente. Para finalizar,

(1), (2) (M+1)

7yN17y1 PR y

, NZ\/I+1) , a y a se definen

1Es importante resaltar que si el indice inferior de un soniaes mayor

que el superior, dicho sumatorio vale



(k+1) k+1 M+1 k41 pr
[Bk]“:{ (mbm,+1*xbrk)( 3 *xbrk)y Si Y TN <i<Y, T Ny Zl N<i<SETN . (10)

0, en caso contrario
[Ck], . = (xbrk - xb’”kJrl) (xbrk - xb’”kJrl) , S Zk+1 Ny <i,5 < 2M+1 N . (11)
0, en caso contrario
analogamente &, y los wy, se calculan de la siguiente manera Dadas las dimensiones del vectsfn] y el tipo de modu-
~ lacion (BPSK), exister2® *™V vectoress; posibles, de manera que
wy = Z (d(.l) _ a(.1>) (m<1) . ) también exister2™ Y estados del canal diferentés;). Dichos
’ ’ ‘ ! estados del canal se pueden obtener de la siguiente maRera:

1=

{ri =Hs;, Vi=1,...,2" "N} Para una modulacion BPSK}

N
wi=% (dgk) _ oé“) (mglﬂ _ wbrk,l) + se puede dividir en dos subconjuntos
1= +1
M+1 N; REY = {ri,s[n — d] = £1}.
~ (1 1
(@ —Tore1) D Y (CME) —af )) VE=2,...,M+1 Con lo cual, el igualador debera encontrar la frontera dsifé!
I=k+1 i=1 cacion entreR™") y R™): g(y[n]) = 0. En particular, la frontera
IV. RESULTADOS DE SIMULACION optima, dada por el igualador Bayesiano, es no lineal yevidedda
En esta seccion vamos a presentar diversos resultadosnde Slp '
lacion de la técnica de regresion que se ha propuesto.rigrep ly[n] — rill
lugar lo aplicaremos a un problema de igualacion no ciegalen 9(y[n]) = Z exXp <__ 202 )
gue un modelo PWL-SVM trata de aproximar la frontera optaea re R(HD
decision. En segundo lugar compararemos la SVM no linearads lly[n] — r:|? 13
(PWNL-SVM) con una SVM global. - Z(: )eXp T 202 (13)
r;eR(-1
A. Igualacion no ciega Por otro lado, la frontera que se obtiene mediante un igoalad

En este apartado vamos a aplicar una SVM lineal a tramosligleal viene dada por
problema de igualacidbn no ciega de sistemas SIS@g(e-Input T
Single-Outpuyt Comenzaremos por realizar un breve introduccion g(yln]) =w"yn]

a la igualacion no ciega y después veremos como aplicéclida  dondew se suele obtener de acuerdo a un criterio de cero forzado

propuesta a dicho problema. (zero forcingo ZF), o de acuerdo a un criterio de minimo error
Si asumimos un sistema de comunicaciones digitales maestrecuadratico medio riinimum mean square erroo MMSE). Si se
a la tasa de simbolo, la sefial a la entrada del igualador es emplea el criterio MMSE se obtiene el filtro de Wienler [5].
N Como se puede ver la funcion discriminante optima entee lo
n) = Z h[n — k]s[k] + e[n], (12) estados del cand[TIL3), es relativamente compleja y el gastputa-

cional asociado puede ser elevado. Para disminuir dichalefidad
donde[n] el es canal equivalente, que se ha asumido FIR C@qmputamonal han aparecido diversas técnicas, algueasllds
asadas en SVM_[6][]7]. Lo que se propone en este articulo es

N +1 coeficientes. Por otro lade[n] son los simbolos transmitidos roximar la fronter iima de d 0) mediant
qgue asumiremos que pertenecen a una modulacion BBBK ¢ aproxi ar la frontera optima de decisiog(g[n]) = ) ediante
tramos lineales, de manera que el gasto computacional sear me

1,-1 ido aditivo bl G AWGN
({:on va};l)aﬁzi[fn] es un ruido aditivo blanco y Gaussiano ( )una vez entrenada la PWL-SVM. Dado que el método desatméa

Bajo estas condiciones el igualador dptimo simbolo eelmes E?arrz r;?tr;i'gp I;ném?g?}ﬁﬂnaelrssrjgg;gm'lt;?g: :chsf?f m_eé;
el igualador Bayesiano. Para un igualador transversalrdgtial M, P P y

. 7 o . I el decisor viene dado pain — d] = signo(y[n — 1] — f(y[n])),
la estima del simbolo transmitido se realiza de la sigeienanera -
g donde f(y[n]) es nuestra funcion PWL-SVM. Por el momento,

$[n — d] = signo(g(y[n])) el nUmero de puntos de ruptura de la aproximacion PWL de la
- _ frontera 6ptima hay que elegir® priori, aunque si se sobreestima
dondey(n] = (y[nl,...,yln — M +1])7 y g(-) €s una funcion |55 prestaciones son similares. Por otro lado se ha asumitizico

discriminante, lineal o no lineal, de las observaciones.[#lnse | yjor de dichos puntos de ruptura en los desarrollostedeos en
propuso que el problema de igualacion optima puede VEIB®C |55 seccioneRlil {11, sin embargo, para esta aplicacioneegsario
un problema de clasificacion entre Iqs estados del canaho¥ea 5jcyjarios, para ello emplearemos el método propuestGpoa [2].
explicar un poco mas en detalle esta idea, para lo cual @g1@PS  pjcho método se basa en minimizar iterativamente el etraditico
por expresar{12) de manera matricial en una situacionusitor  yedio mediante bisqueda lineal en la direccion dada ponatndo

r[n] = Hs|n] de segundo orden.
Para este ejemplo ilustrativo del método propuesto hemwos e
dondes[n] = (s[n],...,s[n — M — N +1])" y H es la matriz pleado un canal extremadamente sencillo dado f#¢t) = 1 +
de convolucion del canal, de dimensiongs< (M +N) y estructura 0.5z~*, el nimero de puntos de ruptura elegido es 2 y el retraso
Toeplitz, que viene dada por d = 1. En primer lugar, en la figuid 1 se puede ver la frontera Gptim
de decision, la frontera de PWL-SVM (para su entrenamisatban
R[0] --- h[N] 0 0 A .
0 h[0] --- K[N] --- 0 usadoL = 50 puntos de la frontera 6ptima), la frontera del igualador

H= ' ' ] MMSE vy los estados del canal. Como se puede ver, la aproximaci
: - : de la frontera optima por la PWL-SVM es muy buena. Finalment
o - 0 R[0] .-+ A[N] para comparar las tres técnicas de igualacion hemosidbtenBER,



SNR =10

yln-1]

o, s[n-d] =1 3k —Modelo tedrico
-1 w1, s[n—d] = -1 ® Muestras para entrenamiento
L --- Eliayesiano 2| “--PWNL=SVM
-15 = - —PWisvm | G\ SVM global 0® = 0.5
N ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ o MMSE L ‘ == SVM global 6% = 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 0 5 10 15
yln] X
Fig. 1. Fronteras de decision. Fig. 3. Modelado global vs. local.
10° ‘ ‘ ‘ ’ ‘ T —PWL_SYM de la SVM no lineal global para cadd, respectivamente. El modelo
) f}hBAa:Ay;séiano PWNL-SVM practicamente es igual al modelo tebrico. Payaiear
10-1’“9‘%9\9_ ‘ la mejora obtenida es facil ver que para la SVM global si wmam
*\e\&\\ una varianza dekernel elevada no puede ajustar adecuadamente la
zona de variaciones bruscas y si su varianza es pequefia ajab
10” g i la zona de variaciones suaves. Esto no ocurre con la PWNL-SVM
% ‘ \ ya gque nos permite usar dos varianzas diferentes, una par zon
10° V. CONCLUSIONES
; \\ En este articulo se ha presentado una técnica de regresi@mos
107 , mediante SVM. Esto se ha conseguido afladiendo una réstricc
\) adicional al problema por cada punto de ruptura, resultahdimal
5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ un problema QP al igual que en la SVM tradicional. Sin embargo

10 . , . ., e
0 2 4 6 8 10 12 14 16 mediante la técnica propuesta la extension a regresidtidimen-

St end® sional no es inmediata. Por otro lado, al usar las SVM la sidera

regresion no lineal es inmediata sin mas que aplic&estel trick
Fig. 2. BER para las distintas técnicas de igualacion. y en general son capaces de generalizar mejor que otrasagcn

Por otro lado se han presentado dos aplicaciones de lecéédei

regresion propuesta. En primer lugar se ha aplicado aagidel

que se puede ver en la figlth 2. En dicha figura se puede obsepgiciega aplicando regresion sobre la frontera dptima etgsibn,

como la igualacion mediante PWL-SVM presenta unos redofta presentando resultados muy cercanos al igualador Bagesfaen
muy proximos al igualador Bayesiano y como el MMSE se quedgundo lugar se ha aplicado a un problema de regresiome, li

lejos de ambos. Es decir, que obtenemos unos resultadrsnp en el cual presenta ciertas ventajas respecto a una @ymglsbal.
al igualador 6ptimo con un incremento computacional de=spble
respecto al igualador MMSE, s6lo es necesario realizarsena de
comparaciones para ver en qué tramo se encugihitia Este trabajo ha sido financiado por el MEC (Ministerio de
Educacion y Ciencia) bajo el contrato TEC2004-06451-GB5y
B. Modelado global vs. local el programa de becas de formacién de profesorado unmeéesit
En este apartado comparamos la SVM no lineal a tram{sP2005-5366 y AP2006-2965).
(piecewise-nonlineaBVM o PWNL-SVM) con una SVM no lineal
global. Lo que se quiere demostrar es que en algunos casqicelr
modelado local en lugar de global presenta mejores resgitad [1] B. Scholkopf and A. J. Smold.earning with Kernels: Support Vector
prestaciones y en la complejidad del modelo final resultaPéea B”g;h";ﬁ?rv Eri%‘;'agégtl'onr Optimization, and BeyonGambridge, MA,
ello hemos generado un modelo que presenta dos zonas t#ref) | 0. chua and A. Deng, “Canonical piecewise-linear niogg’ IEEE
(x = 4), una de variaciones bruscas y otra de variaciones mas Trans. on Circuits ans Systemml. 33, no. 5, pp. 511-525, May 1986.
suaves. Para entrenar las SVM se emplean muestras alemotéa [3] L. Breiman, "Hinging hyperplanes for regression, dasition and func-
seleccionadas del modelo. En la figlila 3 se puede ver el modelo 22” ;ppro’gg“ga“logig'zEAiTrlaggg‘Ct'ons on Information Theoryol. 39,
tebrico, las muestras empleadas para el eqtrenamienter(d@tal), 4] G..J.’(gipb.son, S Siu” ani; C.E Cowan, “The application ofilinear
el resultado de la PWNL-SVM y la SVM no lineal global, ambas co” ~ structures to the reconstruction of binary signalEEE Transactions on
kernelGaussiano. Los parametros elegidos €0n= 20, ¢ = 0.001, Signal Processingvol. 39, no. 8, pp. 1877-1884, August 1991.
02 = 0.5 para la PWNL en la zona de cambios abruptas®y=1 [ E ﬂzsr/giznbArgzaptge:Iigfcrézhgg%’:th:dNa\l;’i;e?/tgcze J‘lallaZXOZ-Anés
en Ia.,zona de_ camb2|os suaves, para la SVM global se han us{)‘eaol?'odr’lguez, “S\’/C-'based equalizer ’for Burst TDMA gaz)niniss;"Signal
también los mismos~, uno para cada una de las SVM entrenadas. processingvol. 81, no. 8, pp. 1681 — 1693, August 2001.
En dicha figura se observa como la PWNL-SVM presenta un{g |. Santamaria, R. Gonzalez, C. Pantale6n, and J. @cipe, “Maximum
resultados superiores a la SVM no lineal global usando estieu margin equalizers trained with the Adatron algorith@iginal Processing
ocho vectores soporte menos: 31 de la PWNL-SVM frente a 37 y 39 V0! 83, no. 3, pp. 593-602, 2003.
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