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Resumen

En esta memoria tratamos el problema de determinar cuando una fun-
cién tiene una primitiva que pueda ser expresada en términos de funciones
elementales desde un punto de vista algebraico. Ademads, comentamos una
serie de algoritmos que calculan la primitiva de una funcién racional y sien-
tan las bases de un algoritmo general (el de Risch). Finalmente, aparece la
funcién de distribuciéon normal e, como ejemplo de que algunas funciones
elementales no tienen primitiva elemental.

Palabras Clave: Integracién simbdlica, Teorema de Liouville, Funciéon ele-
mental, Funcién de distribucién normal.

Abstract

In this report, we study the problem of determining whether a function
has an antiderivative that can be written in terms of elementary functions.
Additionally, we discuss a collection of algorithms that find the antiderivative
of a rational function and lay the groundwork for a general algorithm (the
Risch’s algorithm). Finally, the normal distribution function e~ appears as
an example of function that does not have an elementary antiderivative.

Keywords: Symbolic integration, Liouville’s Theorem, Elementary function,
Normal distribution function.
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Capitulo 1

Introduccion

La evolucion del calculo de primitivas a lo largo del tiempo ha sido un
proceso que abarca varios siglos y ha involucrado a numerosos matematicos
destacados. En la antigiiedad, los mateméticos griegos, como Arquimedes,
trabajaron en el calculo de areas y volimenes, sentando las primeras bases del
calculo integral. Sin embargo, el concepto moderno de primitivas y derivadas
no se desarrollé hasta el Renacimiento, cuando matematicos como Fermat y
Barrow comenzaron a explorar las ideas de tangentes y areas bajo curvas.
Ya en el siglo XVIII es cuando surge el primer algoritmo para calcular una
primitiva, eso si, de una funcion racional. Este primer algoritmo, pese a sus
limitaciones, supuso una fuente de inspiracién para diferentes matematicos
de la época, y fue a raiz de ese momento que comenzd a aparecer una serie
de algoritmos, cada cual mas complejo y a la vez mas perfeccionado y menos
limitado que el anterior.

Pese a ello, no fue hasta entrado el siglo XX, con el avance de la compu-
tacion, que se desarrollaron algoritmos algebraicos, como el algoritmo de
Risch (Robert Risch), para abordar la cuestién de calcular primitivas de ma-
nera algoritmica. El algoritmo de Risch se desarrolla en un contexto histérico
donde destaca el desarrollo de la teoria de Galois, la teoria de la integracion y
el calculo simbdlico, y tiene como objetivo responder a la pregunta de si una
funcién dada tiene una primitiva elemental, es decir, si su integral indefinida
puede expresarse en términos de funciones elementales. El algoritmo se basa
en una combinacién de técnicas de algebra diferencial y teoria de nimeros
algebraicos.

Aunque el algoritmo de Risch en toda su extension no pertenece al conte-
nido de este trabajo, principalmente por su elevada extensién y complejidad,



los resultados mostrados a lo largo de este proyecto podrian considerarse
como una introduccion al algoritmo de Risch. No obstante, Es importante
destacar que, aunque el algoritmo de Risch es un método poderoso y general,
existen funciones para las cuales no puede encontrar una primitiva elemental.
De hecho, se ha demostrado que la cuestion de la integrabilidad elemental es,
en general, algoritmicamente irresoluble. El problema de determinar cuan-
do una funcién admite una primitiva elemental y cuando no se trata en el
Capitulo 3, y el resultado principal se conoce como Teorema de Liouville.

Ademas, cuando no es posible encontrar primitivas de manera exacta,
se recurre a métodos numéricos para obtener aproximaciones precisas de las
integrales.



Capitulo 2

Integracion de funciones
racionales

En este capitulo describiremos algunos algoritmos para integrar funcio-
nes racionales. Este caso, que es el mas sencillo pues las funciones racionales
siempre tienen integrales elementales, es importante porque los algoritmos
para integrar funciones mas complejas son basicamente generalizaciones de
las técnicas usadas para integrar funciones racionales. Los algoritmos descri-
tos en este capitulo son al fin y al cabo casos especificos del algoritmo de
Risch. En lo que sigue durante este capitulo, K serd un cuerpo de carac-
teristica 0, x una variable sobre K y con’ nos referiremos a la derivada d/dx
en K(x), asi que x serd la variable de integracion.

2.1. Definiciones preliminares

Antes de entrar a comentar los distintos algoritmos que aparecen poste-
riormente, vamos a anadir una serie de definiciones en las que precisamos
el contexto algebraico en el que planteamos la existencia de soluciones, asi
como algunos resultados que se utilizan o sirven como referencia a lo largo
de este capitulo.

Definicién 2.1. Un cuerpo es una tupla (D,0,1,4,%) donde D es un con-
jgunto, 0,1 son elementos de D y +, * son operaciones binarias internas de
manera que:

1. (D,0,+) es un grupo conmutativo.



2. El producto % es asociativo, conmutativo, con elemento neutro 1. Ade-
mas, todo elemento x # 0 tiene inverso para el producto.

3. Se cumple la propiedad distributiva a x (b+c¢) =a*xb+ a*c.

4. 041,

Definicién 2.2. Un cuerpo diferencial es un par (D

cuerpo y una aplicacion d%

,%) tal que D es un

D — D llamada derivacion que cumple:
1 Aatb)=2(a) + £0)
2. L(ab)=2L(a)b+ a(b)

Llamamos derivada de f a d%(f), la denotaremos también por % o por f'.
Asumiremos siempre que la caracteristica del cuerpo es 0.

Ejemplo 2.3. EIl conocido cuerpo de funciones racionales R(X) con la de-
rivada usual de funciones racionales es un cuerpo diferencial.

Por otra parte, también se puede comprobar que si 2 C C es un dominio
(abierto conexo no wvacio de C), el conjunto de funciones meromorfas es
tgualmente un cuerpo diferencial con la derivada usual.

St D es cualquier cuerpo, la funcion constante d : D — D dada por
d(f) =0p es claramente una derivacion. La derivacion trivial.

Definicién 2.4. Dado un cuerpo diferencial D, llamamos el conjunto de
constantes a K = {a € D : L(a) = 0}.

Lema 2.5. El subconjunto K de constantes de D es un subcuerpo de D.

Demostracion. Por definicién, sabemos que K C D. Veamos primero que
Op € K. Para ello, debemos comprobar que %(OD) = 0p: Seaa € D, entonces

(a)' = (a+0p)" = (a)’ + (0p)'
por lo que (0p) =0p y 0p € K.

1. K es cerrado para las operaciones: Sean a,b € K, entonces (a + b)’ =
a'+b =0+0=0luego (a+0b) € K. Analogamente, (ab)’ = a'b+ab’ =
0b+ a0 = 0 luego (ab) € K. Asi, hemos probado que K es cerrado para
la suma y el producto.



2. Veamos que 1p también es un elemento de K. 1, = (1p x 1p) =
yx1lp+1px1p =14+ 15, luego 1, =0y 1p € K.

3. Elemento opuesto e inverso: Veamos que para todo a € K,a # 0, se
tiene que (—a) y a™! € K.
0=0'=(a—a) = (a+ (~a)) =d+ (~a) = (~a)’
luego (—a) € K. Por otro lado
0=1=(a(a™)) =da'+ala?) =ala?),
ycomoa#0, (a7 =0ya'ekK.
O

Ejemplo 2.6. Volvamos al Ejemplo 2.3 y veamos cual es en cada caso el
cuerpo de constantes. En el caso de R(X), el cuerpo de constantes K lo
formarian todas las funciones constantes (que no dependen de la variable
X).

Para el cuerpo de funciones meromorfas en §2, el cuerpo de constantes lo
formardn todas las funciones definidas en Q) cuya derivada sea idénticamente
0 en Q. Es decir, de nuevo, las funciones constantes.

Ademds, si en cualquiera de estos ejemplos considerdsemos la derivada
trivial (aquella que manda cualquier elemento a 0), el cuerpo de constantes
seria iqual al cuerpo inicial.

Veamos ahora, algunas de las propiedades conocidas de la derivada para
cualquier derivacion.

Lema 2.7. Sea f € D, entonces (f*) =nfr1f.

Demostracion. Probemos el resultado por induccién: En el caso base n = 1:
f" = 1f'. Supongamos, por tanto, el resultado cierto para n— 1. De ese modo,
(f"1Y = (n—1)f"2f". Veamos que el resultado es cierto para el caso n:

(™)' =y =
y usando la hipétesis de induccion tenemos que

(P F+ 7 = = D 4 T =

Por lo que queda demostrada la propiedad por induccion. O



Lema 2.8. Sea D un cuerpo diferencial y f,g € D, con g # 0 entonces
(f/9) = (f'9—f9)/g*
Demostracion. Sea f € D, tomando g € D se tiene que f = fg, luego

f = (f%)’ = (%)/g + %g’, donde se ha utilizado la defincién de derivada. Asi,
despejando,

(1)’: f'=1d _ fo—fg
g g 9

]

Proposicion 2.9. D es un espacio vectorial sobre K y diz :D — D es una
aplicacion K-lineal.

Demostracion. Como K es un subcuerpo de D, D es un K-espacio vectorial.
Por otra parte, para probar que % : D — D es una aplicaciéon K-lineal,
basta comprobar que es lineal respecto a la suma de vectores y la multiplica-
cién por escalares. No obstante, ambas popiedades son consecuencias directas
de la definicién de derivada, pues:
1. para todo a,b € D, L(a+1b) = L(a)+ L(b).

2. para todo a € K,u € D, se tiene que +(au) = L(a)u + at(u) =

dz
ol (u).

]

Nuestro objetivo a lo largo de este trabajo es tratar de averiguar qué con-
diciones debe cumplir una funcién para que su primitiva pueda expresarse
a partir de funciones elementales. En un primer lugar consideramos como
funciones elementales los logaritmos y exponenciales (aunque més adelante
se prueba que existen otras funciones que también lo son, como las trigo-
nométricas). Por este motivo, vamos a introducir la nocién de logaritmo y
exponencial.

La necesidad de introducir logaritmos aparece de manera natural como
respuesta a la integracion de funciones racionales. Si no utilizaramos los lo-
garitmos, bastaria tomar cualquier elemento z € D trascendente sobre K de
manera que 2’ = 1 para ver que 1/z € D no tiene una primitiva en K(z).

Definicién 2.10. Sea D un cuerpo diferencial y 0 € D, decimos que 6 es un
logaritmo si eziste un elemento f € D tal que §' = f'/f.
En caso de existir, escribiremos 6 = log(f).

6



Ejemplo 2.11. Veamos que el logaritmo de una constante también es una
constante. Sea ¢ € K, ¢ # 0, entonces se tiene que ¢ = 0. Si tomamos el
logaritmo de ¢, (log(c)) = ¢'/c =0, luego log(c) € K.

Ademas, dada una constante cualquiera a siempre podemos considerarla
como un logaritmo, pues basta tomar cualquier elemento f # 0 del cuerpo de
constantes para probar que a’' = f'/f.

Teorema 2.12. Sean 6, « dos logaritmos en un cuerpo diferencial D, enton-
ces 0 + a es también un logaritmo en D.

Demostracion. 0 es un logaritmo en D, entonces existe f € D tal que 0’ =
f'/f. De manera andloga, existe g € D tal que o/ = ¢'/g. Veamos qué forma
tiene (0 + a)":

O+a) =0+ =f/f+d/g= 9+ fd)]fg

y considerando h = fg € D, tenemos que (6 + «) = h'/h, con h € D, luego
(0 + ) es también un logaritmo en D. ]

Definicién 2.13. Sea D un cuerpo diferencial y o € D, decimos que « es
una exponencial si existe g € D tal que o = ag’
En caso de existir, escribiremos 0 = exp(f) o 0 = e/, indistintamente.

Ejemplo 2.14. Veamos que la exponencial de una constante también es
una constante. Sea ¢ € K, entonces ¢ = 0. Tomamos la exponencial de
¢, (exp(c)) = exp(c)d =0, luego exp(c) € K.

Teorema 2.15. Sean 0,« dos exponenciales en un cuerpo diferencial D,
entonces Qo es también una exponencial en D.

Demostracion. 0 es una exponencial en D, entonces existe f € D tal que
0" = 0f'. De manera andloga, existe ¢ € D tal que o/ = ag’. Veamos qué
forma tiene (fa)":

(Ba) =0'a+0d = f'0a+ gba = (f +¢)0a = (f+ g)0a.

Asi, basta considerar h = g+ f € D para ver que (fa) = I/ (0a) con h € D,
luego af es una exponencial en D. O

Definicién 2.16. Sea D un cuerpo diferencial con una operacion dilz, decimos
que un cuerpo F' es una extension diferencial de D si (F,d) es un cuerpo
diferencial, D es un subcuerpo de F' y d extiende %. Es decir, para todo

feD, d(f) :d%(d>



Teorema 2.17. Sea D un cuerpo diferenciable, F' una extension diferencial
de D. §i 0 € F es algebraico sobre K, entonces 0 es constante.

Demostracion. Sea 6 € F' algebraico sobre K, entonces existe un polinomio
P(z) € K[X] tal que P(#) = 0. Como P(6) =0, (P(f)) = 0. Tomemos como

P(z) el polinomio minimo de #, ménico e irreducible: P(X) = Y7, a;z’,
con a, = 1. Asf, 0 = (P(9)) = Y ,(ail’ + a;i0"10") = "  alo" +
(Do, @i 1)@, Ahora, los coeficientes de Y i ai6" son todos nulos, pues
P(z) € K[X], lo que significa que los a; son constantes. Asi, tenemos que
(>0, @i 1) =0y como .1 a;i0""! es un polinomio no nulo de grado
n—1 (el término de mayor grado es a,n y K tiene caracteristica 0), entonces

0" = 0, lo que prueba que 6 es constante. H

Teorema 2.18. Sea 6 algebraico sobre un cuerpo D, entonces ' es también
algebraico sobre D.

Demostracion. Sea 6 algebraico sobre D. Tomemos el polinomio minimo de
6 con coeficientes en D, que es ménico e irreducible: P(X) = >""" a;2", con

a, = 1. Por definicién de P(X), sabemos que P(6) = 0, luego (P(#))" = 0.
Veamos qué forma tiene (P(0))":

n

0= (PO) =3 (@ +ait~0) =3 b + (Z 6) ”
=0 =1

1=0

Como el polinomio es ménico, tenemos que la primera parte de la expre-
sién anterior, > a;0’, es de grado menor que n. Distingamos ahora dos
casos, que dicha expresion sea nula o que no lo sea.

N i n i—1\gl _ -

Caso 1: )., aif® = 0. Entonces ) ", (a;i0""")¢ = 0 y como P es ménico,

/7 . n . y . . .
el término de mayor grado de " | @;i0""! es igual a n. Este es un polinomio

. . ’ . , n cni—1
de grado n — 1, menor que grade del polinomio minimo. Asi > | a0~ " #
0. De esa manera, 8’ debe ser 0 para que se cumpla la igualdad, luego es
algebraico.

Caso 2: Y " aif" # 0. Como tenemos que Y . a0 + > 1" a0 10 =

St oaiat + (3r a0 )0 = 0, despejando de esta ecuacién ¢ se tiene
que 0 = =" Ja 0t/ 30 Jalat € D(0). Asi, podemos afirmar que ¢ es
algebraico sobre D, pues 6 lo es. O

Teorema 2.19. Si g y h son logaritmos de f, entonces existe ¢ € K con
h=g+c.



Demostracion. Sean g, h dos logaritmos de f, entonces se tiene que ¢’ = f'/ f
y b = f'/f. Veamos qué forma tiene (h—g)". (h—g) =h'—g' = f'/f—f'/f =
0. Es decir, que (h — g) € K y por tanto, 3¢ € K tal que h —g = cy
h=g+ec. O]

Teorema 2.20. Si g y h son exponenciales de f, entonces existe ¢ € K tal
que h = cg.

Demostracion. Sean g, h dos exponenciales de f, entonces se tiene que ¢’ =
gf' y I/ = hf'. Veamos qué forma tiene (h/g). (h/g) = (Wg — hg')/g* =
(hf'g — hgf')/g?> = 0. Es decir, que h/g € K y por tanto dc € K tal que
h/g=cy h=gc. ]

Finalmente, probaremos dos teoremas que se son de gran importancia,
pues seran utilizados posteriormente por los algoritmos que vamos a comen-
tar.

Teorema 2.21. Sea 0 trascendente sobre un cuerpo D. P,Q € DI[0] tales
que Q sea un polinomio no constante. Sea Q = Q%' - - Q' la descomposicidn
en factores irreducibles de Q). Entonces todo elemento P/Q) € D(0) se puede
escribir de forma unica como:

r

L
=1 Qf

P
gt

donde deg(P;) < deg(Q?) para cada j € {1,...,r}.

Demostracion. Para demostrar el resultado dividiremos la demostracion en
dos partes, primero probaremos que efectivamente se puede escribir de la
forma que indica el enunciado y posteriormente veremos que dicha expresion
es unica. Observamos que Fj es el cociente entre P y (), que es tnico, por lo
que podemos suponer que deg(P) < deg(Q).

Para demostrar la existencia razonemos por induccion sobre r. El caso
r = 1 es trivial. Veamos el caso r = 2: Q = Q" Q2. Asi, podemos escribir P/Q
como P/ sz ;2 y debemos probar que esta expresion se puede separar como
una suma P;/Q + P,/Q%, donde P, y P, deben satisfacer P,Q% + P,Q' =
P. Como la descomposiciéon de () es en factores irreducibles, se tiene que
med(QY, Q%) = 1, luego por la Identidad de Bezout, sabemos que existen
a,b tales que aQ% + Q% = 1. Asi, multiplicando por P a ambos lados, se
obtiene la ecuacion deseada.



Tp—1

Ahora supongamos cierto el caso r — 1. Es decir, sea Q = Q7 ---Q, 7},

R —1
entonces P/Q se puede escribir como ) 77

el caso 7: Podemos suponer sin pérdida de gen]erahdad que deg(P) < deg(Q).
Q=Q" -Qr = (Q--- Ql’" 1)Q¥. LLamando R a QF ---Q)~}, entonces
tenemos que ) = RQT , con lo que hemos reducido el problema al caso r = 2
y podemos separar P/@Q) como suma de 2 fracciones: P = P,,/R + P./Q'r.
Ahora, la primera parte de esta expresién, P,,/R es de nuevo el caso r — 1,

o -1 P
luego puede escribirse como » "~ Qf
J

P r—1 r Pj
Q Z Q“_;Qjﬁ'

Acabamos de probar que efectivamente existen polinomios P, ..., P, que
cumplen que P/Q = Y77, P;/ Q;j . Veamos ahora cémo transformar esta

expresién en otra en la que se cumpla que deg(P;) < deg(Q ') para cada
jed{l,...,r}

Si () es un polinomio de un unico factor, entonces por la division de poli-
nomios tenemos que P/Q = Py + R/Q, con deg(R) < deg(Q) y ambos coefi-
cientes son tnicos. Supongamos ahora que () puede expresarse como producto
de dos factores unicos @ = AB. Sea P/AB con deg(P) < deg(AB). Enton-
ces P/AB = Ry1/A + Ry/B donde deg(R;) < deg(A) y deg(Ry) < deg(B).
Ademads, también existen 77,75 tal que P = T3 B + T2 A donde deg(P) <
deg(A) + deg(B). Dividiendo ahora T; entre A, se tiene que 77 = AS + R;
y sustituyendo esta expresién en P: P = T\ B + ToA = (AS + Ry)B + T, A.
Reordenando, Ry B+ (T + BS)A = Py como deg(R;B) < deg(A) +deg(B)
y deg(P) < deg(A) + deg(B), entonces deg(T2 + BS) < deg(B) y podemos
llamar (75 + BS) = Rs. Luego hemos visto que P puede escribirse de manera
que los grados de sus coeficientes cumplan las condiciones requeridas.

Veamos ahora que dicha descomposicién es tinica. Supongamos que exis-
ten Ry, Ry, T1,T5 tales que P = RiB + Ry A =T B + T5A donde

deg(Ry),deg(T1) < deg(A) y deg(Ry),deg(Ty) < deg(B).

Operando, (R, —T1)B = (T, — Ry) A. Asi, tenemos que B | (To — R2) A, pero
A, B son primos y deg(Ty — Ry) < deg(Q), luego la tnica posibilidad es que
Ty — Ry = 0y Ty = Ry. Analogamente, 77 — Ry = 0y T = Ry, luego la
expresién es unica.
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Para el caso genérico, tenemos que () puede expresarse como producto de
n factores primos @ = A1 Ay ... A,. Asi, P/Q = Ry/A1+ -+ Rp_1/An_1 +
R,/A,. Agrupando, se tiene que

P Ri(Ar.. An) + -+ Ra(Ar - An) +&
Q Ay A A,

donde ambos denominadores son primos entre si (por serlo todos los A4;) y se
puede aplicar de nuevo el razonamiento del caso n = 2.

Un apunte importante sobre esta demostracién es que solo tiene sentido
en el caso en que # es algebraico sobre D, pues estamos utilizando propiedades

de los DFU. O
Teorema 2.22. Sea 0 transcendente sobre D. 5; € D(0) con Q mdnico e
wrreducible. Entonces existe unos unicos polmomzos Py, ..., P, condeg(P;) <

deg(Q) si 1 < j < tales que:

P P, P, P
o - rotet Ty
Demostracion. La demostracion se divide en dos partes, primero probaremos
la existencia y acto seguido la unicidad. Probemos la existencia por induccion
sobre i:
Para el caso i = 1, realizando la divisiéon de P entre (), tenemos P =
P Q + Ry, con deg(R;) < deg(Q). Entonces, g =P+ %, donde deg(R;) <

deg(Q).

Supongamos el resultado cierto para i = n — 1. Asi, % =F+ % +
S Qn T, donde deg(P;) < deg(Q) paral <j <n—1.
Ahora veamos que se cumple para i = n:
P 1 P 1 P Pnl)
— == =—(P+—=+ -+
Q" QR Q ( Q Q-
y realizando la divisién, tenemos
P PO P P,

et Ty

donde go vuelve a ser el caso ¢ = 1, por lo que es igual a T + 0y con ello
hemos demostrado la existencia.
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Ahora veamos la unicidad:
Supongamos que existen Py, Py, ..., P, y Ty, T}, ..., T, con las caracteristicas
requeridas tales que

P1 Pn P Tl Tn P
PB+—=++t—=—=Th+—=+ "+ —=—.
) Q" Q" " Q Q" Qn

Restando ambas expresiones se tiene que (Py—Tp) + % N % =0.
Ahora, multiplicando por @™ tenemos el polinomio

(Po—To)Q" + (P, —T)Q" '+ -+ (P, —T,) =0 (2.1)
donde @, @Q?, ..., Q" son ménicos. Despejando, se obtiene que
(Tn - Pn) = (PO - TO)Qn + (Pl - Tl)Qn_l + -+ (Pnfl - Tnfl)Qa

de donde se puede concluir que (7,, — P,,) es un miltiplo de ). Sin embargo,
sabemos que deg(P,),deg(T,) < deg(Q), luego deg(T,, — P,) < deg(Q) por
lo que la tnica forma de que (T,, — P,) sea multiplo de @ es que T,, — P, =0
y por tanto P, = T,,. Volvamos ahora a la expresién 2.1 y restemos P, /Q" =
T,/Q". El exponente méximo de () ahora es n — 1. Repitamos el mismo
proceso para probar que P,y = T,,_1 y asi sucesivamente hasta demostrar
que P; =T; para todo i, lo que prueba la unicidad. O

Ahora si podemos introducir los distintos algoritmos de integracién. Como
bien indica el titulo de este capitulo, todos estos algoritmos proporcionan la
primitiva de una funcién racional.

El problema de integrar funciones racionales parece ser tan antiguo co-
mo el de la derivacién. Segin Ostrogradsky [5], Tanto Newton como Leibniz
trataron de obtener la integral de una funcién racional, aunque no lograron
disenar un algoritmo completo. La idea de Leibniz se basaba en calcular una
factorizacion irreducible del denominador sobre los reales, posteriormente una
descomposicion parcial en fracciones donde cada denominador tenga grado 1
0 2 en x, y una vez ahi integrar cada sumando separadamente. Sin embargo,
no fue capaz de resolver totalmente el caso de un denominador cuadratico.
A principios del siglo XVIII, Johan Bernoulli perfeccioné el método de la
descomposicién parcial en fracciones, completando asi el método de Leibniz.
Este es hasta el momento el algoritmo de integraciéon mas antiguo que cono-
cemos [4]. Pese a ser el mas antiguo de todos, este sigue siendo el método que
encontramos habitualmente hoy en dia en libros de texto, y que se ensena
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en los institutos e incluso en las asignaturas de introduccion al calculo de
la universidad. El principal problema que presenta dicho método reside en
la dificultad de calcular la factorizacién completa de un polinomio sobre los
reales. Este problema fue objeto de investigacién a lo largo del siglo XIX vy,
ya en 1845, el matemédtico ruso M. W. Ostrogradsky [5] presenté un algo-
ritmo que permite calcular la parte racional de la integral sin necesidad de
factorizar. Aunque este método se ensend a los estudiantes rusos, y aparece
en algunos libros rusos de andlisis, no fue enseiado de manera global en el
resto del mundo, donde se descubrieron algoritmos similares de manera inde-
pendiente. Ese fue el caso de Charles Hermite [3], quien publicé en 1872 un
algoritmo distinto al de Ostrogradsky pero que lograba el mismo objetivo,
calcular la parte racional de la integral sin necesidad de factorizar. El proble-
ma de calcular la parte trascendental de la integral siguié pendiente durante
mas de un siglo, y ha sido resuelto finalmente en publicaciones recientes. Los
diferentes algoritmos, asi como sus respectivos cédigos se encuentran en [1].

2.2. El Algoritmo de Bernoulli

Este algoritmo, el mas simple y antiguo de todos, no es muy utilizado
en la préctica por el ya comentado coste de factorizar en R[z]. No obstante,
es importante pues contiene los fundamentos en los que se basan el resto
de algoritmos. Sea f € R[z| nuestro integrando, escribamos f = P + A/D,
donde P, A, D € R[z], med(A, D) =1y deg(A) < deg(D). Sea

D:(:f[gt:'—aZ ﬁ 24 biw ;)
i=1

Jj=1

la factorizacién irreducible de D sobre R, donde c,a;, b;,c; € Ry los e;, f;
son enteros positivos. Calculando la descomposicion parcial de f tenemos

mfj

n e k!E+Ck
fzp_i_ZZ(x—m +ZZ xz—jkbjx—l—]cj)k

i=1 k=1 j=1 k=1

donde A;i, Bji, Cji € R. Consecuentemente,

/f:/P+ZZ/ = a) ié/ ﬁfﬂf@)

=1 k=1
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Calcular [ P no supone ningin problema por ser P en este caso un poli-
nomio en R[z] y para el resto de términos nos encontramos

1-k

Ay E=a) ifk>1

A (1-Fk)
/ Ga) (2:2)
t Ajlog(x —a;) ifk=1

y ahora, teniendo en cuenta que bf—élcj < 0 por ser 2% +b;x+c; irreducible
en R[z],

B'1$ + C‘l B'l
/ (22 j+ bjx +]c]') :TJ log (2 + bz + ;)

204 — b; B; 2 b;
4 2 70 aretan T

Q/4Cj—b]2- Q/4Cj—b?-

y para k > 1

(22 + bjx + cj)k (k—1) (4cj — bJQ) (22 + bjx + cj)k_1
/ (2k —3) (2C; — b;Bj)
(k — 1) (4Cj — bj2) (%2 + bjl’ + Cj)k_l .

/ Bjex + Cjy, (2Cjk — b;Bjk) © + b;Cj — 2¢; B

Esta tultima férmula se puede usar de manera recursiva hasta llegar al
caso k = 1, consiguiendo asi la integral completa.

Ejemplo 2.23. Tomemos f = 1/(z® + x) € Q[z]. El denominador de f
factoriza sobre R como 2° + x = z(x* + 1), y la descomposicion parcial de f

es
1 1 T

Bz x a?+1
Con lo cual, simplemente aplicando las formulas anteriores podemos obtener

dx 1
/ P log(z) — 5 log(x? + 1). (2.3)

Ejemplo 2.24. Sea f = 1/23 + 2® + x — 3 € Q[z]. El denominador de f
factoriza en R como (x —1)(a? + 2z + 3) y la descomposicion parcial de f es
1/6  1/6(z+3)

r—1 2242x+3
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Ahora, utlizando de nuevo las formulas y tomando para la primera parte de
la expresion k =1, tenemos

/xl/G dr =1/6log(x — 1).

De nuevo, para la sequnda parte de la integral, tomando 7 =1, k=1, by = 2,
c1 =3, By =1/6 y Cyy = 1/2, tenemos que

/ 1/6(z + 3)

x2+2w+3 12

2/3 2r +2
10 z° + 2x + 3) + —= arctan )
B ) V8 ( V8 )

Finalmente, juntando ambas partes se tiene que

/ dx log(z — 1) log(z*+2x+3) 2/3 . 2042
= — — ~— arctan :
Bra?tr—3 6 12 V8 V3

Una variante del algoritmo de Bernoulli que funciona en un cuerpo ar-
bitrario K de caracteristica nula, consiste en factorizar D linealmente en la
clausura algebraica de K, D = [[{_,(x — a;)® para posteriormente usar (2.2)
en cada término de la siguiente descomposicion parcial de f:

f= P+ZZ oo (2.4)

Ejemplo 2.25. Sea f = 1/(2% + x) € Q[z]. El denominador de f factoriza

en Q(v/—1) como 23 +x = z(x++/—1)(x—+/—1) y la descomposicién parcial
de f es

11 1/2 1/2

»4+r x x+\/—1_x—\/—1'

Ast, una integral de f es la siguiente

/ dx = log(z) — %log(x +v/=1) — %bg(l' —V=1).

3+

Noétese que existe una integral de f que se puede escribir sin necesidad
de /—1, como aparece en (2.3).

El mayor problema de este algoritmo reside en la necesidad de utilizar
algunos elementos algebraicos sobre K que no aparecen en la integral. Este
es el caso del tltimo ejemplo, donde el algoritmo opera en Q(y/—1), aunque

15



existe una integral con coeficientes iinicamente en Q. Por otra parte, existen
algunas integrales que no pueden expresarse sin utilizar algunos elementos
algebraicos. Este es el caso por ejemplo de f ﬁdm, que no puede escribirse,

en una extensién elemental, sin utilizar v/2, véase [6]. Asi, de manera genérica,
deberemos incluir una extension algebraica de K en algiin momento.

2.3. El Algoritmo de Hermite

De la variante del algoritmo de Bernoulli que acabamos de ver podemos
concluir que dada cualquier f € K(z), una primitiva de f es de la forma

/f =0v+ Z c; log(uy;) (2.5)

donde v, uy,...,uy, € K(x) y c1,...,¢m € K. v es denominado como la
parte racional de la integral, y la suma de logaritmos se denomina la parte
trascendental de la integral. Este resultado se genralizara en el Capitulo 3
con el Teorema de Liouville.

Definicién 2.26. Un algoritmo que no recurre a extensiones algebraicas in-
necesarias y no calcula factorizaciones irreducibles sobre K serd llamado
racional.

Hermite [3] proporcioné un algoritmo racional para calcular v: Escri-
bamos el integrando f = A/D, donde A,D € KJz] y mcd(A, D)=1. Sea
D = DyDj... D! una factorizacién de D libre de cuadrados. Utilizando una

descomposicién parcial de f con respecto a Dy, D3, ... D" escribamos
n
Ay,
[=P+> 5
k=1 "k

donde P, Ay, € K|x] y tenemos que o bien Ay = 0 o bien deg(4;,) < deg(Dy)
para cada k. Asi,

luego el problema ha quedado redu(ndo a mtegrar una fraccion de la forma
Q/V* donde deg(Q) < deg(V*) y V es libre de cuadrados, lo que implica
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que med(V, V')=1. Consecuentemente, podemos usar el algoritmo de Euclides
extendido para encontrar B, C' € K[z] de manera que

Q /
<% _B
T % Vi+CV
y deg(B) < deg(V). Esto implica que deg(BV’) < deg(V?) < deg(V*), por
lo tanto deg(C') < deg(V*~1). Multiplicando ambos lados por (1 — k)/V* se

tiene que
Q (k—1)BV’ . (1-k)C

vk Vk k-1
Sumando y restando B’/V*7! a la expresién de la derecha tenemos

Q B’ (k—1)BV’ (1-k)C-DB
W - Vk-1 Vk + V-1 :

E integrando ahora ambos lados

QQ B _l_/(l—k)C—B’

Vk k-1 k-1

Como deg((1 — k)C — B') < deg(V*71), la integral ha quedado reducida
a una con denominador de menor grado, luego repitiendo el proceso hasta
llegar a k = 1, tendremos y € K(z] y E € K[z] tal que deg(FE) < deg(V)
y Q/V* =3y + E/V. Haciendo esto para cada término A;/D!, tendremos
g,h € K(z) tal que f = ¢ + P+ h donde P es un polinomio y h se co-
rresponde con la parte trascendente de la integral, por lo que [ h es una
combinacion de logaritmos acompanados de coeficientes constantes. La v de
(2.5) es simplemente g + [ P. Esta es la versién original del Algoritmo de
Hermite:
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(Hermite(A, D) (* Reduccién de Hermite - versién original *)
Dado un cuerpo K y A, D € K[z] con D distinto de 0 y coprimo con
A, devuelve g, h € K(z) tales que % = 499 4 h v el denominador de h

dx
es libre de cuadrados.

(Dy,...,D,) < SquareFree(D)
(P, Ay, Ay, ..., A,) + PartialFraction (A, D;, D3,..., D")
g<+0
h <+ P+ Al/Dl
for k < 2 to n such that deg (D) > 0 do
V « D,
for j< k—1to 1step —1do
(B,C) <~ ExtendedEuclidean (25, V, —Ar/4)
g« g+ B/VI
h < h+ A,V
return(g, h)

-

Ejemplo 2.27. Veamos como aplicar el algoritmo de Hermite a

_:L'7—24:L'4—4x2+8x—8

f= 8 4 628 + 1224 + 822 € Qlz].

Una descomposicion libre de cuadrados del denominador es
2% 4 620 + 122 + 82% = 2*(2* + 2)° = D; D3

y la descomposicion parcial en fracciones de f es

x—1+x4—6x3—18x2—12x+8
$2 ($2+2)3 '

Ahora, para el resto del algoritmo de Hermite se tiene

z—1
2

—i=2V=xj=1A=13-1,B=1,C=-1

-1 1 d
/x de = — + -y

2 T x

x
luego
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Para la sequnda parte de la descompisicion, tenemos que

xt — 623 — 1822 — 120+ 8
@2+ 2y

A3:x4—6x3—18x2—12x+8,B:6x,C’:—g—l—3x—2.

—i=3V=2242j=2,

luego

/x4—6x3—18x2—12x+8 6a +/§—3x+2
xr = .
(x2 + 2)3 (1'2 + 2)2 (1.2 + 2)2
y repitiendo ahora el proceso para

x2 — 6x — 2

12 —i=3,V=0>42j=1 A3 =262 —2

B=—-z+3C=1

/x2—6$—2_3—x+/ 0
(2 +2)2  22+2 2 +2

Y ast

Finalmente, si juntamos todos los resultados tenemos que la integral es:

xf —24x* — 42% + 8x — 8 1 6 3—x dx
8 + 626 + 1224 + 8z T (22 +2) x?+2

Vamos a comentar también una variante del algoritmo de Hermite que no
requiere una descomposicién parcial de f: Sea D = D;D3 ... D™ una factori-
zacién de D libre de cuadrados y supongamos que m > 2 (en caso contrario
D ya es libre de cuadrados). Definamos entonces V.= D™y U = D/V™. Co-
mo med(UV’, V)=1, podemos usar el algoritmo de Euclides extendido para

encontrar B, C' € K[z| de manera que

i:BUV’+C’V

1—m

y deg(B) < deg(V'). Multiplicando ambos lados por (1 —m)/(UV™) se tiene

A (1 —=m)BV’ N (1—m)C
gvm vm gym-1
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Ahora, sumando y restando B’/V™! en el lado de la derecha tenemos

A :( B (1—m)BV’)+(1—m)C—UB’

gym — \ym-l ym Uym—1

e integrando ambos lados se obtiene

A B (1-=m)C-UB

/UVm - pm-1 +/ Uym-1 )
Asi, la integral ha quedado reducida a otra donde el grado de V' en el deno-
minador es menor. Este proceso puede repetirse hasta que el denominador
sea un polinomio libre de cuadrados. Como el grado de uno de los factores
libres de cuadrados se reduce en 1 por cada paso, el nimero de pasos sera,

en el peor de los casos, 1 +2+ -+ (m — 1), que es del orden de O(m?) asf
que llamaremos a esta variante Algoritmo Cuadratico de Hermite.

/Hermite(A, D) (* Reduccién de Hermite - versién cuadratica *)
Dado un cuerpo K'y A, D € K[x] con D distinto de 0 y coprimo con
A, devuelve g, h € K(z) tales que % = Z—g + h y el denominador de h
es libre de cuadrados.

g < 0,(Dy,...,D,) < SquareFree(D)
for i < 2 to m such that deg(D;) >0 do
V « D;,U + D/V*
for j<i—1to1step —1do
(B,C) + ExtendedEuclidean (U%,V,—A/j)
g g+ B/Vi, A« —jC - UL
D+ UV
return(g, A/D)

= J

Ejemplo 2.28. Dada la misma integral que en el ejemplo 2.27, el algoritmo
cuadrdtico de Hermite sigue los siquientes pasos, donde D3 = x° + 2

ilvI|vulj| B | C | A

2|z |Dil1 1 —26 2541823 ~82—8 | 20+2%—18z3+8z+8
3 D3 T 2 6x 7§7§+x272w72 2’222 —224+4
3/Ds| z |1|—2+3| —2’+2-2 2+ 2
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Ast,

de = = _ .
28 + 626 + 1224 + 8x2 v $+(x2+2)2 332+2+ x

/x7—24x4—4x2+8x—8 1 61 x—3 dz

como en el ejemplo 2.27, pero no ha sido necesario calcular ninguna descom-
posicion parcial.
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Capitulo 3

Liouville

Dado un cuerpo diferencial K y una funcién f € K, si se consigue encon-
trar una primitiva elemental de f, entonces puede probarse facilmente que
efectivamente se trata de una primitiva a través de la derivacién. De hecho,
normalmente existen varios métodos para encontrar una primitiva cuando
se sabe de su existencia. Sin embargo, probar que f no tiene una primitiva
elemental es un problema bastante mas complejo, pues necesitamos una se-
rie de resultados que relacionen la existencia de primitiva elemental con una
determinada forma de la funcién integrada. El primero de estos resultados es
el principio de Laplace, que determina que podemos simplificar el problema
de la integracion admitiendo solo la adiciéon de nuevos logaritmos de manera
lineal en la primitiva, pero que el resto de funciones deben estar ya presentes
en la propia funcién f. Liouville fue el primero que doté de rigor a estas ob-
servaciones, enunciando y probando un teorema primeramente para el caso
de funciones algebraicas y posteriormente para todo tipo de funciones. Este
teorema se ha convertido en la herramienta mas usada a la hora de probar
que una funcién no admite una primitiva elemental. Ademas, este teorema
no solo sirve para determinar cuando una funcién admite o no una primitiva
elemental, sino que sienta las bases de un algoritmo de integracién.

Aunque Liouville utilizé6 argumentos analiticos para probar sus resulta-
dos, ahora es posible demostrarlo algebraicamente en el contexto de cuerpos
diferenciales. La primera prueba completa del teorema de Liouville desde un
punto de vista algebraico fue publicada por Rosenlicht [7].

Antes de ver el Teorema de Liouville, vamos a estudiar la diferenciablidad
de algunos elementos de cuerpos de extension monomial.

Definicién 3.1. Sea D un cuerpo, U una extension diferencial de D. Dado
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0 € U, decimos que 8 y D(0) son simple elementales sobre D si se cumple
alguna de las siguientes condiciones:

1. 0 es algebraico sobre D
2. Hay una f € D, f#0, tal que f' = f0'. Es decir, 8 = log(f)
3. Hay una f € D tal que 0 = 0f'. Es decir, 0 = exp(f)

Definicién 3.2. Bajo las mismas condiciones de la definicion anterior, de-
cimos que 0 es un monomsio sobre D si 0 =log(f) o 0 = exp(f), con f € D
y al mismo tiempo 0 es trascendente sobre D.

Lema 3.3. Sea D un cuerpo diferencial, 0 un monomio sobre D y P € D[],
P =a,0"+a, 10" 1 +.. . +a0+ag. Si0 es un logaritmo, entonces la derivada
de P es de grado n (si a, no es constante) o n — 1 (si a, es constante).

Demostracion. 0 = log(f), luego
P =a,0"+an0" 0 +a, 0" +a, 1(n—1)0"20 + ...+ a0+ a0 +a,
que agrupando términos y teniendo en cuenta que 6’ = [’/ f resulta:

P = an0" + (a),_y + (n— Dan(f'/ )0 + .. + (ag + a1 (f'/ f))

Ahora, si al, = 0, entonces a!,_; + na,(f'/f) # 0, pues si lo fuera, eso signi-
ficaria que a,_1 + na,f = C, siendo C' una constante en D, lo que probaria
que # no es un monomio sobre D. Acabamos de ver entonces que la derivada
de un polinomio de grado n (siendo 6 = log(f)) es un polinomio de grado
n — 1 si el coeficiente a,, es constante, y es un polinomio de grado n en caso
contrario. O

Lema 3.4. Sea D un cuerpo diferencial, 6 un monomio sobre D y P € D[],
P = a,0" + ap,_ 10" ' 4+ ... + a10 + ay. Si 0 es una exponencial, entonces la
deriwada de P es de grado n.

Demostracion. 6 = exp(f). Teniendo en cuenta que la derivada de 6 es igual
a 0f' se tiene que la derivada de P es de la forma

P = (a),+nf'a)0" + (a),_; +(n—1)fa,1)0" "+ ...+ (d) + f'a1)0 + a},

De nuevo, a/, + nf'a, # 0, pues si lo fuera, entonces tendriamos que =" =
Ca,, con C' una constante en D, lo que probaria que # no es un monomio
sobre D. Asi, la derivada de P es un polinomio del mismo grado que P. [
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Lema 3.5. Sea 6 un logaritmo en D; P,Q € DI[0], Q mdnico e irreducible en
0, con deg(P) = p<q = deg(Q). Entonces (P/Q") = —nPQ'/Q" " +P'/Q",
donde nPQ" # 0.

Demostracion. 6 = log(f). Por el Lema 3.3, al ser () monico, se tiene que
deg(Q') = g — 1. Entonces, Q 1 —nP(@)’, pues si lo hiciera, tendriamos que
Q| Q oQ ]| P. Asi, (P/Q") es de la forma (P'Q" — PnQ"'Q’)/Q*" =
P'/Q" —nPQ'/Q" . m
Lema 3.6. Sea 0 una exponencial en D; P, Q) € DI[f], QQ mdnico e irreducible
en 0, con deg(P) = p<q = deg(Q). Entonces, si Q) # 6,

(P/Q™) = —nPQ'/Q"" + P'/Q",
donde nPQ" # 0; mientras que si QQ =0,

(P/Q") = (P —nf'P)/Q",
con P'—nf'P #0.

Demostracion. 0§ = exp(f). Supongamos @ | —nPQ’. Como @ 1 P, tenemos
que @Q | Q. Q = 07+..., luego Q' = qf'07+... asi que Q' = qf'Q. Por lo tanto,
Q = (e/)7 = 07 y como Q es irreducible, ¢ = 1 y P € D. Asi, razonando
como en el caso 1, acabamos de ver que la descomposicion de (P/Q")" es de
la forma P'/Q" — nPQ'/Q", a menos que Q = . En este tltimo caso serd
de la forma (P —nf'P)/Q", con P' —nf'P # 0. O

Lema 3.7. Sea P € DIf]|, ménico con deg(P) = p. Entonces, si 6 es un
logaritmo, se tiene que (log(P)) = P'/P con deg(P') =p — 1.

Demostracion. Directo por la definicién de logaritmo y el Lema 3.3. ]

Lema 3.8. Sea P € DIf], mdnico con deg(P) = p. Entonces, si 0 es una
exponencial, se tiene que (log(P)) = P'/P = N/P + pf’, donde N = P' —
pf'P. Ademds, N =0 si P =60 y N es un polinomio de grado menor que p
en caso contrario.

Demostracion. De nuevo, la demostracion es directa por la construccién de
N y el Lema 3.4 [

Teorema 3.9. Sea D un cuerpo diferencial. Entonces existe una extension
unwversal U de D. Es decir, una extension diferencial de D que es algebrai-
camente cerrado y todo elemento f € U no nulo tiene una exponencial y un
logaritmo en U.
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Definicién 3.10. Sea D un cuerpo de caracteristica 0, D(0) una extension
algebraica y U la extension universal de D, algebraicamente cerrada. Defini-
mos la Traza como:
Tr: D) — D
90) = >i19(60:)

donde 04, . ..,0s son los elementos conjugados de 0, que se encuentran en U.
Veamos algunas obervaciones:

1. Si g(0) € D, entonces Tr(g(0)) = sg(0)
2. Tr(g(0) + f(0)) = Tr(g(8)) + Tr(f(9))
3. (Tr(9(9))) = (Xiz1 9(6:) = 21 9(6:)

Definicién 3.11. Sea D un cuerpo de caracteristica 0, D(0) una extension
algebraica y U la extension universal de D, algebraicamente cerrada. Defini-
mos la Norma como:

Norma: D(0) — D
90) = Iliei9(0)

donde 04, . ..,0s son los elementos conjugados de 0, que se encuentran en U.

Veamos algunas observaciones:
1. Sig(#) € D, entonces Norma(g(0)) = g°(0)
2. Norma(g(0)f(0)) = Norma(g(8))Norma(f(0))

3.1. Teorema de Liouville

El Teorema de Liouville es un resultado fundamental en el ambito de las
integrales indefinidas. Este teorema, enunciado por Joseph Liouville, propor-
ciona criterios para determinar si una funcién tiene una primitiva expresable
en términos de funciones elementales. La utilidad practica del Teorema de
Liouville radica en proporcionar un marco teérico para determinar la existen-
cia de primitivas elementales, lo que es esencial en el &mbito de la integracién
simbdlica. Sin embargo, también es importante destacar que no todas las fun-
ciones cumplen las condiciones del Teorema de Liouville, y algunas primitivas
pueden no tener una expresion cerrada en términos de funciones elementales.
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Teorema 3.12 (de Liouville). Sea D un cuerpo diferencial, F elemental
sobre D. Supongamos que D y F' comparten el mismo campo de constantes
K. Seage F, f € D tal que ¢ = f, entonces g = Uo—i-Zf:l ¢;log(v;), donde
vo,v; €D yc; € K.

Demostracion. F' es elemental sobre D, lo que significa que
F = D(Gl, e ;9n>7

donde cada 6; es o bien un monomio o bien algebraico sobre D(6y,...,0;1).
Distingamos ahora tres casos: Sea § un monomio donde € es un logaritmo,
sea # un monomio donde A es una exponencial y sea 6 algebraico sobre D.
Probaremos el resultado por induccién. El caso n = 0 es comtn para todos los
casos, pues F'=D y g = vy, con vy € D. De ahora en adelante separaremos
el problema en tres casos.

1. 0 es un logaritmo.

Para el caso n = 1, tenemos que F' = D(#), donde # es un monomio

P(0)

(logaritmo) en D. Como g € F' = D(#), g puede escribirse como 00 lo que

a su vez, por el Teorema 2.21, puede expresarse de la forma Z;Zl ;;JJ . Ahora,
J

aplicando el Teorema 2.22; podemos reescribir cada uno de los 57] como
J
Py + % + % + -4 %, donde hemos visto que los P; son tinicos. Tomemos

P; P .
ahora para cada uno de los sumandos ij el término con denominador de
j
mayor grado segtin su expresién por el Teorema 2.22, es decir, % Derivando,

tenemos que ¢’ tendra, por el Lema 3.5, una expresién del tipo —nPQ’/Q !+
P'/Q'. Como ¢ = f € D, Q es irreducible y deg(P),deg(Q’) < deg(Q)
(esto ultimo por ser 6 logaritmo y por el Lema 3.3), se tiene que para que
—nPQ'/Q™! pertenezca a D, Q' debe ser 0, pues de los contrario apareceria
0 en el denominador. Por lo tanto, () es una constante en D. Finalmente,
P’ debe pertenecer a D, lo que implica (de nuevo por el Lema 3.3) que P
debe ser un polinomio de grado 0, o de grado 1 si su coeficiente principal es
constante. Asi, g = P(0)/Q(0) = a+ bf donde a € D, 0 es un logaritmo y b
una constante en D.

Supongamos ahora cierto el resultado para el caso n — 1. Asi, g = wy +
S d;log(w;), donde wo, w; € D(B) y d; € K. Veamos el caso n:

Tomemos como @); todos los factores que aparecen en el numerador y
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denominador de los wy, w;. Asi, podemos escribir

g = P+Z§L1%{+@110g621+252:1%+Q2IOgQ2+

e Zfrzl IZ;; + a, log QT + Z;il bl 1Og hz
donde P, P, ;,Q; € D(0),a;,b; € K, h; € D,deg(FP;;) < deg(Q;) y los @; son
monicos e irreducibles.

Ahora, razonando de la misma manera que en el caso n = 1, tenemos que
cada P ; debe ser nulo, pues en caso contrario al derivar g nos encontrarfamos
con elementos de la forma —k:Zszng/QfZH y como deg(P;,), deg(Q;) <
deg(Q;) dicha expresién no pertenece a D. De esa manera, g queda de la forma
g =P+ 1a;logQ; + >, bilog(h;). Sin embargo, de nuevo podemos
razonar que los a; también deben ser nulos, pues en caso contrario en ¢
aparecerfan términos Q}/Q; que no pueden estar en D, pues deg(Q}) <
deg(Q;). Finalmente, g = P + )", b;log(h;), donde P € D(0), luego ya
hemos visto que P serd de la forma a4 b0 = a+blog(f1), con f; € D. Hemos
probado que ¢ tiene la forma deseada: g = a + blog(f1) + > i, bilog(h;).

2. 6 es una exponencial.

Para el caso n = 1, procedemos igual que si # fuera un logaritmo. De ese
modo, g € F' = D(#) admite una descomposicién segin el Teorema 2.21, cada
uno de los términos a su vez se puede reescribir como en el Teorema 2.22.
Asi, tomando de nuevo el término con denominador de mayor grado (P;/Q")
y derivando g, tenemos por el Lema 3.6 uno de los dos siguientes casos:

Si Q # 0 entonces ¢’ tendra una expresién del tipo —iP,Q"/Q"™ + P!/ Q.
No obstante, de nuevo @' tendré que ser nulo puesto que deg(P;) < deg(Q)
y hemos visto en el Lema 3.6 que para que @ | @', @ debe ser 0. Luego de
nuevo tenemos que @) es constante y P/ pertenece a D, lo que implica por el
Lema 3.4 que P; es también un elemento de D.

Por otra parte, si Q = 6, entonces (P/Q") = (P’ —if'P)Q" y nuevamente
() debe ser constante, pues (P’ —if'P) # 0 (si lo fuera, P' = if'P lo que
implica que P = (exp(f))" y como @ = 6, entonces deg(Q) < deg(P), lo que
no es posible), y P € D. De esa manera, g = P/QQ = a € D y queda probado
el cason = 1.

Supongamos ahora cierto el resultado para el caso n — 1. Asi, g = wy +
Zle d; log(w;), donde wy, w; € D(0) y d; € K. Veamos el caso n:

Procediendo igual que en el caso logaritmico, podemos expresar g de
la forma dada en (3.1). Ahora, por el mismo razonamiento, tenemos que
cada P ; debe ser nulo, pues basta tomar en cada sumatorio el término con

(3.1)
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denominador de mayor grado y aplicar lo expuesto en el caso n = 1. Ademas,
veamos que los a; también deben ser nulos, o en caso contrario (); = #: Por
el lema 1.23, (log(Q)) = Q'/Q = N/Q + qf', donde N =0siQ =0y N =
Q' — qf'Q, con deg(N) < deg(Q) en caso contrario. Asi, si (); # 6, entonces
en la derivada de g aparecen términos N/@Q; donde deg(N) < deg(Q), luego
cada a; debe ser 0. Por otra parte, si Q; = 0 = exp(f) entonces a; log(Q;) =
a;log(exp(f)) = a;f, donde los a; son constantes y f pertenece a D.

Finalmente, g tiene la forma P+""_ a;f+> ", b;log(h;), y como hemos
visto por el caso n = 1 que P tiene grado 0, g = a+Y ., a;f+Y .- bilog(h;),
cona, f,h; € D, a;,b; € K

3. 0 es algebraico sobre D. Para el caso n = 1, tenemos que F' = D(#),

luego de nuevo g = %. Como g es algebraico, consideramos su polinomio

minimo R(t) =Y ", a;t’, donde > 1" a;r* = 0, luego (3.1, a;r*) = 0. Deri-
vando,

m ! m m m—1

d air' | =D apt+ | Y aiir™ | =) (al + aa (i + 1)) =0,

i=0 i=0 i=1 i=0
Asi, tomando el término de mayor grado se tiene que a), | + apmr’ = 0,
y como a,, = 1 por ser el polinomio moénico, despejando 1’ tenemos que
r = %a’m_l, luego r = %am,l +c que pertenece a D por ser ¢ una constante.

Veamos ahora que el resultado es cierto para el caso n. Supongamos la
hipdtesis cierta para el caso n — 1, luego g = wy + Zle d;log(w;), donde
wo, w; € D, d; € K. Asi, derivando, tenemos que f sera de la forma (w,)" +

Zle dlzj]—; Anadiendo ahora todos los conjugados de @, se tiene que wy pasa

a ser T'r(wp) y por otra parte, como
Tr(d;log(wi(0))) = di 3 iy log(wi(0)) = dilog(] [;— wi(6))
= d;log(Norma(w;)),
entonces mf = (Traza(wy))" + Zle d;(Norma(w;))' /Norma(w;).
Finalmente, integrando se tiene que g también es de la forma deseada. [

Ejemplo 3.13. Veamos que las funciones sen, cos, arcsen y arc cos pueden
escribirse en funcion de logaritmos y exponenciales, y son, por tanto, ele-
mentales.

Para demostrar que tanto el seno como el coseno pueden escribirse en
funcion de exponenciales, vamos a comenzar por considerar el desarrollo en
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serie de taylor para la funcidn exponencial e*. Sabemos que e* =Y >~ 2" /nl.
Sustituyamos ahora z por ix en dicha expresion: e = Y > (ix)"/n! =
S i /nl. Como @™ serd i o —i cuando n sea impar i1 o -1

n=0 L par, y sera 1 o
cuando n sea par, podemos separar la expresion en dos términos:

k 2k+1 k 2k

_Z 2k:+1 HZ

De la misma manera, podemos calcular

i )k 2k+1 i )2k
+
prd 2l<; +1)! —
Ahora, restando ambas expresiones, se tiene que
o0 kg 2h+1
62
Z Ty

y diwvidiendo en ambos lados entre 21 tenemos que

k 2k+1

Z 2k—|—1

k=0

im —ix

donde esta ultima expresion se corresponde con el desarrollo de Taylor de la
funcion sen(x). Utilizando un procedimiento similar se puede hacer lo mismo
para la funcion cos(x), resultando:

eiac + e—ix

cos(z) = 5

Veamos ahora que las funciones arcsen y arccos también pueden escri-
birse en funcion de exponenciales y logaritmos.

Probaremos la propiedad para el arcsen, siendo andloga para el caso del
arc cos. Hemos visto anteriormente que sen(x) = (e** —e™*)/2i. Si llamamos
z a sen(x) y multiplicamos por 2i a ambos lados, tenemos 2iz = €% — e,
Ahora, multiplicando por €, se tiene que 2ize®™ = e** — 1, y reordenando
los términos, (€*)? — 2iz(e™®) — 1 = 0.

Resolviendo la ecuacion de sequndo grado:

. iz /=422 + 4
e = i 5 G =iz+V1—22
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Por dltimo, utilizando logaritmos y dividiendo entre i, podemos expresar

. log(iz £ v1 — 22)

]

Como ya ocurria con el sen y el cos, mediante un desarrollo similar se
obtiene para el arc cos:

. log(z £ v22 —1)
1

3.2. La funcién e

Como hemos comentado anteriormente en este trabajo, y pese a que el
Teorema de Liouville presenta una serie de condiciones que debe cumplir una
funcién para tener una primitiva elemental, la realidad es que no todas las
funciones cumplen con las condiciones de Liouville. Entre aquellas funciones
cuya primitiva no puede expresarse a partir de funciones elementales destaca
la funcién e, pues estd intrinsecamente relacionada con la distribucién
normal o gaussiana, que es una de las distribuciones de probabilidad mas
importantes en la estadistica y probabilidad.

La funcién de densidad de probabilidad de una variable aleatoria continua
con distribucién normal estdndar (u =0, 0 = 1) estd dada por

1 2
— e 3
2776

/()

Aqui, %6_712 es una forma de la funcién e=*°. La distribucién normal
describe la forma en que se distribuyen muchas cantidades en la naturaleza,
como errores de medicion, puntuaciones en pruebas estandarizadas y otros
fenémenos aleatorios.

Pues bien, a continuacién veremos que la funcién e~ * 1o tiene una primi-
tiva que pueda expresarse en términos de funciones elementales. Sin embargo,
aunque no se pueda expresar en términos de funciones elementales, se ha de-
sarrollado una funcién especial llamada funcién error, denotada por erf(x),
que se utiliza para expresar la integral definida de e=*" y aparece en varias
disciplinas, incluyendo estadisticas y teoria de probabilidad.

Consideremos el problema de encontrar una primitiva de la funcién f =
e~ que pertenece al cuerpo D = C(x, e‘xQ). Por el Teorema de Liouville,

T
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una primitiva de f debe ser de la forma vy + Zle ¢;log(v;), donde wvg, v; €
C(x, e‘IQ), ¢; € C. No parece obvio demostrar que no existen v; que cumplan
las condiciones requeridas, sin embargo a continuacién veremos la prueba de
ello.

Para probar que la funcién e**, y no solo esta funcién sino ciertas funcio-
nes de la forma f(x)ed™, no tiene una primitiva elemental vamos a utilizar
el Teorema 3.15 [2]. No obstante, primero de todo debemos demostrar el
siguiente Lema, que serd de utilidad posteriormente.

T

Lema 3.14. Sea g(X) € C(X) no constante, si Hy, Hy € C[X,Y] cumplen
que Hy(z,e9®)) = Hy(z,e9®)) como funciones de x en un intervalo no vacio
I de R, entonces Hy = Hy en C[X,Y]

Demostracion. Considerando H = H; — Hs, el problema se reduce a probar
que si H € C[X,Y] cumple que H(z,e9®) = 0 para = € I entonces H = 0
en todo C[X,Y]. Supongamos H # 0. Claramente, H debe depender de Y,
pues en caso contrario H(X,0) = H(X,Y) es un polinomio no nulo en X
y la condicién de que H(x,0) = H(x,e®) = 0 afirma que el polinomio
H # 0 se anula en infinitos puntos de I, lo que es absurdo. Tomando H
como un elemento de C[X,Y] C C(X)[Y] y dividiendo entre el coeficiente
de C(X) para el monomio de mayor grado en Y que aparece en H, tenemos
una ecuacion de la forma

eTLg(CE) + an_]-(l')e(n_l)g(x) + P + al (x)eg(m) + ao(gj) e 0 (32)

para todo x en un intervalo abierto no vacio, con ag, . .., a,—1 € C(X)yn > 0.
Consideremos esa relacion para el minimo n > 0. Obviamente, tenemos n > 1
y algunos a; € C(X) deben ser no nulos.

Derivando (3.2) y reordenando los términos tenemos

ng/(x)eng(:s) + (a;_l(l‘) + (n _ 1)9/(93)@”_1(x))e(n—l)g(a:) 4+

+(a) (2) + ¢'(x)ar (2))e?™ + ay(x) = 0
Ahora, ng'(X) € C(X) es no nulo (pues g(X) ¢ C). Asi, dividiendo por
ng'(z) se tiene
a;(z) +1ig'(v)ai(x) ag(z)

ng(x) o
I L T ng (x)
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para z en un intervalo abierto no vacio de R, donde (3.2) también se cumple.
Tenemos ahora dos ecuaciones de grado n (3.2) y (3.3) para €9 con coeficientes
en C(X) y mismo término de grado n €™, asi que restando ambas expresiones
tendremos una ecuacion de grado < n—1 en e? con coeficientes en C(X).Por
ser n minimo, tenemos que todos los coeficientes en C(X) de la ecuacion
resultante deben ser nulos, pues en caso contrario podriamos dividir entre
el coeficiente correspondiente al término de mayor grado en e para obtener
una nueva ecuacion de grado < n en e con coeficientes en C(X), lo que es
imposible porque n fue elegido como el minimo. Asi, para cada 0 <i<n—1
tenemos que a; + ig'a; = ng'a; en C(X). Consecuentemente, a; = (n —1i)g'a;
en C(X) paratodo 0 <7 <n—1.

Sabemos que existe algun ig tal que a;, # 0 en C(X), y para dicho iy se
tiene que (x)

. / aio X
(TL ZO)g (X) iy (X)

en C(X). Por el Teorema Fundamental del Algebra, a;,(X) = c[[(X — px)®*
para algin c € C, ¢ # 0, e, # 0y p, € C distintos dos a dos. Entonces,

e TX) e
(=g (X) = 25 = 5

Como g es no constante y (n—iy # 0), (n—ip)g’(X) # 0y deben existir ciertos
pr. por lo que ¢'(z) se comporta como una constante no nula multiplo de
1/]z — p1| cuando & — p;. Sin embargo, este crecimiento inversamente lineal
para la derivada de una funcién racional no constante no es posible: podemos
escribir g(X) = (X — p1)*G(X) en C(X), donde p € Z y G(X) € C(X) no
nulo cuyo numerador y denominador no se anulan en p;, y analizando los
casos ¢ < 0, p = 0y p > 0 nunca se obtiene un crecimiento inversamente
lineal para |¢'(x)| cuando x — p;. Esta es una contradiccion. O
Enunciemos ahora el Teorema que vamos a aplicar a la funcién e’
Teorema 3.15. Sean f,g € D(X), con f #0 y g no constante. La funcion
f(2)e9®) tiene una primitiva elemental si y solo si existe una funcion racional
R e D(X) tal que R'(X) + ¢ (X)R(X) = f(X) en D[X].

La clave de este Teorema no reside en que la ecuacion diferencial R'(z) +
¢ (z)R(xz) = f(x) tenga una solucién en forma de funcién diferenciable en
x (pues siempre podemos encontrar una solucién utilizando la técnica de
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factor integrante), sino en que dicha solucién sea una funcién racional. En
algunos casos, como es el de la funciéon 6_$2, se puede probar que no existe
una funcién racional que sea solucion de la ecuacién mencionada, probando
asi que esta funciéon no admite una primitiva elemental.

Sin embargo, para aplicar el resultado a nuestro caso particular, primero
debemos ver la demostraciéon del Teorema 3.15

Demostracion. Veremos la demotracion del Teorema a partir del Teorema
de Liouville. Para comenzar la demostracion veamos que la condicién de que
exista una funcién racional R(X) tal que R(X)+¢ R(X) = f(X) es suficiente.
Supongamos que existe una funcién racional R(X) tal que R(X)+ ¢ R(X) =
f(X), entonces basta tomar R(x)e® para comprobar que

(R(2)e”™)" = R()e™) + R(x)g'(z)e’™
y sacando factor comin a e9®) se tiene que
(R(2)e?™)" = /(R () + R(x)g'(z) = /@) f(x)

luego R(z)e?™ es la primitiva de la funcién f(z)e?™, y es elemental por serlo
tanto R como €Y. Ahora, para terminar de demostrar el Teorema, debemos
probar la segunda implicacién, que afirma que si la funcién f(z)e?™ tiene una
primitiva elemental, entonces existe una solucién en forma de funcién racional
R(X) de la ecuacién R(X) + ¢’R(X) = f(X). Asumiendo que fe? admite
una primitiva elemental, tenemos que encontrar R € D[X] de manera que
R'(z) + ¢'(x)R(z) = f(x). El Teorema de Liouville, tomando D = C(z, e9)

implica que
/

fla)es® = ot Zci% (3.4)

7
con vy, v; € C(x,e9), ¢; € C. Debemos manipular un poco dicha expresién
de manera que nos sea mas tutil. Nétese que podemos suponer que cada v;
sea no constante, pues en caso contrario v, = 0 y v,/v; no aporta nada al
sumatorio.
Elijamos p;, ¢; € Clz,e9], p;,q; # 0 tal que vi(x) = pi(z, e9®)) /q;(x, e9).

Como
gi(z)  pilz,e?@) gz, ed®)

gi(z)  pi(w,e9@)) gz, e9@)

tenemos que

Sl = e b S e




Ahora que tenemos estos sumatorios podemos reducir el problema al caso
en que cada g; tiene la forma p;(z,e9®) € Clz, e9®)]. Podemos asumir tam-
bién que cada p; es no constante, pues en caso contrario p;(x,ed®) =0y
no aporta valor alguno al sumatorio. Considerando ahora p;(X,Y’) como un
elemento no constante en C(X)[Y], podemos factorizar p; como un producto
[1,7%(X,Y) de polinomios ménicos e irreducibles en C(X)[Y] y (posible-
mente) un elemento no constante de C(X). Ahora, teniendo en cuenta que
para funciones meromorfas se tiene que ([]hx)’/ H hi, = Y hj./hi tenemos
e () (@)
pi(*rv el )l _ Z Tkj(x7 el )/

Di (x’ eg(ff)) rkj(x7 eg(1)> )

De nuevo renombrando los indices y términos, podemos suponer que cada p;
perteneciente a C(X)[Y] es un polinomio ménico e irreducible sobre C(X)[Y]
o pertenece a C(X). Del mismo modo, también podemos suponer que los p;
son distintos dos a dos en C(X)[Y] agrupando aquellos términos que sean
iguales y multiplicando cada ¢; por el niimero de veces que se repite dicho
término.

Escribiendo h(z) = p(z,e9®)/q(z,e9™)) donde p,q primos en C(X)[Y],
y el coeficiente principal de ¢ como polinomio en Y con coeficientes en C(X)
es igual a 1. Asi, por (3.4)

f(x)eg(x) _ Zcipi(x’ eg("”))/ n (p(x,eﬂz)))l (35>

pi(x,e9™) — \q(z, e9)

Z pz xZ, e’ :1:) p(l’, eg(z))/CJ(% 69(:1:)) - p(:L‘, eg(l“))q(x7 eg(x))l
(z, ed( x) Q(% eg(x))Q

Recordemos que nuestro objetivo es encontrar R € C(X) de manera que
R(X)+ ¢ (X)R(X) = f(X) en C(X) y una de las claves para continuar
reside en expresar (3.5) en més términos algebraicos. De gran ayuda sera
para ello y demostrado con anterioridad Lema 3.14. Por el Lema 3.14, si
H € C[X,Y] es no nulo, entonces 1/H(z,e) tiene sentido como fun-
cién meromorfa. Asi, para una funcién racional ' = G(X,Y)/H(X,Y),
con G,H € C[X,Y]y H # 0, tenemos una funcién meromorfa bien defi-
nida F(x,e9®) = G(x,e9®)/H(x, ™) para x en un intervalo abierto no
vacio de R. Ahora, vamos a utlizar este resultado para reeescribir (3.5) en
términos mas algebraicos eliminando los términos exponenciales como sigue.
Veamos que (e9@)) = ¢'(2)e9®), y de forma mds genérica, para cualquier
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h(X,Y) € C(X)[Y] se tiene h(z, ed®) = (Oh)(x, ™)), donde O es el opera-

dor 9. CxX)Y] — C(X)[Y]
Sr(X)Y = (X)) +ig' (X)r(X))YE

Esto nos lleva a poder reformular (3.5) de la siguiente manera:
Lema 3.16. La expresion

(pi(X,Y)) | (X, Y)A(p(X,Y)) — p(X,Y)d(q(X,Y))
pi(X7 Y) Q(Xa Y)2

FEY =367

(3.6)
pertenece al cuerpo de funciones racionales en dos variables C(X,Y).

Demostracion. Convirtiendo ambos lados de la expresién en funciones de x
(reemplazando Y por ¢9(®)) llegamos a la expresién (3.5), pues (Oh)(z, e9®)) =
h(x,e9®))" para cualquier h(X,Y) € C(X)[Y]. Asi, tras multiplicar a ambos
lados por un denominador comtn, podemos usar el Lema 3.14 para completar
la prueba. O

Nuestro objetvo es usar la igualdad (3.6) para encontrar R € C(X) tal
que f(X) = R(X)+ ¢ (X)R(X) en C(X). Como (3.6) es una expresion al-
gebraica que no involucra exponenciales, se trata de un problema puramente
algebraico. La idea para resolver dicho problema se basa en analizar como
los términos de la derecha en (3.6) pueden cancelarse en los denominadores
de manera que la expresion del lado derecho sea igual a la del lado izquierdo,
cuyo denominador estd en C(X) (No involucra Y'). Una vez que encontremos
como puede ocurrir dicha cancelacién, comparando los coeficientes de Y en
ambos lados conseguiremos la igualdad f(X) = R'(X)+¢'(X)R(X) para un
R e C(X).

Comencemos ahora por observar los denominadores en el lado de la de-
recha de la igualdad (3.6). El término i-ésimo en el sumatorio contribuye a
un posible denominador p;(X,Y’), donde p;(X,Y’) es ménico irreducible en
C(X)[Y]. (Recordemos que cada p;(X,Y") es irreducible en C(X)[Y], lo que
significa que es ménico en Y o un elemento no constante de C(X)). El motivo
por el que hablamos de ”posible” denominador es que tener en cuenta que ca-
da p;(X,Y") podria dividir a 9(p;(X,Y)) en C(X)[Y]. Supongamos de hecho
esto ocurre para algin 4y. Escribiendo p;, = Y™ +7,, 1(X)Y" 14 47y (X)
con rp(X) € C(X) y m > 0. Operando,

Opi) =mg Y™+ (rl _ +(m—1)grm )Y ek (r] + g )Y + 7
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y ahora, considerando los términos de diferentes grados en Y y teniendo en
cuenta que ¢’ € C(X) y m no se anulan, esto implica que p;, divide a 9(p;,)
si y solo si d(pi,) = mg'pi,. esto implica que mg'ry, = (), + kg'ry) para todo
0 < k < m, o en otras palabras r}, = (m — k)g'rx para cada k. Como vimos
en la demostracién del Lema 3.14, como g € C(X) es no constante y m > 0,
una condicién como la descrita para cada r, € C(X) solo puede cumplirse si
r, = 0 para todo k < m, lo que equivale a decir que p;, € C(X)[Y] es igual
ayY.

Recapitulando, para cada iy tal que p;, € C(X)[Y] es ménico irreducible
y distinto de Y, en el sumatorio de indice ¢ a la derecha en la expresion (3.6)
aparece un término p;, en el denominador. No existe un término semejante
en el lado izquierdo de (3.6), por lo que en caso de que aparezca un factor p;,
este debe cancelarse con algin factor del denominador de ¢ en la suma final
de (3.6). Sin embargo, si alguno de estos factores aparece en ¢ con multipli-
cidad p > 1 entonces en la expresion —pd(q)/q* dicho factor apareceré con
multiplicidad g+ 1 (pues hemos visto que p;, no divide a d(p;,) para cada iy
y el operador O satisface la Regla de Leibniz). Este factor de multiplicidad
i+ 1 no se cancela en el lado derecho de (3.6) y esto contradice la ausencia de
dicho término en el denominador del lado izquierdo de (3.6). Asi, acabamos
de probar dos cosas:

1. Existe a lo sumo un p; en el sumatorio sobre ¢ del lado derecho de (3.6)
que no estd en C(X), y en caso de existir, serd igual a Y.

2. El polinomio ménico ¢ € C(X)[Y] no puede tener ningiin factor irre-
ducible aparte de Y. Asf, ¢ = a(X)Y", conn > 0y a(X) € C(X) no

nulo.

Podemos concluir que h = p/q =Y, s Y" con s, € C(X) y k en un conjunto
finito de valores enteros (que pueden ser negativos). Entre los términos p; que
aparecen, aquellos que pertenecen a C(X) no contribuyen a ningin término
en Y, y como el tnico otro término posible p; = Y cumple que ¢;0(p;)/p; =
¢;g'(X) tampoco contribuye a ningin término en Y. Consecuentemente, el
lado izquierdo de la expresién (3.6), f(X)Y debe coincidir con el término
lineal en Y en 9(h) = >, (s, +kg'si)Y*, lo que equivale a decir que f(X)Y =
() +¢'s1)Y en C(X)[Y].

De aqui se obtiene que s} + ¢’s; = f con s; € C(X), luego tomando
R(X) = s1(X) € C(X) tenemos que R'(X) + ¢ R(X) = f(X). O
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Ahora, una vez terminada la demostracién, veamos como apliacar el Teo-
rema 3.15 para probar que nuestro caso particular (la funcién f = e‘””z) no
tiene una primitiva. Tomando f = 1y ¢ = —a2, debemos demostrar que
la ecuacion R'(X) — 2XR(X) = 1 en C(X) no tiene solucién. El método
de factor integrante nos da una férmula para la solucién final, que llama-

2 2
mos R.(z) = —e* ([ e“ dx + ¢) con ¢ € C, pero no podemos mostrar que
esta expresién no es una funcién racional puesto que ni siquiera conocemos
2
[ e du.

Para probar la no existencia de soluciones de R'(X) —2XR(X) =1 en
C(X), debemos razonar por contradiccién. Si R € C(X) es una solucién,
entonces claramente R(X) no es constante y ademas podemos afirmar que
no es un polinomio, pues si R de un polinomio de grado n > 0 entonces
R’ — 2XR es un polinomio de grado n + 1 > 1.

Asi, podemos escribir R(X) = p(X)/q(X) para p(X), ¢(X) € C[X], no
nulos, con ¢(X) no constante y primos entre si.

Como ¢(X) es no constante, por el Teorema Fundamental del Algebra,
tiene una raiz zy € C. Que p(X) y ¢(X) sean coprimos implica que p(zo) # 0.
Asi, si zg es una raiz de ¢(X) con multiplicidad p > 1.

Toda funcién racional se puede escribir de la forma (X — z5)*h(X), con
a € Z, h(X) € C(X) y tal que 2o no anula ni al numerador ni al denominador
de h(X). En nuestro caso p(X)/q(X) = (X — z9) "h(X).

Derivando se tiene

(%%):(&%%F):@fﬁﬁH+&%2w

Pero entonces:

—puh(X) W(X) 2Xh(X)

(X =yt - (X =z (X =z
Multiplicando por (X — ZO)M-‘rl
—ph(X) 4+ (X — 20) (K (X) — 2Xh(X)) = (X — z)"*".

Evaluando en z, obtenemos h(zy) = 0, lo que es una contradiccién. (Nétese
0 0 )
que como zp no es una raiz del denominador de h(X), tiene sentido evaluar

h'(z0).)

Ejemplo 3.17. El Teorema 3.15 también puede demostrar que no existe una
primitiva elemental para la funcion logaritmica 1/log(t).
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Como hemos comentado anteriormente, el Teorema 3.15 no sirve unica-
mente para aplicarse a la funcion e Tanto es asi que puede demostrarse
que la funcion 1/log(t) no tiene una primitiva elemental pese a que esta fun-
cion no parece ser de la forma fed. Para ello, debemos utilizar un cambio
de variable. En nuestra exposicion no aparece de manera explicita la com-
posicion de funciones ni el teorema de cambio de variable, pero si podemos
transformar mediante las reglas del cdlculo una funcion elemental f en otra
funcion g, también elemental (y el cambio de variable y su inverso viene dado
por funciones elementales) entonces, aplicando el cambio de variable a una
primitiva, vemos que f tiene primitiva elemental si y solo st g lo tiene. En
nuestro caso, el cambio de variable serd que en este caso serd log(t) = x.
Asi, t = e y dt = e*dx por lo que

/ 1o§t> :/ exgx'

Ahora si basta tomar f = 1/z, g = x en el Teorema 3.15 y ver que la ecua-
cion diferencial R'(X)+ R(X) = 1/X no tiene solucion en C(X). Para ello,
razonemos por reduccion al absurdo y supongamos que existe R(X) € C(X)
tal que R'(X) + R(X) = 1/X. Claramente, R no puede ser un polinomio,
luego podemos escribir R(X) = p(X)/q(X) con q(X) un polinomio no cons-
tante y p(X), ¢(X) primos entre si. Por el Teorema Fundamental del Algebra,
q(X) tiene una raiz con multiplicidad > 1 en algin zy € C y de nuevo por

. . . 2
ser coprimos, p(zy) # 0. Ahora podemos escribir, como en el caso de e™*,

R(X) =p(X)/q(X) = (X — 20) *h(X), y la igualdad R'(X)+ R(X) =1/X

quedard como

uh(X) |, KX) | MX) 1

(X — Zo)'qul (X — 2,’0)'u (X — Zo)'u X

De nuevo, multiplicando por (X — z)#

(X — Zo)“—i_l
X
y evaluando en zy se tiene que h(zy) = 0. Esto sin embargo no serd vdlido en

el caso en que zyg = 0, pues el denominador se anula. Sin embargo, en este
caso tenemos que

—ph(X) 4+ (X — 20)(W'(X) + h(X)) =

XH-H
—ph(X) + X (H(X) + h(X)) = —— = X"
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Ahora st, tomando X = zy = 0, se tiene que h(0) = 0, con lo que queda
probada la contradiccion.
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