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Introduccion

Una variedad térica afin es una variedad algebraica X que contiene un toro
algebraico T = (C*)"™ como un abierto de Zariski denso y verifica que la accién del
toro T sobre si mismo se extiende a una accién del toro T sobre X.

Asi, (C*)™ y C™ son ejemplos de variedades téricas afines. Otros ejemplos son la

curva plana C' = V(y* — 2*) C C? (cuspide) que es una variedad térica afin con toro
C\{0}=CN(C)={ . teC}=C
o bien la variedad V = V(zy — zw) C C* que contiene al toro
VN (CH = {(t1, ta, 3, tataty ') 1 t; € C*} = (C*)°

Como variedad algebraica, una variedad torica afin esta definida por los ceros de

un ideal en Clzy, ..., z,| generado por binomios de la forma

ot —

Vo= ' -xv oy los vectores o= (f1, s fln) YV =

donde z# = zf"---at x
(V1 ..., vp) estéan en (Zsg)™.

A lo largo de la historia, las variedades toricas han recibido diversos nombres
y definiciones, desde la primera definicién formal dada por Demazure en [Dem),
hasta publicaciones mds recientes como [Ful|] o [Ewa] (més proximas al concepto
que planteamos en este trabajo).

La geometria térica supone un buen mecanismo para introducir al interesado en
el mundo de la geometria algebraica. Permite comprobar cémo funcionan resultados
de la teoria de variedades algebraicas de forma mas elemental y sobre conocidos
ejemplos de variedades téricas sencillas, como es el caso de C*, P*, P'x 7. xP! y
las superficies de Hirzebruch H,. Como dice Fulton en su libro [Ful], “las variedades

téricas han proporcionado un destacable campo de pruebas para teorias generales”.



2 INDICE GENERAL

Para construir una variedad térica afin asociamos sucesivamente a un cono o
en el espacio euclideo R"™, su cono dual & en (R™)* que nos permite construir un
monoide S, = d N M con M un reticulo en (R")*. El ideal I,, que define la variedad
algebraica X,, se obtiene a partir de un sistema de generadores del monoide S,. En
los capitulos 1 y 2, describiremos el proceso de construccion de variedades toricas
desde la eleccion de un cono o, hasta su variedad térica afin asociada X, .

En el capitulo 3, veremos como pegar variedades toéricas afines para obtener
variedades téricas proyectivas y como ejemplo, veremos como se pueden definir los
ejemplos clasicos que hemos mencionado antes, como P, mediante este proceso de
pegado de variedades.

En los capitulos 4 y 5, describiremos la accién del toro (C*)" sobre variedades
téricas. Veremos que estd embebido en dicha variedad como una érbita densa (lo
cual da el apelativo de “térica” a la variedad térica) y, por ultimo, daremos una
caracterizacion de la variedad térica como unién disjunta de las 6rbitas de la acciéon
del toro. De esta forma, veremos que las variedades toricas estan relacionadas con
la teoria algebraica de grupos, ya que de hecho, asi es como las consideré Demazure
al principio.

Para que el lector se haga una idea de la relevancia que tienen las variedades
téricas en la actualidad, en el apéndice A del libro [Cox| se menciona que “desde
1991, las variedades téricas tienen su propio numero de clasificaciéon 14M25 (en
la MathSciNet database)”. Del mismo modo, se han observado aplicaciones de las
variedades téricas en la programacion entera, la resoluciéon de sistemas de ecuaciones

polinomiales, la teoria de cddigos, el modelado geométrico o la combinatoria.



Capitulo 1
Construccion de variedades toricas

Como ya hemos mencionado en la introduccién, el proceso de construccion de
variedades toricas (afines) asocia sucesivamente a un cono o en el espacio euclideo
R™, su cono dual & en (R™)*, un monoide S,, una C-dlgebra R, finitamente generada

y, finalmente, una variedad algebraica X,. Es decir, seguimos el esquema:
oc— 00— S, — Ry — X,

En este primer capitulo, vamos a introducir la definicién de cono y cono dual; pro-
baremos algunas propiedades que luego necesitaremos para la construccién de una
variedad térica afin que se hara en el capitulo 2. Terminaremos el capitulo 1 con la

definiciéon de un monoide asociado a un cono y sus propiedades.

1.1. Conos

Definicién 1.1.1. Sea A = {vy,...,v,.} un conjunto finito de vectores en R", el

conjunto:
o= {l’ eR":z = >\1U1+'”+)\TUT7)\i ER”,/\i = 0}

se llama cono poliédrico convero (en adelante, sélo diremos cono). Los vectores
v1, ..., Uy son los generadores de o y lo denotaremos por o = (vy, ..., v,.).

Si A =0, entonces o = {0} y lo llamamos el cono nulo.

Sean o7 el cono generado por {vi,...,v.} y o2 el cono generado por {wy, ..., ws},
denotaremos por o = gy + 09 al cono generado por {vy, ..., U, Wy, ..., Ws }.

La dimensidn de o se denota por dim(o) y es la dimensién del menor espacio vectorial
que contiene a ¢ o, dicho de otro modo, es la dimension del subespacio vectorial
R-o=0+4(—0).
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Ejemplo 1.1.2. Veamos algunos ejemplos de conos en R?, donde {e1,es} es la base

candnica.

2

2e-¢

T=<€> 6=<¢,¢,> v=<2¢-¢,€6>

Observacién 1.1.3. Un cono poliédrico convero o es un cono porque si un punto
estd en o, entonces todo punto Ax con A real positivo (en adelante A\ € Rq) estd en
o

Ademds, un cono o es un conjunto convexo porque para todo par de puntos z,y en

o, cualquier combinacion convexa de ellos A\x + (1 — Ny, A € [0,1] estd en o.
En adelante, denotaremos por N a un reticulo isomorfo a Z".

Definicién 1.1.4. Un cono o es un cono racional si todos los generadores de dicho
cono pertenecen a N. Un cono o es fuertemente convezo si no contiene ninguna recta

que pase por el origen, es decir, 0 N (—o) = {0}.

Definicién 1.1.5. Sea (R")* = Homg(R", R) el espacio dual de R" y (,) la aplica-

cion bilineal

(): (R")* x R" — R

(u,v) — (u,v) = u(v)
A cada cono ¢ podemos asociarle su cono dual 7:
={ue (R") :(uv) >0, € 0o}

Ejemplo 1.1.6. Veamos cuales son los conos duales de los conos del Ejemplo[1.1.2

Denotemos por {e}, 5} la base dual de la base candnica de R2.
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&
2 x\
T=<€> — > —_— € T=<e¢,e ¢
= i = -C >
O el 0 v\ 9% ¥
-e Y
e x € \x
6=<¢,¢,> \ - 0\ 6=<¢,¢>
0 € 0 €
& e+2e;
» \
0
y:<ez,2el-e2> ?:<CT,CT+ZCZ>
2e ¢, 0 e

Definicién 1.1.7. Llamaremos ortogonal del cono o (o directamente cono ortogo-

nal) al conjunto definido por:
ot ={u €& (uv)=0rparatodov € o}
Observacién 1.1.8. Se cumple que ot = & N (—5).

Demostracion. Tenemos que 6 N (—d) = {u € (R™)* : (u,v) > 0, {u,v) <0, Vv €
o} ={ue R")*: (uv) =0} =0t O

Lema 1.1.9. Todo cono o se puede definir como una interseccion de semiespacios.
Cada elemento u € (R™)* define un semiespacio H, = {v € R" : (u,v) > 0}. De

este modo, si {u;}i_; es un conjunto de generadores de &, entonces:

t
U:ﬂHui ={veR": (u,v) >0 Yu;}

=1
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Demostracion. Comprobamos la igualdad:
» C) Sea v € g, entonces (u;,v) > 0 para todo u; por definicién de &.

» D) Seawv € R” con (u;,v) > 0 parai=1,...,t. Tenemos que (A\ju;+...+Aug, v) >

0 para todo \; > 0, luego concluimos que v € o.
m

Ahora nos preguntamos qué pasa si volvemos a calcular el dual de un cono dual,

es decir, dado o cono en R", nos preguntamos qué forma tiene o.

Observacion 1.1.10. Recordemos que existe un isomorfismo canonico entre R™ y
(R™)** dado por:

U:R" — (RM)™
v— U(v): (R")" — R
u  — U(v)(u) = u(v)
Proposicién 1.1.11. Dado un cono o, entonces se tiene que & = 0.

Demostracion. Comprobaremos que ¢ y ¢ se contienen mutuamente.

» Debido al isomorfisno candnico existente entre R y (R™)**, podemos escribir
o ={veR": (u,v) >0 para todo u € G}.

Luego, si v € o, entonces (u,v) > 0 para todo u € & por definicién de 7 y asi,

0@5.

» Sea v € 5. Veamos que si v ¢ o, entonces existe u € & tal que {(u,v) < 0. Por
t

el Lema|1.1.9 tenemos que o = ﬂ H,, con ¢ = (uy,...,u;). Si v ¢ o, entonces
i=1
existe u; tal que v ¢ H,,, es decir, que (u;,v) < 0y ya hemos encontrado el

u = u; que buscdbamos. Debido al isomorfismo candnico existente entre R” y

(R™)**, tenemos que (u;, v) < 0 implica que v ¢ &, luego & C 0.
O

Dado un reticulo N C R", podemos definir su reticulo dual M = Homy(N;Z) =
(Z™)* C (R™)* y se verifica la propiedad siguiente:
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Teorema 1.1.12 (Teorema de Farkas). Si o es un cono racional, entonces & es un

cono racional (respecto al reticulo M).

Demostracion. Si o = {0}, entonces & = (R™)* que es cono racional generado por la
base candnica {e7,...,e!}. Si o # {0}, podemos suponer que existen generadores de
o, v; no nulos, tal que v; € N, 1 < i < r (ya que hemos supuesto que es racional).

Sea H; el hiperplano {u € (R")* : (u,v;) = 0} y sea H;" el semiespacio {u € (R")* :
(u,v;) = 0}. Tenemos que ¢ = ﬂ H;" por el Lema [1.1.9]

1<ir
Demostraremos que existe una familia finita {uj 1 <7<t} C M tal que g =

(uy, ..., uy) por induccién sobre la dimensién n del espacio vectorial ambiente.

= Para n=1 es directo, porque podemos distinguir tres casos:

e o estd generado por vectores de la forma v; € N NR.,. Dado que todos
los generadores seran proporcionales respecto de un factor estrictamen-
te positivo, podemos elegir uno sélo de ellos como generador del cono,
llamémoslo v;. De esta forma, & = {u € R* : (u,v;) > 0} = H;", luego es

cono racional generado por ej.

e De igual modo, si o esta generado por vectores de la forma v; € N NR_q,

podemos concluir que & es cono racional generado por —ej.

e Si 0 estd generado por al menos un vector v; € N NR.q vy al menos un
vector v9 € N NR_g, entonces o = R y tendremos ¢ = {0} que es cono

racional.

= Vamos a probarlo para el caso general de dimensién n, suponiendo que es

cierto para el caso de dimensién n — 1. Sea 7, = Hj N (ﬂ H),1<k<r,
J#k

tenemos que 7, es cono en un espacio vectorial de dimension n — 1. Por

hipdtesis de induccién, existe una familia finita de elementos {uf}j’;l c M

que generan Ty.

Veamos ahora que ¢ esta generado por {u;“}]k C M, es decir,
o =1{> uhul k> 0} = ((uf); )
g,k

e C) Sea u € 4, entonces (u,v) > 0 para todo v € . Aqui distinguimos

dos casos:
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o Siexiste v € o,v # 0, tal que (u,v) = 0, entonces existe un conjunto
de indices I C {1, ...,7} tal que (u,v;) = 0 para todo i € I y (u,v;) >
0 para j € {1,...,7}\I. Luego u € H; paratodoi € [ y u € H;r para
j€{1,..,r} \ I. Por lo tanto, existe k € I tal que u € 7, es decir,
u = piuf + .4 pf kb con pf > 0. Asi que, finalmente, u € ((u¥); ).
o Si (u,v) > 0 para todo v € o,v # 0 Entonces existe, k tal que

(u,vg) > 0. Podemos escribir u = u; + us donde:

(ur,vj) = (u,v5) si j#k (ug,vj) =0 si j#k

(ug,vg) =0 (ug, ve) = (u, vg)

Asf tenemos, u; € Hy, up € Hj para j # k y ui,us € H;" para todo
i =1,...,r. Luego uy € 7, y uy € 7j con j # k. Es decir, que u se
puede expresar como combinacion lineal convexa de los generadores
de 7, y 7; para algin j # k.
e D) Sea u € ((uf);x), entonces u = Z,ufuf con £% > 0. Luego, (u,v) =
j?k

Zu?(u?,w > 0 para todo v € o (dado que uf € 1), asi que u € 4.
jk

]

Observacion 1.1.13. Sin embargo, no se cumple que dado un cono o fuertemente
convezo, su dual es también fuertemente convexo. Por ejemplo, sea o = (e1) en R?,

tenemos que & = (e}, €5, —e3) y o N (—a) = (€5, —ed).

También podemos escribir el dual de un cono como una intersecciéon de forma
similar a la dada en el Lema [.T.9

Lema 1.1.14. Sea o un cono racional generado por los vectores {vy, ..., v, }, entonces

g =7 donde 7; = {\v; : A = 0} es la semirrecta generada por el vector v;.

Demostracion. Observemos que 7; = {u € (R")* : (u,v) > 0, para todo v € 7;} =
{u € (R")* : (u, \v;) =0, para todo A > 0} = {u € (R")*: (u,v;) = 0}. A partir de
esta observacién, es facil comprobar la igualdad:
'
» D) Sea u € ﬂﬁ-, esto equivale a decir que (u,v;) > 0 para i = 1,...,7.
i=1
Asi que para toda combinacion lineal con coeficientes positivos de los v; tene-

mos (u, \jv1 + ... + \v,.) = 0si A; > 0. Concluimos que, u € 4.
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» C) Sea u € &, por definicién tenemos que (u, A\jv; + ... + Av,) = 0 para todo
Av1 + ... + A, € o. En particular, tomando \; = 1 y A\; = 0 para todo
j # 1, tenemos que (u,v;) > 0. Repitiendo el mismo argumento para cada i,

obtenemos lo que queremos.
O

1.2. Caras

En esta seccién introducimos la definicién de cara de un cono y algunas de sus
propiedades. Una cara de un cono se obtiene haciendo la interseccién del cono con

un hiperplano de la forma siguiente:

Definicién 1.2.1. Sea ¢ un cono y X\ € &, entonces:
T=0cnNM={veco:(\v)=0}

es una cara de o. Escribiremos 7 < o. A las caras de dimensién uno las llama-
remos aristas. Observemos que el propio cono es cara de si mismo, basta tomar

A =0 € (R")*. Igualmente, el vector 0 constituye una cara de cualquier cono ya que
s

esta generada por el elemento A = E u; € ¢ con & = (uy, ..., u,). A todas las caras
. Z:]- .

que no son o se las denomina caras propias del cono.

Ejemplo 1.2.2. Sea el cono o = (eq, e3), podemos determinar sus caras 1, = {e1) =

on(es)t, 7= {ea) = o N(e})t y sus caras no propias o y {0}.

ez

N
AR
0 To¢€

s
Veamos algunas propiedades de las caras de un cono:
Proposicion 1.2.3. Sea o un cono racional, entonces:
i) Toda cara de o es un cono racional.
ii) Toda interseccion de caras de o es una cara de o.

iii) Toda cara de una cara de o es una cara de o.
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Demostracion. Sea o un cono racional:

i) Sean {vy, ..., v, } generadores de o en N y sea A € 5. Consideramos la cara 7 =
oNM ={veo:(\v)=0} Dado v € 7, tenemos que v = f11V1 + ... + flyVpm
con 1; = 0, luego (A, v) = py (A, v1)+...4 pm (A, vp) = 0y dado que (A, v;) > 0,
se cumplird que para cada i € {1,...,m} o bien y; = 0, o bien (A, v;) = 0.

Es decir, existe I C {1,...,m} tal que:

Mv) =0, 20 si i€l

Nwv) #0,p;, =0 si i ¢l

Asi, tenemos que si v € 7, entonces v = E wiv; con p; = 0. Es decir, que 7
iel
estd generado por {v; : i € I}, y por lo tanto, es un cono racional.

ii) El resultado es consecuencia de la siguiente igualdad que probamos a conti-

nuacion:
k

(enX)=0n (Z i)t

i=1

k

» C) Sea v € m(a N i), tenemos que v € ¢ y v € A+ para todo i, es
i=1

decir, que (\;,v) = 0. Dado que la aplicacién (,) es bilineal, tenemos que

k
(M + ...+ A, v) =0, luego v € 0 N (Z Ai)* como querfamos ver.
i=1
k k
» D) Seav € 0N (Z AT, tenemos que v € 0y v € (Z M\i)*, es decir,

i=1 i=1
k

que <Z Ai,v) = 0y por la bilinealidad de la aplicacién (, ), tenemos que

=1
k

Z(Ai,v) = 0. Dado que v € 0 y \; € 7, tenemos que (\;,v) > 0 luego
i=1
debe ser (\;,v) = 0 y asi tenemos que v € ¢ y v € \;- para todo i, es

k
decir, que v € m(a NAD).
i=1
iii) Sean 7 = NAtyy=7NXN1tcon A € 5 y X € 7. Dividimos la demostracién

en dos pasos:
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= En primer lugar, probamos que existe un nimero real positivo p sufi-
cientemente grande, tal que X + p\ € . Supongamos, por reduccién al
absurdo, que ' 4+ pA ¢ & para todo p € R.y. Entonces, (N + pA,v) =
(N, v) + p(A,v) <0 para algin v € o.
e Si (A, v) # 0, entonces existe p > 0 tal que p(A,v) > |[(N,v)|, esto
implica que (N + pA,v) > 0, lo que va en contra de la hipdtesis.
e Si (\,v) =0, tenemos que (N, v) <0y que v € 0 N At = 7, es decir,
(N,v) =0, que no es posible.
» Para concluir, veamos que v = o N (X + pA\)+
e C) Sea v € 7, por definicién vemos que v = 7NN+ = o N At NN,
luego v € o, (A\,v) =0y (N,v) = 0. Por tanto, (N, v) + p(\,v) =
(N 4 pA,v) = 0y concluimos que v € o N (X + pA)*.
e D) Sean {vy, ..., } los generadores de o ordenados de forma que los

s primeros sean generadores de 7 y los r primeros sean generadores

de v (r < s), tenemos que:

( (\vi) =0 si Vi<s
(Nv) >0 si Vi>s

(N,vj)=0 si Vj<r

| (N,v;) >0 si Vj>r

m
Sea v € o N (XN + pA)*t, tenemos que v € o, luego v = Z,uivi
i=1

con u; = 0. Como v € (N + pA\)t, vemos que (N + p\,v) = 0
y desarrollando esta desigualdad, (N + pA\,v) = p(N,v1) + ... +
fn (N, Um) + ppaAs v) + o P (A vm) = g (N vrga) +
W AN s Um) + plist1{N, vs11) + oo + (A vm) = 0. Llegamos a que
p; = 0 parai € {r+1,....s,s+ 1,...,m}. Por tanto, (\,v) =0y
(N, v) =0, asf que v € A y v € N1, Con esto ya podemos concluir
quev € (cNAH) NNt =7nNNE =7,

Esto prueba que 7 es una cara de o. O
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Observacion 1.2.4. Notemos que de la demostracion del punto i) de la Proposi-
cidn hemos deducido que dados los generadores {vy, ..., v} de un cono o, los
generadores de cualquier cara T = o N A, \ € &, de o serdn aquellos v; tales que

<)\, Ui> = 0.
Si 7 es una cara de o, al considerar los conos duales obtenemos
Proposicion 1.2.5. Si 7 < o, entonces ¢ C 7.

Demostracion. Seau € &, por definicién (u,v) > 0 para todo v € o, luego (u, w) > 0

para todo w € 7 < o, es decir, u € T. O

Observacién 1.2.6. Sin embargo, no siempre es cierto que si T < o, entonces
F < 7. Si consideramos en R? la cara T = (e1) del cono o = (e, e3). Efectivamente,
- * % e . > * % * ~ ~

g = (ef,eh) estd contenido en T = (e}, €5, —e3), pero & no es cara de T porque no

eriste N\ € T =T tal que & = AN .

Vamos a enunciar ahora una serie de resultados que usaremos para demostrar,
al final de esta seccion, un resultado que establece una biyeccién entre las caras de

un cono o y las caras de su dual &.
Observacion 1.2.7. Si 0 = 01 4 09, entonces & = g1 N 03.

Demostracion. Sean {vy,...,v.} y {wi,...,ws} generadores de los conos oy y o9 res-
pectivamente. Consideramos ¢ = oy + 02 y tenemos que & = {u € (R")* : (u,v) >
0 Yoeo}.Sean 7, = {Av; : A > 0} y v, = {Aw; : A > 0}, en virtud del Lema|l.1.14]

tenemos que & = ﬂi‘i N ﬂ% = 01 MNos. ]

=1 =1

Observacion 1.2.8. Si 0 = g1 N oy, entonces & = 01 + 0o

Demostracion. En la observacién anterior, hemos visto que (o7 + 02) = 1 N da.
Basta sustituir o1 y o9 por g1 y 03 en la igualdad respectivamente para obtener la

demostracién. O

Gracias a estas observaciones, ahora podemos dar el siguiente resultado sobre el

calculo de la dimension del dual de un cono o dado.

Proposicién 1.2.9. Sea o un cono en R", entonces dim(¢) = codim(o N (—0)).
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Demostracion. Por definicién, dim(5) = dim(5+(—d)). En virtud de la observacién
anterior, 5+(—¢&) = (¢N(—0c)). Ahora bien, tenemos que (cN(—0)) = (cN(—0c))* ya
que v € oN(—o) implica que —v € oN(—0), luego cualquier elemento u € (cN(—0))
cumple que (u,v) > 0y (u,—v) > 0, es decir, (u,v) = 0, luego u € (o N (—0))*.
Asf finalmente, dim(¢) = dim((oc N (=0))*) = codim(o N (—0)), como querfamos

ver. O

Proposicién 1.2.10. Si 7 =0 N\, con A € &, es una cara de o, entonces:
7T=0+Roo(—N)

Demostracion. Dado que ambos miembros de la igualdad son conos, bastara probar
que sus duales coinciden. Por un lado, tenemos que 7 = 7 y por el otro (54 (—\)) =
oN{=\)"= NIt = 7. Vamos a concretar algunos detalles de la segunda igualdad.
Siv € on{(—\)7, entonces (—\,v) > 0 porque v € (—\)" y, dado que (A\,v) > 0
porque v € o, debe ser (\,v) = 0. Por otro lado, si v € o N A+ entonces (\,v) = 0

que también implica (—\,v) = 0 luego v € o N (=) ". O

Ejemplo 1.2.11. Consideramos el cono o = (e1,e3) y queremos calcular el dual
de la cara 7 = (ey) = o N (e})*t. Por la proposicion anterior, tenemos que © =
G+ (—ef) = (ef, —ef, 3).

€

o}

Vamos a definir la nocién de interior relativo de un cono y algunos resultados re-

lacionados con esta definicion que también nos seran ttiles en la prueba del Teorema

L2.17

Definicién 1.2.12. El interior relativo o de un cono o es el conjunto de elementos

de o que no pertenecen a ninguna cara estricta de o, es decir,
og={veo:(\v)>0paratodo e s\o}.

Este conjunto es siempre no vacio. En particular, el cono {0} es igual a su interior

relativo.
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o » . . . [e] . . . .
Observacién 1.2.13. El interior relativo o de un cono o coincide con el interior

topolégico de o para la topologia usual del subespacio vectorial que genera.
Demostracion. Esto es consecuencia de que sabemos que si & = (uy, ..., u;), entonces
t t
o= ﬂ H, = ﬂ{v € R" : (u;,v) > 0}. La frontera topoldgica de ¢ con la topologia
i=1 i=1

usual es la interseccién de los hiperplanos H; = {v € R™ : (u;,v) = 0}, lo que nos
lleva a que el interior topoldgico de o con la topologia usual coincide con el interior

relativo. O

o« o s ., . o .
Definicién 1.2.14. La unién de las caras estrictas de o, o \ 0, se denomina borde

relativo de o.

Proposicién 1.2.15. Dado un cono o, se tiene que un elemento v € o estd en su

. . lati o . 5 R 1 1
intertor relativo o st, y solo s1, 0 Nv— =0~

Demostracion. Dados v € o y u € &, la igualdad (u,v) = 0 implica que u € o= si,
y s6lo si, v € 7, ya que si v € 7, entonces (u,v) > 0 para todo w € & \ o, luego
si (u,v) = 0, entonces u € ot. Reciprocamente, si u € o+, entonces (u,z) = 0 para
todo = € o. Tenemos, por hipétesis, que (u,v) = 0 ya que u € o+, luego (w,v) > 0
siweag\ot, asi que v € &.

Veamos ahora que dado v € o, se cumple que v € o si, y solo si, ¢ Nvt = ot.
Para la implicacién directa, sabemos que para todo v € o siempre se verifica que
ot C aNvt. Veamos que siv € (OT, entonces se tiene la otra contencién. Si u € GNovt,
entonces (u,v) = 0, luego u € o+ por la observacién anterior. Para la implicacién
reciproca, consideramos w € & \ o y tenemos que (w,v) > 0 porque w ¢ v, luego
veoa. O

Incluimos a continuacién un resultado auxiliar que vamos a necesitar para dar

la prueba del Teorema [1.2.17]

Lema 1.2.16. Sea f : X — Y wuna aplicacion suprayectiva y sean g,h:Y — Z
tales que go f = ho f. Entonces g = h.

Demostracion. Supongamos que g # h, entonces existe y € Y tal que g(y) # h(y).
Como f es suprayectiva, existe x € X tal que f(x) = y. Luego g(y) = go f(x) #
ho f(x) = h(y) y, por tanto, go f # ho f. O

Finalmente, podemos probar la existencia de una biyeccion entre las caras de un

cono y las caras de su cono dual.
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Teorema 1.2.17. Si T < o, entonces ¢NT+

es una cara de & con dim(7)+dim(oN
71) = n. Esto nos da una biyeccion (con inversién de orden) entre las caras de o y

las caras de &.
Demostracion. Vamos a hacer la demostracién por pasos:

» Primero demostramos que si 7 < o, entonces 6 N7+ < &
Las caras de & son conos de la forma d N vt conv € §NN = o N N. Sea v

contenido en el interior relativo de 7, tenemos que:
sNuvt=sninvt=snrt

Estas igualdades se deben al hecho de que 7 < o entonces & C 7 (por la
Observacion D y como v € T, entonces 7 N vt = 7+ (por la Proposicién
1.2.15)). Esto prueba que & N7+ es una cara de &.

= Probemos que se verifica la siguiente igualdad para las dimensiones,
dim(t) +dim(GN7t)=n

Consideramos dim(o) = p < ny dim(r) = q¢ < p.

Tenemos que si 74 = #N(—7), entonces N7+ = dNFN(=7) = 5N (7).
N

™) = dim(5 N

Asi, podemos hacer la siguiente sustitucién dim(&

(—=7)) = dim((c + (—7))) por la Observacién .
Finalmente, en virtud de la Proposicion , dim((oc + (—71))) =
codim((c + (—=7)) N ((—o) + 7)) = codim(t + (—7)) = n — ¢, tal co-

mo queriamos ver.

» Esta construccién nos da una biyeccién (con inversién de orden) entre las caras
de o y las caras de g. Vamos a denotar por H a dicha biyeccién, de forma que

H es la aplicacion:
H : {Caras de 0} — {Caras de 7}
T — T =6NTt

Sean 7 y v caras de o con v < 7, veamos que H invierte el orden, es decir,
7% < v*. Dado que v < 7, tenemos que 7+ C 7+, luego 7* = cN7t C cNyt =

~*. Vamos a ver ahora que H es biyectiva. Ya hemos visto que es suprayectiva,
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pues dada una cara &, esta serd de la forma & Nv* con v € ¢ y existe una cara
7 < o tal que v estd en el interior relativo de 7, con ¢ N v+ = & N 7+ como
hemos probado antes. Veamos que es inyectiva. Vamos a probar primero que

T C 7. Tenemos que 7 = (¢ N7H)* =on (g N7t

e T<og—>7Co0o

esnttcrt=rCrt C(enrt)t

Una vez demostrado que 7 C 7**, podemos afirmar que 7% O 7°** porque H in-
vierte el orden y que 7* C 7*** porque ¢ también es un cono y podemos conside-
rar H la aplicacién con dominio en el conjunto de caras de &. Luego 7 = 7+*.
Ahora, consideramos la aplicacién G definida por G(7*) = H(H(7*)) = 7*
y de la igualdad 7 = 7%, deducimos que Id o H = G o H. Dado que H
es suprayectiva y en virtud del Lema [1.2.16] tenemos que G=Id. Dado que
G = H o H, tenemos que H es inyectiva.

Por dltimo, basta probar que H o H = Id para ver que H es inyectiva y
concluir que H es biyectiva. Supongamos que HoH # 1Id, es decir, que
existe una cara 7 de ¢ tal que H o H(r) = v # 7. Dado que H es su-
prayectiva (se puede comprobar repitiendo el proceso que hicimos para com-
probar que H es suprayectiva), tenemos que existe una cara a de & tal que
H(a) = 7. Es decir, que H(H(H(a))) = 7. Sin embargo, H(H(a)) = a, luego
H(H(H(a))) = H(a) = 7, pero tenfamos que H(a) = 7 # =, luego llegamos

a una contradiccion.

Monoides

Uno de los pasos en la construccion de variedades toricas es obtener un monoide

a partir del dual de un cono. En esta seccién, definiremos el concepto de monoide y

una serie de resultados para poder realizar el paso mencionado.

Definicién 1.3.1. Un semigrupo (es decir, un conjunto no vacio S con una operacién

interna asociativa +) se llama monoide si es conmutativo, posee elemento neutro 0

y cumple la ley de simplificacién:

s+t=8+t=—=s=s paras,s,tes
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Lema 1.3.2. Si o es un cono, entonces 0 NN es un monoide.

Demostracion. Es directo que la suma de elementos del conjunto NN es asociativa,
conmutativa y posee elemento neutro (0,.%.,0) € R" puesto que la operacién hereda
las propiedades de su homoéloga en el espacio vectorial R”. En cuanto a la ley de
simplicacién, dados dos elementos (21, ...,2,) ¥ (Y1, .., yn) en c NN | para cualquier
elemento (21, ...,2,) € e NN que cumpla (21 + 21, ..., Tn+ 2n) = (Y1 + 21, oo, Yn + 2n)5
tenemos que x; = y; para i = 1,...,n. Luego efectivamente, también se cumple la ley

de simplificacion. O]

Definicién 1.3.3. Un monoide S estd finitamente generado si existen elementos

ai, ...,a, € S tales que:
para todo s € S se tiene que s = A\jay + - - - + Apag con \; € Zy.

Los elementos ay, ..., ax se llaman generadores del monoide. Un sistema de generado-
res es minimo si ninguno de sus elementos esta generado por el resto de elementos

del sistema.

Lema 1.3.4 (Lema de Gordan). Si o es un cono racional, entonces o NN es un

monoide finitamente generado.

Demostracion. Sea o un cono racional y A = {vy, ..., vx} un conjunto de generadores
k

de o, con v; € 0 N N. Consideramos el conjunto K = {Z tiv;, 0 < t; < 1} que es

i=1
compacto y, dado que N es discreto, tenemos que K NN es finito. Veamos que K NN
genera 0 N N. Sea v € 0 N N, entonces v = A\jvy + -+ + N\ = (N +r1)vg + -+ +

k
(ng + re)vg = nqvy + -+ ngog + 1 - Zrivi conn; € Z=oy 0 < r; < 1. Dado que

1=1
k

v € KN N yque Zrivi € KN N, ya tenemos lo que queriamos. O
i=1

Notacion 1.3.5. A partir de ahora, denotaremos S, = N M.

Vamos a dar ahora una serie de ejemplos de monoides obtenidos a partir de los

conos del Ejemplo [1.1.6]

Ejemplo 1.3.6. En R? consideramos el cono v = (2e; — ea, €3) y hallamos S,
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e, \\ e +2¢; \i
2e-¢, 0 e

En este ejemplo S, marcado con los puntos grandes, no estd generado por los
vectores que generan § = (e}, e} + 2ek) sino que hay que anadir el vector e + e}
al conjunto de generadores de S,. Sin embargo, el lema de Gordan garantiza que el
conjunto de generadores es finito y, si sequimos la demostracion del lema de Gordan,

basta con elegirlos de entre los vectores contenidos en el conjunto K definido en la

demostracion.

Ejemplo 1.3.7. En R? consideramos el cono o = (e, es) y hallamos S,
\\\'
e2
& .
eZ

Vemos en este caso que S, si que estd generado por los vectores que generan
~ * %k
o = (€], €5).

Ejemplo 1.3.8. En R? consideramos el cono T = {e1) y hallamos S
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En este ejemplo S; también estd generado por los vectores que generan T =
* * *
<617 €9, _62>'
Proposicién 1.3.9. Sea o un cono racional y 7 = cNA* una cara de o, con A € S,

entonces:
ST == So' + Z;O(_)\)

Demostracion. Se prueba directamente intersecando ambos miembros de la igualdad

de la Proposicion [1.2.10| con M = (Z")*. O

Finalmente, vamos a demostrar un resultado que serd ttil en secciones posterio-

res:

Lema 1.3.10. Sea 0 un cono fuertemente convezo, el monoide cNZ" tiene un unico

sistema minimo de generadores.

Demostracion. Sean {ay,...,a;} y {b1, ..., by} dos sistemas minimos de generadores
distintos de ¢ N N y podemos suponer que by ¢ {aq, ..., a;}. Entonces, existen com-
binaciones

l
b1 = Z )\jaj con )\j S Z>0

j=1

m
i = Z“ikbk con iy € Zzo para i =1,..., 1.
k=1
Operando adecuadamente, obtenemos que

m l
by = Z%bk con 7y, = Z Aj k-
k=1 Jj=1

Dado que los b, forman un sistema minimo de generadores del monoide, debe ser
~v1 > 0 o sino, by seria combinacién del resto de by, del sistema. Por otro lado, también
se cumple que 7; < 1. De no ser asi, podemos obtener —b; como combinacién de
los generadores {by, ..., b, }, es decir, que —b; € o, pero eso entra en contradiccién
con que o es fuertemente convexo. Luego 73 = 1 y v = 0 para todo k£ > 2. Como

consecuencia, Ajj;, = 0 para todo j =1,.... 0y k=2,...,m.

!
» Como vy, = Z/\j,ujl = 1, entonces existe jo tal que \jopjo1 = 1y Ajujn =0
j=1
para todo j # jo. Luego A, = ;1 = 1. Por lo tanto, como p,, = 0 para todo

k =2,...,m, tenemos que a;, = Zﬂjokbk = [Ljo1b1 = by.
k=1
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= Si suponemos que existe s # jg tal que Ay # 0, entonces ug = 0 para todo

k=2,....,m, por lo tanto, as = s b;.

Luego,
l !
b1 = ay, + as + Z )\jaj = bl + ,U/slbl + Z )\jaj
J#jo,s J#Jo,s
1
Simplificando, tenemos que Z Aja; = —is1by, es decir, que —b; € 0. Pero esto

J#3Jo,s
vuelve a contradecir nuevamente la hipdtesis de que o sea fuertemente convexo.
Luego, by = \j,a;, = a;,, en contradiccién con la suposiciéon de que by ¢ {a1, ..., a;}.
m



Capitulo 2
Variedades afines toricas

Hasta ahora ya hemos alcanzado el tercer paso en nuestra construccién de va-
riedades téricas afines. Vamos a construir, a partir de los monoides de la forma S,
que hemos definido en la secciéon anterior, algebras sobre el cuerpo de los niimeros
complejos. Finalmente, de estas dlgebras y mediante el uso de herramientas propias

de la geometria algebraica, llegaremos a dar una definicién de variedad térica afin.

2.1. Polinomios de Laurent

Denotemos por Clz, 27 = Clzy, ..., 2n, 21 ', ..., 27 1] el anillo de polinomios de

ey Apy

Laurent. Escribiremos un monomio de Laurent de la forma Az® = Az{" --- 29" con

Ae C'y a = (a,...,a,) € Z". El siguiente paso para definir variedades tori-
cas estd basado en el siguiente isomorfismo entre el grupo aditivo Z™ y el grupo

multiplicativo de monomios ménicos de Laurent:

0:7" — 0(Z") C Clz, 2]

a=(ag,..,ap) — 2% =z 20

Veamos que 6 es un isomorfismo de Z" en 0(Z").

» 6 es homomorfismo de grupos. Sean o = (ay, ...,a,) € Z" y 5= (S1, ..., Bn) €
Z", tenemos que: O(a+ ) = 0(ay+ 1, ..., ap+B,) = 29T ponFhn — o P

= 0 es inyectiva. Directamente, si 0(, ..., qn) = 2020 = 200 20 =
0(P1, ..., Bn) entonces «; = fB;,i € {1,...,n}

21
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= () es suprayectiva porque el recorrido de la aplicacién es la imagen del dominio

por 6.

Definicién 2.1.1. El soporte de un polinomio de Laurent f = Z Ae2” se define
finita
por:

supp(f) ={a € Z" : N\, # 0}

Proposicion 2.1.2. Para un cono racional o, el anillo

R, ={f € Clz,27" : supp(f) C S,}

es un algebra monomial finitamente generada (es decir, es una C-dlgebra generada

por monomios de Laurent).

Demostracion. Para probar que es una C-algebra, basta considerar cémo se com-
porta el soporte para la suma, producto y producto por escalares de polinomios
de Laurent. El soporte de la suma de monomios de Laurent estda contenido en la
unién de los soportes de ambos sumandos. El soporte del producto de un polino-
mio por un escalar no nulo permanece constante. El soporte del producto de dos
monomios de Laurent es la suma de los soportes de los factores, que esta en S,
porque es un monoide. Veamos que R, es finitamente generada. Sabemos que exis-
ten vy,...,v, € S, que generan S, (por el lema de Gordan). Dada la biyeccién 6
entre Z" y 0(Z"), tenemos que dado x € S,, x = My + - + A\, Ny € Zso,

A,

entonces f(x) = 2% = (z™) - (z%)*. Es decir, que cualquier monomio 2% € R,

esta generado por z'1, ..., 2", O

2.2. Algunos resultados basicos de geometria al-

gebraica

En esta seccion vamos a recordar algunos resultados de geometria algebraica que
utilizaremos en la construccién de variedades téricas. Como referencia principal para
esta seccion se puede consultar el libro Algebraic Geometry de R. Hartshorne [Hart].
Pese a que todos los resultados que vamos a dar ahora se pueden enunciar sobre
cualquier cuerpo k, nosotros elegiremos darlos sobre el cuerpo C de los numeros

complejos y denotaremos C[¢] = C[¢y, ..., &] el anillo de polinomios en k variables

sobre C.
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Definicién 2.2.1. Dado un subconjunto £ C C[¢], el siguiente conjunto
V(E)={x € C": f(x) = 0 para todo f € E}

se llama el conjunto algebraico afin definido por E. Sea I el ideal generado por E,
entonces V(I)=V(E). Un subconjunto X de C¥ se dice que es un conjunto algebraico
afin si existe un subconjunto £ C C[¢] tal que X = V(E).

Definicién 2.2.2. Dado un subconjunto X C C*, definimos:

I(X) ={feC[g: flx =0}
llamado el ideal de X.

Observacion 2.2.3. Por lo tanto, tenemos que la aplicacion V manda subconjuntos
de C[¢] en conjuntos algebraicos afines y la aplicacién I manda subconjuntos de C*
en ideales. Fstas aplicaciones cumplen las propiedades siguientes cuya demostracion

se puede encontrar en [Hart, Pag. 3]
1. Si By C Ey son subconjuntos de C[E], entonces V(Ey) O V(E,).
2. Si X; C Xy son subconjuntos de C*, entonces I(X1) 2 I(Xs).

3. Dados dos subconjuntos X1, Xy de CF, tenemos que (X, U X,) = I(X;) N
I(Xy).

Observacion 2.2.4. Se puede demostrar que la union de dos conjuntos algebraicos,
la interseccion de cualquier familia de conjuntos algebraicos, el conjunto vacio y el

conjunto C* son conjuntos algebraicos (ver Proposicién 1.1. [Hard, Pag. 2]).

Definicién 2.2.5. En base a la observacién anterior, podemos definir la topologia de
Zariski sobre el espacio C¥ tomando como conjuntos abiertos los complementarios

de los conjuntos algebraicos en CF.

Observacién 2.2.6. Dado que los cerrados de la topologia de Zariski en C* se co-
rresponden con los conjuntos de ceros de polinomios en C[€], tenemos que la topologia

de Zariski en C* es menos fina que la topologia usual en CF.

Definicién 2.2.7. Un subconjunto no vacio Y de un espacio topolégico X es irre-
ducible si no se puede expresar como la union de dos subconjuntos propios de X,

cada uno de ellos cerrados en Y. El conjunto vacio no se considera irreducible.
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Vamos a dar unos resultados sobre conjuntos irreducibles que nos seran tutiles en

capitulos posteriores.

Definicién 2.2.8. Un ideal p en un anillo conmutativo R se dice que es primo si

p # Ry para todo a,b € R, se cumple:
abep=—acpobep

Proposicion 2.2.9. Dado un anillo conmutativo R, un ideal p C R es primo si, y

solo si, el anillo cociente R/p es dominio de integridad.
Demostracion. Ver [Hung| Pag. 127]. O

Proposicién 2.2.10. Un conjunto algebraico es irreducible si, y solo si, el ideal que

lo genera es primo.
Demostracion. Ver [Hartl, Pag. 4]. O

Proposicion 2.2.11. Sean X' e Y’ espacios topoldgicos y f : X — Y un homeo-
morfismo con X C X' eY CY'. Se cumple que si X es irreducible en X', entonces

Y es irreducible en Y.

Demostracion. Supongamos, por reduccion al absurdo, que Y no es irreducible en
Y’. Entonces Y = Y; UY; con Y], Y5 subconjuntos propios de Y cerrados en Y. Dado
que f es homeomorfismo, tenemos que f~! es continua, luego f~1(Vy) vy f~1(Y5)
son cerrados en X y ademads, como la aplicacion f es biyectiva, tenemos que X =
1Y) U f71(Y2), luego X no es irreducible en X'. Esto contradice la hipétesis,

asi que Y debe ser irreducible en Y. O

Definicién 2.2.12. Una variedad algebraica afin (o simplemente variedad afin) es
un subconjunto cerrado irreducible de C™ respecto de la topologia de Zariski. Un

subconjunto abierto de una variedad afin es una variedad cuasi-afin.

Tenemos el siguiente resultado que relaciona un ideal a de C[¢] con el ideal

1(V(a)).

Teorema 2.2.13 (Teorema de los ceros de Hilbert (Nullstellensatz)). Sea a C C[¢]

un ideal, entonces se tiene que
[(V(a)) = Va
donde \/a es el radical del ideal a.
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Dado un punto z = (1, ..., x;) € C¥, denotaremos M, = (& — x1, ..., & — 1),
que es un ideal maximal (ver Ejemplo 1.4.4. [Hartl, Pag. 4]). Como consecuencia del

resultado anterior, tenemos

Teorema 2.2.14 (Versién débil del Nullstellensatz). Todo ideal maximal en C[¢] se

puede escribir como M, para un punto x € CF.

Corolario 2.2.15. La correspondencia x — M, es una biyeccion entre puntos de
C* e ideales mazimales de M de C[£].

C* +— {M C C[¢], M ideal mazimal} = Spec(C[¢])
Esto nos permite dar la siguiente descripcién del conjunto V(I) para un ideal .
Lema 2.2.16. Sea I un ideal de C[¢], entonces V(I) = {x € C*: [ C M,}.

Demostracion. Lo probaremos por doble contenido:

» D) Sea x € C* con I C M,, entonces, para todo f € I, tenemos que f(§) =
fi€)(& — 1) + -+ fi(€) (& — z), luego z € V().

= C) Sea z € V(I), entonces M, = I({z}) D I(V(I)) = /I D I, como

queriamos probar.
O

Definicién 2.2.17. Denotaremos el ideal de V' = V(I) por Iy, = I(V(I)). Dire-
mos que Ry = C[¢]/Iy es el anillo coordenado del conjunto algebraico afin V(I).

Esta generado como C-algebra por las clases g‘] de las funciones coordenadas &;.

Teniendo en cuenta la relacién entre los ideales maximales de C[¢] y C[¢] /Iy (ver
Lema 1.20 [Ewal Pag. 206]) obtenemos que los puntos de un conjunto algebraico afin
V' = V(I) corresponden a los ideales maximales del anillo coordenado como muestra

el siguiente resultado.

Corolario 2.2.18. FExiste una biyeccion:
V +— {M C Ry : M ideal mazimal} = Spec(Ry)

Observacion 2.2.19. Dado un anillo R, para todo ideal a de R, denotamos V (a) =
{m € Spec(R) : a C m}. Tenemos que se cumplen las siguientes propiedades (ver
Lema 2.1. [Hart, Pag. 70])
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1. Sia y b son ideales de R, entonces V(ab) =V (a) UV (b).

2. Si{a;} es una familia de ideales de R, entonces V(Z a;) = ﬂ V(a;).
Definicién 2.2.20. En base a la observacién anterior y el Lema [2.2.16] podemos
definir la topologia de Zariski sobre el conjunto de ideales maximales de R, Spec(R),
tomando como conjuntos abiertos los complementarios de los conjuntos V'(a) donde

a es un ideal de R.

Como consecuencia del Corolario [2.2.18] dada la topologia de Zariski en ambos

lados de la biyeccién, tenemos el homeomorfismo:

V = Spec(Ry)

Cada C-édlgebra R determina una variedad compleja afin Spec(R). Si elegimos
generadores de R, la C-algebra R se puede escribir como C[¢y, ..., & /I donde T es
un ideal. Entonces Spec(R) se puede identificar con la subvariedad V(I) de C*.

2.3. Variedades afines toricas

En esta seccién describimos cémo se construye la variedad térica afin asociada a

un cono racional.

Definicién 2.3.1. La wariedad afin torica correspondiente al cono racional o es
X, = Spec(R,).

Dado que la definicion de variedad toérica es demasiado abstracta para poder ma-
nejarla, nos interesa buscar una representacién de la misma en un adecuado espacio
afin C*. Estas representaciones geométricas se obtienen introduciendo coordenadas,
que se corresponden con una eleccion de generadores de S, .

El homeomorfismo V' = Spec(Ry) muestra cémo podemos representar R, como
un anillo coordenado de varias maneras, segun cémo elijamos los generadores de
S,. Diferentes elecciones dan diferentes representaciones de la variedad afin térica
Spec(R,) en distintos espacios complejos C*. En adelante, denotaremos X, a algu-
na de esas representaciones, ya que todas son homeomorfas.Vamos a ver como se
construyen dichas variedades a través de un ejemplo, para luego dar el caso general.

Por 1ltimo, veremos como dar la representacion que hemos esbozado.
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Ejemplo 2.3.2. Tomamos el cono o = (ea,2e; — e9). Sea a; = €},a2 = €} + €5 y
as = e + 2¢e; el sistema de generadores de S,. Por el isomorfismo 0, tienen una
correspondencia con los monomios de Laurent u; = 21,uy = 2129 y ug3 = 2123. La

C-dlgebra R, se puede representar por:

R, = Cluy, ug, ug] = C[&1, 62, 83]/ 15

donde la relacion a; + a3 = 2as nos proporciona la relacion entre coordenadas
uyug = ui. El ideal I, estard generado por la relacion && = &2 y la variedad

térica correspondiente al cono o estd representada en C3 por el cono cuadrdtico:
3. .2
X, =V(I,) ={z = (21,29, 23) € C°: 2125 = 23 }.

Observacion 2.3.3. En el caso general, el procedimiento es similar. Sean
{a1,...,ax} un sistema de generadores de S, cada uno de ellos escritos de la for-

ma a; = (a;,...,a") € S,. Por el isomorfismo 0, obtenemos los monomios de Lau-

(EX) Z
rent u; = 2% = 20" ---z,' € Clz,27Y]. La C-dlgebra R, = Cluy,...,ux] se puede
representar por:

RJ — (C[fl, ceey gk]/ja

para un ideal I, que determinamos de la siguiente forma. Expresamos las relaciones

entre los generadores de S, de la forma:

k k
> via; =Y pia;, con ji;,v; € L
j=1

j=1

de donde obtenemos, gracias al isomorfismo 0, las relaciones monomiales:

AI\V1 |, (50k\VE — (SO1\ML | ., (~0k Kk
(%) (Z)7 = (M) ()
] al a” . .

con 2% = z" -+ - zy', es decir, las relaciones:

Vi Ve __ M1 123

ul...uk_ul ...uk

entre las coordenadas y finalmente las relaciones binomiales:

Vi Vi __ ¢M1 Hi

1 "7TSE T S1 TSk (2-1)
que generan I,.

Ahora podemos construir representaciones de variedades téricas como sigue:
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Teorema 2.3.4. Sea o un cono racional en R* y A = (ay,...,ax) un sistema de
generadores de S,, la correspondiente variedad torica X, estda representada por la
variedad afin V (I,) C C¥ donde I, es un ideal de C[fl, &k generado por un nime-
ro finito de relaciones binomiales de la forma (2.1|) correspondientes a las relaciones

entre los generadores de S, .

Demostracion. Primero demostraremos que el conjunto

poslin(A) = {(v, 1) € Rx0)* x (Rog)* : Y vja; =Y pjaz}

J=1 J=1

de relaciones lineales positivas entre los generadores de S, es un cono racional en

R?* y, por lo tanto, el conjunto de relaciones lineales enteras y positivas

() € Zoo)* % (Zoo)* = Y vja; = 3y}

Jj=1 J=1

es un monoide finitamente generado por el lema de Gordan. Luego basta probar que
todo elemento de I, esta generado por una coleccién de relaciones binomiales como
describimos en (2.1)).

» Dados a, 8 € poslin(A), tenemos que a + 5 € poslin(A) y ta € poslin(A)
para todo t € Ry, luego poslin(A) es un cono en R?".

= Ahora bien, para un polinomio f(§) = Z A&V, tenemos que f(u) =
vE(Zso)k
Z Au’ = Z A2" 4 donde 274 = (29)1 - - - (2%)¥. Luego para todo
vE(Zso)k vE(Zso)k

a € Sy, el coeficiente ¢, de 2% es Z A,. Tenemos que f € I, si, y sélo
{viwv-A=a}
si, todos los ¢, se anulan. Luego, en ese caso, si existe \, # 0 para algun

v € Zsp, entonces por ser S, un monoide, existe p # v que cumple que
v-A=p-Ay X, # 0. El correspondiente binomio A, (£ — &) estd en I,

vA 24 = (). Restandolo de f, llegamos a un polinomio

(porque u” —ut = z
en I, con estrictamente menos términos que f (f(§) = h(&) + \.&Y, luego
f(&) — A& = h(&) que tiene estrictamente menos términos que f). Dado que
el nimero de términos de f es finito, llegaremos a un punto en que todos los
ce = 0, luego f € I, y ademas, esta generado por relaciones binomiales de la

forma (¥ — £*) como hemos construido arriba. O
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Veamos ahora que dadas dos representaciones de una variedad torica, existe un
cambio de coordenadas entre ellas que nos permite manejar cualquiera de ellas sin

que por ello cambien las propiedades de la variedad.

Lema 2.3.5. Si R, = Cluy,...,ux] y R, = Clvy,...,v;] son dos representaciones de

R, entonces existe un cambio de coordenadas entre (uy, ..., ux) y (vi,...,v;).

Demostracion. Consideramos los sistemas de generadores {ay, ..., ax} y {b1, ..., by } del
monoide S, tales que u; = 2% y v; = 2%. Dado que ambos son sistemas generadores,

se puede expresar los elementos de un sistema generador como combinaciones lineales
k

de los elementos del otro. De esta manera, b; = Z Ma; con /\z € Zy. Esto conduce,

=1

: . _ j j Y W .
mediante el isomorfismo 6 a que v; = 2% = M9 .. A% = ¢ty k ] es decir, el
cambio de coordenadas que buscabamos. O
Ejemplo 2.3.6. Consideremos el cono o = {0}, el cono dual serd ¢ = (R™)*.

Podemos elegir diferentes sistemas de generadores de S, por ejemplo:

* * * *
{el,....er, —el, ...,—er}
Tendremos que R, serd la C-dlgebra:

Ry =Clz1, oy 2n, 27, oy 27 = ClEy, ., €] /1

cey A

donde
I, = Cl§](&16ns1 — 1) + -+ + ClE](€nan — 1)

luego, Xy = V(&1&pns1 — 1,..., &€ — 1). Para n=1, la variedad obtenida es una
hipérbola compleja con asintotas en los ejes & = 0 y & = 0. Se puede proyectar de
forma biyectiva sobre el eje & = 0 obteniendo C*. Del mismo modo, para el caso

general, tenemos que X, es homeoforma a
T={(z1,..,2,) €C": 2; #0,i =1, ...,n} = (C)"
usando la proyeccion C** — C" en las primeras n coordenadas.

Definicién 2.3.7. El conjunto T = (C*)" se llama n-toro algebraico complejo.

Observacion 2.3.8. Tenemos que el n-toro algebraico complejo cumple las siguien-

tes propiedades:
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1. T incluye al toro real ya que T = (S')" x (Rsq)™.
2. T es cerrado como subconjunto de C*"*, pero no lo es como subconjunto de C".

Demostracion. 1. Basta considerar los puntos z € C* en sus coordenadas polares
(p,0), es decir, z = pe?. Dado que cada elemento en C* estd univocamente

determinado por su moédulo y argumento, tenemos que la aplicacién

F(C)" — (Rsg)" x (SH)"

(21, ey 2n) V—> (|21]s s |20]s 21 /| 21]s ooy 20/ |20])

es una biyeccién. Por otro lado, las condiciones de continuidad necesarias para
que f sea un homeomorfismo son faciles de comprobar respecto de las topo-
logias usuales en cada uno de los conjuntos mencionados. Para ver una prueba
mas detallada, consultar [Ewal Pag. 229-230].

2. Dado que la topologia usual es més fina que la topologia de Zariski, podemos
ver que en la topologia usual W = C", luego T no es cerrado en C". Sin
embargo, T es cerrado en C*" porque se define como la subvariedad T =
Vi(€bnyr — 1, 6nbon — 1) C C*.

]

Vamos a enunciar el siguiente resultado auxiliar sobre topologia general para
poder probar a continuacion un resultado muy importante sobre variedades toricas,
pues es la principal propiedad de las variedades toricas que las distingue de otras

variedades algebraicas.

Observacién 2.3.9. Sean 11 y 12 dos topologias definidas sobre X tales que 71 C Ty,

entonces para cualquier A C X se cumple que A7 C A™.

Demostracion. Sea x € A", entonces © € U para todo U € 7 tal que UN A # 0,
pero como U € 75 C 71, tenemos que x € U para todo U € 71 con U N A # (), luego
re A" [
Proposiciéon 2.3.10. Sea o un cono racional en R", la variedad torica afin X,

contiene al toro T = (C*)™ como un subconjunto abierto de Zariski denso.

Demostracion. Sea {aq,...,ar} el conjunto de generadores del monoide S, y sea
V(I,) C C* una representacién de X,. Sean a; = (al,...,a?) € Z" y t € T con

i %
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t = (t1,...,t,) € (C*)™. El embebimiento h : T — X, estd dado por:

h:T— X,
= (f e tn) — (£, .., %)

1 n
donde t% = t{* - --t,* € C*. Probemos que h es una biyeccién de (C*)™ en X,N(C*)*.

= Estd bien definida. Sea t = (t,...,t,) € T, tenemos que t; # 0 para todo i,
luego t?z # 0 para todo 1, 7. De aqui, tcfll ot £ 0, luego t‘fll LtE C,
asi que (t%,...,t%) € (C*)* y, dado que {ay,...,ax} generan S,, finalmen-
te obtenemos que R, = C[z*,...,2*| = C[&,...,&]/I,, por consiguiente,

(9, ..., t%) € V(L,).

= Es inyectiva. Bastara comprobar que podemos construir la aplicacion inversa.
Sea a € S, tal que a + el € S,, con {e],...,e~} base de (R™)*. Los monomios
de Laurent 2% = fo(u), 274 = fi(u) estdn en R, = Clu] C C[z,z7!]. Sea t =
(t,....t,) € T con h(t) = x € X, N (C*)*, entonces f;(h(t)) = t;t* = t; fo(h(t))
lucgo , = £i(h(£))/ fo(h(t)) = fi(x)/ folz) (observemos que fo(h(t)) # 0 por-
que t € T).

» Es suprayectiva. Sea x € X, N (C*)*, existe (f1(z)/fo(x), ..., fu(z)/fo(x)) :
R(f1(x)/ fo(x), ..., fu(x)/fo(z)) = x (tenemos que fo(z) # 0, f;(x) # 0 para

i=1,...,n, porque x € (C*)¥).

Las condiciones de continuidad para que h sea un homeomorfismo se cumplen
porque la aplicacion h estd definida por monomios, asi que para probar que
X, N (C*)* es abierto, basta ver que (C*)" es abierto en C", lo cual es cierto porque
(CH"=C"\ {(x1,..c,zp) €C" 2y -2, =0} =C" \ V(21 - - - ).

Por otro lado, tenemos que en la topologia usual en CF, la adherencia
XUH—(C*)’“TMW = X, y, dado que la topologia usual en C* es més fina que la topo-
logia de Zariski en CF, por la Observacion m tendremos que X, N (C*)F " C
X, N (CHFZ Tuego X, N (CE 2" = X_ asi que X, N (C*)* es denso en
X, ]

Observacion 2.3.11. FEsta ltima proposicion explica por qué damos el nombre

“torica” a las variedades toricas.

Gracias a este ultimo resultado, podemos demostrar que las variedades toricas
son irreducibles, lo que nos permitira afirmar que las variedades téricas son varie-

dades afines en C".
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Proposicion 2.3.12. Las variedades toricas son irreducibles.

Demostracion. Primero demostraremos que dada una variedad térica X, , entonces
(C*)" N X, es irreducible en X,. Por la Proposicién 2.2.11] probar que (C*)" N X,
es irreducible en X, equivale a probar que (C*)" es irreducible en C". Nuevamente,
debido a la Proposicién y en base al Ejemplo , probar que (C*)™ es irre-
ducible en C" es lo mismo que probar que V(£1&,11—1, ..., .80, — 1) es irreducible en
C?". Como ya vimos en el Ejemplo[2.3.6] para el ideal I, = (£1&,11—1, ..., Euéan—1) C
Cl&, ..., &2p) tenemos que el anillo coordenado R, = C[&y, ..., &2, /1, es de la forma
R, = Clz1,..., 20, 21 ', ..., 271] que es anillo conmutativo y dominio de integridad,
luego por la Proposicién 2.2.9] tenemos que I, es ideal primo y, por la Proposicién
tenemos que V(&1 —1, ..., Enan — 1) es irreducible en C** como querfamos
ver.

Ahora vamos a probar que dado cualquier conjunto Y irreducible, entonces su adhe-
rencia Y también es irreducible. Podemos suponer por reduccién al absurdo que Y.
Entonces Y = Y; UY, con Y, Y, subconjuntos propios de Y cerrados en Y. Tenemos
que Y C Y =Y, UYs, luego Y C Y] oY CY5. Sin perdida de generalidad, suponer
que Y C Y;. Tendremos que Y C Y; C Y, pero aplicando adherencias, tenemos que
Y CY, CV, es decir, que Y; = Y; =Y, lo que contradice que Y; sea subconjunto
propio, asi que Y debe ser irreducible.

Finalmente, dado que (C*)" N X, es irreducible y su adherencia es X,, tenemos que

X, es irreducible. O

Ejemplo 2.3.13. Para los conos del Ejemplo veamos cuales son los embebi-
mientos correspondientes sequn el Teorema|2.5.10).

» Para el cono T tenemos que S, estd generado por los vectores {e},es, —e3},

luego el embebimiento del toro en X, estd dado por (ty,ty) < (t1,ts,15").

» Para el cono o tenemos que S, estd generado por los vectores {ef, e}, luego

el embebimiento del toro en X, estd dado por (t1,t3) — (t1,1t2).

» Para el cono 7y tenemos que S, estd generado por los wvectores {ej, e} +
e, el + 2es}, luego el embebimiento del toro en X, estd dado por (ty,t2) —
(t1, t1ta, t113).

Dada la estructura de espacio topoldgico de una variedad toérica, podemos dar
su dimensién. Vamos a recordar primero la definicion de dimensién de un espacio

topoldgico:
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Definicién 2.3.14. Sea X un espacio topolégico, definimos la dimension de X (de-
notada por dimX') como el supremo de todos los enteros n tal que existe una cadena
Zoy C Zy C ... C Z, de subconjuntos irreducibles cerrados distintos de X. La dimen-

sion de una variedad afin o cuasi-afin es su dimension como espacio topoldgico.

Vamos a dar una caracterizacién de la dimensiéon de una variedad afin a partir

de su anillo coordenado.

Definicién 2.3.15. Dado un anillo R, definimos la dimension (de Krull) de R

(denotada por dimR) como el supremo de todos los enteros n tal que existe una
cadena py C p; C ... C p,, de ideales primos distintos de R.

Lema 2.3.16. Si Y es una variedad algebraica afin, entonces la dimension de Y es

wgual a la dimension de su anillo coordenado Ry .
Demostracion. Ver [Hart, Pag. 6]. O
Corolario 2.3.17. La dimension de C" es n.

Demostracion. Dentro del anillo de polinomios C[¢, ..., §,] tenemos la siguiente ca-
dena de ideales primos (&) C (&1,&) C ... C (&1,...,&) = Cl&, .., &). Luego la
dimensién del anillo C[y, ..., &,] es n 'y dado que es el anillo coordenado de C*, por

el Lema [2.3.16], tenemos que la dimension de C" es n. ]

Una vez definido el concepto de dimensién de una variedad afin, veamos una

serie de resultados sobre dimensién de variedades.

Proposicién 2.3.18. Si Y es una variedad cuasi-afin, entonces dimY = dimY .

Demostracion. Ver [Hart, Pag. 6]. O
Con estos resultados, finalmente podemos afirmar lo siguiente:

Corolario 2.3.19. Si 0 es un cono racional en R™, entonces dimX, = n.

Demostracion. Para empezar, tenemos que (C*)" es abierto denso en C" como con-
secuencia de la Proposicién [2.3.10 luego la dimensién de (C*)™ es n debido a la
Proposicién [2.3.18] Del mismo modo, dado un cono o C R™, tenemos que (C*)"N X,

es abierto denso en X, luego la dimension de X, es n. O

Vamos a ver una serie de ejemplos de construccion de variedades téricas afines

a partir de conos.
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Ejemplo 2.3.20. Sea o C R? el cono siguiente:

G:<enez> G:<elaez>

\ NN
N — N

Entonces S, estd generado por {ef,es}, luego Ry, = C[&1,&]. Por lo tanto, 1, = {0}
y X, =C?.

Ejemplo 2.3.21. Sea 7 C R? el cono siguiente:

T=<€> *-—> —_—

Entonces S, estd generado por {el,es, —es}, luego R, = Cluy, ug, us] con ug = uz?,
es decir, R, = C[&1,&2,&3]/(§263—1). Porlo tanto, I = (§83—1) y X; = C¢, x Cf.

Ejemplo 2.3.22. Podemos generalizar los Ejemplos |2.53.200 y |2.53.21] de la si-

guiente manera. Sea o C R" el cono generado por los wvectores eq,...,e, con
4 * * * * * *
p < n. Entonces S, esti generado por {61,...,ep,ep+1,—ep+1,...,en,—en}, luego

_ -1 -1 _ -
Ry = Clz1, s 2py 2p41, Zpi1s s Zny 29 | Y Xo = CP x (CF)"7P,

Ejemplo 2.3.23. Consideramos en R?® el cono (e, eq,e3,¢1 + €3 — €3) y tenemos
que S, = (e}, ek, el + €5, e5 4+ eb), luego R, = Cluy, us, us, uyg] con uyug = ugug, es
decir, R, = C[&1,&s,&5,&4]/(§1€4 — &2&3). De aqui, obtenemos la variedad térica afin
Xy = V(&& — &¢&3), que por la Proposicion contiene al toro (C*)® como

abierto Zariski denso.

Ejemplo 2.3.24. No siempre es necesario partir de un cono o para construir una

variedad térica. Por ejemplo, sea S = (2,3) C 7Z el monoide generado por los
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elementos 2 y 3, tenemos que la C-dlgebra que obtenemos a partir de dicho monoide
es R = Cluy,ug) con ud = u3, es decir, R = C[&,&]/(& — €2). De aqui, obtenemos
la variedad torica afin X = V(& — £2), que por la Proposicion [2.3.10, contiene al

toro C* como abierto Zariski denso.

Antes de acabar esta seccion, vamos a definir el concepto de morfismo entre

variedades toricas que usaremos mas adelante.

Definicién 2.3.25. Sea ® : C* — C™ una aplicacién monomial (es decir, toda
componente no nula de ® es un monomio con coordenadas en C¥), y sean X, < CF
y Xy < C™ variedades afines téricas. Si ®(X,) C X,, entonces la aplicacién ¢ :=
®|x, es un morfismo llamado morfismo tdrico (afin) de X, en X,/. Si ¢ es biyectivo
y su aplicacién inversa ¢! : X, — X, es también un morfismo térico, entonces
llamamos a ¢ un isomorfismo (tdérico) y decimos que X, y X, son isomorfos, escrito

X, =2 X,. Si o =0, llamaremos a ¢ un cambio de coordenadas.
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Capitulo 3

Variedades Toricas

Del mismo modo que las variedades algebraicas proyectivas poseen un recubri-
miento abierto dado por variedades algebraicas afines, podemos construir variedades
téricas proyectivas que tendran un recubrimiento abierto dado por variedades téricas

afines.

3.1. Variedades algebraicas proyectivas

Antes de dar el proceso de construccion de variedades toricas proyectivas, vamos
a recordar algunos resultados sobre variedades algebraicas proyectivas. Al igual que
en la Seccién [2.2] todos los resultados los daremos sobre el cuerpo C de los nimeros
complejos.
Recordemos que el n-espacio proyectivo sobre C es el conjunto de clases de equiva-
lencia de elementos (ag, ..., a,) € C"™\ {(0,...,0)} bajo la relacién de equivalencia
(ag, ..., an) ~ (Aag, ..., Aay,) con A € C*. Lo denotaremos Pg, o simplemente P".
Los elementos de P™ se llaman puntos. Dado un punto P € P", llamaremos a cual-
quier (n + 1)-tupla (ay,...,a,) dentro de la clase de equivalencia P conjunto de
coordenadas homogéneas de Py denotaremos P = [ag : ... : ay].
Ahora nos gustaria dar una definicién similar de conjunto algebraico afin, pero para
el caso proyectivo. Dado un polinomio f € C[¢, ..., &,] = C[¢], para que defina una
funcién sobre P, necesitamos que f(ay,...,a,) = f(Aao, ..., Aa,) para todo A € C*.

Es por ello que vamos a dar la siguiente definicién:

Definicién 3.1.1. Sea f € C[¢(], decimos que f = Z afdo 4. 4% es un polinomio

finito

37
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homogéneo de grado d si para cada monomio a§g°+...+§g" se cumple que dy+...4+d,, =
d.

De esta forma, dado un polinomio homogéneo f € C[¢], tenemos que
f(Aag, ..., Aa,) = M f(ag, ..., a,) v asi, la propiedad de que f se anule depende s6lo
de la clase de equivalencia de (ao, ..., a,). Asi, f puede definir una funcién de P™
en {0,1} de forma que para cada punto P € P" con coordenadas homogéneas
(agy...,an), f(P) = 0si f(ag,...,an) = 0y f(P) = 1si f(ag,...,an) # 0. Esto
ya nos permite definir el concepto de conjunto algebraico proyectivo:

Definicién 3.1.2. Sea T un subconjunto de polinomios homogéneos de C[¢], el
conjunto

V(T)={PeP": f(P)=0paratodo f € T}

se llama el conjunto algebraico proyectivo definido por T'. Un subconjunto X de P"
se dice que es un congunto algebraico proyectivo (o simplemente conjunto algebraico
si se entiende por el contexto) si existe un subconjunto 7" de polinomios homogéneos
de C[¢] tal que X = V(7).

Podemos definir una topologia similar a la que dabamos en el caso afin, ya que

los conjuntos algebraicos proyectivos cumplen lo siguiente:

Observaciéon 3.1.3. La union de dos conjuntos algebraicos proyectivos es una con-
junto algebraico proyectivo. La interseccion de una familia finita de conjuntos al-
gebraicos proyectivos es un conjunto algebraico proyectivo. El conjunto vacio y el
congunto P son conjuntos algebraicos proyectivos. La prueba de esta observacion es

similar a la que se da para el caso afin.

Definicién 3.1.4. Definimos la topologia de Zariski sobre P™ tomando como con-

juntos abiertos los complementarios de los conjuntos algebraicos en P".

Ahora que hemos definido una topologia sobre conjuntos algebraicos proyectivos,
podemos aplicar las definiciones de conjunto irreducible y dimension de un espacio

topologico. De esta forma, podemos definir:

Definicién 3.1.5. Una variedad algebraica proyectiva (o simplemente variedad pro-
yectiva) es un subconjunto cerrado irreducible en P™ respecto de la topologia de
Zariski. Un subconjunto abierto de una variedad proyectiva es una variedad cuasi-
proyectiva. La dimension de una variedad proyectiva o cuasi-proyectiva es su dimen-

sién como espacio topoldgico.
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Ahora veremos como podemos dar un recubrimiento abierto de variedades alge-
braicas proyectivas P" mediante variedades algebraicas afines. Sea el abierto Zariski
Ui ={[aog : ... : ap] € P : a; # 0}, tenemos que P" esta recubierto por los U; con
i = 0,...,n. Ahora definimos ¢; : U; — C" tal que ¢([ap : ... : ay]) es el punto
(ap/as, ., an/a;) € C™. Notemos que la aplicacién ¢ estd bien definida porque a; # 0

y (Aa;j)/(Aa;) = aj/a; para cualquier A € C*.

Proposicién 3.1.6. La aplicacion ¢ es un homeomorfismo de U; con su topologia

mducida en C™ con la topologia de Zariskz.
Demostracion. Ver [Hartl, Pag. 10-11]. [

Ahora, para cualquier variedad proyectiva en P", podemos dar un recubrimiento

abierto mediante variedades afines como sigue:

Corolario 3.1.7. Sea Y una variedad proyectiva en P", entonces Y estd recubierto
por los conjuntos abiertos Zariski Y NU; con i = 0,...,n, que son homeomorfos a

variedades algebraicas afines via la aplicacion ¢; que hemos definido antes.

3.2. Abanicos

Vamos a definir el proceso de construccién de variedades téricas (proyectivas) a
partir del pegado de variedades téricas (afines) mediante cambios de coordenadas

adecuados. Para ello, daremos primero el concepto de abanico.

Definicién 3.2.1. Un abanico ¥ en el espacio euclideo R" es una unién finita de

conos tales que:
1. Todo cono de X es fuertemente convexo, poliédrico y racional.
2. Toda cara de un cono de X es cono de X.
3. Si oy ¢’ son conos de ¥, entonces 0 N ¢’ es una cara comun de o y o’.

Llamaremos abanico dual al conjunto de los duales de los conos de un abanico X y

lo denotaremos X-.

En adelante, salvo que se diga lo contrario, todos los conos que se consideren

seran fuertemente convexos, poliédricos y racionales.



40 CAPITULO 3. VARIEDADES TORICAS

Ejemplo 3.2.2. Veamos algunos ejemplos de abanicos en R?, donde {e1, ez} es la

base candnica.

2 ={0},7,0,<6>,<€><¢ -¢,>} A={0},5,,0,0,0,<€ > <e> <> <>}

Antes de describir el proceso de pegado de variedades toricas afines, vamos a
destacar un isomorfismo natural existente entre la variedad térica X, y un subcon-
junto abierto de X,, siendo 7 cara de o, que nos permitira describir la aplicacién de
pegado.

Sea T una cara de un cono o, entonces S; = S, + Zzo(—A) donde A € N M y
7 = oN At (por la proposicién . Es decir, que el monoide S; se obtiene a partir
del monoide S, anadiendo el generador —A\.

Como A puede ser elegido como un elemento de un conjunto de generadores
{ai,...,a;} de S,, podemos asumir que A\ = a5 y denotamos a1 = —A\.

Para obtener las relaciones entre los generadores de S, basta considerar las relacio-
nes entre los generadores de S, anadiendo la relacién ax + axq = 0.

Esta tltima relacién se corresponde con la relaciéon multiplicativa ugugi1 = 1 en R,
Como los generadores u; de R, y R, son precisamente las funciones coordenadas de

las variedades téricas X, y X, tenemos que la proyeccion
CkJrl (Clc
(xh cony Lk xk-f—l) L (xla sy 'Ik)

identifica X, con el subconjunto abierto de X, definido por u # 0. Este resultado

se puede escribir como:
Lema 3.2.3. Eziste una identificacion natural X; = X, \ {uy = 0}.

Ahora podemos construir la aplicacion de pegado entre variedades téricas afines.
Supongamos que 7 es la cara comin a dos conos ¢ y ¢’ contenidos en el abanico 3.

El Lema nos permite pegar X, y X, a lo largo de su parte comin X, de la
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siguiente forma:
Sean (uy,...,ug) y (vi,...,v;) las coordenadas sobre X, y X, respectivamente. Por
el Lema |3.2.3] podemos dar la siguiente cadena de homeomorfismos:

Voot Xo \ {ux =0} — X- — X\ {v, =0}

(Ugy ey ug) > (U, ey Ugy Upy1) — (V1 ey U, V1) — (1, .0y 7)

Tenemos en cuenta que dentro de X, es posible hacer el cambio de coordenadas
v AL Ak 1 K . .
b=y =u? )’ = 24 A% con j = 1, ..., 1. Finalmente, ya podemos dar

la definicién de variedad térica.

Definicién 3.2.4. Sea X un abanico en R". Consideramos la unién disjunta H X,

oeX
donde dos puntos z € X, y «' € X, son identificados si 1, (z) = 2’. El espacio

resultante Xy se llama variedad térica (proyectiva).

Observacion 3.2.5. El espacio Xx, de la Definicion |3.2.4) es un espacio topoldgico
dotado de un recubrimiento abierto formado por las variedades toricas afines X, con
o € X. Esto se debe a que cada variedad torica afin X, con o € X estd contenida
en C* = Pk N U; (como vimos en la Proposicién . Luego, dado que X5, C P¥,
tendremos que XsNU; = X, serd abierto en X,. Por esta razon y debido al Corolario

podemos afirmar también que Xx es una variedad algebraica proyectiva.

3.3. Ejemplos de variedades toéricas
Vamos a ver algunos de los ejemplos mas clasicos de variedades toricas.

Ejemplo 3.3.1. Denotaremos por [to : t1 : ts] las coordenadas homogéneas del espa-
cio proyectivo P2. Podemos dar un recubrimiento de dicho espacio por las siquientes
cartas:

L Uo = {[to . tl :tQ] € ]P)Q . to 7§ O} = {(tl/to,tg/t()) = (21,22) It() 7£ 0} = (C2

(21,22)

u U1 = {[to . tl . tg] € PQ . tl 7é 0} = {(to/tl,tg/tl) = (21_1,21_122) . tl 7é O} =
2
(zfl,zlzgl)

L] U2 = {[to : tl : tz] € IEDQ : tz 75 0} = {(to/tQ,tl/tQ) = (251,21251) . tg 7£ O} =
2
(22_1,2122_1)



42 CAPITULO 3. VARIEDADES TORICAS

Ahora vamos a considerar en R? el abanico Y siguiente:

-e+e; e’

Para cada cono og,01,09 del abanico, podemos construir las siguientes variedades

toricas afines:

» S,, estd generado por {e}, e}, luego Ry, = Clz1, 20 y X,y = (C%%ZQ).
= S,, estd generado por {—el,—ei + €3}, luego Ry, = Clzit 21251 vy Xy =
2

(21 Lo1zp )

1

» S, estd generado por {—ej, el — €3}, luego Ry, = Clzy' 2125 vy X,, =

2
(22_1,212'2_1) :

Veamos como pegamos X,, con X,,. Consideramos la cara comin a oy y 01, T =
oo Ny = {e3). Con T considerada como cara de oy (T = 09 N (e)L), tenemos que
X, = Xoo \ {1 =0} =C;, xC,, en X, = (C%zl,zg) (por el Lema m De la

misma forma, T considerada como cara de oy (1 = o1 N (—e})t) da la subvariedad

X, =X \ {57! =0} =C.. xC,ou, en X, = C7

ot oas ) De esta forma,

contamos con la siguiente aplicacion de pegado:

wdo,al : Xﬂo \ {ul = O} — X- — Xal \ {Ul = 0}
(z1,22) > (z,20,27") — (27 20 20, 21) — (21,21 ' 2)

Es decir, que podemos pegar X,, con X, vy considerar X,, I X,, = C? IT

(#1,22)

C?Z;17Z1Z2,1) >~ UouU; =P\ {[0:0: 1]}. Del mismo modo, dando las aplicaciones

de pegado Voyoy Y Voy.0e, Podemos pegar X,, a P2\ {[0 : 0 : 1]} y obtenemos que
X5 = P2

Ejemplo 3.3.2. El ejemplo para P? se puede generalizar a P", con n en-
tero positivo, considerando, en R™, el abanico Xyx, generado por los wvectores

{e1,..,en,—(e1 + ... + en)}, es decir, o = (e1,....,en) y para cada i = 1,...,n,
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0; = (€1, €i-1, €41, oy €ny —(€1 + ... + €,)). Tenemos que las variedades toricas
afines X,, son copias de C" correspondientes a las cartas U; que recubren P" vy

pegadas juntas permiten obtener Xy, = P".

Ejemplo 3.3.3. Consideramos en R? el abanico Xx;:

que da los siguientes monoides:

Scngen‘por{_e){? 6;} ~ Saogen'por{ei 63}

| |

Smgen.por{—e’{, _63} -~ 5039677“]707"{6){7 —63}
las consecuentes C-dlgebras:

R, = (C[zfl, 2] =<— R, [21, 23]

,=C
2;17 251] -~ R03 = (C[Zlv 251]

R,, =C
y, por ultimo, las variedades toricas afines siguientes:

X, =C*_, =X, =C2

(zl_l,z2) (21,22)

| |

2 2
XO'Q - C(Zfl,zgl) XG'3 C(Zl,zgl)

El pegado de X,y y Xy, da como resultado P' x C con coordenadas ([to : t1], 22)

donde zy = to/t1. El pegado de X,, y X,, da como resultado P! x C con coordenadas

([to : t1],25") donde 21 = to/t1. Pegando los dos Pt x C obtenidos, construimos

Xy =Pt x P! con coordenadas ([to : t1], [so : 51]) donde 2o = s¢/s1.
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(n) %Pl ,

con n entero positivo, considerando, en R™, el abanico ¥ generado por los vec-

Ejemplo 3.3.4. El ejemplo de P' x P! se puede generalizar a P'x

tores {e1,...,en, —€1,...,—€n}, es decir, cada o; € ¥ es de la forma o; =
((=1)"eq, ..., (—1)"e,) recorriendo cada (uy,...,u,) € {0,1}". Tenemos que las va-

i—1) n—i
riedades toricas afines X,, son conjuntos de la forma Cx ) xCxP'xCx oD xC

)

y pegados juntos permiten obtener Xs, = Ptx -+ xP!,

Ejemplo 3.3.5. Denotaremos por ([Ao : A1), [o @ 1 @ pe]) las coordenadas ho-
mogéneas del espacio proyectivo Pt x P2. Vamos a considerar la hipersuperficie en

P! x P2, llamada superficie de Hirzebruch, definida por

HQ = {[)‘0 : Al]a [MO L ,U2]) : )\g,uo = )\ilul}

Podriamos recubrir la superficie de Hirzebruch con seis cartas de la forma H,N(V; x
Uj) con Vi ={[Xo: ] € P N\, # 0} y Uj las cartas descritas en el Ejemplo
que recubren P2. Sin embargo, la condicion Mo = My, que describe la superficie
de Hirzebruch, nos permite afinar el recubrimiento, de manera que solo necesitamos

cuatro cartas como vamos a describir a continuacion:

= Consideramos el conjunto H,N(Vy xP?), que podemos desarrollar como el con-
gunto {([Ao/A1 = 1], [po, 1 = pa) = (No/A1)%o = p1, A1 # 0} v, finalmente, como
el conjunto {([Ao/A1 = 1], [0 = (No/ A1) = p2) = A1 # 0}. De aqui obtenemos

dos de las cuatro cartas que queremos construir:

o Wi ={([Ao/A1: 1], [po/p2 : (Ao/ A1) (ko) 112) = 1]) + A1, po # 0} =
{(po/ 2, Mo/ M) = (21, 22) : At pe # 0} = (C%zl,z,z)

o Wo={([Ao/A:1],[1: (Ao/ A1)t pa/pao]) : A1y po # 0} =
{(12/ o Mo/X) = (21", 22) = Aa, o # 0} = (C )

» Consideramos el conjunto H,N (Vo xP?), que podemos desarrollar como el con-
gunto {([1: A1/ o], [0, 1 = 2] = pio = p1(A1/ o), Ao # 0} vy, finalmente, como
el conjunto {([1 : A1/Xo, [er(A1/X0)? = 1 = o) = Ao # 0}. De aqui obtenemos

las otras dos cartas que queremos construir:

o Wi ={([1: A/ Ao], [(A1/X0)? (k1] pa2) = a1/ paa : ]) t Aoy g # 0} =
{(11/p2s A/ Xo) = (2125, 25 ) + Ao, o # 0} = (zlz )

o Wy={([1: /o), [(A1/A0)?: 1 s paa/pua]) + Aoy puy # 0} =
{(2/p1, M/ x0) = (2125 %, 25 1) = Moy pa # 0} = C(

—1,-q -1
2y 25 L2 )
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Ahora vamos a tomar en R? el abanico ¥:

qe 1'62

que da los siguientes monoides:

Smgen.por{—ef, 6;} Saogen'por{€I7 63}

| |

Sopgen.por{—ej — qe5, —e3} <= Sy gen.por{ei + qe3, —e3}
las consecuentes C-dlgebras:
R,, = Clz, 29 R,, = Clz1, 29

| ]

R,, = C[Zl_lz2_q7 22_1] ~ R,y = C[lega 22_1]

y, por ultimo, las variedades toricas afines siguientes:

Xgl = (2 . Xoo — (2

(21 ",22) (21,22)

| |

XO'Q = CZ —-1_—q —1 HX{Tg = CQ

-1
(21 29 %525 ) (2135722 )

I

El pegado de X,, con X,, da como resultado X,, I X,, = C?Zl oy 1T C? —
) 21 &

Wy UWy = H, N (Vi % ]P’Q). Del mismo modo, pegando X,, con X,, obtenemos

X, 11X, = H,N(VoxP?). Poriltimo, pegando ambas variedades entre si, obtenemos

(Xoo I X,) I (X5, I X,,) =H,, la superficie de Hirzebruch.
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Capitulo 4
Subvariedades toricas invariantes

En esta seccion vamos a definir el concepto de subvariedad torica invariante que,
combinado con la accién térica sobre una variedad que definiremos en la siguiente
seccidn, nos dara una caracterizacion de las variedades téricas mediante las orbitas

de la accién mencionada.

4.1. Construccion de una subvariedad torica in-

variante

En adelante, a veces construiremos variedades téricas empezando directamente
por un cono o en cierto espacio dual (R™)*. Dicha eleccién no esté en contra de el
proceso de construccion de variedades toricas, dado que podemos construir el monoi-
de S, = 0N M y a partir de ahi, la C-dlgebra R, = {f € C|z, 2] : supp(f) C S,}
y, por tltimo, la variedad térica afin X, = Spec(R,). Empezamos considerando
un cono o en R™ y 7 una cara propia del cono dual & (notar que no siempre
7 C R contendrd a o como cara por la Observacién [1.2.6). Elegimos un sistema de
generadores {ay, ..., a; } del monoide S, y lo extendemos a un sistema de generadores
{a1, ..., ag, @41, ..., a,} del monoide S;.

Dichos sistemas de generadores producen coordenadas (uq,...,ux) y
(U, ooy Up, U g1, -y Ug) de las variedades téricas afines X, y X respectiva-
mente. Podemos asumir que ay1,...,a, ¢ S, por la Observacién . En ese caso,

es facil ver que ninguna de las funciones coordenadas w41, ..., 4, son inversibles en

47
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X, luego existe una aplicacién natural

6 X, — X

(ugy .oy ug) —> (U1, .oy ug, 0, ..., 0)

Dado que las relaciones lineales entre aq, ..., a; en & se mantienen en 7 (y viceversa),

las ecuaciones que caracterizan X, no varian bajo la aplicacion ¢.
Lema 4.1.1. ¢ es un morfismo torico inyectivo.

De esta forma, podemos identificar X, con la subvariedad cerrada ¢(X,;) =
X N {ugsr = ... = uy = 0}.

Definicién 4.1.2. Una subvariedad cerrada de la variedad torica afin X se llama
subvariedad torica (cerrada) invariante si es de la forma ¢(X,) = Xs N{up41 = ... =

u, = 0} como hemos descrito arriba.

Ejemplo 4.1.3. Sea 0 = (e, e3) un cono en R? y consideramos la cara 7 = (e}) de
g. Entonces X, = C,, y ¢(X;) es una subvariedad tdrica invariante correspondiente
al eje de coordenadas C., x {0} del plano afin X5 = C?.

4.2. Abanicos cociente

Ahora, dado un cono ¢ en un abanico ¥, vamos a describir la construccion de una
variedad térica Xy, que esté embebida en Xy como subvariedad térica invariante.
Primero consideramos la estrella de o en X, es decir, el conjunto de todos los conos

o’ € Y tales que contienen a o como cara
st(o,X)={c"€X:0 <o’}

Para no confundir con la notacién o+ utilizada anteriormente, en esta seccién de-
notaremos por (R - o)t al subespacio vectorial {w € R" : w - v = 0 para todo v €
R - o}, donde - denota el producto escalar en R™. Usando la proyeccién ortogonal

7:R" — (R-0)* obtenemos la coleccién de conos
Y/o={n(c"): 0" € st(c,X)}.

Veamos que efectivamente /o es un abanico, pero antes vamos a probar un re-
sultado auxiliar que utilizaremos mas adelante. En adelante, llamaremos II a la

proyeccion de R™ sobre el espacio vectorial R - o.
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Observacién 4.2.1. Se tiene que el espacio vectorial (R-o)t es isomorfo al espacio
vectorial cociente R"/(R - o). Ademas, se cumple que (R"/(R - 0))* es isomorfo a

ot. De las definiciones de ambos, obtenemos:
(R"/(R-0))" = Hom(R"/(R - 0),R)

ot ={u € R* = Hom(R™,R) : u(v) = 0 para todo v € o} =
={u e R* = Hom(R",R) : u(v) =0 para todov € R-c}

Luego, dado u € o, como R-0 C ker(u), entonces u induce un tinico homomorfismo
u:R"/(R-0) = R, es decir, un elemento de (R"/(R-0))*.

Lema 4.2.2. Dado o' un cono en st(o,X) C R™, se cumple que w(o’') =o' N ((R -

o)Y)* =o' Nat, donde (R- o))" denota el espacio vectorial dual de (R - o)*.

Demostracion. » Dado un cono ¢’ € st(o,X), probaremos primero que 7(o') =

o' N ((R-o)*t)*. Utilizando las definiciones, tenemos que:
(o' ={u e (R")": (u,7(v)) > 0 para todo v € o'}
o' ={u € (R")* : (u,v) > 0 para todo v € ¢’}

S
De hecho, como 7(¢’) C (R - o)+, entonces podemos considerar (m(o’)) C
(R-0)t)*. Ademss, como R" = (R- o) @(R-0), si v € 0/, podemos escribir

de forma tnica v = 7(v) + II(v). Entonces tenemos:
o N(R-o)) ={uec((R-0)") : (u,v) >0 para todo v € ¢’}

Como (u,v) = (u,m(v)) + (u,II(v)) y (u,II(v)) = 0 (porque al tener que
u e (R-o)h)* = (R/(R-0))*, se anula sobre los elementos de R - ). Asf,

podemos concluir que:

o N(R-0)") ={uec (R-0)") : (u,7m(v)) =0 para todo v € ¢’} = w(c')

= Ahora, sea un cono ¢’ € st(o,¥), vamos a probar que 7(0') = ¢’ N o*. Utili-

zando las definiciones, tenemos que:
o' ={ue R"*: (u,v) >0 para todo v € ¢’}

ot ={u € (R")*: (u,v) = 0 para todo v € ¢}
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Igual que antes, dado v € o', escribimos v = 7(v) +1II(v). Luego, si u € o’Not,
entonces 0 < (u,v) = (u, 7(v)) porque {u,II(v)) = 0 (dado que u € o+ = (R/
(R-0))* como vimos en la Observacién [£.2.1), luego u € w(0’). Esto prueba
que ¢’ N o+ C 7(o’). Reciprocamente, si u € 7(o’), entonces (u,v) = 0 para
todo v € o por la igualdad que hemos probado antes, luego v € o*. Por
otro lado, dado v € ¢’, si escribimos como antes, v = 7(v) + II(v), entonces
(u,v) = (u,m(v)) = 0, por estar m(v) € 7w(o’), luego u € w(¢’) y ya tenemos la
otra contencion.

]

Proposicién 4.2.3. El conjunto /o que acabamos de construir es un abanico en
(R-0)*.

Demostracion. Durante la demostracién vamos a considerar cualquier elemento del

conjunto /o de la forma m(o’) con ¢’ € 3, dado que todos los elementos de dicho

conjunto son asi. Aclarado este punto, procedemos a comprobar las propiedades que

debe cumplir un conjunto para ser abanico en (R - o)+

» Veamos que todo elemento de YX/o es cono en (R - o)t Dado o' € X,

tenemos que ¢’ = (vy,...,,v,). Cualquier elemento v € o’ serda de la for-
ma v = A\uv; + ---A\v,. Via la proyeccion ortogonal 7, tenemos que
m(v) = Mm(v1) + - - Apm(vy,). Es decir, que cualquier elemento 7(v) € m(o”)
estd generado por combinaciones con coeficientes positivos de los elementos

m(v1),...,7(v,) € (R-0)*, luego 7(o’) es cono.

Ahora comprobamos que todo cono en /o es fuertemente convexo. Su-
pongamos que existe v € w(o’) € ¥/o tal que —v € w(¢’). Dado que
R" = (R- o) @R - o), tenemos que existen elementos wi,w, € o tales
que v = wy — (wy) y —v = wy — [I(ws). De la combinacién de ambas igual-
dades, tenemos que w; + we = I(wy + wy), es decir, que w; + wy € R - 0.
Pero dado que wy,wy € o' y o es cara de o', w; + wy debe estar en 0. Sea
o =0 N\t con A € ¢/, tenemos que (w; +wsy, \) = (wi, A) + (ws, A) = 0, pero
(w1, A) 2 0y (wq, A) = 0 porque wy,wy € o', luego (wy, A\) =0y (wy, A\) =0,
asi que wy,wy € o. Es decir, que II(w;) = wy, luego v = 0, asi que w(o’) es

fuertemente convexo.

También hay que probar que todo cono de /o es racional. Sea 7(0’) € ¥ /o,

los generadores de o’ estdan en ¢’ N N. Por tanto, los generadores de m(o”)
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estardn en (o' N N) = 7(¢’) N w(N). Dado que m(N) es un reticulo respecto

€1

del espacio vectorial (R - o))", ya tenemos lo que queriamos.

» Hay que comprobar que toda cara de un cono en /o es cono en ¥ /0. Dicho
de otro modo, dado un cono w(¢’) € ¥/o, nos preguntamos si toda cara de
7(0”’) es de la forma 7(7’) con 7’ cara de o’. Sea v = 7(¢’) N A+ con A € 7(a”)",
como 7(0’) = ¢’/ N o+, tenemos que X € o’. Luego 7/ = o' N A+ es cara de o'
De hecho, dado que A € ot, tenemos ademéds que o es cara de 7. Mds atin,
v =7(7") ya que v € 7’ equivale a decir que (v, A) = (mw(v), \) + (II(v),\) =0,
o lo que es lo mismo (m(v), \) = 0 (dado que (II(v), \) = 0 porque A € o),
es decir que m(v) € 7. Es decir, que para cualquier elemento de 7/, tenemos
que su proyeccion esta en v y que cualquier elemento de v es la proyeccion de

algun elemento de 7/, luego debe ser v = 7(7').

» Finalmente, probaremos que la interseccién de dos conos w(o’) y 7(7') en X /o
es una cara comun a m(c’') y 7(7'). Dado que los conos ¢’ y 7' estédn en el
abanico Y, tenemos que o’ N7’ es cara comin a ¢’ y 7. Como hemos visto en
el punto anterior de la demostracién, toda cara de 7(o’) es de la forma ()
con 7y cara de o’. En este caso (o' N7'") = w(¢’) N7(7") es cara tanto de 7(o”)

como de 7(7’).
[l

Definicién 4.2.4. El abanico ¥/o que acabamos de construir se llama abanico

cociente de X.
Lema 4.2.5. 1. Se cumple la igualdad
(B/o)y={¢'Nno* o' €stlo,X)}
y cada cono 7 =& Not € (X/o) es una cara del correspondiente cono &'.

2. El siguiente diagrama es conmutativo (st(c,X) denota el abanico dual de
st(o, %))
st(o, %) 2% st(0, %)

”l lﬂal
Z/OW")_H”(;"(Z/U)V
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Demostracion. 1. Gracias al Teorema [1.2.17, dado que o es cara de o', tenemos

que o’ N o™ es cara de o’.

2. Es consecuencia directa del punto 1. de este lema.
O

Ahora ya podemos comprobar que la variedad térica Xy, dada por el abanico

Y /o en (R - o)t se puede embeber en Xy.

Lema 4.2.6. 1. Para cada cono 7 = &' Not en (X/o) existe un embebimiento

torico invariante X, — X .

2. Cada uno de estos embebimientos X, — X, es compatible con el pegado de

variedades toricas afines en X, y Xy respectivamente.

Demostracion. 1. Dado que 7 es un elemento de (¥ /o)y una cara de o/, podemos

aplicar directamente el Lema |4.1.1|

2. Es consecuencia directa del punto 1. de este Lema, ya que al ser invariante el
embebimiento X, — X, las funciones coordenadas conservan las relaciones

que mantienen, luego las aplicaciones de cambio de coordenadas.
O

Como consecuencia de este lema, la eleccion de ¢ determina un embebimiento

de Xy, en Xy como subvariedad térica invariante.

Ejemplo 4.2.7. Dado el abanico ¥ del Ejemplo |3.5.1, vamos a elegir el cono o =
(e3) € 3, luego (R- o)t = (ey, —e;). Asi, tenemos que
St(ga 2) = {007 01, U} ‘Svt(0-7 E) = {dﬁa o1, <6; —6?, 6§>}
Yjo = {{e1), (—e1),{0}} (X/o) = {(e1), (—e1), (€1, —€1) }
Es decir, que X, = P' y, por el lema anterior, podemos embeberla en Xy = P

2

como la recta proyectiva P* x {0}.

Ejemplo 4.2.8. Dado el abanico ¥ del Ejemplo[3.5.5, vamos a elegir el cono o =

(e1) € %, luego (R - o)t = (ey, —ey). Asi, tenemos que

St(O’, E) = {007 03, J} Svt(o-’ 2) = {OZO’ 03, <eT, 63’ —6;)}

Yo = {(e2), (—e2), {0}} (X/o) = {(e3), (—€3), (€3, —€3)}
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Es decir, que Xx /o = P!y, por el lema anterior, podemos embeberla en Xy, = P?
como la recta proyectiva {0} x P'. De igual modo, si ahora elegimos T = (—e,) € 3,

tenemos:

st(1, %) = {01,009, 7} st(1,X) = {d1, da, (—ej, 5, —€3)}

N/ = {{e2), (—€2),{0}} (X/7) = {{e3), (—e3), (€3, —€3)}

Nuevamente, obtenemos que Xy = P!, pero estd embebida en Xs, como la recta
proyectiva {oo} x PL. Esto se debe a que para P! x P! hemos elegido coordenadas
([to : ta], [s0 = s1]) con 21 = to/t1 y 20 = so/s1. Luego, en el caso de Xy, tenemos
que zy = 0, es decir, to = 0 y, por tanto, el embebimiento en Xyx estd dado por
{[0:1]} x P! = {0} x P'. Por otro lado, en Xx,, tenemos que z;' = 0, luego t; = 0
y el embebimiento en Xx. estd dado por {[1 : 0]} x P! = {oo} x P'. Del mismo
modo, podemos obtener las subvariedades téricas invariantes P! x {0} y P! x {oo}

de P! x P! a partir de los conos {e3) y (—es) respectivamente.
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Capitulo 5
La accion térica y sus orbitas

En esta seccién vamos a ver el motivo de que las variedades que estamos tratando

en este texto se llamen toricas.

5.1. La accion térica

El toro T = (C*)™ es un grupo con la operacién de multiplicaciéon componente a
componente. La accion del toro sobre cualquier variedad térica X, se describe de la

siguiente forma:

Definicién 5.1.1. Sea {ay,...,a;} un sistema de generadores del monoide S, en

R". Escribimos cada a; con coordenadas a; = (a}, ...,a}) con af €ZycadateT

con coordenadas t = (ty,...,,) con t; € C*. Un punto € X, tendrd coordenadas
x = (z1,...,7;) € C*. La aplicacién dada por:
Tx X, — X,

(t,z) — tx = (t"xq, ..., % xy)

1 n
donde t% = t{" ---t,' € C* es una accién de grupo llamada la accién térica (natural)
sobre X,.

Observacion 5.1.2. La accion estd bien definida.

Demostracion. Basta con comprobar que dados (z1,...,x;) € X, y (t1,...,t,) €
T, entonces (t“zy,...,t%z;) cumple las relaciones binomiales de [I,. Sea
& — ¢ e I, donde & = e grE oy = a6 quere-

mos ver que (zqt® )Vt (xpt®)e = (gt )P (xpt®™ )R es  decir, que

95
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(tomh g (g alE) = (B0 g ) (2 2fF). Esto es clerto, dado que
(z1,...,xx) € X, implica que 27 - - - 7% =z} - - 2}* y que por la Proposicién [2.3.10}
se tiene que (14, ...,t%) € X, N (C*)F, luego t¥1¥1 .. . 3Vk = 3181 ... {0k, O

Teorema 5.1.3. La accion torica es compatible con la aplicacion de cambio de

coordenadas entre diferentes representaciones de una variedad torica.

Demostracion. Sea o0 un cono en R", elegimos dos sistemas de generadores
{ar,...;ar} y {b1,...,b;} de S,. Por el Lema [2.3.5] existe un cambio de coordena-
das entre las representaciones V(I,) C Ck y V(I') C C! de la variedad térica X,.

Recordemos que el cambio de coordenadas ¢ venia dado de la siguiente forma.
Sea b; = A{al + ...+ )\iak con )\{ € Zwoy &(x1,...,xr) = (y1,-..,y1), entonces

M M
Yy =Ty Ty
Veamos que ¢(tMxy, ..., t%xy) = (t"yy,...,t%y), es decir, que la accién térica es

compatible con el cambio de coordenadas. Efectivamente, para cada 7 =1,...,[, te-
. j i N N i AN i A :
nemos que tYiy; = tauAtetadi g gk = gaX g gk o cual finaliza la

demostracion. ]

Observacién 5.1.4. El toro embebido X,N(C*)* en la variedad X, es una érbita de
la accion natural del toro llamada la “gran” orbita. Se puede comprobar facilmente

que se corresponde con la drbita del punto (1,.7.,1) € T.

Ahora, dado un abanico Y, queremos ver que las acciones téricas naturales sobre

cada X, con o € X se pueden extender a una accion torica natural sobre Xsy..

Teorema 5.1.5. Sea > un abanico en R", dado un cono o € ¥ y una cara 7 < o,
la identificacion X, = X, \ {uy = 0} del Lema[3.2.5 es compatible con la accién

torica natural sobre dichas variedades toricas.

Demostracion. Sea {aj, ...,ax} un sistema de generadores de S, con ¢ un cono del
abanico ¥ en R". Obtenemos las funciones coordenadas (uy, ..., u) de la variedad
torica X, .

Sea 7 una cara de o, recordamos que podemos construir la variedad térica X, con
funciones coordenadas (uq, ..., ux4+1) tal que las relaciones entre las funciones coor-
denadas de X, son las mismas que las de X, anadiendo la relacion ugugq; = 1.
Dado t € CF!'y z = (21, ...,2p11) € X, al aplicar la accién térica sobre X, ob-
tenemos el punto tx = (t*xy, ..., t*+1 x4, 1) que se corresponde, via la identificacién
entre X, y X, \{ur = 0}, con el punto (t*xq,...,t%*xy) € X, \ {uxr = 0} que coincide
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con la accién térica sobre el punto ' = (z1, ..., zx) € X, \ {ux = 0}. Con esto queda

demostrado el teorema. O

Este teorema implica que la accién térica sobre cada cono de un abanico es
compatible con la aplicacion de pegado de variedades toricas afines. Finalmente,

podemos afirmar que:

Corolario 5.1.6. Dado un abanico ¥ en R"™, la accion torica natural sobre las
variedades toricas afines X, para cada o € %, inducen una accion natural torica

sobre la variedad torica Xsx.

Dado que la accién torica sobre cualquier variedad torica estd descrita por mo-

nomios, podemos afirmar directamente el siguiente resultado.

Teorema 5.1.7. Respecto a la topologia usual y la topologia de Zariski en CF, la
accion torica sobre cualquier variedad torica Xs es continua. La gran orbita es un

subconjunto abierto denso, luego cualquier otra orbita estd contenida en su clausura.

Ahora, como habiamos adelantado antes, vamos a hablar sobre el comportamien-
to de las subvariedades téricas invariantes respecto de la accion toérica. Usaremos la
misma notacion que en el capitulo anterior, es decir, consideramos un cono o en R"
y una cara propia 7 del cono dual . Consideramos un sistema generador (ay, ..., ax)
de 7 y lo extendemos a un sistema generador (ai, ..., Gk, Gg41, ..., aq) de . De esta
forma, tomando u; = 2%, tenemos que X, = X, N {ugy1 = ... = uy, = 0}. Ahora
bien, el siguiente lema justifica por qué llamamos invariantes a las subvariedades

toricas invariantes.

Lema 5.1.8. Toda subvariedad afin torica X, de una variedad torica afin X, es

mvariante bajo la accion natural del toro sobre X,.

Ahora vamos a dar un par de resultados necesarios para poder demostrar que
cualquier variedad torica se puede expresar como unién disjunta de sus érbitas por

la accién térica natural.

Teorema 5.1.9. La accion natural del toro sobre una subvariedad torica invariante

X, de X, estd dada por la accion inducida de un subtoro T’ en T.

Demostracion. Podemos elegir una base {v1, ..., 0., Vi1, ...,v,} del reticulo N tal

que {vy, ..., v, } es una base del espacio vectorial R-7y 7 C 6N (—&)+ (v1, ..., v,). De
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aqui, tenemos un sistema de generadores {ay, ..., a4y, Gm1, .., ar } del monoide 6N M
con 7 = (ay,....an)y a; ¢ 7 para i = m + 1 y las correspondientes coordenadas
(Upy ooy Up) Y (UL, oy Uiy, Uy 1, -, Ug) de las variedades X y X, respectivamente.

" sobre X, estd dada por s(xi,...,T,) =

Asi, la accién natural del toro de (C*)
(s"xq, ..., 8" x,,) para s = (81, ..., 5,) € (C*)". Esta accién es claramente compatible
con la accién inducida por el subtoro TV ={t € T : t,;1 = ... = t, = 1} de T sobre

la subvariedad térica invariante X, = X5 N {upyy1 = ... = up = 0}. H

Lema 5.1.10. Toda subvariedad torica invariante afin X, de X, contiene una unica
orbita O, que es relativamente densa en X, es decir, X, es la clausura de una
orbita. Del mismo modo, toda clausura de una orbita en X, es una subvariedad

torica invariante afin X, para una unica cara T de 7.

Demostracion. Para demostrar la primera afirmacion, sabemos que por el Teorema
[(.1.9] la accién natural del toro sobre una subvariedad térica invariante X, de X,
esta dada por la accion inducida de un subtoro T” de T. Ahora bien, por el Teorema
[5.1.7 la gran érbita de la accién inducida por el toro T’ es una érbita abierta densa
en X, que serd unica respecto de estas condiciones, porque cualquier otra orbita no
sera densa en X, dado que estara contenida en el complementario de la gran orbita,
que es un cerrado.

Para la segunda afirmacion, descomponemos el cono & de la siguiente forma. Pode-
mos encontrar una base {vy, ..., Uy, Upi1, ..., v, } del reticulo Z" tal que {v1,...,v,} es
una base de yNZ" con v = ¢ N (—&). Consideramos el subespacio lineal U’ gene-
rado por {vpi1,...,v,}. Con esto, consideramos v = & N U’ que es un cono racional
cumpliendo & = 7+ v. Si es necesario, modificamos la base {v,1, ..., v, } de U'NZ"
de forma que podamos asumir que v C (Vpi1, ..., Up).

Toda cara de ¢ se puede escribir de forma tnica como 7 = v 4+ 79 con 79 = 7 NV
una cara de v. Sea A(v) = {api2,...,ax} €l dnico sistema minimo de generadores
de v NZ" (ver Lema [1.3.10), entonces A(m) = A(v) N7 es el sistema minimo de
generadores de 1) N Z".

Consideramos un punto z € X, que no esté en la clausura de una orbita. Asi, res-
pecto del sistema coordenado (uy, ..., Up, Upt1, Up+a, ..., U) correspondiente al sistema
minimo de generadores A(¢) = {ay, ..., Gp, Gpi1, Api2, ..., G} con a; = v; para i < p
y apt1 = —(a1 + ... + ap), hay coordenadas x; # 0 para algin ¢ > p + 2 (dado que
u; es inversible para i < p + 1), luego A(z) = {a; € A(6) : x; # 0,7 = p+ 2} es

no vacio. Entonces, 7o = v NV (con V el espacio vectorial generado por A(z)) es la
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cara mas pequena de v conteniendo A(z). Tenemos que A(z) = A(7y). Finalmente,
T = v + 79 tiene la propiedad de que el punto = estd en la 6rbita abierta densa de

X, luego X, es la clausura de la orbita Tx. O

Dado un cono fijo ¢ de un abanico ¥, podemos considerar la subvariedad téri-
ca invariante Xy, de Xy. Por el Lema [5.1.10} sabemos que, en el caso afin, una
subvariedad toérica invariante es una clausura de una érbita. Por el Teorema [5.1.9]
la accion torica natural sobre dicha subvariedad estd inducida por la accién térica
natural sobre la variedad ambiente restringida a un subtoro adecuado. Veremos que

esto también se conserva en el caso general.
Teorema 5.1.11. Dado un abanico > en R™:

1. Toda orbita de la accion torica sobre la variedad torica X es el embebimiento

T de un toro de dimension k con 0 < k < n.
2. Xyx es la union disjunta de todas sus orbitas. Su numero es finito.
Demostracion. 1. Consecuencia directa del Lema [B.1.10]

2. Que Xy sea unién disjunta de sus drbitas se debe a la definicién de 6rbita (un
punto no puede estar en dos 6rbitas distintas). La segunda parte del enunciado
se demuestra inductivamente. Esto se debe a que cualquier subvariedad torica
Xy /s contiene a un toro T de dimensiéon k& como un subconjunto denso y
abierto y Xy, \ T es subvariedad térica de Xy /oy luego podemos recubrirlo

con embebimientos de toros de menor dimension.
O

Definicién 5.1.12. Llamamos a cada uno de los T}, del teorema anterior toro em-

bebido. En particular, T,, = T se llama la gran orbita de Xs.



60

CAPITULO 5. LA ACCION TORICA Y SUS ORBITAS



Bibliografia

[Bras] Jean-Paul Brasselet : Introduction to Toric Varieties, Marseille, 2006.

[Cox| David Cox, John Little, Hal Schenck : Toric Varieties, American Mathema-
tical Society, 2011.

[Cox2] David Cox, John Little, Donal O’Shea : Using Algebraic Geometry, Springer-
Verlag, Nueva York, 1998.

[Cox3] David Cox : Lectures on Toric Varieties, CIMPA School on Commutative
Algebra, Hanoi, 2005.

[Dem] Michel Demazure : Sous-groupes algébriques de rang mazimum du groupe de
Cremona, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup. (4)3,(1970), 507-588.

[Ewa] Giinter Ewald : Combinatorial Convezity and Algebraic Geometry, Springer-
Verlag, Nueva York, 1996.

[Ful] William Fulton : Introduction to Toric Varieties, Princeton University Press,
New Jersey, 1993.

[Hart] Robin Hartshorne : Algebraic Geometry, Springer-Verlag, Nueva York, 1977.
[Hung] Thomas W. Hungerford : Algebra, Springer-Verlag, Nueva York, 1974.

[Koop] Tialling C. Koopmans : Activity Analysis of Production and Allocation, John
Wiley & Sons, Nueva York, 1951.

[Mac] James MacLaurin : The Resolution of Toric Singularities, University of South
Wales, 2006.

[Mil] Ezra Miller : What is a Toric Variety?, Notices of the AMS (55)5, (2008),
586-587.

61



62 BIBLIOGRAFIA

[Oda] Tadao Oda : Convex Bodies and Algebraic Geometry: An Introduction to the
Theory of Toric Varieties, Springer-Verlag, Alemania, 1988.

[Rock] R. Tyrrell Rockafellar : Convex Analysis, Princeton University Press, Prin-
ceton, 1970.

[Ver] Helena Verrill, David Joyner : Notes on toric varieties, 2002.



	Introducción
	Construcción de variedades tóricas
	Conos
	Caras
	Monoides

	Variedades afines tóricas
	Polinomios de Laurent
	Algunos resultados básicos de geometría algebraica
	Variedades afines tóricas

	Variedades Tóricas
	Variedades algebraicas proyectivas
	Abanicos
	Ejemplos de variedades tóricas

	Subvariedades tóricas invariantes
	Construcción de una subvariedad tórica invariante
	Abanicos cociente

	La acción tórica y sus órbitas
	La acción tórica

	Bibliografía

