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Resumen/Abstract

Resumen:

La presencia de un pequeno parametro en un modelo diferencial puede ocasionar pequenias o
grandes perturbaciones en sus soluciones que dificultan los tratamientos computacionales usua-
les. El objetivo de este trabajo es abordar su influencia a través de diversos ejemplos con per-
turbaciones regulares y singulares. Para ello, se utilizaran técnicas del Analisis Asintético que
permiten obtener una aproximacién de la soluciéon cuando el pequeinio pardametro tiende a cero.
También se analizard el problema de la justificacién, que precisa de herramientas del Anélisis
Funcional.

Palabras clave: problemas de contorno perturbados, pequenos parametros, desarrollos asintoti-
cos, capa limite, desarrollos compuestos.

Abstract:

The presence of a small parameter in a differential model may cause small or large perturbations
in its solutions that make computational treatments difficult. The aim of this work is to address
the effect of this parameter through several examples with regular and singular perturbations.
To do this, Asymptotic Analysis techniques that allow us to obtain an approximation of the
solution when the small parameter tends to zero will be used. The problem of the justification,
which requires Funtional Analysis tools, will also be analyzed.

Keywords: perturbed boundary value problems, small parameters, asymptotic expansions,
boundary layer, composite expansions.
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Introduccion

En diversos modelos diferenciales que describen ciertos fenémenos fisicos aparecen parametros
que en ocasiones toman valores muy pequenos. Estos parametros pueden ocasionar grandes o
pequenas perturbaciones en las soluciones de los problemas y dificultar los tratamientos compu-
tacionales usuales de las mismas. Por ejemplo, se puede considerar el siguiente problema

{ (v +¢e)ul(x) +e=0 z€(0,1)
u:(0) =1,

donde ¢ es un pequeno pardmetro positivo, e € (0,1]. Para cada ¢ > 0, la solucién de dicho
problema viene dada por u.(x) = ¢/(xz + €) donde se puede observar que para valores muy
pequenos de ¢ y x, la solucién estd definida como un cociente que puede dar lugar a errores
computacionales. Ademds tomando € muy pequeno se puede conjeturar que la solucién del

siguiente problema
{ 22uf(z) =0 =z €(0,1)

que proviene de considerar € = 0 en el problema de partida, se aproxima a la solucién u.. Sin
embargo, esto no es cierto ya que en ese caso ug(z) = 1 mientras que la funcién u.(z) = ¢/(z+¢)
converge puntualmente a la funcién

~()_ 1 si =0
Y=Y 0 s 0<z<1.

El ejemplo anterior permite ver que para obtener aproximaciones a la solucién u., no basta con
prescindir del pardmetro en el problema de partida y resolverlo para obtener una aproximacion.
Surge asi la necesidad de realizar un estudio tedrico de los denominados problemas perturbados,
es decir, aquellos problemas donde aparece un pequenio pardametro € que se hara tender a cero,
a fin de determinar una aproximacion de las soluciones que luego se puede calcular analitica o
numéricamente.

Para obtener las aproximaciones mencionadas, se utilizard la teoria del andlisis asintético que se
basa en dos etapas complementarias y no excluyentes. La primera fase versa sobre el cdlculo for-
mal de desarrollos asintéticos de la solucién de los problemas. Dichos desarrollos proporcionaran
candidatos a aproximaciones de la solucién bajo ciertas suposiciones. Una vez determinados
los candidatos a aproximaciones, se pasa a la segunda fase que trata de justificar que dichas
aproximaciones son ciertamente desarrollos asintoticos de la solucién del problema perturbado.
Para ello, se prueba que la diferencia entre la solucién exacta del problema, u., y el candi-
dato a aproximacién, con una norma determinada, tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. Para
justificarlo, no serd necesario conocer explicitamente la solucién del problema ni su aproximacion.

Nétese que el pardmetro puede aparecer tanto en las ecuaciones, como en las condiciones (inicia-
les, de contorno, ...) o en el dominio. Por simplicidad, en este trabajo tinicamente se abordan
problemas de contorno asociados a ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo or-
den, donde el pequeno parametro aparece en la ecuacién diferencial. El objetivo del trabajo es
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estudiar, a través de diversos ejemplos, la influencia del pardmetro, obteniendo distinto compor-
tamiento dependiendo de la ubicacién del mismo en la ecuacién.

En el primer capitulo se proporcionan nociones basicas de ecuaciones diferenciales ordinarias
que se utilizardn en la memoria. Ademés se definirdn conceptos del andlisis asintético, que seran
fundamentales para llevar a cabo la primera de las fases previamente mencionadas. En parti-
cular, se introduciran los conceptos de sucesién asintética, aproximacion asintética y desarrollo
asintotico entre otros. De entre todos los conceptos a introducir, caben destacar los desarrollos
asintoticos regulares, ya que son el tipo de desarrollos con los que se comienza a construir las
aproximaciones de las soluciones de los problemas a tratar.

En el Capitulo 2 se procede a definir un problema de contorno perturbado distinguiendo aque-
llos con perturbacién regular y singular. En el caso singular, se analizard el caso particular de
perturbaciones singulares de tipo capa limite. Se proporcionardn diversos ejemplos originales
donde la presencia del parametro se ubicard en distintos términos de la ecuacién, dando lugar a
diferentes perturbaciones regulares o singulares. Ademas, se determinaran aproximaciones para
cada uno de los ejemplos.

Para concluir con la memoria, en el tercer capitulo se trata la segunda de las fases previa-
mente mencionadas: el problema de la justificaciéon. La finalidad es probar que la diferencia
entre la solucién exacta y la aproximacién obtenida converge a cero cuando ¢ tiende a cero en
una determinada norma, sin necesidad de conocer explicitamente dichas funciones. Es por ello
que se introducen ciertos conceptos y resultados del anélisis funcional que permitiran probarlo
en tres ejemplos con perturbaciéon regular.



Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo se hara una recopilaciéon de resultados vistos en el grado, asi como de
otros que son novedosos y que seran de utilidad a lo largo de la memoria. Se comienza recor-
dando resultados bésicos sobre la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) lineales,
continuando con la definicién de problema de contorno. Se prosigue enunciando y demostrando
el Teorema de la Alternativa, el cual permite determinar cudndo un problema de contorno tiene
una unica solucidon. Ademds se ilustrardn diversos ejemplos a modo de aplicacién del teorema
mencionado. Posteriormente para concluir con el capitulo, se irdn introduciendo y trabajando
conceptos de la teoria del andlisis asintdtico, que serdn fundamentales cuando se estudien en el
Capitulo 2 los problemas de contorno perturbados.

1.1. Resultados basicos y notacion

Con el objetivo de introducir notaciéon para desarrollar la memoria, se mencionaran conceptos
basicos relacionados con la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, para lo cual se han utili-
zado las referencias [4], [9] y [14]. Todas las ecuaciones diferenciales ordinarias que se emplearan
a lo largo de la memoria seran lineales de orden 2 de la forma

az(x)y" () + a1(2)y (2) + ao(2)y(z) = g() (1.1)

donde ag, a1, az2,9 : [a,b] — R funciones continuas, es decir ag,a1,a2,9 € Cla,b], y as(z) # 0
para todo x € [a,b] con a < b. Al considerar una expresién como (1.1) donde se supone que
el coeficiente as(x) # 0 para todo = € [a,b], se puede dividir por dicha funcién la ecuacién y
obtener la siguiente expresién equivalente, renombrando ciertas funciones:

y' (@) +p(@)y (2) + q(x)y(x) = f(2) (1.2)

con p,q, f € Cla,b]. Es conocido que la diferencia de dos soluciones de (1.2) es solucién de la
ecuacién lineal homogénea asociada,

y' (@) + p(@)y (z) + q(x)y(x) = 0. (1.3)

Por lo que considerando yopm, la solucién general de (1.3) e ypqr¢ una solucién particular de (1.2),
se obtiene la solucién general de (1.2)

y(l’) = yhom(‘r) + ypart(x)- (1'4)

Otro resultado que es de interés considerar, es que el conjunto de soluciones de (1.3) forma un
espacio vectorial de dimensién 2. Con esta apreciacion y la expresién (1.4), la solucién general
de (1.2) viene dada por:

y(x) = c1y1 () + coy2(2) + Ypart(2) (1.5)

3
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siendo las funciones y1, y2 soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea (1.3),
Ypart Una solucién particular de la ecuacién completa (1.2) y c1,c2 € R constantes arbitrarias.
Como p,q, f € Cla,b] una solucién particular de (1.2), ypart, se podra determinar mediante el
método de variacién de pardmetros, por lo que se busca de la forma ypere(z) = c1(x)yi(x) +
co(x)y2(x) con ci(x) y ca(z) funciones a determinar verificando el sistema

{ c1(z)y1(x) + ch()y2(z) = 0
c1()y1(z) + ca(@)yy(x) = f().

Noétese que todo lo considerado previamente para ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de
orden 2 es facilmente generalizable a ecuaciones de orden n, n € N, pero en lo que respecta al
trabajo Unicamente consideramos el caso n = 2.

1.2. Problema de contorno y Teorema de la Alternativa

En esta seccion se introducird la definicién de problema de contorno con la que se trabajara en la
memoria, concluyendo la misma enunciando y demostrando el Teorema de la Alternativa, el cual
permite caracterizar cuando un problema de contorno tiene una tunica solucién. Las principales
referencias utilizadas en la seccién son [4], [9], [11] y [14].

Los problemas de contorno a considerar estaran formados por una ecuacién diferencial (1.2),
junto con dos condiciones de contorno de la forma

ary(a) + agy'(a) =~
Bry(b) + By (b) =0 (1.6)

donde ay, 2,7, 51,082,0 € R con |aj| + |az] > 0y |B1| + |B2] > 0. Se exige que en ambas
condiciones al menos una de las constantes oy, s v B, 82 respectivamente sea no nula, para
tener informacién en los dos extremos del intervalo [a,b]. Las condiciones (1.6) se denominan
condiciones de contorno separadas, ya que cada una de ellas depende tinicamente de uno de
los extremos del intervalo [a,b] donde estdn definidas todas las funciones involucradas en la
ecuacion diferencial. Se procede a definir de forma precisa en lo que respecta a la memoria, lo
que se considerard un problema de contorno.

Definicién 1.2.1. (Problema de Contorno)
Dados aab37a6 € R} a < b} 04170427617B2 € R con |Oé1| + |O£2| >0 Y ’Bl’ + |ﬁ2| >0 ypanf :
[a,b] — R continuas, se denomina problema de contorno al problema que consiste en la
busqueda de funciones ¢ : [a,b] — R wverificando

y'(z) + p(x)y'(z) + q(z)y(z) = f(z) Yz € (a,b)
ary(a) + oy (a) = v (1.7)
Bry(b) + B2y (b) = 0.

En el caso en el que la ecuacion diferencial (1.2) y las condiciones de contorno (1.6) sean
homogéneas, es decir, f idénticamente cero y v = 6 = 0, se dice que el problema (1.7) es un
problema de contorno homogéneo.

Senalemos que un problema de contorno homogéneo siempre tiene al menos la solucion trivial.
No obstante, en general un problema de contorno puede tener una tnica solucién, infinitas o por
lo contrario ninguna solucién. Los siguientes ejemplos ilustran cada una de dichas situaciones,
donde la ecuacién a considerar es comiun a todos ellos y varian las condiciones de contorno.
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Ejemplo 1.2.2. (Problema de contorno con una inica solucién)
Se considera el siguiente problema

2z + 1)y" (z) — 4(z + 1)y (2) + dy(z) = (22 + 1)%e>®
1.8
y(0) ~y/(0) = o y(;> Ly (;) o (18)

que dividiendo su ecuacién por (2z + 1) se obtiene un problema de contorno de la forma (1.7)
equivalente a (1.8). Se trata de probar si el problema tiene solucién y en caso afirmativo si
es Unica. Se comienza resolviendo la ecuacién diferencial del problema que es de coeficientes
variables. Dicha ecuacién es equivalente a

Az +1) 4
i !
v =5 v @t gy

La solucién general de (1.9) viene dada por (1.5), donde y,y2 son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacion homogénea asociada

() = 2z 4 D)e i x#—%. (1.9)

2z + 1)y (z) — 4(x + 1)y (z) + 4y(x) = 0, (1.10)

€ Ypart €S Una solucién particular de (1.9). Nétese que y;(z) = 2+ 1 es solucién de (1.10) y al ser
una ecuacién con coeficientes variables, es factible optar por el método de reduccion de orden
para determinar su solucién general. Se realiza el cambio y(x) = (x + 1)u(z), siendo u la nueva
variable, para llegar a un ecuacion diferencial de primer orden. De esta manera se obtiene una
segunda solucién yo(z) = €2%, la cual es linealmente independiente con ;.

Para obtener una solucién particular de (1.9), se hard uso del método de variacién de pardmetros.
Buscamos Ypart (z) = c1(z)(x + 1) + ca(x)e?* con ¢1(x), c2(z) funciones a determinar, obteniendo

62:13

Ypart(T) = 7( 24z —1).

Por tanto la solucién general de la ecuacién del problema de contorno (1.8) es

2x
y(x) = c1(z + 1) + coe® + %(ﬂvQ +2—1) con ¢1,c9 € R, (1.11)

A continuacion se analizan las condiciones de contorno para ver si el problema tiene o no solucién.
Imponiendo dichas condiciones a la solucién general de la ecuacién, (1.11), se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones lineales

5
5e b
5614‘3662"‘@ :i
donde ¢; = 1, ¢ = —5/24 y por consiguiente el problema de contorno (1.8) tiene una tnica

solucion:

e 17
e+ D)+ (22— L),
y(zr) = (x+1) + 5 <x +x 12)

Ejemplo 1.2.3. (Problema de contorno con infinitas soluciones)
Considérese ahora el problema

2z + 1)y"(z) — 4(z + 1)y (2) + 4y(z) = (2z + 1)%e>*

y(0) +y/(0) = —4, <4 - ‘Z) y <;> n (296 _ 2) J (;) e % (1.12)
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A diferencia del ejemplo anterior, este problema tiene infinitas soluciones. Esto ocurre debido a
que al imponer ambas condiciones de contorno en la solucién general (1.11) se llega al sistema

2¢1 + 3co = —3
4c1 + 6c0 = —6

concluyendo que ¢; = (3¢2 — 3)/2 mientras que ¢y € R cualquiera. Asi, se obtienen las infinitas
soluciones del problema de contorno (1.12)

3 2x

y(x) = 5(@ —1)(z+1) + coe® + %(12 +x—1)concy € R
Ejemplo 1.2.4. (Problema de contorno sin solucion)
Se considera el siguiente problema

2z + 1)y" (z) — 4(z + 1)y (z) + dy(z) = (22 + 1)%e>

y(0) +¢'(0) = —4, (4 - 2) y <;) i (296 _ 2) J <;) ~ 9 §‘ (1.13)

A diferencia de los problemas de los ejemplos, Ejemplo 1.2.2 y Ejemplo 1.2.3, este problema
no tiene solucién, debido a que al aplicar las nuevas condiciones de contorno sobre la solucién
general (1.11) resulta el siguiente sistema incompatible

2c1 4+ 3cg = =3
4c1 + 6o = 0.

Procedemos a enunciar y demostrar el Teorema de la Alternativa, el cual nos permitird deter-
minar si un problema de contorno dado tiene una tnica solucién, analizando las soluciones del
problema de contorno homogéneo asociado.

Teorema 1.2.5. (Teorema de la Alternativa)
Sean p,q y f funciones continuas en [a,b]. Para cada v, € R el problema de contorno

y" (%) + p(x)y'(z) + q(2)y(z) = f(x) Ve (a,b)
ary(a) + agy'(a) = (1.14)
Bry(b) + Bay'(b) =6

tiene una unica solucion si y solo si el problema de contorno homogéneo asociado

y'(z) +p(@)y (z) + q(2)y(x) =0 Vz € (a,b)
a1y(a) + agy’(a) =0 (1.15)
Bry(b) + B2y (b) =0

tiene como unica solucion la solucion trivial.

Demostracién

Se supone que (1.14) tiene una tnica solucién con 7, € R fijos y se quiere probar que (1.15)
tiene como unica solucion la trivial. Se tiene que la solucién general de la ecuacién del problema
(1.14) es de la forma:

y(z) = c1P1(z) + ca®Pa(x) + Ypart(z) con c1,c2 € R (1.16)

donde ®;, P2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién homogénea asociada e
Ypart €8 UNa solucion particular de la ecuaciéon completa. Se imponen sobre dicha solucién general
las condiciones de contorno del problema (1.14), obteniendo asf el siguiente sistema de ecuaciones
lineales escrito en forma matricial
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( a1®1(a) + a2®i(a) a1P2(a) + aa®s(a) > ( ¢ ) _ < Y = 01Ypart(a) = 02Ypar (@) >
B1®@1(b) + B2®@)(b)  B1Pa(b) + B2P5(b) ca )\ 90— B1Ypart(b) — Baypart (D)
donde c1,co € R son las incégnitas a determinar. De forma abreviada representamos el siste-
ma anterior por Ac = v. Como por hipétesis (1.14) tiene una tnica solucién, las constantes
c1,c2 € R estdn dnivocamente determinadas por las condiciones de contorno de (1.14). Esto es
equivalente a decir que el sistema de ecuaciones Ac = v, es un sistema compatible determinado.
Por el Teorema de Rouché-Frobenius, necesariamente el rango de la matriz de coeficientes, A,
coincide con el rango de la matriz ampliada, (A|v). Ademads dicho rango coincide con el nimero
de incégnitas y por tanto rg(A) = rg(Alv) = 2.

Probemos que (1.15) tiene como tnica solucién la trivial. Al igual que se ha razonado previa-
mente, la solucién general de su ecuacién es de la forma

y(x) = 1P1(z) + 2P2(x) con é1,6 € R (1.17)

donde ®; y ®2 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién de (1.15). Se observa
que a diferencia de (1.16) en este caso no hay que anadir una solucién particular ya que la ecua-
cién es homogénea. Se quiere probar que ¢; y ¢ son nulas. Para determinar dichos valores se
emplea la expresion (1.17) y las condiciones de contorno de (1.15). De esta manera se obtiene el
sistema A¢ = 0. Como rg(A) = 2, por el Teorema de Rouche-Frébenius, el sistema es compatible
determinado. Por tanto ¢;, ¢ estdn univocamente determinadas y son nulas, debido a que (0,0)7
es siempre solucién de A¢ = 0.

Reciprocamente, suponemos que el problema de contorno (1.15) tiene una unica solucién y que
dicha solucién es la trivial y se quiere demostrar que el problema (1.14) tiene una tunica solu-
cién para constantes v,d € R fijas cualesquiera. Como se ha visto previamente, imponiendo las
condiciones de contorno del problema (1.15) a la solucién de la ecuacién del mismo, (1.17), se
obtiene el sistema lineal A¢ = 0. Como consecuencia de la hipdtesis, se tiene que ¢; = é3 = 0
y rg(A) = 2. Considerando fijas las constantes v, € R y empleando que la solucién general
de la ecuacién de (1.14) es (1.16), se obtiene el sistema Ac = v donde c¢j,c2 € R estdn por
determinar. Como rg(A) = 2, que coincide con el nimero de incognitas, el sistema Ac = v es
compatible determinado como consecuencia del Teorema de Rouché-Frobenius. Por tanto cq,co
estan univocamente determinadas, por lo que el problema de contorno (1.14) tiene una unica
soluciéon como se pretendia. |

A modo de aplicacién del Teorema de la Alternativa (Teorema 1.2.5), se analizaran nuevamente
los mismos ejemplos tratados previamente.

Ejemplo 1.2.6. Sea el problema de contorno (1.8), con problema homogéneo asociado

2z 4+ 1)y"(z) — 4(x + 1)y (z) + 4y(z) =0
1.18
y(0) ~ ¥/ (0) =0 y @ Ly (;) o, (1.18)

Por lo visto en el Ejemplo 1.2.2, la solucién general de la ecuacién diferencial homogénea es de
la forma
Yhom(T) = é1(x + 1) + €% con 1,6 € R, (1.19)

Imponiendo las condiciones de contorno sobre esta se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

—C2 =0
5¢1 + 6eca =0
de donde se concluye que ¢; = é = 0 y el problema (1.18) tiene como unica solucién la trivial.

Aplicando el Teorema de la Alternativa, se obtiene que el problema de partida (1.8) tiene una
Unica solucién como bien vimos en el Ejemplo 1.2.2.
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Ejemplo 1.2.7. Considérese el problema (1.12) y su respectivo problema homogéneo asociado

(22 +1)y"(z) — 4z + 1)y (z) + 4y(x) =0

y(0) +4/'(0) =0, <4 - Z’) y <;> i <29€ _ 2> <;> _o (1.20)

Como respecto al ejemplo anterior, Ejemplo 1.2.6, inicamente varian las condiciones de con-
torno, la solucién general de la ecuacién del problema (1.20) coincide con la expresién (1.19).
Imponiéndole a dicha solucién general las nuevas condiciones de contorno homogéneas, se obtiene
el siguiente sistema
2¢1+ 3¢ =0
{ 4¢1 4+ 6¢2 = 0.

Noétese que es un sistema lineal compatible indeterminado, por lo que se tienen infinitas soluciones
para el problema (1.20). Por tanto, en virtud del Teorema de la Alternativa, el problema inicial
(1.12) no tiene una unica solucién en caso de que exista. Vimos en el Ejemplo 1.2.3 que se tienen
infinitas soluciones para (1.12).

Ejemplo 1.2.8. Sea el problema de contorno (1.13). Al igual que en el Ejemplo 1.2.7, a partir
del Teorema de la Alternativa se concluye que el problema (1.13) no tiene una tnica solucién
si es que existe, debido a que el problema de contorno homogéneo asociado coincide con (1.20).
Como se observé en el Ejemplo 1.2.4, el problema (1.13) no tiene solucién.

A pesar de que se pueda dar la casuistica de que los problemas de contorno puedan tener una
Unica, infinitas o ninguna solucién, en lo que respecta a la memoria consideraremos problemas
de contorno cuya solucion existe y es unica.

Como se ha anunciado al inicio del capitulo, a continuacién se van a introducir ciertos con-
ceptos del analisis asintotico que seran imprescindibles para abordar los problemas de contorno
perturbados que se considerardan en el préximo capitulo.

1.3. Simbolos de orden. Sucesiones asintoticas

Se comienza con los denominados simbolos de orden, los cuales permiten comparar el compor-
tamiento que tienen dos funciones cualesquiera definidas en (0, &g] con ¢ > 0 fijo. Esta seccién
se ha realizado empleando las referencias [1], [3], [6], [7], [8], [10] vy [15].

Definicién 1.3.1. (Simbolos de orden)
Sean f,g: (0,e0] — R funciones continuas.

» Se dice que f(e) = O(g(g)) cuando € tiende a cero, si existen constantes K,C > 0 inde-
pendientes de € tales que |f(e)| < K|g(e)| para 0 < e < C.

» Se dice que f(g) = o(g(e)) cuando € tiende a cero, si exzste el limite de f(g)/g(e) al tender
€ a cero y es igual a cero, es decir hm f(e)/g(e) =

A estos simbolos se les denominan simbolos de orden.

7 77

Notese que en la definicién anterior se considera el limite por la derecha en la definicién de
debido al dominio de definicién de las funciones. Abusando de notacién, en caso de que no se
diga lo contrario, cuando se haga referencia al limite cuando € tiende a cero, se hara referencia
al limite por la derecha, ya que las funciones estardn definidas en (0, o).
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Notacién: En el caso en el que f(e) = O(g(e)) se denotard por f(e) = g(¢) y si se tiene
f(e) = o(g(e)), se escribird en ocasiones f(¢) < g(¢). Abreviadamente f < gy f < g, respecti-
vamente.

Con el objetivo de interiorizar la definicién anterior se tratan diversos ejemplos que ilustran los
distintos casos posibles que pueden ocurrir.

Ejemplo 1.3.2. Sean f(¢) = sen(e) y g(¢) = ¢ dos funciones con ¢ € (0,1]. Veamos que
sen(e) = O(e) y sen(e) # o(e). Para que se dé sen(e) = O(e), basta considerar K =1y C =1
que claramente verifican |sen(e)| < K|e| para 0 < £ < C. Probar que sen(e) # o(e) es trivial,
debido a que por infinitésimos equivalentes il_I}I(l) sen(e)/e = 1.

Por otro lado se verifica que € = O(sen(e)) y € # o(sen(e)). Para que se cumpla la primera
afirmacion basta considerar K = 2 y C' = 1, mientras que la segunda se tiene de obtener por
infinitésimos equivalentes que ;1_1(}% e/sen(e) = 1.

Ejemplo 1.3.3. Sean f(¢) = sen(e) y g(¢) = /¢ dos funciones con € € (0,1]. Se verifica
sen(e) = O(v/e), ya que si se considera K = 1y C = 1 se cumple |sen(e)| < K|/¢| para
0 < e < C. Ademés, sen(e) = o(y/¢), debido a que por infinitésimos equivalentes ;1_% sen(e)/\/e =
lim /e = 0.

e—0

A diferencia de lo que ocurria en el Ejemplo 1.3.2, al intercambiar las funciones no se mantienen
los sfimbolos de orden, es decir, se tiene que /¢ # O(sen(e)) y /& # o(sen(g)). No se cumple
que /e # O(sen(e)), debido a que para cualquier K > 0 que se considere, existe ex > 0
suficientemente pequetio tal que v/ > K sen(e) cuando € € (0,ex]| y la segunda afirmacién es
consecuencia de que ;1_% Ve/sen(e) = 4o0.

En los casos en los que se den las situaciones del Ejemplo 1.3.2, se introduce un nuevo simbolo
de orden. En ese ejemplo concreto, se dice que sen(e) = Og(e) y que € = Og(sen(e)). De forma
general:

Definicién 1.3.4.
Dadas dos funciones continuas f, g : (0,e0] — R, se dice que f(g) = Og(g(e)) cuando € tiende

a cero, si f(2) = O(g(e)) pero f(e) # olg(e))-

A continuacién se enuncian unas propiedades que verifican los simbolos de orden y que pueden
ser de utilidad en el futuro.

Proposicién 1.3.5.
Sean f,g:(0,e0] = R dos funciones continuas. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Si f(e) = o(g(e)) = f(e) = O(y(e))-
i) Si f(e) = O(g(e)) # f(e) = olg(e))-

iii) £(2) = o(g(e)) & = = o(1).
Demostracién

i) Supongamos que existe el limite 11'10[(1J f(e)/g(e) y que ademads su valor es cero. Veamos que
E—
existen constantes K,C > 0 tales que |f(¢)] < Klg(e)| con 0 < ¢ < C. Empleando la
definicién de limite de una funcién, tenemos que

f(e)

Vy > 036 >0 tal que si 0 < e < 4, entonces ©
g(e

<.

Considerando K =~y C = 6, se verifica que f(e) = O(g(¢)).
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ii) Basta considerar dos funciones f, g : (0,e9] — R continuas de forma que f(¢) = O(g(e)) y
f(e) # o(g(g)). Véase el Ejemplo 1.3.2.

iii) Se tiene directamente de aplicar la definicién de ”0”. ]

Noétese que (A, <) es un conjunto preordenado siendo A := {f : f:(0,g0] = R continuas}, es
decir, < verifica las propiedades reflexiva y transitiva. En efecto:

= PROPIEDAD REFLEXIVA
Sea f € A. Se tiene que probar que f =< f. Tomando K = 1y C = ¢g, se obtiene que

f(e) = 0(f(e))-

= PROPIEDAD TRANSITIVA

Sean f,g,h € A de forma que f < gy g < h, hay que probar que se tiene f < h.

Como f = g, existen constantes Ki,C7 > 0 independientes de ¢ tales que se verifica
|f(e)] < Ki|g(e)| para todo € € (0,C1). Andlogamente, como g < h, existen constantes
Ky, Cy > 0 independientes de ¢ tales que se verifica |g(e)| < Ka|h(e)| para todo € € (0, C5).
Para probar f < h, basta considerar las constantes K = K1 Ky y C = min{C1,C>2} que
claramente son positivas e independientes de ¢ y verifican la desigualdad |f(e)| < K|h(e)|
para todo € € (0,C).

(A, <) es un conjunto preordenado pero no es totalmente ordenado ya que no se cumple que para
cualesquiera f,g € A, f < gV g < f. Un ejemplo de ello es considerar las siguientes funciones
continuas definidas en (0,1/2]. Sea la funcién f(e) = ¢ y la funcién definida a trozos

(2n +1)%v/2n —2n
2n+1

1 1
1) — (2 2)v2 1 i —
(e+1)—(2n+2)v2n+ si 66(271—1—1’271]

g(e) =

(\/m—(2n+1)2)\/m< 1 > ( 1 .E€< 1 1 ]

£ — si —_—
2n +1 2n+1 2n +1)?2 2n+2'2n+1

con n € N, que es una funcién oscilante formada por poligonales que pasan por los puntos
(1/k,1/k?) si k € N impar y (1/k,1/vk) si k € N par. En la Figura 1.1 se proporciona la
representacion gréfica de ambas funciones asi como de las funciones €2 y /2 que ayudan a
interpretar la funcién g, en dicha figura se puede observar que f y g no son comparables, ya que
no se encuentra ningun subintervalo (0, C) C (0, 1/2] de forma que una de las funciones acote a la
otra en dicho subintervalo. Por tanto ciertamente (A, <) no es un conjunto totalmente ordenado
y en consecuencia puede haber pares de funciones que no tenga sentido compararlas. Para evitar
esta situacién se considera un subconjunto de A formado por las funciones que denominaremos
funciones de orden.

0.8

07T

06

05T

047
03[
02

0.1/

o
o 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05

Figura 1.1: Representacién gréfica de f, g, €2 y /2.
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Definicién 1.3.6. (Funcién de orden)
Una funcion 6 : (0,e9] — R continua, se dice que es una funcion de orden si es positiva,
mondtona (en el dominio) y si existe y es finito el limite de d(g) cuando € — 0.

Ejemplo 1.3.7.
s Todas las funciones constantes son funciones de orden.

» Para cada n € [0, 00) consideramos ¢ : (0,1] — R dada por §(g) = " que ciertamente es
una funcién de orden.

= Sea d : (0,7] — R la funcién dada por §(e) = sen(e). En este caso a diferencia del caso
anterior no es una funcién de orden, debido a que la funcién no es mondtona en todo el
dominio de definicién. Al principio la funcién crece hasta el valor € = 7/2 y luego decrece.
Sin embargo, si restringimos el dominio al intervalo (0, 1], si que es una funcién de orden,
ya que serfa creciente.

Se procede a definir la nocién de sucesién asintética, que sera una sucesiéon de funciones de orden
verificando cierta propiedad.

Definicién 1.3.8. (Sucesion asintdtica)

Una sucesion asintotica es una sucesion (0,(¢))n>0 de funciones de orden verificando &, =
0(0n—1) (0p < On—1) para cada n > 1, es decir, que eziste el limite de 6,(¢)/dp—1(€) cuando
€ — 0 y es igual a cero.

A continuacién se proporcionan distintos ejemplos de sucesiones asintéticas.

Ejemplo 1.3.9. Sea la sucesién de funciones dada por d,(¢) = €™ con n > 0, se tiene que es
una sucesién asintotica. En efecto, como se ha mencionado en el Ejemplo 1.3.7, se verifica que
para cada n > 0, d,(g) = " es una funcién de orden. Veamos ahora que fijado n > 1 se cumple
que 9 (e) = 0(dn—1(€)). Es facil ver que ;g% dn(€)/0n—1(g) = 0 verificando asi que d,,(g) = € es
una sucesion asintotica. En la grafica de la izquierda de la Figura 1.2 se representan las primeras
cuatro funciones de la sucesién.

1
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Figura 1.2: Representacién gréfica de €™ y e~"/¢ paran =0, 1,2, 3.

A pesar de que la sucesién asintdtica del Ejemplo 1.3.9 es la méas habitual en la préactica, las hay
de muy diversas formas, como la que se considera en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.10. Considérese la sucesion (,(¢))n>0 dada por 8,() = ™™ con n > 0. De
forma directa se tiene que fijado n > 0, d,(¢) es una funcién de orden. Para concluir que la
sucesién es de orden queda por probar que d, < d,—1, 0 lo que es lo mismo ¢, = 0(d,—1) para

n > 1. Basta ver que h’n% e*”/s/e(*”“)/s = h’n% e~Ve = 0 fijado n > 1. En la gréfica de la
E— E—r
derecha de la Figura 1.2 se representan las cuatro primeras funciones de dicha sucesién.
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1.4. Ordenes de magnitud. Aproximaciones y desarrollos
asintéticos

Se procede a hablar ahora de los érdenes de magnitud, para lo cual se consideraran funciones
que ademas de € como en el caso de las funciones de orden, dependan de otra variable. Interesa
introducir los 6rdenes de magnitud, ya que permitiran definir las denominadas aproximaciones
asintoticas asi como los desarrollos asintéticos, los cuales tendrdan relevancia para determinar
aproximaciones cada vez més finas de las soluciones de los problemas de contorno perturbados a
estudiar en el Capitulo 2 cuando ¢ tiende a cero. Las referencias empleadas en esta seccién han
sido [1], [2], [3], [6], [7], [8] ¥ [10].

Consideramos asi funciones de la forma
®: Dx(0,e9] — R
(x,e)  — ()

donde D = [a,b] con a < b. Para simplificar y si no hay lugar a confusién, fijado € € (0, g]
consideramos ¢.(x) = ®(z,¢), donde ahora ¢. es una funcién que depende tinicamente de una
variable, ¢. : D — R. Las funciones ¢. pueden considerarse en un cierto espacio vectorial
denotado por V (D), el cual considera el dominio de definicién D, y en el que haya definida una
norma denotada por || - [|y/(py. De esta manera la norma del espacio normado (V (D), || - [[v(p))
nos va a servir como medida del orden de magnitud de la funcién ®(z,e) en cuestién.

Definicién 1.4.1.

Sea V(D) un espacio de funciones con la norma |- |y (py- Sea ¢e(z) = ®(z,¢) tal que ¢ € V(D)
para cada € € (0,¢0] donde ¢ : D — R y sea § : (0,e9] — R una funcion de orden. Se dice
que

i) ® = 0(3(e)) en D si é:llv(p) = O(()).
ii) © = o(6()) en D si ||<llv(p) = o(3(e)).
iit) ® = O0g(0(e)) en D si ®(x,e) = O(d(e)) y P(x,e) # 0o(d(e)) en D.
En la memoria consideraremos que estas funciones ¢. que estaran en los siguientes espacios:

» (Cla,b],[ - llcfay) donde Cla,b] = {f : f : [a,b] — R continuas} y || - ||c[e,) esta definida
como

1fllcap == sup [f(z)| Vf € Cla,b].

z€[a,b]

En el caso de tener funciones en el espacio Cla, b] pero se pretenda calcular la norma en
un subintevalo [¢,d] C [a,b], se denotard por || - |lcfc,q) ¥ si es en el intervalo [a,b] por
|+ lloo == Il - llc[ap) que es la notacién usual. Se hace esta distincién debido a que habrd
momentos en la memoria en los que se calcula la norma en todo el dominio [a, b] y en otros
en un subintervalo de este.

= (L*(a,b), || - | 2(ap)) donde L?(a,b) = L*(a,b)/ ~ siendo

L£3(a,b) = {f : f:]a,b] — R medible y /b fA(x)dx < oo}

y ~ la siguiente relacién de equivalencia:

f~g<= m{zelab]: f(x)#g(x)}) =0 donde m denota la medida de Lebesgue.

b 1/2
Se define || - ||12(4,) €n ese espacio como || |12 (qp) = (/ fz(:v)dx> Vf € L?(a,b).
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= (H'(a,), ] lm1(ap)) donde

b b
H'(a,b) = {f € L*(a,b) : 3g € L?(a,b) tal que / f¢'dx = —/ gedr Yo € Cl(a, b)}

El conjunto Cl(a,b) = C'(a,b) N Ce(a,b) con Ce(a,b) el conjunto de funciones continuas
con soporte compacto en (a,b), o lo que es lo mismo, dada ¢ € Cl(a,b) se tiene que
¢(a) = ¢(b) = 0. A la funcién g de la definicién de H'(a,b) se le denomina derivada
débil de f, que de hecho denotamos por g = f’. Recibe el nombre anterior ya que no tiene
porqué existir la derivada en el sentido clésico, debido a que f € L?(a,b). No obstante, si
existe la derivada cldsica, esta coincide con la débil. Se define || - || g1(q) como prosigue

1y = I L2 + 1 |2@py Y € H (a,b); (1.21)

1/2
en ocasiones se considera la norma (HfH%Q(%b) + ”f/H%Q(a,b)) que es equivalente a (1.21)
(véase Pagina 203 de [2]).

A no ser que se diga lo contrario, consideraremos las funciones ¢. en el espacio normado (Cla, b],
I lloo)- En ese caso con la notacién de la definicién anterior, Definicién 1.4.1, se tiene la siguiente
definicién més especifica.

Definicién 1.4.2.

Sea Cla,b] el espacio de funciones continuas con la norma del supremo || - ||co. Sea ¢e(z) =
O(x,¢e) tal que ¢ € Cla,b] para cada € € (0,¢0] donde ¢e : [a,b] — R y sea § : (0,e9] — R
una funcion de orden. Se dice que

i) ® = O(4(¢)) uniformemente en D si ||¢c|lcc = O((¢)).
ii) ® = 0(d(e)) uniformemente en D si ||¢z||co = 0(d(€)).
iit) ® = Og(0(g)) uniformemente en D si ® = O(d(e)) y ® # o(d(g)) uniformemente en D.

En los ejemplos que se proporcionan a continuacién, se va a obtener el orden de magnitud de
dos funciones distintas consideradas en los espacios normados indicados previamente.

Ejemplo 1.4.3. Considérese la funcién @ : [0,1] x (0,1] — R donde ®(z,e) = ez, y la
funcién de orden 4 : (0,1] — R definida por §(¢) = . Por tanto para € € (0,1] fijo se tiene
¢=(x) = ®(z,e) = ex (¢ en este caso es una constante y no una variable como en ®). Veamos
que ®(z,¢) tiene el mismo orden en los distintos espacios.

Considerando primero ¢. € C[0, 1] con la norma del supremo. Es facil ver que

|pellooc = sup |¢pe(x)] = sup |ex| =€ sup z=¢
z€[0,1] z€0,1] x€[0,1]

de donde se obtiene por la Definicién 1.4.1 que ® = Og(e).
En el caso en el que consideremos ¢. € L?(0,1) con la norma | - 2201

1 1/2 1 1/2 3
||¢5HL2(0,1)=</0 ¢g<x>dx) :( /0 xd) %

es facil comprobar que ||¢||z2(0,1) = O(€) ¥ [|#llz2(0,1) # 0(€), concluyendo asi que ® = Og(e).
Por ultimo si ¢€ S (Hl (07 1), H . HHl(O,l))

e(3+V3
Iell0) = Ioellzzon + 1z = oYY

de donde como en el caso anterior se obtiene que ® = Og(e).
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En este ejemplo, el orden de magnitud de ®(x,e) = ex coincide en los tres espacios. Sin embargo,
se observa que el orden de magnitud puede variar en distintos espacios normados, debido a que
la norma de las funciones ¢.(z) en cada espacio es distinta. Prosigamos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.4.4. Sea @ : [0,1] x (0,1] — R dada por ®(z, ) = e~%/¢. Considerando ¢. € C|0, 1]
con la norma del supremo, se obtiene que ®(z,e) = Og(1). En efecto

[pelloo = SUP |p<(z)| = sup |
z€[0,1 z€[0,1]

de donde claramente se tiene que ||¢z|loc = O(1) y ||¢c|loo # 0(1) luego ¢ = Og(1).
Por el contrario, si se considera ¢. € L?(0,1) con la norma, || - || £2(0,1)"

1 1/2 1 1/2
o € -
Pellz2(0,1) = (/0 ¢§(1’)d$) = (/0 e ? /Edﬂ«“) = 5(1 —e7%/e)

concluyendo que ||¢c([z2(0,1) = Og(e'/?).
Considerando ¢. € H'(0,1) con la norma definida en este espacio se sigue que,

el = /51— ) + Vi) - L

de donde se deduce que ||¢c| g1(0,1) = Os(e —1/2),

A continuacion se definen las denominadas aproximaciones asintéticas y aproximaciones asintéti-
cas regulares asi como los desarrollos asintoticos y desarrollos asintéticos regulares, junto con
diversos ejemplos. Las nociones anteriores seran de utilidad en el futuro debido a que nos permi-
tirdn obtener aproximaciones a la solucién de problemas de contorno perturbados que se trataran
en el Capitulo 2.

Definicién 1.4.5. (Aproximacidén asintdtica y aproximacion asintdtica regular)
Sea V(D) un espacio de funciones con la norma || - ||v(py y ®(z,e) € V(D). Sea Dy € D y §
una funcion de orden. Una funcion ®qs(x,€) se dice aproximacion asintdtica de ®(x,c) en
DO St

O(x,e) — Pys(x,e) = 0(d(e)) en Dy.

En el caso particular en el que ®qs5(x,e) = d(e)d(x) con ¢ una funcion independiente de €, se
dice que 0(e)¢(x) es una aproximacion asintdtica regular de ®(x,e) en Dy.

Ejemplo 1.4.6. Consideramos la funcién @ : [0,1] x (0,1] — R definida como ®(x,e) =
ex? + x + ¢, y la funcién de orden § : (0,1] — R definida por §(¢) = 1, donde las funciones ¢
se consideran en el espacio normado (C]0, 1], || - [|s). Resulta que la funcién ®,s(z,e) = x +¢€ es
una aproximacion asintética uniforme de ®(x,¢) en [0, 1]. Basta ver que

O(z,e) — Pgs(z,2) = 0(1) en [0, 1] (1.22)

o equivalentemente que ex? = o(1) en [0, 1]. En efecto, se tiene que ||ez?||s = ¢ y por tanto se
verifica (1.22) como se pretendia. Notese que ®,5(x, €) no puede ser una aproximacion regular,
debido a que no se puede expresar como producto de la funcién de orden con una funcién que
dependa unicamente de la variable .

En cambio si se considera ®,4(z) = x, se tiene de forma directa que ®(z,¢) —Pos(z,€) = e(z?+1)
y por tanto ||e(2? + 1)lc = 2¢, verificdindose ®(x, &) — ®us(x,e) = o(1). A diferencia del caso
anterior, la funcién considerada es una aproximacion asintotica regular uniforme.
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Ejemplo 1.4.7. Se consideran la funcién @ : [0, 1]x (0, 1] — R definida por ®(z, ) = cos(e+x),
y la funcién de orden ¢ : (0,1] — R definida por d(¢) = cos(e). Resulta que ®qq(x,e) =
cos(e) cos(x) es una aproximacion asintética regular uniforme de ®(z,¢) en [0, 1]. Basta ver que

P(w,€) — Pas(x,6) _ cos(e +x) —cos(e) cos(x)  sen(e)sen(x) — tan(e) sen(a
i(e) N cos(e) N cos(e) tan(e) sen(z)
es o(1) en [0, 1]. Es facil ver que || — tan(e) sen(z)||oc = tan(e)sen(1) — 0 cuando € — 0.

En el caso de considerar la funcién de orden § : (0,1] — R definida por d(e) = sen(e) y
®ys(x,e) = cos(z) — sen(e) sen(z), se obtiene que ®(x,e) — Pos(x,e) = (cos(e) — 1) cos(x) y
mediante un calculo directo ®(x,e) — Pys(x,e) = o(sen(e)), de donde se concluye que cos(z) —
sen(e) sen(x) es una aproximacion asintética, no regular, uniforme de cos(e + x) en [0, 1].

Una vez definidas las aproximaciones asintéticas, se definen los desarrollos asintéticos y desa-
rrollos asintéticos regulares que extienden las nociones anteriores.

Definicién 1.4.8. (Desarrollo asintdtico y desarrollo asintdtico regular)
Sea V(D) un espacio de funciones con la norma ||-|ly(py. Supongamos que eziste (6n(€))n>0 una

sucesion asintdtica y (¢n(z,€))n>0 una sucesion de funciones en V(D). Fijado m € NU {0}, la

expresion o™ (x,e) =" 4 0n(e)Pn(z,€) se dice desarrollo asintdtico de ®(x,e) con m+1

términos o de orden m en Dy C D si
®(x,e) — ®™ (z,e) = 0(6n(e)) en Dy. (1.23)

Se dice que Y ;" 0 (e)dn(x,€) es un desarrollo asintdtico de ®(x,¢) si para todo m € NU{0},
@f{;‘) (z,e) es un desarrollo asintdtico de orden m. En el caso en el que las funciones ¢, sean
funciones independientes de €, es decir, (¢n(x))n>0, se dice que o (z,e) = > 0" o Onle)pn(x) es
un desarrollo asintdtico regular de ®(z,c) de orden m en Dy C D y que Y .~ 0n(€)dn(x)
es un desarrollo asintotico regular en Dy C D.

Diremos que las aproximaciones y los desarrollos asintéticos, ya sean regulares o no, son unifor-
mes al considerar V(D) como el espacio Cla,b] con la norma || - ||oc-

Noétese que en ningiin momento se exige que la serie que representa los desarrollos tenga que ser
convergente; en lo que al estudio que nos incumbe se refiere, es irrelevante si la serie converge
o no, unicamente se quiere saber si se pueden obtener las distintas funciones planteadas en el
desarrollo y si ademds se verifica (1.23) para todo m € N U {0}. En la Pagina 15 de [3] se
proporciona una idea de cémo construir un ejemplo que ilustre la situaciéon precedente.

A modo de observacion, resulta que no siempre tiene porqué existir el desarrollo regular de la
funcién en cuestion, a causa de dos motivos. Puede ocurrir que los términos del desarrollo re-
gular, ¢, no existan o bien que no se dé (1.23). Un ejemplo de esta tultima situacién se puede
obtener del Ejemplo 2.1.2 de la Pagina 38 de [1]. A pesar de ello, si que puede ocurrir que exista
el desarrollo hasta un orden m € NU {0} fijado.

Notemos que para cada m > 0, <I>((1T) (z,¢e) es una aproximacién asintética de ®(x,e) en Dy C D
con funcién de orden d,,(e). Por tanto segin se vaya incrementando el valor de m se ird obte-
niendo una mejor aproximacion a la funcién ®(z, e) debido a la definicién de sucesién asintética.

A partir de ahora cuando se haga referencia a los desarrollos asintéticos regulares en ocasio-
nes por simplicidad nos referiremos a ellos como desarrollos regulares. Y en el caso de no hacer
mencién a la palabra regular consideraremos que se habla de desarrollos asintéticos en general,
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analogamente con las aproximaciones. Los desarrollos que tienen mayor interés serdn los desa-
rrollos asintéticos regulares, pues se reduce la dificultad del propio desarrollo.

Aunque existen otras sucesiones asintoticas, ver Ejemplo 1.3.10, en lo sucesivo cuando se hable
de sucesién asintética siempre se va a considerar 0, (¢) = ™ para cada n > 0 que denominaremos
sucesion asintdtica usual.

Ejemplo 1.4.9. Recordando el Ejemplo 1.4.6, se tiene que x 4+ ¢ y x, es un desarrollo asintético
uniforme y el desarrollo asintético regular uniforme de orden 0 de ®(z,¢) = ex? + 2 +¢ en [0, 1]
respectivamente, considerando la sucesién asintética usual.

Ejemplo 1.4.10. Considerando la funcién ®(x,e) = cos(e + x) del Ejemplo 1.4.7, se procede a
obtener el desarrollo asintético regular uniforme de cierto orden de ®(z,¢) en [0, 1] tomando la
sucesion asintdtica usual. Para ello se determina el desarrollo de Taylor en ¢ de la funcién ®(z, €)
centrado en € = 0. Cabe destacar que a pesar de que € € (0, 1] se puede realizar el desarrollo
de Taylor mencionado, ya que la funcién ®(z,¢) estd bien definida en un entorno de € = 0. Por
tanto se hace el desarrollo y luego se considera que ¢ € (0, 1]. Asi,

cos(x) 2

cos(e + x) = cos(z) — sen(x)e — 5

Considerando el polinomio de Taylor de orden m, se obtendrd un desarrollo asintético regular
uniforme de orden m en [0, 1]. Se prueba que para el caso m = 2, cos(z) — sen(z)e — cos(x)e?/2
es el desarrollo regular uniforme de orden 2 en [0, 1]. Basta probar

_ |l cos(e + @) — cos(x) + sen(z)e + cos(7)e?/2| s

A: 82 = 0(1) .
En efecto,
0< A | (6% + 2 cos(e) — 2) cos(x) ;— 2(e — sen(e)) Sen(x)Hoo
2 2 (1.24)
< (e 4 2cos(e) — 2) + 2(¢ — sen(e)) sen(1)
N 22

donde la primera igualdad se obtiene de emplear la formula del coseno de la suma y la desigualdad
de aplicar la desigualdad triangular y la definicién de la norma uniforme. Tomando limites cuando
¢ tiende a cero en la expresién (1.24), se obtiene una indeterminacién del tipo 0/0 en la tltima
igualdad, de donde aplicando la regla de L’Hopital en dicha expresiéon 2 veces se obtiene

I (€2 +2cos(e) — 2) + 2(e — sen(e)) sen(1)

e—0 262 =0

En consecuencia de la regla del Sdndwich se prueba la convergencia uniforme buscada, teniendo
asi que cos(z) — sen(z)e — cos(x)e?/2 es el desarrollo regular uniforme de orden 2 de cos(e + z)
en [0,1]. Otra forma de probarlo serfa empleando el resto del desarrollo de Taylor (ver [13], por
ejemplo), de donde se obtiene

COSQ(l“)g _ Se“(;”)&ﬁ con € € (0,)

cos(e + x) — cos(z) + sen(x)e +

y por tanto A tiende a cero cuando € — 0 como se pretendia.

Comparando el Ejemplo 1.4.10 con el Ejemplo 1.4.7, se observa que no se tiene la unicidad del
desarrollo asintdtico regular. Asi, en el Ejemplo 1.4.7 la funcién cos(z) — sen(e) sen(z) propor-
cionaba un desarrollo asintético regular uniforme de orden uno de cos(x + ¢) en [0, 1], mientras
que en el Ejemplo 1.4.10 la funcién cos(x) — e sen(z) hace lo propio. La diferencia es que en el
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primer desarrollo a considerar, la funcién de orden es sen(e) que proviene de tomar la sucesién
asintética 0, () = (sen(e))™ mientras que en el segundo caso la funcién de orden es e conside-
rando la sucesién asintética usual. Es por ello que el desarrollo regular de una funcién depende
de la sucesién asintética considerada, pero como se prueba en la siguiente proposicion, fijada
dicha sucesién el desarrollo es tinico en caso de que exista, lo que justifica que en los ejemplos,
Ejemplo 1.4.9 y Ejemplo 1.4.10, se hable del tinico desarrollo regular de la funcién.

Proposicién 1.4.11.

Sea V(D) un espacio de funciones con la norma ||-|ly(py y sea (6n(€))n>0 una sucesion asintética.
Supongamos que ®(x,e) € V(D) y que existe desarrollo asintético regular de ®(z,e) en D,
entonces dicho desarrollo es unico.

Demostracién

Supongamos que existen dos desarrollos asintoticos regulares distintos de ®(z,¢) en D:
®(z,e) = do(e)¢o(x) + d1(e)d1(x) + d2(g)P2(z) + - - (1.25)
®(x,e) = 6o(e)do(x) + 01(e) 1 () + S2(e)da(w) + - - (1.26)

con ¢, o funciones independientes de & para k > 0, que sabemos que existen por hipotesis. Se
procede a probar por induccién en el orden del desarrollo que las funciones ¢ = ¢y, en el espacio
V(D) para cada k > 0 hasta el orden del desarrollo.

Considerando el desarrollo regular de orden 0 en (1.25) y (1.26) respectivamente, se tiene por
(1.23) que los limites

lim
e—0

y lim
V(D) e—0

V(D)
existen y son cero. Por tanto debido a la unicidad del limite de la funcién ®(x,¢)/d(¢) en V (D),

se tiene que ¢y = ¢y en V(D).

Supongamos ahora que si se tiene el desarrollo regular de orden m — 1 de (1.25) y (1.26), se
verifica ¢ = ¢ para 0 < k < m — 1y veamos que si se considera el desarrollo regular de orden
m de las expresiones (1.25) y (1.26), entonces ¢ = ¢, para 0 < k < m.

Por hipétesis se verifica que los siguientes limites existen y son nulos,

D(z,€) — D jio k() k() O (z,2) — SopL Ok(e) dn ()
Om(€) Om(€)

lim
e—0

y lim (1.27)

V(D) e—0

V(D)

El objetivo como bien hemos enunciado previamente es probar que ¢ = qNSk en V(D) para
0 < k < m. Para comenzar, considerando

O(x,) = Sopy Sr(e) k(@)

A= o1 (2) Vo )
tenemos que
0< A= CIJ(a;,a) - Zzl:() 5k(€)¢k(x) + 5m(5)¢m(x)
- Om-1(€) V(D)
(I)(.Z‘, 5) — ZZT:O 5k(5)¢k($) m( )¢m($)

: m—1(¢) V(D) i H -1) v p (1.28)
_ || @, e) = >k Sk(e)dr () , 5m(5) . I (€)

- e vy ey 1Ol s T
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donde la primera igualdad se obtiene de sumar y restar la expresion d,,(g)dm (), la desigualdad
de emplear la desigualdad triangular y la ultima igualdad de sacar ciertos factores de las normas.
Tomando limites cuando ¢ tiende a cero en (1.28) y empleando el limite izquierdo de (1.27), la
definicién de sucesion asintética y la regla del Sandwich, se obtiene que la expresiéon A converge a
cero cuando ¢ tiende a cero, por lo que se tiene el desarrollo de orden m—1 de (1.25). Razonando
de manera similar, se tiene que

D(z,e) — 1 0n(e) ()

(5m_1(6) =0

V(D)

lim
e—0

Aplicando la hipétesis inductiva, se obtiene que ¢ = ggk en V(D) con 0 <k <m—1, por lo
que queda por probar que ¢, = @p,.

Por otro lado, por hipdtesis se tienen los limites de (1.27), o equivalentemente que los siguientes
limites son nulos,

O(z,8)— 30 Onle) (@)
Im(€)

m—1 7
V(D) m

lim
e—0

—¢m ()

V(D)
Debido a la igualdad en el espacio V(D) de las funciones ¢y, = dr para 0 < k < m — 1 se tiene

®(z,) — 31y ok(e)dn(x) _ B(z,e) — 3 Ok(€)dn(@)

x) = =
fete) o) e
concluyendo que ¢, = ¢, por la unicidad del limite de la funcién fe(z) en V(D). |
En el caso particular en el que (V(D),[ - [lv(p)) = (Cla,b], || - ||~), la proposicién anterior

proporciona un método para ir obteniendo los diversos términos del desarrollo regular. Dichas
funciones se determinaran empleando la convergencia puntual, debido a que la convergencia
uniforme implica la puntual. Una vez determinadas las funciones, habria que comprobar las
distintas convergencias uniformes, para probar que es desarrollo regular. A modo de ejemplo
de dicho método, determinaremos el desarrollo regular uniforme de orden 2 de la funcién del
Ejemplo 1.4.10.

Ejemplo 1.4.12. Considerando la misma funcién y sucesién asintética del Ejemplo 1.4.10, se
procede a obtener el desarrollo regular uniforme de orden 2 de cos(z + ) empleando la técnica
de la Proposicién 1.4.11. Supongamos que existe desarrollo regular uniforme de cos(e + z) en
[0,1] de la forma

cos(e + ) = ¢o(x) + d1(x)e + pa(x)e® + - -

Se obtienen ¢o(z), ¢1(x), p2(r) mediante los siguientes limites puntuales:

= go(z) = il—% cos(z + €) = cos(x).

. 61(2) = lim cos(x + €) — cos(z)

= —sen(x) aplicando la regla de L’Hopital.

e—0 £
» poz) = h'r% cos(z +¢) — CO2S(33) + esen(z) = —COSQ(x) aplicando la regla de L’Hopital.
e—> 3

Como podemos observar los términos del desarrollo regular uniforme de la funcién del ejemplo
anterior coinciden con los del Ejemplo 1.4.10, debido a la unicidad de los desarrollos regulares
que nos proporciona la Proposicién 1.4.11. Como bien se ha mencionado previamente, para
garantizar el desarrollo regular uniforme de orden 2 de dicha funcién, faltaria por probar la
convergencia uniforme que nos indica la expresién (1.23), que en este caso estd probado en el
Ejemplo 1.4.10.



Capitulo

Perturbaciones regulares y singulares

En términos generales un problema de perturbacién consiste en un problema en el que aparece
un pequeno parametro positivo, € € (0,ep] con g > 0. En la memoria, el tipo de problemas per-
turbados que se estudiaran seran problemas de contorno para ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales de orden 2 en el que aparezca el pardmetro previamente mencionado. La presencia de
este puede manifestarse tanto en la ecuacién diferencial, como en las condiciones de contorno.
Es por ello que la solucién del problema puede en principio depender de ¢, u(x,€) aunque la
denotaremos por u.(x). De forma general consideraremos problemas de contorno perturbados
de la siguiente forma con € € (0, &g

g9()ul(z) + p(x, e)ul(x) + q(z,e)uc(z) = f(z,€) V€ (a,b)
ay(e)uc(a) + az(e)ui(a) = y(e) (2.1)
Br(e)ue(b) + B2(e)uz(b) = d(e)

donde p,q, f : [a,b] x (0,e0] = Ry a1, 2,7, 51,52,0,9 : (0,60] —> R funciones continuas con
a1, a9y b1, B2 respectivamente, no ambas nulas. Se toma ¢ suficientemente pequeno de tal forma
que g(g) # 0 para todo € € (0, 9], de donde se observa que la ecuacién diferencial a considerar en
el problema de contorno perturbado es lineal y de segundo orden en lo que respecta a la memoria.

Los problemas perturbados se pueden dividir en dos clases, los llamados con perturbacion regular
y con perturbacion singular. En términos generales y sin tener formalismo alguno de la definicién
de perturbacién regular y singular, la principal diferencia entre ambos es que las perturbaciones
en el caso regular conducen a pequenos cambios en la solucién del problema no perturbado
(consiste en tomar £ = 0), mientras que en los problemas singulares, la perturbacién por muy
pequenia que sea, provoca cambios sustanciales en la solucién del problema no perturbado.

El objetivo fundamental de este capitulo es definir formalmente un problema de contorno con
perturbacién regular y singular, ademas de trabajar con ejemplos concretos de perturbaciones
tanto regulares como singulares, de los cuales se conoce la solucién explicita. En todo el capitulo
a desarrollar, se han empleado las referencias [1], [3], [5], [6], [7], [8], [10], [12], [15] y [16].

2.1. Problemas de contorno con perturbacion regular

Una vez introducidos en el primer capitulo los conceptos fundamentales del anélisis asintdtico
estos se utilizardn para poder definir un problema de contorno con perturbacién regular. A
partir de este momento se estudiardn un tipo concreto de problemas perturbados, que son un
caso particular de (2.1). Dichos problemas se considerardn de la forma

{ g9(e)ul(z) + p(z, e)ul(x) + q(z,e)uc(x) = f(z,€) Yz € (a,b) (2.2)
ue(a) =7, ue(b) =0 '

19
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donde € es un pardmetro pequeno, 0 < € < g, p,q, f € C([a,b] x (0,&0]), g € C(0,e0] 7,5 € R.
Por simplicidad, se ha supuesto que las condiciones de contorno son de tipo Dirichlet no ho-
mogéneas y que no estdn perturbadas. De manera general se denotard por (P.) al problema
perturbado (2.2). Se supondrd que tomando & € (0,g¢] fijo, existe una tdnica solucién de (P:),
denotada por u.. El objetivo es determinar un desarrollo asintético regular uniforme en [a, b] de
dicha solucién u. cuando € tiende a cero, por lo que se consideran las funciones u. para cada
e € (0,ep] en el espacio normado (Cla, b], | - [|s). De manera general las referencias consultadas
para la realizacién de esta seccién que trata de los problemas con perturbacion regular han sido

8], [7], [8] ¥ [16].

Para ello, de manera general y una vez fijada la sucesién asintética usual (0,,(€))n>0 = (€")n>0,
se supondra que existe un desarrollo regular uniforme de u. de la forma

us () = up(x) + euy () + *ug(x) + - en [a, b] (2.3)

donde uy son funciones a determinar con k£ > 0. Bajo la hipdtesis de que las funciones p,q, f, g
de (2.2) admiten un desarrollo de Taylor en potencias de ¢, sustituyendo dichos desarrollos y
el desarrollo regular (2.3) en (P:) e igualando coeficientes de la misma potencia de ¢, se ob-
tiene una coleccién de problemas que se denominardn (Py); las soluciones de estos problemas
proporcionaran las funciones uy del desarrollo con k£ > 0, en caso de que esos problemas ten-
gan solucién. Una vez determinadas las funciones uy, se probard que (2.3) efectivamente es un
desarrollo regular uniforme de u. en [a, b], es decir, que para todo m > 0

ue(r) — it o e ur(z)

Em

lim
e—0

~0. (2.4)

o0

Nétese que la solucién de los problemas (Py) con k > 0 en caso de que exista y se verifique (2.4)
es Unica, debido a la unicidad de los desarrollos regulares al tener fijada la sucesion asintética,
como se vio en el capitulo anterior.

En este contexto, se proporciona la definicion de problema de contorno con perturbacién regular
y singular:

Definicién 2.1.1. (Problema de contorno con perturbacion regular y singular)

Sea V(D) un espacio de funciones con la norma |- ||y(py. Supongamos que, para cada ¢ € (0, o]
fijo, la solucion u. de un problema (P:) de la forma (2.2) verifica que us € V(D) con D = [a,b].
Se dice que (P.) es un problema de contorno con perturbacion regular si

i) Existe un problema (Py) (problema degenerado/no perturbado), que tiene como unica so-
lucion ug.

it) La solucion ug es una aprorimacion asintdtica reqular de ue en D, es decir,

If — =0.
Eg% || e U0||V(D)

En caso contrario se dice que el problema (P:) es un problema de contorno con perturbacién
singular.

En el Capitulo 1 vimos al definir los 6rdenes de magnitud que tenia gran relevancia el espacio
normado considerado. De la misma forma puede tener repercusién al considerar un problema de
contorno perturbado, ya que ese mismo problema puede ser regular con una norma y singular
con otra, por ello hay que precisar el espacio normado con el que se trabajara en cada caso. En
lo que resta del capitulo consideraremos (V (D), || - [|s0) = (C[a, b], || - ||co)-
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A continuacién se procede a estudiar diversos problemas de contorno con perturbaciones regula-
res, obteniendo desarrollos asintéticos uniformes hasta cierto orden de sus soluciones y realizan-
do diversas representaciones graficas, para visualizar dichas aproximaciones, ya que conocemos
explicitamente sus soluciones.

2.2. Algunos ejemplos regulares

Los ejemplos que se consideran a continuacion tratan de ilustrar la influencia del parametro € a
la hora de determinar si un cierto problema (P:) es de perturbacién regular o no, en funcién de
la ubicacién de dicho pardmetro en los distintos términos de la ecuacién diferencial del proble-
ma perturbado a considerar. En el primer ejemplo, supondremos que el parametro se presenta
multiplicando en el término que contiene a la funcién incognita de la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos el siguiente problema de contorno perturbado con € € (0, 1]:

| ul(z) +eus(z) =0 x € (0,1)
(Fe): { ue(0) = 8, ue(1) = 1.

Queremos probar que (P:) es un problema con perturbacién regular. Para ello, fijada la sucesién
asintdtica d,, () = €™ con n > 0, supongamos que existe un desarrollo asintético regular uniforme
de u. de la siguiente forma:

ue () = up(x) + cuy () + 2uz(z) + ... en [0, 1]. (2.5)

Sustituyendo la expresion (2.5) en (P:) tenemos que

up () + eul () + 2ul (x) + - - - + cug(2) + uy (x) + 3ug(x) +--- =0 en [0,1].
uo(O) + Eul(O) + E2UQ(0) +.--=0
up(1) + euy (1) + *ug(1) + -+~ = 1.

Igualando potencias de ¢, se obtiene la siguiente familia de problemas de contorno:

uf(x) =0 u(x) + up—1(z) =0
B0 20 w1 @) L6 ey g ke

los cuales nos proporcionaran las respectivas funciones uy, en caso de que existan, del desarrollo
regular anterior (2.5). Nétese que la solucién del problema (Py) se obtiene utilizando la solucién
de (Py—1) y que todos ellos tienen solucién, ya que (Fp) tiene solucién y es unica. De forma
recursiva podemos obtener la solucién de (Py) para cualquier k > 0. Asi se obtienen las funciones
ug, U1 'y Uz siguientes

r—x Tx a3 x®

u(z) =z, wi(x) = , ug(z) = 360 36+ 190"

Probemos que (F:) es un problema de perturbacién regular. Se tiene trivialmente la primera
condicién de la Definicién 2.1.1, ya que existe (Pp) y tiene como tnica solucién up(x) = =x.
Para ver la segunda condicién, veamos que la solucién de (Pp) es una aproximacién asintética
regular uniforme de la solucién de (P:) en [0, 1] utilizando la expresién explicita de la solucién
ue. La ecuacién del problema (P:) es una ecuacion lineal homogénea de orden 2 con coeficientes
constantes cuya solucién general es:

us(x) = 1 cos(vex) + casen(v/ex) con c1,c0 € R

Por tanto imponiendo las condiciones de contorno a dicha soluciéon general se obtiene la solucién

de (P:) para cada ¢ € (0,1]: X
us(z) = msen(ﬁx).
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Al conocer la solucién exacta de (Px), es facil ver que ||us — up||ooc — 0 cuando € — 0.

En efecto se tiene

sen(y/ex) — x sen(y/¢)
sen(v/€)

sen(y/zcx) — x

0 < Jlue — uollos =

IN

senm

[e.9]

(en(v2e) — el + [VEr —sen(yE).) =
Sen(\/‘g (2.6)

sen(\f (Hsen vew) — \f:cH ( €— Sen(\@))) <

s (B (Ve sentv)

con K € R, donde en la dltima desigualdad hemos empleado el desarrollo de Taylor de sen(y/cx)
en ¢ = 0, considerando x constante, y se ha acotado | sen(y/ex) — /ex|. Tomando limites cuando
€ tiende a cero a ambos lados de la desigualdad, aplicando la regla de L’Hopital a la ltima
expresion de (2.6) y empleando la regla del Sdndwich, se concluye que ug es una aproximacién
asintética regular uniforme de . en [0,1] y por tanto (P.) es un problema regular.

| /\

m

IN

A continuacion, en la Figura 2.1, representamos graficamente las soluciones de los problemas
(P:) tomandoe =1, = 0.5, = 0.2, £ = 0.1, junto con la solucién de (F), ug. Nétese que tomar
€ =1 en wu,, consiste en sustituir € = 1 en la expresion de u,, funcién que no hay que confundir
con el término u; del desarrollo regular. Podemos observar que a medida que € decrece hacia
cero, las graficas de las distintas funciones u., se aproximan a la funcién ug. Asi visualmente,
podemos decir que ug es una aproximacién de u., la cual es regular en [0, 1].

0.7

085

06

0.55

05T

045

0.4 =
04 042 044 046 048 05 052 054 056 058 0.6

Figura 2.1: Representacién grafica de u., para distintos valores de €, y ug en los dominios [0, 1]
y [0.4,0.6] respectivamente.

De forma andloga a (2.6), se puede comprobar que se verifican las siguientes convergencias:

HUE_UO _5u1||oo ||UE_U0_5U1 —52U2||oo

\0,

c e—0 g2 =0

> 0

lo cual nos indica que ug(x) + eui(z) = z + e(x — 23)/6 es un desarrollo regular de orden 1 de
us mientras que ug(z) + cu1 () + e2ug(x) = x + e(x — 2%) /6 + 2 (T2/360 — 23 /36 + 2°/120) es
un desarrollo asintético regular de orden 2 de u., ambos uniformes y en [0, 1] (ver PROBLEMA
1 en Seccién 3.2 donde se prueba para un problema més general). Notemos que cuantos més
términos del desarrollo tengamos se obtiene una mejor aproximacién de u., como se ilustra en
la siguiente tabla
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e=1 e=0.5 e=0.2 e=0.1
lue — uolloo 0.071296 | 0.033765 | 0.013092 | 0.006480
lue — up — eur|oo/e 0.007258 | 0.003435 | 0.001331 | 0.000659
lue —ug —eug — 52uQHoo/82 0.000737 | 0.000349 | 0.000135 | 0.000067

Tabla 2.1: Errores en las aproximaciones de u. para distintos valores de € al incrementar el orden
del desarrollo asintdtico.

Procedemos a analizar la tabla anterior, Tabla 2.1. Para comenzar situémonos en una fila que
contiene una expresion concreta en la primera columna de dicha tabla. En ella se observa que
a medida que se van tomando valores de € cada vez més pequenos, el valor de la expresién en
cuestién decrece, lo cual nos hace intuir que wug, ug + eur y ug + euq + €2ug son ciertamente
desarrollos regulares uniformes de u. en [0, 1] de orden 0, 1 y 2 respectivamente. Considerando
ahora un valor de ¢ fijo, a medida que se incrementa el orden del desarrollo regular los valores de
las distintas expresiones decrecen, lo cual nos da lugar a decir que cuando vamos considerando
un desarrollo de mayor orden, se va reduciendo el error entre u. y los desarrollos regulares
uniformes de distinto orden de wu..

Se procede a analizar otro ejemplo en el que a diferencia del anterior el pardametro ¢ se situa
multiplicando el término de la derivada de primer orden en la ecuacion diferencial.

Ejemplo 2.2.2. Sea el problema de contorno perturbado

| ul(z) +eul(z) —u(x) =0 z€(0,1)
(Fe) { w0) =0, D) =1

donde € € (0,1] y cuya solucién viene dada por

us () = es(1=2)/2 (senh <\/&m/2))_1 senh (m\/m/Q) con € € (0,1].

Supongamos que existe un desarrollo asintético regular uniforme de u. de la forma (2.5). Sustitu-
yendo la expresién (2.5) en (P:) e igualando potencias de ¢, se obtiene la sucesién de problemas
de contorno (Py) con k > 0. Tenemos asi

(Py) : { ug(z) o) =0 (P - { up () + up_y (7) — ug(z) =0

—u con k € N.
up(0) =0, wp(l)=1 up(0) =0, uk(l)=0

Cada uno de los problemas anteriores nos proporcionara la respectiva funcién uy del desarrollo
regular (2.5) en caso de que exista. Calculamos las soluciones ug, u; y ua:

[(2? — z)esenh(1) — 1] senh(x) xe "

h
_senh(x) ) N
8e senh”(1) 8senh(1)

uo(w) = senh(1)’ w (@) =

(1 — x) senh(x)
2senh(1)

s UQ(CU) =

de donde obtenemos el siguiente desarrollo asintético regular uniforme de orden 2 de u. en [0, 1]

senh(z) (1 —x)senh(z) = [(2? —z)esenh(l) — 1] e?senh(z)  2ze™®

ug + cup + szuz =

senh(1) + 2senh(1) * 8esenh?(1) * 8senh(1)

Noétese que todavia no se puede afirmar que sea un desarrollo asintético regular uniforme de
orden 2 de u. en [0, 1], ya que falta por probar que |u. — ug — eug — 2uz||oo/e? converge a cero
cuando ¢ tiende a cero (ver PROBLEMA 2 en Seccién 3.2 donde se prueba en un caso mas
general).

Al igual que se ha realizado en el Ejemplo 2.2.1, vamos a considerar una tabla con la cual
podemos garantizar con cierta seguridad pero sin probarlo analiticamente, que ciertamente ug,
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up + e, ug +euy +e2us son desarrollos asintéticos regulares uniformes de ue en [0, 1] de érdenes
0, 1 y 2 respectivamente.

e=1 e=20.5 e=0.2 e=0.1
lue — uolloo 0.110043 | 0.055433 | 0.022210 | 0.011106
|ue — up — eutl|oo/e 0.007242 | 0.003444 | 0.001434 | 0.000726
|ue — ug —euy — squHoo/52 0.002028 | 0.001024 | 0.000410 | 0.000205

Tabla 2.2: Errores en las aproximaciones de u. para distintos valores de ¢ al incrementar el orden
del desarrollo asintdtico.

El analisis de la Tabla 2.2 es analogo al realizado en el Ejemplo 2.2.1. A medida que se avanza de
columna en una fila concreta de la primera columna, decrece el valor de la expresién, lo cual nos
indica que cuando € tiende a cero esas expresiones tienden a cero y por tanto nos garantiza de
cierta forma que ug, ug 4 u1, ug + eus + £2us son desarrollos asintéticos regulares uniformes de
ue en [0, 1] de érdenes 0, 1 y 2 respectivamente como habfamos anunciado previamente. Por otro
lado, fijado un € y al considerar desarrollos regulares de mayor orden, se observa que los valores
de las expresiones decrecen lo cual nos indica que a medida que se considere el desarrollo regular
de mayor orden, se obtiene una mejor aproximacién de la solucién de (P:). En la Figura 2.2, pro-
cedemos a representar graficamente u., paraec =1, =0.5,¢ = 0.2y ¢ = 0.1, y ug. De nuevo, se
observa que a medida que ¢ tiende a cero, las graficas de las funciones u, para los diversos valo-
res de ¢ se aproximan a la funcién ug, lo cual cabia esperar en base a lo analizado en la Tabla 2.2.

09r

08|

07

0.6 / '
051 i
7 —_——

04 //‘ e 1 —_—=1

—e=05 SBiE
0.3 1 £=0.2 - e=0.
isl — £=0.2

=0 0.35 —¢=0.1

DA ——g=0

Figura 2.2: Representacién grafica de u. y ug en los dominios [0, 1] y [0.4,0.6].
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En el siguiente ejemplo a considerar, el parametro hace presencia tanto en el término indepen-
diente, como en el término de la funcién incégnita de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 2.2.3. Considérese el problema de contorno perturbado (P:) en el que € € (0,1]:

P u?(x) + 2us(x) = cos(e) z € (—1,1)
Tl ue(—1)=-1, wu(l)=1
que tiene por solucion
_ —cos(ex) sen(ex) cos(e)
ue(@) = g2 sen(e) g2

De nuevo, considerando la sucesién asintética usual, supongamos que existe un desarrollo asintéti-
co regular uniforme de u. de la forma:

us () = up(x) + euy (x) + 2ug(x) + ..

. en [—1,1].

(2.7)
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Utilizando el desarrollo de Taylor de la funcién cos(e) en potencias de €, centrado en € = 0,

g2 ¢t = %
cos(a)zl—;—kﬁ—"-:z:(—l)
' =0

6Qk

(2k)!

y sustituyendo dicho desarrollo y el dado por (2.7) en el problema (F:) se obtiene una serie de
problemas de contorno, (Px) con k > 0, que nos permiten determinar las funciones del desarrollo
asintético en caso de que tengan solucién dichos problemas. Se obtiene por tanto

= u! (z) + up_o(z) = (=1)%/2/k!
P k k .
w(-1)=-1 w=1 ¥ { wg(—1) =0, k(1) =0 cnere
En el caso en el que k sea impar, ux(x) = 0. Resolviendo los problemas (Fp), (P1) y (P2), los
cuales tienen una unica solucién, se obtienen las funciones ug, w1 y ug respectivamente:
x? 1 1 z 3 2t

R =0 =4z T 7
uo(x) 2—1—9& 5 up(x) , uz(x) 24+6 5 o7

Asi, se obtiene el desarrollo asintdtico regular de orden 2:

9 x? 1 o 1 x 3 a2t
U0+5u1+6u2:?+$—§+6 2744_8_?_274

Al igual que en los ejemplos anteriores para garantizar que la expresiéon anterior es un desarrollo
regular, faltarfa por probar (2.4) para m = 2. Como los cdlculos analiticos para realizar dicha
prueba son laboriosos, inicamente haremos ahora un estudio nimerico de la convergencia que
nos indica (2.4), posponiendo la prueba para un caso méas general a la Seccién 3.2

En la Figura 2.3, consideramos las representaciones de u. para distintos valores de €, ademads de
representar ug. Se observa que al ir decreciendo el valor de ¢, las funciones u. para los distintos
€ se van aproximando a la solucién de (Pp). Esto es lo que ciertamente nos asegura que el
problema (P:) es un problema de contorno con perturbacién regular, ya que el problema (F)
tiene solucién tnica y ademads ||u. — ugl|co tiende a cero cuando € tiende a cero como se conjetura
a partir de la Tabla 2.3.

1 T T T T T T T T T 012 T T T T T T T T T
01F 1
05 1
] 0.08 1
—e=1
or 1 — |
0.06 £ 05
e=0.2
sl e=1 | 0.04 e=0.1 g
——¢=05 €=0
g0z 1
£e=0.2
- k! =
—¢&=0.1
ol
——g=0
1.5 -0.02 ==
-1 -0.8 06 -04 -0.2 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.4 0402 0404 0406 0.408 041 0412 0414 0416 0418 042

Figura 2.3: Representacién gréfica de u. y up en los dominios [—1, 1] y 0.4, 0.42].

A continuacién se considera la Tabla 2.3 en la que se recopilan los distintos errores de los
desarrollos asintéticos regulares uniformes de wu. para los érdenes 0, 1 y 2 respectivamente y
distintos valores de €.
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e=1 e=0.5 e=0.2 e=0.1
lue — uolloo 0.107819 | 0.025809 | 0.004084 | 0.001019

lue — up — eur|oo/e 0.107819 | 0.051617 | 0.020422 | 0.010195

lue —ug —eug — 52uQHoo/82 0.008596 | 0.002012 | 0.000316 | 0.000079

Tabla 2.3: Errores en las aproximaciones de u. para distintos valores de € al incrementar el orden
del desarrollo asintdtico.

La interpretacién de la tabla anterior, Tabla 2.3, es andloga a la de los ejemplos anteriores,
aunque esta tiene una peculiaridad a considerar. Al igual que en otras ocasiones avanzando por
columnas de una fila en concreto, para valores de € cada vez méas pequenos, decrece el valor de
la expresién en cuestion, lo cual nos indica que ciertamente en cada respectivo caso tenemos que
ug, Ug + Ut y ug + cuq + 2ug son desarrollos asintéticos regulares uniformes de u. en [—1,1] de
6rdenes 0, 1 y 2, respectivamente.

Por otro lado, a diferencia de los casos anteriores, una vez fijado € al observar el error asociado al
desarrollo de orden cero y compararlo con el error del desarrollo de orden 1, no hay una reduccién
del error. Lo anterior ocurre ya que al tener que la funcién u; del desarrollo es constantemente
igual a 0 y ser € < 1, se obtiene la siguiente desigualdad entre los distintos errores

[ue = volloo _ [lue = uo — e

- - (2.8)

l|ue — uolloo <

Asi, si observamos detenidamente la Tabla 2.3, para los valores de € considerados en la misma
ciertamente se verifica la igualdad de (2.8). No obstante, si nos fijamos en la tltima de las filas
en comparacion con las demads, si que decrece el valor por lo que vamos a obtener una mejor
aproximacion de u. al incrementar el orden del desarrollo siempre que el nuevo término a anadir
en este sea no nulo.

Consideramos ahora un dltimo ejemplo en el que la presencia del pardmetro se encuentra mul-
tiplicando a la derivada de mayor orden de la ecuacién diferencial de un problema de contorno.

Ejemplo 2.2.4. Considérese el problema de contorno perturbado (P:) en el que € € (0, 1]:

. ul(x) +ul(x) =0 x € (0,1)
(Fe): { wl0) =0, () = 1.

Supongamos de nuevo que existe el desarrollo regular uniforme de u. de la forma (2.5). Susti-
tuyendo dicha expresién en el problema (FP:) se obtiene la siguiente coleccién de problemas de
contorno igualando coeficientes que tengan misma potencia de e:

up(z) =0 wp(x) +u)_(x) =0
(Po) :{ u3§0) —0, up(1)=1 (Py) :{ uZ(O) :0? 1Uk(1) _ omkeN. (2.9)
Se observa que no existe solucién para (Pp) ya que por la ecuacién diferencial sabemos que ug
ha de ser una constante pero al aplicarle las condiciones de contorno en cada extremo toma
distintos valores, es por ello que no estamos ante un problema de perturbaciéon regular. Como
la causa de que el problema (FPp) no tenga solucién proviene de las condiciones de contorno del
mismo, procedemos a suprimir una de estas y ver si el problema resultante tiene solucién y si
ademads aproxima a u..

Previamente, como se puede obtener explicitamente la solucién del problema, se procede a
resolver el problema (FP:) llegando a la solucién
1— e o/e

wele) = T
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Claramente se observa que u. converge puntualmente a la funciéon

fio () = 0 si z=0
711 st 0<a<1
cuando ¢ tiende a cero (ver Figura 2.4). Por la unicidad del desarrollo, dicha funcién g deberia

corresponder con la funcién ug del mismo, pero resulta que g no es continua, por lo que no se
tiene la convergencia a cero de ||us — Ug|loo cuando e tiende a cero.

1
09} 5
08} S
07 3
0.6 [ £
05 7 e=1
osl 4 £=0.5
) iy £=0.2

F F 4

o3 / —¢=0.1
ozlf/ / —¢=0
0.1l /

Figura 2.4: Representacién grafica de u. y ug = 1 en el dominio [0, 1].

Volviendo a la idea de suprimir una de las condiciones de contorno de (F), consideramos los
casos:

» Caso ug(z) = 0 donde hemos suprimido la condicién wup(1) = 1.
Claramente se obtiene que ||u: — ug|loc = 1 debido a que ugp(l) = 0y u-(l) = 1y por
consiguiente up(z) = 0 no es una aproximacién regular uniforme de u. en [0,1]. Como
estamos interesados en tener desarrollos regulares, vamos a restringirnos al intervalo [0, d]
con 0 < § < 1 obteniendo que

[ue — uollcpo,5) = (1 — e%%)/(1 — e */%) = 1 cuando ¢ — 0.

Notemos que no interesa un intervalo de la forma [0, 1] ya que seguiria ocurriendo |ju; —
ug|lcgs,1) = 1. Por lo que a priori esta eleccién de up no nos interesa (ver Tabla 2.4).

» Caso up(z) = 1 donde hemos suprimido la condicién uy(0) = 0.
Considerando esta funcién ug, se obtiene que ||u: —up||oc = 1, porque up(0) = 1y u-(0) = 0.
Razonando como en el caso anterior no tiene sentido restringirnos al intervalo [0, d] con
0 < ¢ < 1, pero en el intervalo [4, 1] se tiene

|ue —uollcrsa) = (e79/¢ —e71/%)(1 — e71/%) = 0 cuando € — 0.
Tenemos por tanto que ug = 1 es una aproximacion regular uniforme de u. en [6, 1].

A modo de conclusién se puede decir que no existe el desarrollo asintético regular uniforme de
ue, en todo el intervalo [0,1] y la perturbacién es singular. Considerando la funcién ug = 0
que cumple la ecuacién diferencial de (Fy) y la primera condicién de contorno, no se obtiene en
ninguno de los subintervalos considerados que sea una aproximacién regular uniforme de u. en el
intervalo en cuestién. Por lo contrario considerando ug = 1 al realizar la restriccién al intervalo
[0,1] con 0 < § < 1 fijo, se tiene que up = 1 es una aproximacién regular uniforme de . en dicho
intervalo.
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e=1|e=05]1e=02]e=0.1
6=0.51]0.3775 | 0.2689 | 0.0759 | 0.0067
||lue — u0||c[571] up=11]6d=0.210.7132 | 0.6187 | 0.3636 | 0.1353
6=0.11]0.8495 | 0.7904 | 0.6039 | 0.3679
6=0.51]0.6225 | 0.7311 | 0.9241 | 0.9933
||lue — u0||c[0,5] ug =0 =0.2 | 0.2868 | 0.3813 | 0.6364 | 0.8647
6=0.110.1505 | 0.2096 | 0.3961 | 0.6321

Tabla 2.4: Errores en la aproximacion de u. por ug = 0 y ug = 1 en distintos intervalos.

En la Tabla 2.4, podemos observar lo comentado previamente. Considerando ug = 1 y el interva-
lo [4,1], para 0 un valor fijo 0 < ¢ < 1, a medida que decrece el valor de ¢, |lus —uo||c(5,1) decrece.
Ese fenémeno se puede observar también en la Figura 2.4, ya que en el intervalo considerado,
las distintas funciones u. estdn mas préoximas de la funcién constantemente igual a 1, lo cual
justifica de cierta forma que up = 1 es una aproximacién regular uniforme de u. en [J, 1]. Por
otro lado, considerando la misma situacion de antes con la diferencia de que ahora el valor de ¢
es fijo, a medida que aumenta el intervalo a considerar, es decir decrece ¢, se obtienen valores de
[|ue — uollc(5,1) mayores debido a que las distintas funciones u. crecen hacfa 1y por tanto distan
mas de la funcién ug = 1 como se observa en la Figura 2.4.

Considerando ahora el intervalo [0, 6] y up = 0, para ¢ fijo a medida que e decrece |[us —uo||cjo,4]
crece y parece que tiende a 1, lo cual se ajusta a lo analizado previamente. Si por lo contrario,
fijamos € y vamos decreciendo el valor de § a considerar, se obtienen valores de la norma anterior
cada vez mas pequenos, por el hecho de que las funciones u. son crecientes préximas a cero en
[0, d].

Este ultimo ejemplo motiva la siguiente seccion que se centra en el andlisis de problemas de
contorno con perturbacién singular, en los cuales ocurriran fenémenos como los vistos en el
Ejemplo 2.2.4, denominados singularidades de capa limite.

Con la coleccion de ejemplos vistos, podemos conjeturar que dado un problema de contorno
perturbado en el que el pardmetro no estd multiplicando a la derivada de mayor orden de la
ecuacion diferencial, dicho problema serd de perturbacién regular. En caso contrario y como se
ha visto en el Ejemplo 2.2.4, se espera estar ante un problema con perturbacién singular. El
motivo que justifica el fenémeno anterior, se debe a que como el pardmetro ¢ multiplica a la
derivada de mayor orden de la ecuacién del problema (P:), el problema degenerado consta de
una ecuacién de menor orden. Dicha reduccién de orden provoca que al resolver la ecuacion se
obtenga una tUnica constante a determinar, por lo que al imponer las condiciones, puede que
lleguemos a una contradiccién, dando lugar a un problema sin solucién.

2.3. Problemas de contorno con perturbacion singular

A continuacién se procede a estudiar problemas de contorno con perturbacién singular que en
base a la Definicién 2.1.1, son aquellos que no son de perturbacién regular. Al igual que en los
problemas regulares, los problemas perturbados a tratar en la seccién seran de la forma (2.2).
Aunque existen otros tipos de singularidades, solo consideraremos aquellas del tipo capa limite.

El objetivo de la seccién serd encontrar aproximaciones asintéticas uniformes de las soluciones de
los problemas perturbados, que sean validas en todo el dominio de definicién cuando ¢ tiende a
cero. En lo que sigue, al mencionar desarrollos asintdticos ya sean regulares o no, consideraremos
desarrollos de orden cero. Para realizar esta seccion, aparte de las referencias empleadas en los
problemas con perturbacién regular también se han utilizado [1], [5], [6], [10], [12] ¥ [15].
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En problemas singulares razonaremos de la siguiente manera. Se procedera a dividir el dominio de
definicién en dos subintervalos y suponer que en cada uno de ellos existe un desarrollo asintético
regular de orden cero. Sea a < ¢ < b consideramos de forma genérica [a, ] U [, b] = [a, b], donde
a y b seran los puntos donde se dan las condiciones de contorno y supongamos que existe un
desarrollo asintético regular de orden cero de la solucién u. de (2.2) en [a,d] y otro en [6,d]
respectivamente.

us(z) = ug(x) + o(1) en [a,d]

ue(z) = ug(x) + o(1) en [6, 0]

donde g y uj son funciones. Sustituyendo dichos desarrollos en el problema (P:), (2.2) en sus
respectivos dominios, e igualando coeficientes con potencias de € igual a cero, se obtienen los
problemas (Py) y (Py) planteados en [a,d] y [d,b] respectivamente. Al realizar esta estrategia
se consigue separar las condiciones de contorno, debido a que estamos suponiendo desarrollos
asintoticos regulares en dos intervalos distintos, cada uno conteniendo a un extremo. En otras
palabras, la condicién de contorno del problema (Fy) estard dada en el extremo x = a, mientras
que en el problema (F}) en z = b. En los casos en los que no exista el desarrollo en ninguno de
los dos subintervalos considerados, se procedera a dividir el intervalo inicial en tres subintervalos
y asi sucesivamente hasta encontrar una particion en la que en uno de los intervalos, exista el
desarrollo regular de la funcién u..

La estrategia anterior serd viable en los casos en los que el tipo de singularidades del problema
sean de capa limite, que son las singularidades a considerar en la memoria, ya que puede ocurrir
que se tenga otro tipo de singularidad y no se pueda solventar el problema de dicha forma (ver
Ejemplo 2.2.3 de la Pagina 45 de [1]) . Las singularidades de capa limite reciben ese nombre por
la presencia de una capa limite en la solucién del problema a considerar. Se procede a definir a
continuacién el concepto de capa limite.

Definicion 2.3.1.
Sea una funcion uc-(x), € [a,b], € € (0,e0] tal que existe un conjunto de puntos aislados
A = {xp}trex C [a,b] con K C N, verificando las siguientes propiedades:

» Para todo intervalo cerrado I C [a,b] independiente de € tal que xy € I para algin k € K,
no existe aproximacion asintética reqular de la funcion u. en 1.

» Para todo intervalo cerrado J C [a,b] independiente de € tal que xy ¢ J para todo k € K,
existe aproximacion asintotica reqular de la funcion u. en J.

Entonces se dice que ue tiene una capa limite en cada xp, con k € K y A se denomina conjunto
de capas limite.

En base a la definicién anterior, Definicién 2.3.1, el conjunto de capas limite a priori puede ser
un conjunto formado por puntos aislados que pueden ser los extremos a, b, 0 no. Los problemas
singulares estudiados en la memoria tendran una capa limite en uno o en los dos extremos. A
modo de existencia de una capa limite en un punto interior se proporciona el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.2. Considérese la funcién u.(x) = tanh(z/e) con = € [-1,1], € € (0, 1]. Siguiendo
la estrategia de la Proposicién 1.4.11, se tiene que el limite puntual de u,. es

-1 si -1<2<0
up(x) = 0 si =0 (2.10)
1 si 0<zx<1

cuando € tiende a cero, el cual corresponderia con el desarrollo regular uniforme de orden 0 de
ue en [—1, 1], pero resulta que ug ¢ C[—1,1], no teniendo sentido plantearse ||us — upl|oo, POr
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lo que no existe el desarrollo mencionado. Representando graficamente la funcién para distintos
valores de &, se puede intuir que la capa limite estara situada en x = 0, veamoslo.

Figura 2.5: Representacién grafica de u. en el dominio [—1,1].

Nétese que para cualquier intervalo I = [5,8] C [-1,1] con —1 < § <0< B <1y 0 € I,
no existe aproximacién asintotica regular uniforme de u. en I, debido a que la funcién ug se
obtendria de realizar la restriccién de (2.10) al intervalo [d, 8], la cual no es continua en el cero.
Por otro lado, para todo intervalo J = [a, 8] C (0, 1], existe el desarrollo regular uniforme de
orden 0 de u. en J. La funcién ug = 1 se obtiene de restringir la funcién (2.10) al intervalo J y
ademds se verifica que ||us — upl/c|q,g) tiende a cero cuando € tiende a cero. En efecto, es facil
ver que

e = wollcta, = sup (1= tanh (Z)) =1 - tanh (3)

tiende a cero cuando ¢ tiende a cero por el hecho de ser a > 0.

Considerando los intervalos anteriores, atin no se puede garantizar que en x = 0 tengamos
una capa limite, ya que faltan intervalos del tipo K = [§,7] C [-1,0) donde debemos verificar
que existe aproximacién regular uniforme de u.. En este caso al restringir (2.10) a K se obtiene
la funcién ug = —1 la cual verifica que

|lue — uollcis,) = sup (1 + tanh (E» = 1+ tanh <l>
z€[6,7] € =

tiende a cero cuando ¢ tiende a cero por ser v < 0.

De todo lo anterior, se deduce que u. tiene una tnica capa limite en x = 0, debido a que en
todo intervalo cerrado que contiene al cero no existe desarrollo asintético regular uniforme de
orden cero de u., mientras que en todo intervalo cerrado que no contiene al cero si que existe
aproximacion regular uniforme de .

Desde este momento en adelante salvo que se diga lo contrario, consideraremos que las soluciones
a los problemas de contorno de la forma (2.2) tienen una tnica capa limite en uno de los extremos.
Veamos como razonamos si tenemos una capa limite en £ = a o una capa limite en z = b de
forma genérica en un problema de perturbacién singular de la forma (2.2).

= Capa limite en . = a
Como la solucién u. del problema (2.2) tiene una unica capa limite en x = a, se tiene que
dado cualquier intervalo I = [a,d] C [a,b] con a < § < b, no existe desarrollo asintoti-
co regular de orden cero de u. en I, mientras que si consideramos cualquier intervalo
J =la, 8] Cla,b] con a < a < B < b, existe aproximacion asintética regular de u. en J.
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De entre todos los intervalos en los que existe desarrollo regular de orden 0 se toma el de
mayor longitud, considerando I = [a,d] los intervalos en los que no existe aproximacién
regular de u. y J = [§,b] en los que si, con a < § < b.

Al desarrollo regular de u. en J, es decir,
ue(x) = up(x) + o(1) en [4, ] (2.11)

se le denomina desarrollo exterior y a la variable del desarrollo, z, variable exterior.
Por lo contrario considerando el intervalo que contiene la capa limite, I = [a, d], en el cual
no existe el desarrollo regular, se toma una nueva variable que nos permitirda modificar de
cierta forma el problema de contorno original de manera que la solucién del nuevo proble-
ma (P.), (P.) escrito en la nueva variable, admita un desarrollo regular en determinado
intervalo:

.’ . e . z a
Transformacién si la capa limite estd en z = a: £ = con a >0

EOL

Como z € [a,d], se tiene que la variable { para valores de £, y « fijos verifica que
€ €0, (6 —a)/e*] que si hacemos tender € a cero, fijado un x € I, tenemos que ¢ tiende a
o0, ya que ¢ — a > 0, en otras palabras,

i —aa] — [0,00) cuando ¢ — 0.

si x € [a, ] entonces £ € [0,

Realizando el cambio de variable anterior, consideramos u.(z) = u:(c® +a) = u:(§) y
calculamos las respectivas derivadas de u.(z) expresadas en funcién de 4. (&), haciendo uso
de la regla de la cadena:

, duc _di. d¢ di. 1

de  dé dz  dE e
, Pue _d (du\ _d (dic 1\ 1 _ d. 1
dz?2  dx \dx ) dé\dé e¥) ex  d¢2 g2

Por tanto se obtienen las siguientes igualdades:

we(w) = 1:(6) (o) = = ey = ), (212)

de donde al emplear ul(z) y u.(£) se sobreentiende que se estd derivando respecto de x
y & respectivamente. Utilizando las expresiones (2.12) en el problema de contorno (2.2),
obtenemos un problema que llamaremos (P:) que de manera general serd de la siguiente
forma

{ §(€()ﬂé’(€) + P, )TL(E) + (&, )u(€) = f(Ee) VEE0,(5—a)/e]
ue(0) =7

donde ajustaremos « para que §(¢) sea de orden unidad, es decir que no haya presencia
alguna de potencias de ¢ en la derivada de mayor orden de la ecuaciéon del problema.
Denotaremos a la solucién de dicho problema por . (). Notemos que solo se obtiene una
condicién de contorno debido a que z € [a, 4], que solo contiene el extremo a del intervalo
[a, b]. Supongamos ahora que existe un desarrollo asintético regular de orden 0 de 4. (&) de
la forma:

Ue(§) = 1o(€) + o(1) en [0, A] con A > 0 fijo. (2.13)
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que lo denominaremos desarrollo interior y £ sera la variable interior. La funcién
Uo(&), vendra determinada por el problema degenerado (Pp) de (F:).

Una vez determinados los desarrollos, tanto el interior como el exterior, queremos obtener
una unica aproximacion valida en todo el intervalo [a, b] por lo que de cierta forma hemos
de realizar un acoplamiento entre ambos, el desarrollo exterior (2.11) vélido en J = [4,b] y
el desarrollo interior (2.13) valido en [0, A]. Para ello, imponemos el denominado principio
del Matching que en lo que respecta a la memoria se realizard al orden 0, es por ello que
hemos considerado el desarrollo exterior e interior de orden O.

PRINCIPIO DEL MATCHING AL ORDEN 0 (Capa limite en 2 = a)

1) Existe lim wg(x) y es finito.

z—at
2) Existe lim o(§) y es finito.
E—+o00
3) Los limites anteriores coinciden, M := lim wug(z) = lim wp(&).
r—at E—+o0

Nuestro principal objetivo era poder determinar un desarrollo asintético uniforme de la
solucién u. en todo el dominio de definicién [a,d], dicho desarrollo serd el denominado
desarrollo asint6tico compuesto, uS, que al imponer el principio del Matching al orden
0 sera de la forma:

wS(z) = uo(z) + o (x;a> - M

Notemos que hay que restar M, debido a la igualdad en el limite de ambos desarrollos y
existir una regién llamada regién de solapamiento. Tenemos que ug(z) es una aproxima-
cion regular de u.(x) en x € [§,b] para todo 0 < & < by por otro lado tenemos que (&)
es una aproximacion regular de u.(&) en £ € [0, A] con A > 0 fijo. Deshaciendo el cambio
de variable en las ultimas expresiones, tenemos que ug ((x — a)/e®) es una aproximacién
asintética de i, ((z — a)/e®) en x € [a, a+e*A]. La regién de solapamiento sera el intervalo
donde tanto el desarrollo exterior como el desarrollo interior sean desarrollos validos de ..

Vamos a proporcionar una idea de cémo podemos obtener dicha regiéon de solapamien-
to, considerando o« = 1. Comenzamos representando las regiones donde son vélidos los
respectivos desarrollos, que son = € [,b] v = € [a,a + €A]; para ello dibujamos las rectas
r=d0,x=br=ayx=a+cA.

Regién de solapamiento
€ r=a+eA
g
v =d(c) fE=a+eYA(e)
Desarrollo interior /
Desarrollo interior /
=0
R
4 ot
o
n O &
Desarrollo exterior L
T Desarrollo exterior T
a ) b a b

Figura 2.6: Regiones de solapamiento del desarrollo interior y exterior considerando A y § fijos
y en funcién de e.
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Tomando a < § < b fijo y € suficientemente pequeno, en la representacién de la izquierda
de la Figura 2.6 observamos que existe una zona en la que no hay solapmiento. No obstante,
como ¢ y A son fijos pero arbitrarios, en ocasiones se pueden elegir § = (¢) y A = A(e) tal
que los desarrollos exterior e interior sean validos en [§(¢), b] y [a, a+£A(€)] respectivamente
yd(e) = ay A(e) — oo cuando € — 0. De esta manera, se tiene una regién de solapamiento
para ¢ suficientemente pequeno como se observa en la representacién de la derecha de la
Figura 2.6. (ver Ejemplo 2.4.1 donde se construye dicha regién).

= Capa limite en x = b
Como por hipétesis la solucién u. tiene una capa limite en x = b, se tiene que en los
intervalos de la forma I = [, b] no existe aproximacion asintdtica regular de la solucién de
(2.2), mientra que en los de la forma J = [a, §] si, considerando a < § < b. Sea

ue(z) = up(x) + o(1) en [a, ] (2.14)

el desarrollo regular de orden cero de u. en el intervalo [a,d] que al igual que en el caso
anterior lo denominaremos desarrollo exterior. A diferencia del caso anterior realizamos
el cambio de variable

Transformacién si la capa limite esta en = b: £ = con a >0

80{

considerando el intervalo I = [§,b]. Como x € [d,b] entonces se tiene que la variable &,
fijando los valores de €,d y « pertenece al intervalo [(6 — b)/e®,0]. Fijado = € I si se hace
tender € a cero, £ tiende a —oo, debido a que x — b < 0. Asi,

0—>b

g’

si x € [0, b] entonces & € [ 0] — (—00,0] cuando ¢ — 0.
Como en el caso anterior considerando u.(x) = u.(£e%+b) = u.() se obtienen las mismas
relaciones de antes (2.12) y razonando andlogamente se obtiene el problema

{ g(sg)v;a’; f()s + P&, e)uL(E) + (& )i (§) = f(&e) VEE[(6—b)/e*,0]
u:(0) =

donde ajustaremos « para que g(¢) sea de orden unidad. En este caso a diferencia del
anterior, se obtiene una condicién de contorno que esta asociada a la condicién en b del
problema (P:) inicial. Se supone que existe un desarrollo regular de orden 0 de @.(§) de la
forma:

Ue(§) = up(€) +o(1) en [-A,0] con A >0 (2.15)

donde 1ig(€) es la solucién del problema degenerado (Py). Para acoplar el desarrollo exterior
(2.14) y el interior (2.15), procedemos a imponer el principio del Matching, pero en este
caso considerando la capa limite de la solucién u. en x = b.

PRINCIPIO DEL MATCHING AL ORDEN 0 (Capa limite en x = b)

1) Existe lim wug(x) y es finito.

r—b~

2) Existe lim ag(§) y es finito.
E——00

3) Los limites anteriores coinciden, M := lim wug(x) = lm ()
T—b— £——o0

En este caso el desarrollo asintético compuesto es de la forma:
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ue(z) = uo(z) + i (”“"b) Y

€Ol

que resultara ser un desarrollo asint6tico de orden 0 de u. en el intervalo [a, b]. De nuevo,
se resta M, debido a la regiéon de solapamiento y el valor de ambos limites. Tenemos
que up(x) es una aproximacién regular de u.(x) en x € [a,d] para todo a < § < by
por otro lado tenemos que p(£) es una aproximacién regular de u.(§) en £ € [—A,0]
con A > 0 fijo. Deshaciendo el cambio de variable en las iltimas expresiones, tenemos
que g ((x — b)/e%) es una aproximacién asintética de u. ((x — b)/e®) en & € [b — e*A, D).
La regién de solapamiento serd el intervalo donde tanto el desarrollo exterior como el
desarrollo interior son desarrollos validos de u.. Para determinar esa regién podemos seguir
la estrategia realizada en el caso en el que la capa limite se ubique en z = a.

A la forma de razonar descrita en la memoria ante problemas con perturbacién singular, donde
la singularidad es de tipo capa limite, para obtener desarrollos asintoticos de orden 0 de u. en
[a, b] cuando ¢ tiende a cero, se le denomina método de desarrollos asintéticos compuestos.

2.4. Algunos ejemplos singulares

En esta seccién consideraremos dos problemas de contorno con perturbacién singular. El pri-
mero de ellos tendrd una unica capa limite, mientras que el segundo a considerar tendra dos
capas limite, una en cada extremo respectivamente. Para comenzar se trata de encontrar una
aproximacién uniforme en [0, 1] de la solucién del problema singular del Ejemplo 2.2.4.

Ejemplo 2.4.1. Sea el problema de contorno perturbado

[ eud(x) +u(x) =0
(Fe) { 2&(0) =0, u(l)=1 (2.16)

donde € € (0,1] y x € D = |0, 1]. Como obtuvimos en el Ejemplo 2.2.4, la solucién de (2.16) es

1— e @/

weld) = T

Vimos que no existia un desarrollo regular uniforme en [0, 1] considerando la sucesién asintética
usual, pero ug(x) = 1 era una aproximacién regular en [0, 1] para todo 0 < § < 1 fijo, por lo
que estamos ante un problema de perturbacion singular de tipo capa limite. Vamos a aplicar
el método de desarrollos asintdticos compuestos para determinar una aproximacion asintética
uniforme de orden cero de u. en [0, 1], empleando el principio del Matching al orden 0, por lo que
todos los desarrollos a considerar han de ser de orden 0, como hemos mencionado en el marco
tedrico.

Por el estudio realizado previamente, supongamos que existe el siguiente desarrollo regular
ue(x) = up(x) + o(1) en [4, 1]
donde 0 < ¢ < 1 fijo. Sustituyendo dicho desarrollo en el problema (2.16) se tiene

(Py) { ug () :? x € (4,1)

de donde se llega a que ug(z) =1 es el desarrollo exterior de orden 0 de u. en [4, 1].
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Procedemos a determinar el desarrollo interior de u. en [0,6]. Para ello definimos el cambio de
variable £ = x/e®. Notemos que si £ es fijo y € tiende a cero, entonces z tiende a cero, y en
el caso en el que z sea fijo al hacer tender € a cero, como = € [0,d], se tiene que £ tiende a
infinito. Con la transformacién anterior y utilizando las igualdades (2.12) en el problema (2.16)
se obtiene
) . { eal(e) +al(§) =0 €[00/
(P){ 5 gy T
1:(0) =0

Igualamos la potencia de € de la derivada de orden superior a cero, obteniendo que o = 1, de
esta manera se consigue que la ecuacién diferencial del problema (]-:’5) sea independiente de €.
El problema precedente tiene por solucién .(§) = ¢; (6_5 — 1) con ¢; € R. A continuacién
supongamos que existe un desarrollo asintético regular uniforme de orden cero de . (&)

Ue (&) = o (&) +o(1) en [0, A] con A > 0 fijo,
donde la funcién () se obtiene de resolver el siguiente problema
5. ) w0(&) +ap(§) =0
(%y{%@zo

que coincide con (P;) por ser este ultimo independiente de . Por tanto g (§) = u.(€), obteniendo
(&) = ¢ (1 — 6*5) con ¢ € R cualquiera. En este primer ejemplo determinaremos una regiéon de
solapamiento, razonando como en el contexto teérico. Tenemos que up(x) = 1 es un desarrollo
exterior valido en [0, 1] para todo 0 < < 1, pero también es véalido en [0(g), 1] considerando
por ejemplo (e) = 8 que tiende a la capa limite 2 = 0 cuando ¢ tiende a cero, con 0 < 3 < 1.
En efecto, se verifica

6—1/5 _ 6—55_1
——— X | = 0 cuando € — 0.

[ue = uollcpes ) = sup

z€leP 1] 1—el/e

1—e 1/

1— e—m/a '

Por otro lado, tenemos que, tomando ¢ = 1, @y(§) = ¢ (1 —e ¢ ) es un desarrollo interior valido
para & € [0, A] con A > 0 arbitrario y £ = x /e, pero resulta que considerando A = A(e) =7
con 0 < 7 < 1 también es un desarrollo valido en dicho intervalo. Asi, escribiendo () en la
variable z, se tiene @ig(z/e) = 1 — e~%/% con z € [0, Ae] = [0,'77]. Veamos que dicha funcién es
un desarrollo uniforme de u. en [0,'77]. En efecto, se verifica que

e—l/e (1 _ e—z/a) e~ 1/

_ —1/eY
T=YE —1_6_1/8-(1—6 / >—>Ocuand05—>0.

|ue — dollcpo,er-+) = sup
z€[0,e1-7]

Como queremos que los intervalos [¢7,1] y [0,e177] se solapen, es decir que no sean disjuntos,
necesitamos que €2 < €177 o0 lo que es lo mismo, que 1 — v < §. Por tanto, podemos considerar
valores de 3y 7y cualesquiera de tal forma que se verifique esa desigualdad. Considerando 5 = 1/2
y 7 = 3/4 se tiene que una regién de solapamiento sera el intervalo [0,e/4]N[e'/2,1] = [¢!/2,1/4]
como se ilustra en la Figura 2.7.

Desarrollo interior
B p\\‘o /
S

Desarrollo exterior z

a b

Figura 2.7: Region de solapamiento del desarrollo interior y exterior.
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Imponemos ahora el principio del Matching al orden 0 el cual nos permitird determinar la

constante c:

)

z—0t
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lim wp(xz) = 1, por lo que existe y es finito.

2) lim ap(&) = ccon c € R, por tanto existe y es finito.
E—+o00
3) Tomando ¢ = 1, los limites anteriores coinciden, M := lim up(z) = lim ag(§) = 1.

z—07t

E—+oo

Por tanto ig(£) = 1 — e~¢, de donde se obtiene el desarrollo asintético compuesto:

Observamos que

que ciertamente converge a cero cuando ¢ tiende a cero, luego u¢ es un desarrollo uniforme en

i+ 0

[ue () — ug(@)]loo =

r—a

1

— e~ 1/e

e—1/e

1—e /¢

o0

[0,1] de u.. Veamoslo ahora tanto grafica como numéricamente
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08T

07 r
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05T
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02r

017

> — M luego ul(z) =1 —e /¢

_ e—l/a

02

L
03

0.4 05
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01T
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L
08 0.9 1

—u

0.1

0.1

0.6 0.7

L
0.8 0.9 1

Figura 2.8: Representacion gréfica de ue, uS en [0, 1] para diversos valores de ¢.

e=1

e=0.5

e=0.2

e=0.1

|| ue

4
_ué‘HOO

0.367879

0.135335

0.006738

0.000045

Tabla 2.5: Errores en las aproximaciones de u. por el desarrollo compuesto u¢(x)
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En la Tabla 2.5, se indica el error que se comete al aproximar u. por el desarrollo asintético
compuesto u¢ de orden cero. Se ve que a medida de que ¢ decrece la norma tiende a 0, lo que
sugiere que u¢ es un desarrollo asintético uniforme de w. en [0, 1]. En cuanto a la Figura 2.8
se observa que a medida de que € va decreciendo a cero la curva que representa el desarrollo
compuesto se asemeja mas a la soluciéon u. con el € considerado.

En este ejemplo conocemos la solucion explicita de u. y por tanto, como vimos en el Ejemplo
2.2.4, sabemos que hay una capa limite en x = 0. Pero esto no es lo habitual y debemos ha-
cer conjeturas y/o propuestas para poder obtener una aproximacién vélida en todo el intervalo
[a, b] en caso de no llegar a contradicciones. Asi, al suponer que existe un desarrollo regular en
[0,1], (2.5), obtenemos los problemas (2.9). Como vimos (Pp) no tenia solucién y procedimos a
suprimir una condicién. Hemos visto que si suprimimos la condicién u¢(0) = 0 y suponemos una
capa limite en z = 0, llegamos a un desarrollo exterior en [, 1] que luego podemos acoplar con
un desarrollo interior en [0,cA].

Sin embargo, si suprimimos la condicién ug(1l) = 1 y nos quedamos con u(0) = 0, obtenemos
como candidato a desarrollo exterior ug(x) = 0 en [0,0] con 0 < § < 1 fijo. Ahora suponemos
que existe una capa limite en x = 1 y llegaremos a un absurdo que nos permitira afirmar que
no existe capa limite en x = 1. Para ello, introducimos la variable interior { = (x — 1)/e?,
obteniendo el siguiente problema:

5. [ UVl +al(§) =0 £e[(d-1)/e,0]
(Fe { a0 -1 ]

Consideramos a = 1 y razonando de forma analoga al caso anterior donde la capa limite estaba en
z = 0, se obtiene que @y(£) = ¢ (1 — e™%) +e¢ con ¢ € R. Imponiendo el principio del Matching
al orden cero, observamos que el tnico valor ¢ € R tal que existe y es finito el Sh’m Uo(€) es
——00
¢ =1 pero en ese caso no coincide con el lim wug(z) = 0 pues gh’m tp(€) = 1. Por tanto al no
——00

r—1—
verificarse las condiciones del principio, no podemos acoplar el desarrollo exterior e interior y

en consecuencia no podemos obtener el desarrollo compuesto vélido en [0, 1]. De lo anterior se
deduce que en x = 1 no hay capa limite, ya que en ese caso se verificaria el Matching.

Ejemplo 2.4.2. Considérese el problema de contorno perturbado con € € (0, 1]:

| eu(x) —us(x) =1 z e (0,1)
(Fe): { u:(0) = 0, ue(1) = 0. (2.17)

Suponiendo que existe el desarrollo asintético regular uniforme de orden 0 de la forma u.(x) =
up(x) + o(1) en [0, 1], se obtiene como problema degenerado

| wo(z) = -1
B a6 o, oty =0 219

Claramente el problema precedente (2.18) no tiene solucién por lo que no existe el supuesto
desarrollo regular de u. en [0,1]. Es por ello que estamos ante un problema de perturbacién
singular. Veamos si presenta alguna capa limite.

Sea 0 < § < 1, supongamos que existen los siguientes desarrollos asintoticos regulares:
ue () = uo(x) + o(1) en [0, J]

us(x) = ug(x) + o(1) en [6,1].

Sustituimos ambos desarrollos en el problema (2.17), obteniendo los siguientes problemas
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o) =—1 [ up(e) = -1
(Fo) { woy=0 B { ug(1) = 0.

Resulta que no existen desarrollos regulares uniformes de la solucién u. en los intervalos [0, ¢],
[0, 1], por lo que no podemos localizar todavia el conjunto de capas limite. Para buscar dicho
conjunto, vamos a dividir el dominio en tres regiones distintas. Sean 0 < 8 < v < 1, considera-
mos la siguiente particién del dominio, [0,1] = [0, 8] U [8,7] U [v, 1] y volveremos a suponer que
en cada uno de los intervalos precedentes existe un desarrollo asintético regular uniforme. Cabe
destacar que por el andlisis realizado al considerar el dominio como unién de dos subintervalos,
no existird desarrollo regular uniforme de u. de orden 0 en los intervalos [0, 5] v [v,1]. Por lo
contrario en el intervalo [, 7] tenemos como desarrollo asintético regular uniforme de orden cero
de uc, ug = —1, que se obtiene de suprimir ambas condiciones de contorno en (2.18). Por lo que
concluimos en base a la definicién de capa limite, Definicién 2.3.1, que se tienen dos capas limite,
unaen z =0 y otraen z = 1.

Notemos que el procedimiento anterior nos ha permitido localizar las capas limites de u. bajo
ciertas suposiciones, sin conocer la solucién u.. No obstante, en este caso, podemos resolver el
problema (2.17) y obtener la solucién explicita de su solucién

1
Ue(r) = ——— (senh(x/+/€) + senh((1 — x €)) — 1.
En la Figura 2.9 hacemos una representacion grafica de u. para diversos valores de € y podemos
ratificar que ug = —1 es una aproximacién uniforme en [3,4] y hay dos capas limites; una en
r=0yotraen x =1.

Figura 2.9: Representacién grafica de u. en el dominio [0, 1].

Hasta ahora hemos obtenido el desarrollo exterior de orden 0, escrito en la variable exterior, x,
up(x) = —1 en [3,~]. Vamos a obtener los desarrollos interiores asociados a los distintos entornos
de los puntos donde tenemos las capas limite.

» Desarrollo interior en [0, 5] considerando la capa limite x = 0
Consideramos el cambio de variable { = x/¢* con a > 0 a determinar. Una vez realizado
el cambio y considerando las expresiones (2.12) se tiene

D . 61_20%/5/(5) — () =1
(Fe): { a.(0) = 0.

Para quitar potencias de € de la derivada de mayor orden de la ecuacién y no estar ante
una situacién similar a la del problema inicial, exigimos 1 — 2a = 0, de donde a = 1/2.
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Sustituyendo dicho valor de « en (Px) se tiene

{55

que tiene por solucién 7.(¢) = (1 — &)e™¢ + é* — 1 con & € R. Al suponer que existe
el desarrollo asintético regular uniforme de orden cero de @.(&) se obtiene que up(§) =
(1—¢&)e ¢ 4G —1 con ¢ € R, el cual coincide con 7. (£) debido a que el problema (2.19) es
independiente de . Para determinar la constante ¢ imponemos el principio del Matching

al orden 0:
1) lim ugp(x) = —1, por lo que existe y es finito.
xz—07t
2) lim (&) existe y es finito si y solo si ¢ = 0.
E—+o0
3) Los limites anteriores coinciden si ¢ = 0, M := lim up(z) = lm ap(§) = —1.

z—0t §—+oo

Por tanto se obtiene el desarrollo interior, de orden 0, considerando la capa limite x = 0,
iip(€) = e7¢ — 1, lo denominamos %J(¢), para que no haya confusién a la hora de obtener
el desarrollo compuesto con el desarrollo interior de orden cero obtenido con la capa limite
z=1.

» Desarrollo interior en [y, 1] considerando la capa limite x = 1
Consideramos el cambio de variable n = (z — 1)/e® con o > 0 a determinar. Una vez
realizado el cambio y considerando las expresiones (2.12) se tiene

- 1—20@// —q —
(P.) :{ 2€<0) :5(077) c(n) =1

Aligual que en el caso anterior, consideramos o = 1/2 para quitar la presencia de potencias
de ¢ de la derivada de mayor orden de la ecuacién, obteniendo asi el problema

o ) ) =1
(PE)'{ a0 =0.

Nétese que coincide con el problema (2.19), con la diferencia de que se emplean distintas
variables. Por ello tiene por solucién . (n) = (1 — é)e™" 4 ¢ée” — 1 con ¢ € R, que coincide
con la solucién del problema degenerado, tg(n) = (1—¢)e™"+¢ce" — 1, por el mismo motivo
del caso anterior. Para determinar la constante ¢ imponemos el principio del Matching al
orden 0.

1) lim wg(x) = —1, por lo que existe y es finito.
T—1~

2) lim dp(n) existe y es finito si y solo si ¢ = 1.
n——o00

3) Los limites anteriores coinciden si ¢ = 1, My := lim up(z) = lim up(§) = —1.
z—1— nN——00
Obteniendo tg(n) = €7 — 1 como desarrollo interior de orden 0 al considerar la capa limite
x =1, que se denota por i} (n).

Para concluir con el ejemplo vamos a obtener el desarrollo compuesto que nos proporciona un
desarrollo asintético de orden cero de u. uniforme en todo el dominio [0, 1]. En este caso hemos
de afiadir dos nuevos términos por tener una capa limite méas que en el Ejemplo 2.4.1

() = ug(x) + (\2) — My + i (“\}61) — M,
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luego
ul(z) = —1 4 e */Ve 4 e#=/VE,

)

Veamos tanto grafica como numéricamente que efectivamente el desarrollo asintético compuesto
u¢ es un desarrollo asintético uniforme de orden cero de u. en todo el dominio de definicién
[0, 1].

025 L L . ) 07 . . L
o 01 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 08 1 o 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 0.9 1

02

— U501

c
Yo.01

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.10: Representacién grafica de u., u¢ en [0, 1] para diversos valores de €.

e=0.5 e=20.1 e=0.05 | e=0.01
lue — u|loo | 0.243116 | 0.042329 | 0.011423 | 0.000045

Tabla 2.6: Errores en las aproximaciones de u. por el desarrollo compuesto u¢

La interpretacién de la Tabla 2.6 asi como de las representaciones graficas de la Figura 2.10
es la misma que en el Ejemplo 2.4.1. Cuando & converge a cero observando la tabla, tenemos
que ||us — u¢||» tiende a cero, por lo que podemos intuir que ciertamente u¢ es un desarrollo
asintético uniforme de orden cero de u. en [0, 1] cuando ¢ tiende a cero. Lo anterior cuadra con
las distintas representaciones graficas; las funciones u¢ para valores de € cada vez mds pequenos
se van asemejando cada vez mas con la funcién w..



Capitulo 3

El problema de la justificacion

En el Capitulo 2 hemos determinado aproximaciones uniformes de las soluciones u. de ciertos
problemas perturbados (P;) utilizando técnicas formales como son los desarrollos asintdticos que
nos permiten obtener ciertas funciones uy, soluciones de problemas (Py), k > 0, que intervienen
en las distintas aproximaciones de u.. Posteriormente hemos utilizado las expresiones explicitas
de la solucién u. y de sus aproximaciones ug + cuq 4 £2ug + - - - + €™y, m > 0 para probar que
efectivamente ug + euy + €2us + - -+ + €™u,, es un desarrollo regular uniforme de orden m, es

decir, se verifica
Us — Uy — EUL — -+ — €M U

Em

— 0 cuando € — 0. (3.1)

HOO
Sin embargo, esto no es lo habitual ya que de manera general no conocemos las férmulas explici-
tas de dichas funciones ya sea por la dificultad para obtenerlas o porque el manejo con ellas es
complicado.

En este capitulo estudiamos el problema de la justificacion que consiste en probar que los desa-
rrollos obtenidos formalmente verifican (3.1) para todo m > 0, pero tinicamente conociendo que
ue y ug son soluciones de determinados problemas (P:) y (Pg). Por simplicidad, abordaremos
unicamente problemas con perturbaciones regulares. Para poder resolver este problema se hara
uso de ciertas nociones y resultados del Anélisis Funcional que se introducen en la Seccién 3.1.
Posteriormente, en la Seccién 3.2, utilizaremos dichas herramientas para analizar tres problemas
de contorno perturbados que serdan una generalizacién de los ejemplos vistos en la Seccién 2.2.

3.1. Marco abstracto

En esta primera seccion se introduce el concepto de formulaciéon débil de un problema de con-
torno viendo la diferencia entre solucién cléasica y soluciéon débil. A continuacion se procederd
a enunciar el Teorema de Lax-Milgram que proporciona la existencia y unicidad de solucién
débil, y para concluir con la seccién se proporcionan ciertas desigualdades que seran ttiles en la
Seccién 3.2 para acotar (3.1). Para lo cual se han empleado las referencias [2] y [15].

Para motivar los conceptos tedricos novedosos, planteamos el siguiente problema de contorno:
Hallar u € C?[a, b] verificando

_u/,(if)—l-u(x) :f(:U)
{ u(a) =0, u(b)=0 (3.2)

siendo f € Cla,b] con a < by cuya solucién se denomina solucién clasica. Multiplicando la
ecuacién diferencial de (3.2) por una funcién ¢ € Clla,b] cualquiera verificando que ¢(a) =

41
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©(b) = 0, e integrando entre a y b haciendo uso de la integracién por partes, se obtiene:

b b b
/ o' (z)¢ (x)dx +/ u(z)p(x)de = / f(z)p(z)dz Vo € Cta,b] con p(a) = p(b) = 0. (3.3)

Recordando la derivada en el sentido débil y el espacio normado H'(a,b) definido en el Capitulo
1 dotado con el producto escalar

<’U,, v)Hl(a,b) = <u7 U>L2(a,b) + <u/7 v,>L2(a,b)

siendo v/, v’ las derivadas débiles de u y v respectivamente, procedemos a introducir un sub-
conjunto de este que denotaremos por H&(a, b) vy que se define como la clausura de C!(a,b) en
H!(a,b). Dicho espacio coincide con

Hj(a,b) :={f € H'(a,b) : f(a) = f(b) =0} .

Ademss se tiene que Hg(a,b) estd dotado del producto escalar inducido por H(a,b) y en con-
secuencia la norma de H}(a,b) es la inducida por H'(a,b), de hecho (H{(a,b), || - ||H3(a,b)) es
también un espacio de Hilbert.

De esta manera llegamos a la formulacion débil del problema (3.2) que consiste en hallar
u € H}(a,b) verificando (3.3) para todo ¢ € Hi(a,b). A la funcién u € Hi(a,b) se le de-
nomina solucién débil. Si f € Cla,b], se puede probar que toda solucién débil pertenece a
C?[a,b] y de esta manera se recupera la solucién clasica.

Procedemos a definir lo que es una forma bilineal continua y coerciva, que son conceptos funda-
mentales para enunciar el Teorema de Lax-Milgram, el cual nos garantiza la existencia y unicidad
de solucién débil.

Definicién 3.1.1. (Forma bilineal continua y coerciva)
Sea H un espacio de Hilbert y b: H x H — R una forma bilineal. Se dice que:

» b es continua si existe una constante C > 0 tal que |b(u,v)| < Cllul|||v] para todo
u,v € H.

» b es coerciva si eviste una constante o > 0 tal que b(u,u) > al|lu||? para todo u € H.

Teorema 3.1.2. (Laz-Milgram)
Sea H un espacio de Hilbert y H* su espacio dual. Sea b : H x H — R una forma bilineal,
continua y coerciva. Entonces para todo ¢ € H* existe un unico u € H tal que

b(u,v) = (p,v) Yv € H.
Notacién: Dado f € H* y © € H, escribiremos (f, z) para denotar f(x).

Volviendo al problema (3.3), tenemos que existe una tnica solucién como consecuencia de este
teorema, ya que es facil probar que la expresién de la derecha de la igualdad de (3.3) define una
forma bilineal continua y coerciva sobre el espacio H(a,b), por lo que para cada ¢ € Hi(a,b)
existe una unica solucién débil de (3.3).

A continuacién enunciamos el siguiente resultado que nos dice que dada un funciéon de f €
H'(a,b), que notemos que en realidad es una clase de equivalencia, existe un tinico representan-
te de dicha clase que sea una funcién f € Cla,b].
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Teorema 3.1.3. .
Sea f € H'(a,b), entonces existe una tnica funcion f € Cla,b] tal que

f = f en casi todo punto de (a,b) y f(a) — f(B) = /ﬂ f'(z)dz Va, B € [a,b]

siendo [’ la derivada débil de f.

A partir de ahora, consideraremos en todo momento el representante continuo. Nétese que en
virtud del Teorema 3.1.3 los elementos de H'(a,b) que sean funciones no continuas, lo han de
ser en un conjunto de medida nula donde las discontinuidades sean siempre evitables, ya que si
se considera una funcién con otro tipo de discontinuidad no vamos a poder determinar un re-
presentante continuo y por tanto la funcién a considerar no se encontrara en el espacio H'(a, b).
Por otro lado si f € H'(a,b) es continua, f = f . Otra observacion a considerar es que toda
funcién continua en [a, b] y derivable a trozos pertenece a H'(a,b). Asimismo, si f es continua y
derivable, entonces f € H'(a,b) y la derivada débil coincide con la derivada en el sentido clésico.

Se proceden a enunciar dos desigualdades que seran cruciales a la hora de justificar los desarrollos
asintéticos.

Teorema 3.1.4.
Sea el intervalo acotado I = (a,b), entonces existen constantes Cy > 0,Co > 0 tales que

I flloe < C1llf | 2(ap) Para todo f € Hy(a,b). (3.4)

1flL2(ap) < Collf/|L2(ap) para todo f € Hg(a,b). (3.5)

Demostraciéon

Sea f € H{(a,b). Consideramos su representante continuo, que verifica f(a) = f(b) = 0 y por
tanto f(x) — f(a) = f(x) con x € [a,b]. Usando el Teorema 3.1.3 y tomando valores absolutos
se obtiene la primera igualdad

T T b
@) = / f’(t)dt‘ﬁ / S (0)ldt < / FOldt < 1] g2 VB~ (3.6)

la primera y segunda desigualdad de (3.6) se deducen de aplicar propiedades de la integral y
la dltima mediante la la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Tomando el supremo con z € [a, b
en (3.6) se obtiene la desigualdad (3.4) considerando C; = /b —a. Por otro lado, tomando
cuadrados en (3.6), integrando y tomando raices se obtiene (3.5) tomando Cy = b — a. [ |

Notemos que la desigualdad (3.4) permite acotar la norma del supremo, | f||s, por la norma
£l 2(apy ¥ POr tanto cuando queramos probar que funciones f. € H¢ (a,b) convergen a cero
cuando ¢ tiende a cero, bastard probar que || fZ|| 12(4,5) converge a cero. Por otro lado la desigual-
dad (3.5), denominada desigualdad de Poincaré, implica que en Hg(a,b) la norma inducida por
H'(a,b) es equivalente a £l L2(ap) ¥ POT tanto probando que || z2¢4p) tiende a cero cuando
¢ tiende a cero, se tiene que || fc|loo, | fellz2 ¥ || fell g tienden a cero. Es por ello que al justificar
que los desarrollos de las soluciones de los problemas planteados en la siguiente seccién son
desarrollos asintoticos regulares uniformes pues verifican

/ / / m,,!
ul —uf —euj — - —eMu
e 0 1m m — 0 cuando £ — 0.
€ L2(a,b)
Tendremos también que serdn desarrollos regulares en los espacios (L?(a,b), || - || L2(ap) Y

(H(a,b), 1| a1 a,0))-
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3.2. Algunos ejemplos de justificacion

En esta seccion abordamos la justificacién de tres problemas de contorno con perturbacién re-
gular, que seran una generalizacion de los ejemplos vistos en la Seccion 2.2 del Capitulo 2.

PROBLEMA 1
Consideramos el siguiente problema perturbado en el que D = [a,b] y € € (0, 1],

[ (@) + cuele) = f(a)
(PE)'{ uela) =7, ue(b) =6

con v, € Ry f € Cla,b] y cuya solucién denotamos por u.. Supongamos ahora que existe un
desarrollo asintético regular de u. en el intervalo [a, b] de la forma

us () = up(x) + euy () + 2ug(x) + - - (3.7)

de donde sustituyendo esta expresién en el problema (P:) e igualando coeficientes de la misma
potencia de € se obtienen los siguientes problemas

J ug(@) = f(2) (@) 4 up_i (2) = 0
(Py) { ug(a) _5 () = 5 (Py) { u:(a) o0

que tienen por dnica solucién ug y ug para cada k € N respectivamente. Procedemos a probar
que (3.7) es el desarrollo asintdtico regular uniforme de u. en [a, b], es decir, que

con ke N

0

lim
e—0

_ m k
e E:;O*: ulles para todo m > 0.

Vamos a comenzar probando el caso m = 0, es decir que ||us — up||o tiende a cero cuando &
tiende a cero. Se define la funcién R. o = us — ug, por lo que se trata de ver la convergencia a
cero, cuando ¢ tiende a cero, de la norma || Re o||oo. Teniendo en cuenta que u. y ug son soluciones
de (P:) y (Py) respectivamente, resulta que R. g es solucién del siguiente problema

= Yo(@) +eRep(x) = —eug(w)
(Peo) - { Roola) = 0, Reo(b) 0.

Notemos que R € H}(a,b) y procedemos a obtener la formulacién débil del problema (P ).

Sga pE H& (a,b) cualquiera, multiplicando por dicha funcién la ecuacién diferencial del problema
(P:) y tomando integrales se obtiene la expresion:

b b b
/ '5’70(:c)g0(:z:)dx+€/ R o(z)p(x)dx = —5/ uo(x)p(x)dx

de donde integrando por partes la primera integral y empleando que ¢ € H{ (a,b), obtenemos
la formulacién débil del problema (P ): hallar R. o € Hg(a,b) tal que

b b b
/ R;,O(x)np'(x)dx — 5/ R.o(x)p(x)dx = 5/ uo(x)p(x)dx Ve € H&(a,b). (3.8)

La solucién a este problema como ya vimos es la denominada soluciéon débil. Veamos que para
¢ suficientemente pequeno, existe y es tnica a partir del Teorema 3.1.2.

Para e > 0 fijo definimos la forma bilineal b, : HE(a,b) x H}(a,b) — R dada por:

b b
be(u,v) ::/ u'v'dw—s/ uvdx

y probemos que ademds es continua y coerciva para ¢ suficientemente pequeno. En efecto,
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» b. es continua. Sean u,v € H{(a,b). Entonces,
[be(u, v)| = [{u/,0) 2 — e(u, v) 2] = [(W/,0) 2 + (u,v) 2 — (14 €)(u, v) 2|
< [(w, 0) a4+ (L + &) [{u, v) 2] < lullga vl gy + (L +&)lJull p2[v] 22
< 2+ o)llull g llol a
donde la primera igualdad se tiene de aplicar la definicién de producto escalar en L?(a, b),
la segunda igualdad de sumar y restar (u,v)r2, la primera desigualdad de aplicar la de-
sigualdad triangular en R junto con la definicién del producto escalar en H& (a,b), que
es el heredado de H!(a,b), la siguiente desigualdad se obtiene como consecuencia de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz y la equivalencia de las distintas normas de H'(a, b) visto
en el Capitulo 1 y la tltima de acotar la norma en L?(a,b) por la norma en H{ (a,b).

= b, es coerciva, para ¢ suficientemente pequetio tal que 1 —eC > 0. Sea u € H&(a, b)
be(u,u) = [[u'|72 = ellullz: > (1 = O)|u/|[72 > (1 = eO)ullz,

las acotaciones obtenidas son consecuencia del Teorema 3.1.4 y que la norma en L(a,b)
se puede acotar por la norma en H&(a, b). Basta tomar o« = 1 — eC para verificar que es
una forma bilineal coerciva.

Estamos por tanto en condiciones de aplicar el Teorema de Lax-Milgram considerando el ope-
rador . : H}(a,b) — R dado por

b
(Pe,u)y = 5/ uoudzx

que es acotado como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Por tanto para e sufi-
cientemente pequeno existe una dnica solucién de (3.8).

Probemos que ||R. |l tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. Como R.o € Hi(a,b) aplican-
do la desigualdad (3.4) del Teorema 3.1.4 basta probar que || R, o[/ 12(q,) converge a cero cuando
¢ tiende a cero. Para ello se considera la formulacién débil (3.8) con ¢ = R, deduciendo:

IR 01172 (ap) — €ll Reoll72(0p) = (10, Be0) 12 (a.t)-

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en la expresion de la derecha de la igualdad anterior
se obtiene una cota superior y la acotacién inferior se debe a la desigualdad de Poincaré

(1—e(b—a)’)IRL ol 7200y < IR0l Z2(as) — ENReoll72(@n) < elluoll2(ap | ReollL2(an)-

Volviendo a acotar superiormente mediante la desigualdad de Poincaré sobre la tltima cota de
la expresién anterior obtenemos (1 — (b — a)z)HRgoH%Q(mb) < e(b — a)luoll 2 (ap) 1 R oll L2 (ap)

luego, si || R, o[l 22(ap) # 0. se tiene

e(b— a)||uo||L2(a,b)
1—e(b—a)?

0 < [[Rollz2(ap) <

Tomando limites cuando ¢ tiende a cero se llega a que || R ;|| 12(4,p) tiende a cero como querfamos
demostrar.

Veamos ahora que ug + cup es el desarrollo regular de orden uno de u. en [a,b]. Para ello
razonaremos como en el caso de orden cero. Definimos R.1 = (us — up — €u1)/e y se trata
de probar que ||R; ||« tiende a cero cuando € tiende a cero. Resulta que R, es solucién del
problema
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5 . RI\(2)+eReq(z) = —eu(2)
(P.1) : { Re’i(a) _o, 13571(19) = of

el cual coincide con el problema (P: ) considerando la funcién ug por u; y en consecuencia se
verifica que || R, || 12(q,) converge a cero cuando ¢ tiende a cero.

Vamos a probar por induccién en el orden del desarrollo (3.7) que Re , := (ue — > jy eFug) /e™

verifica
(f) ) . Rg,m(x) + ER&m(l‘) = —€Um(ﬂj‘)
M Rem(a) =0, Repm(b) =0

con m > 0. Como hemos visto previamente R, o lo verifica. Supongamos ahora que R. ,, verifica

(P-m) y probemos que Re 41 cumple (Pz41).

Resulta que se tiene la siguiente relacién entre Re,, v Rem+1: Remt+1 = Rem/€ — Um41. Em-
pleando esta expresién, la hipétesis inductiva y el problema (P,11) se tiene que R. ;11 verifica

(P:m+1)- En efecto se verifica

em+1(2) +eRemi1(z) = R (1) /6 =ty 1 (2) + Rem(2) — Eumpa ()

— (&) = Ul (2) = Ui (2) = —Eti ()

donde la primera igualdad simplemente se obtiene de sustituir en la ecuacién de (P ,41), la se-

gunda de emplear la ecuacién de (P ) y la tltima empleando la ecuacion del problema (Pp,41).

De forma directa R. 11 verifica las condiciones de contorno del problema (P ,41) usando las

condiciones de los problemas (P..,) y (Pr+1)-

Como el problema (P ,11) se distingue del problema (P. ) en el término independiente de
la ecuacién diferencial, razonando como en el caso m = 0 se obtiene que || R, 1/12(q,) conver-
ge a cero cuando ¢ tiende a cero.

Noétese que el problema del Ejemplo 2.2.1 es un caso particular del problema que acabamos de
justificar, en el que se considera f = 0,a = 0,7 = 0,b = 1,9 = 1. Por la justificacién realizada,
ahora si que podemos garantizar que los desarrollos de distintos 6rdenes planteados en la Sec-
cién 2.2 del Capitulo 2 son verdaderamente desarrollos regulares uniformes del orden en cuestion.
Ademas, por lo visto previamente, los desarrollos planteados en ese momento son también desa-
rrollos asintéticos regulares considerando los espacios (L?(a, b), ||- 22(ap)) ¥ (H'(a,b), || 71 (a,8))-

PROBLEMA 2
Sea el problema de perturbacion regular

J ul(@) +eul(z) —us(z) = f(z)
(Fe): { ue(a) =7, wu(b)=20

donde D = [a,b], € € (0,1], f € Cla,b] y v,0 € R. Al igual que en el problema anterior,
supongamos que existe el desarrollo regular de u. en [a, b] de la forma (3.7) de donde sustituyendo
dicho desarrollo en el problema (P.) e igualando coeficientes de la misma potencia de € se
obtienen los siguientes problemas

iy { uj(a) —uo(e) = f&)  p { uf () — un(w) + i}y (1) =0

U conkeN
ug(a) =, wup(b) =9 ug(a) =0, wuk(b)=0 '

Se trata de probar que ciertamente (3.7) es un desarrollo regular uniforme de u. en [a, b]. Para
comenzar, se demuestra que ug es el desarrollo regular de orden cero de u. en [a,b] razonando
de manera similar al problema anterior, es por ello que definimos R, o = u. — up que resulta ser
solucion del siguiente problema perturbado
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(p ): /s,,O(x) + 5Re o(z) = Rep(r) = —eug(z)
07" Reola) =0, Reo(b)=0

Procedemos a obtener la formulacién débil del problema (P.p): hallar R. o € H}(a,b) tal que

/R d:z:+6/a Reols d:r~|—/ Reo(e :r:s/abuf)(:r)go(:c)dx (3.9)

para todo ¢ € Hol(a, b). Para ¢ suficientemente pequeno, dicho problema tiene una tinica solucién
como consecuencia del Teorema de Lax-Milgram. Para ello consideramos la forma bilineal b :
Hi(a,b) x Hi(a,b) — R y el operador acotado @. € (H}(a,b))*, definidos

b b b b
be(u, v) ::/ u’v’dw—i—a/ uv'dx—i—/ wodz, (Pe,u) 2:6/ upudr  Vu,v € H}(a,b)

Probemos que b. es continua y coerciva para ¢ suficientemente pequeno.

» b. es continua: Sean u,v € H{(a,b). Entonces,

[be(u, 0)] = [(w', ') 2 + (u, v) 2 + (w0} 2| < Ku,v) ol + elu, v) 2| < Jlull g 0]l

+ellullz2 [0l 2 < (1 + &) lJull gallvll s

donde la primera igualdad se tiene de aplicar la definicién de producto escalar en L?(a,b),
la primera desigualdad de aplicar la desigualdad triangular en R junto con la definicién
de producto escalar en Hg(a,b), que es el heredado de H'(a,b), la siguiente desigualdad
como consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la equivalencia de las distintas
normas en H!(a,b) visto en el Capitulo 1 y la tdltima de acotar la norma en L?(a,b) por
la norma en Hi(a,b).

= b, es coerciva, para ¢ suficientemente pequenio verificando 1 — e > 0. Sea u € H& (a,b)

be(u,u) = U7 + efu, ) p2 + Nl = llullzy + eluu')re > Hlullfy — el(u,u') 2|
> Jlullf = ellull2ll'llzz > (1 = &)llull,
las acotaciones obtenidas son consecuencia de Cauchy-Schwarz y Teorema 3.1.4 y que la

norma en L?(a,b) se puede acotar por la norma en H¢(a,b). Basta tomar a = 1 — ¢ para
verificar que es una forma bilineal coerciva.

Se quiere probar que ||R: |/~ tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. Al igual que en el problema 1,
aplicando el Teorema 3.1.4 basta ver que || R, y||12(4,5) — 0 cuando & — 0. Para ello consideramos
en el problema (3.9) ¢ = R. obteniendo

IR ol 7208y + €(Re0s RL0) L2 (ap) + 1Re0l 230 = €ty Re0) 22 (0t

Manipulando dicha expresién y considerando que 0 < ||R5,O||%2(a p) S€ tiene la siguiente cadena
de desigualdades

IR ol 7200y < (U Re0) L2(ap) — (Re,0s BL o) L2(ap) < €l(Uy Re0) 2(a) — (Re0s BL o) 2(ap)]-

Aplicando la desigualdad triangular en la 1ltima cota superior, junto con las desigualdades de
Cauchy-Schwarz y la de Poincaré se concluye || RL o[/ 2 (a,5) < €(b—a)([lugllL2(ap) + 1 RE 0l L2(a0))-
Cuando [|R, ol z2(ap) # O, finalmente se llega a

(b — a)llupllz2(ap)
e(b—a)

0 <R ollz2(ap) <
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de donde tomando limites cuando ¢ tiende a cero, trivialmente se tiene que ||R, o[|12(q) tiende
a cero. A continuacién probaremos por induccién en el orden del desarrollo que R ,, verifica
(P ) siendo

@) =S Fuln) o [ RL() R ()~ Re(@) = —uly(2)
Reim(@) = 0Ty )+ ) S

con m > 0. Si m = 0 por lo visto anteriormente se verifica. Supongamos que se verifica para m
y probemos que se verifica para m + 1, es decir, partiendo de la hipétesis de que R.,, verifica

(P-m) se prueba que Re,,4+1 es solucién de (P:,,41). Al igual que en el problema anterior
Rem+1 = Rem/€ — ums1 y empleando los problemas (ﬁ’sm) y (Pm+1) se concluye de manera
directa que R ,,11 verifica (]5€7m+1). A continuacién como (]557m+1) se asemeja al problema
(P-p), la acotacién obtenida para probar que ||Rem+1|/c tiende a cero cuando ¢ tiende a cero
es:

(b — )il 2y
0 IBemallzen < =5y

de donde como en el caso del desarrollo de orden cero, se tiene que ug + cuq + - - - + €™ Uy, es el
desarrollo regular de orden m de la funcién u. en [a, b].

Realizando la analogia con el problema del Ejemplo 2.2.2 del Capitulo 2, este tdltimo es un
caso particular del problema que acabamos de justificar considerando f =0,a =0,y =0,b=1
y 6 = 1. Es por ello que todos los desarrollos de distintos 6rdenes considerados en el Ejemplo
2.2.2 efectivamente son desarrollos asintéticos regulares uniformes, es mas también son desarro-
llos asintéticos considerando los espacios (L%(a,b), || - z2(ap) ¥ (H'(a,b), || - | 1 (a,8))-

PROBLEMA 3
Considérese el problema de contorno perturbado

[ @)+ () = flne)
(Fe)- { ula) =7, ue(b) =9

donde D = [a,b], € € (0,1], f € C*([a,b] x [~k,k]) con & > 0y 7,0 € R. En este caso a
diferencia de los dos problemas anteriores, la funcién f depende de las dos variables, z y . Para
cada m > 0, f admite desarrollo de Taylor en potencias de € centrado en € = 0, de grado m
(veamos a x como una constante)

m

fae) =Y ;mgg’ms" + Rl 2) (3.10)
n=0

donde

1 8m+1f(x7€) m+1

Ry (z,e) = RSV € con ¢ € (0,¢)

(ver referencia [13], por ejemplo) y observemos que como f € C*([a,b] X [—k, k]), para cada
m >0

R (z,€)/e™ | 12(a,p) — O cuando € — 0. (3.11)
Comencemos suponiendo que existe el desarrollo regular de u. en [a,b] de la forma (3.7) de

donde sustituyendo dicho desarrollo y (3.10) en el problema (P.), e igualando coeficientes de la
misma potencia de ¢, se obtienen los siguientes problemas

£(z.0) by | i) = 2180

u!(z)
Py) : 0
(F0) { ¥, uo(b) =46 ui(a) =0, wui(b)=0

uo(a)



3.2. ALGUNOS EJEMPLOS DE JUSTIFICACION 49

1 0% f(x,0)
(Py) : () + up—2(z) = K Oek conkeN, k>2.
up(a) =0, uk(b) =0

Probemos que ||R: |/~ tiende a cero cuando ¢ tiende a cero, siendo R g = u. — ug. Resulta que
R. o es solucién del siguiente problema perturbado

= R’E” (x) + 82R€, (x) = geo(z) — e2ug(z)
(PE’O) ‘ { Re,g(a) =0, }Ogs,O(b) = 8 ’

siendo g. o(x) = f(z,€) — f(x,0) = Ro(z,¢)/e" como consecuencia del Teorema del Valor Medio
(ver [13], por ejemplo). De nuevo R € Hg (a,b) y se procede a obtener la formulacién débil del
problema (P ): hallar R, € H{(a,b) tal que

b b b b
/ R (2)¢ (@) — 2 / Reo(2)p(a)dr = — / geo(@)p(x)dz + €2 / o (&) p()

para todo ¢ € H}(a,b). Para ¢ suficientemente pequefio, el problema (3.1) tiene solucién 1ini-
ca como consecuencia del Teorema de Lax-Milgram, donde la forma bilineal b, : Hg(a,b) x
Hg(a,b) — Ry el operador acotado ¢. € (H}(a,b))* se definen como: Sean u,v € H{ (a,b)

b b b b
be(u,v) := / u'v'dr — 52/ wodz, (Pe,u) := —/ geoudx —f—82/ ugudx.
a a a a

Razonando de manera similar al PROBLEMA 1 se tiene que b. es continua y coerciva para &
suficientemente pequeno.

Probemos ahora que ||R:p||~ tiende a cero cuando € tiende a cero. Para ello como hemos
visto en otras situaciones, basta probar que ||R yl|12(44) tiende a cero cuando ¢ tiende a cero.
Considerando en la formulacién débil ¢ = R, o se obtiene

HR::,OH%Q(a,b) - 52||Ra,0 %2@71)) = _<ga,07 RE,O)LQ(a,b) + 82<u07 R5,0>L2(a,b)'

Acotamos inferiormente la expresién izquierda de la igualdad precedente usando la desigual-
dad de Poincaré y superiormente la de la derecha considerando el valor absoluto junto con la
desigualdad triangular

(1= = a))IRLoll72(ap) < (920 Re0) r2(a)] + €2 [(u0, Re0) L2(ap) -

Continuamos acotando la expresiéon de la derecha haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la desigualdad de Poincaré obteniendo (1—¢*(b—a)?)||RL %Q(mb) < (b—a)(llge,0ll L2(ap) +

%ol 2(a,0)) |1 RL oll £2(ap) ¥ finalmente

(b —a)(lge0ll L2(ap) + €% lluoll L2(ap))
1—¢e2(b—a)? '

0 < IR ol r2(ap) <

Tomando limites cuando ¢ tiende a cero, trivialmente se tiene que || R o|l12(4) tiende a cero
debido a que ||ge 0l £2(q,p) — 0 cuando € — 0 por (3.11). En consecuencia queda probado que ug
es el desarrollo regular uniforme de orden cero de u. en [a, b].

De manera similar se prueba que ug + cuj es el desarrollo regular uniforme de orden uno de u,
en [a,b] ya que R = (us — up — €uq)/e verifica el problema:

5 . RI(x) +€Roa(x) = goa(x) — e(uo(e) 4 cun (2))
(Pe) - { R.1(a) =0, és,l(b) :(1) ' 1
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donde

sea(e) = (w0 = 10,0~ D) e~ (o

empleando (3.10).

Finalmente, por el método de induccién, podemos probar que R ,, verifica el problema
( ~6 m) { R’g}m(a:) + 52R5,m(x) = Gem () — e(Um—1(x) + cum(z))
’ Rem(a) =0, Repm(b)=0

para m > 1, donde
1 ~ U 1 8kf(x,0) k m
gf'?»m(x) = om (f(g) - E H 9k € = }Bm(xag)/‘€

empleando (3.10) y como consecuencia de (3.11), ||gem|lr2(q,p) — 0 cuando & — 0.

Si m = 1 visto. Supongamos que se verifica para m y veamos que se cumple para m + 1,

es decir que R 41 verifica (P.,,+1), sabiendo que R, ,, verifica (P ).

De manera directa empleando los problemas (P ) ¥ (Pm+1) se obtiene lo enunciado y razonando
de manera similar a situaciones anteriores, la acotacién obtenida para probar que ||Re m+1 oo
tiende a cero cuando € tiende a cero es:

(b= a)(ge;m+1llL2(ap) + Ellm + etum1llL2(ap))
1—¢e2(b—a)? '

0 < |RL ms1llr2(ap) <

Tomando limites cuando € — 0, se tiene que ug +cui + - - - + €™ u,y, es el desarrollo regular de or-
den m de la funcién u. en [a,b] en cualquiera de los espacios (Cla, b, || - loo), (L*(a, b), || - [l 12(a,p))
y (Hl(a’a b)7 H ’ ||H1(a,b))'

Recordando el Ejemplo 2.2.3 y realizando una analogia con el problema que se acaba de es-
tudiar, observamos que dicho problema de la Seccién 2.2 es un caso particular del problema
tratado considerando f(z,€) = cos(e), a = —1,7 = —1,b = 1,6 = 1. Por la justificacién realiza-
da, los distintos desarrollos de distintos érdenes planteados en el Ejemplo 2.2.3 son ciertamente
desarrollos regulares uniformes del orden en cuestién. Ademds, podemos garantizar que son
desarrollos regulares en los tres espacios normados considerados en la memoria.
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