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Abstract

This work studies the growth of a "multicellular spheroid”, that is, of a
solid spherical tumour, treating it as a free boundary problem for a system of
partial differential equations. Although this model was originally introduced in
the work of Greenspan [(9)], this paper will study the article "Modelling the
Role of Cell-Cell Adhesion in the Growth and Development of Carcinomas”by
Byrne and Chaplain [(6)].

The main difference between the work by Byrne and Chaplain and the ori-
ginal work by Greenspan consists in how the fact that tumour cells maintain
cohesion between them is modelled. On the one hand, Greenspan models this by
assuming that the pressure is equal to the curvature of the domain. On the other
hand, Byrne and Chaplain relate curvature to nutrients instead of pressure.

Resumen

Este trabajo estudia el crecimiento de un .®feroide multicelular”, es decir,
de un tumor sélido con forma esférica tratandolo como un problema de frontera
libre para un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Si bien dicho modelo
fue introducido originalmente en los trabajos de Greenspan, este trabajo va a
estudiar el articulo ”Modelling the Role of Cell-Cell Adhesion in the Growth
and Development of Carcinomas”de Byrne y Chaplain.

La principal diferencial entre este trabajo de Byrne y Chaplain y el trabajo
original de Greenspan consiste en como se modeliza el hecho de que las células
del tumor mantengan la cohesion entre ellas. Por un lado Greenspan modeliza
esto asumiendo que la presion es igual a la curvatura del dominio. Por otro lado,
Byrne y Chaplain relacionan la curvatura con los nutrientes en vez de con la
presién.
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Capitulo 1

Introduccion

El cancer es definido como el conjunto de enfermedades relacionadas que
estan caracterizadas por la continua e incontrolable proliferacion de las células
y su capacidad de invadir y daniar otros 6rganos o tejidos (pudiendo propagarse
a otras partes del cuerpo a través del flujo sanguineo o del sistema linfético),
dicho proceso de propagacién a lo largo del cuerpo es conocido como metasta-
sis. A dia de hoy el tratamiento exitoso del cancer es un problema puesto que
determinar su comportamiento de manera exacta es imposible. Esto se debe a
la gran variedad celular existente en el organismo y a que las caracteristicas
propias del cancer son proporcionadas por el tejido de origen del mismo.

En condiciones normales, todas las células del cuerpo crecen, se dividen, mueren
y se reemplazan, esto ocurre de manera controlada debido a que todas las célu-
las siguen un ciclo de vida, en el cual cada proceso se da tan solo una vez por
ciclo de manera completa e irreversible. En cambio, si este proceso biolégico se
altera, las células pueden crecer demasiado rapido convirtiéndose asi en un bulto
llamado tumor, los cuales son distinguidos como tumores benignos o malignos,
siendo estos ultimos los cancerosos.

El cdncer presenta una alta tasa tanto de morbilidad (la morbilidad se refiere
a la cantidad de personas que enferman, siendo en este caso de céncer) como
de mortalidad, es por ello que el estudio de su comportamiento se ha mante-
nido activo durante las tltimas decadas, distinguiendo para él tres fases de su
desarrollo:

» Fase avascular: en esta primera fase el tumor es pequeno y carece de co-
nexion con los vasos sanguineos, por lo tanto capta y expulsa sus desechos
a través del transporte de difusién, en este momento, sus células cancerige-



nas proliferan de manera exponencial formando agrupaciones aproxima-
damente esféricas.

En esta fase el tumor se compone de tres regiones, el centro necrético (for-
mado por las células que van mueriendo a causa de no recibir nutrientes),
una capa quiescente o inactiva y una capa externa de células en continua
proliferacion llamada capa proliferante.

Tal y como se representa en la Figura 1.1., en la cual se puede observar
de un color mas oscuro, y en el centro, el mencionado centro necrético,
que, a su vez esta rodeado de la capa quiescente, y en el exterior de ambas
capas observamos una maés fina (representada de un tono mas claro), la
cual esta formada por las células activas que conforman esta tltima capa
proliferante.

Figura 1.1: Representacién de la fase avascular, donde las células cancerigenas se reproducen.

= Fase vascular: es en esta fase en la cual el tumor desarrolla su propia red
vascular, este proceso es conocido como angiogénesis [(8)]. La angiogéne-
sis es la formacién de nuevos vasos sanguineos, este proceso consiste en
la migracién, crecimiento y diferenciacién de células endoteliales (dichas
células recubren las paredes internas de los vasos sanguineos y estan en
contacto con la sangre), este proceso esta controlado por senales quimicas
en el cuerpo. En esta fase del desarrollo la angiogénesis se produce debida
a la falta de nutrientes en la proliferacion de las células.
Podemos ver una representaciéon de dicha fase en la Figura 1.2.



Figura 1.2: Representacién de la fase vascular, donde las células cancerigenas desarrollan su
propia red vascular.

= Fase metastasica: en ella los nutrientes llegan a las células a través del
torrente sanguineo, pero, de igual forma que llegan estos nutrientes tam-
bién salen células cancerosas propagandose asi por el resto del organismo
y formando nuevos tumores.

Figura 1.3: Representacién de la fase metastdsica, donde las células cancerigenas se propagan
a través del torrente sanguineo.



En este trabajo se estudiard un modelo matematico para describir el crecimien-
to de un tumor que se encuentra en fase avascular, para ello se empleara un
sistema formado por una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) y una ecuacién
en derivadas parciales (EDP) [(6)].

La EDO supone una poblacion de células cancerosas que se encuentran en con-
tinuo crecimiento durante un tiempo determinado condicionadas por el espacio
y los nutrientes percibidos.

La EDP a su vez determina la distribucion de nutrientes en un determinado
punto del espacio y el tiempo, es decir, mostrara el crecimiento y el modo en el
que estas células se propagan y difunden por el resto de tejidos en funcién del
tiempo, para ello se tiene en cuenta tanto condiciones iniciales como de frontera,
considerando el tamano, la permeabilidad del medio, las dimensiones...
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Capitulo 2

Formulacion del modelo

A lo largo del trabajo consideraremos un tumor sélido, esférico y tridimen-

sional en fase avascular, cuyas células estdn en constante proliferacion, y, su
crecimiento es regulado por un nutriente externo.
Para ello debemos considerar la concentracion de dichos nutrientes en el inte-
rior del tumor, lo cual denotaremos ¢(r,t), donde r es el radio y ¢ el tiempo.
Supondremos que el coeficiente de difusion de los nutrientes suministrados es
constante, y que las células en proliferacién los consume con tasa A(c), podemos
definir asi la distribucién de la concentracion dentro del tumor como sigue:

Ve —Ac) =0 (2.1)

Pensando el tumor como un fluido incompresible [(6)], se observan cambios lo-
cales en la poblacién, causados por el nacimiento y muerte de las células que
la forman, esto provocara un movimiento de las células vecinas. Se considera
ademads que la tasa de proliferaciéon neta (S) dentro del tumor se puede definir
en funcién de la concentracién del nutriente, definiendo asi S = S(c), denota-
mos por u(r,t) a la velocidad de proliferacién, por tanto, aplicando la ley de
conservacion de la masa se obtiene la siguiente ecuacion:

V.-u=5(c) (2.2)

Se denota ademas, la frontera del tumor I' = 0, donde

['(r,0,¢0,t) =r— R(0,6,1)
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ademas se define la ecuacién de movimiento en un punto de la frontera como:

ﬁ-%:u-ﬁ, (2.3)

siendo 7 el vector normal.

Sujetas a las condiciones iniciales y de contorno descritas mas adelante, las
ecuaciones anteriores definen la evolucién de la concentracion de nutrientes,
la velocidad celular y la frontera del tumor. A continuacién, se reformula el
problema de manera que quede en funcién de una tnica variable, la presion
interna p, para ello se asume que u(r,t) estd relacionada con p a través de la
Ley de Darcy [(13)] de la siguiente manera:

u=—uVp

donde v es definida como la tasa de motilidad de las células tumorales, y, des-
cribiremos la microestructura interna del tumor como medio poroso pudiendo
utilizar asf la Ley de Darcy para modelar el movimiento de dichas células [(7)].
Luego, los cambios en la densidad local provocan variaciones en la presion que
inducen a su vez movimiento a las células tumorales.

Para soluciones acotadas tenemos en (2.1) que % = 0 cuando r = 0. No obs-
tante, la concentracién de los nutrientes a lo largo de la frontera se considera
continua, por tanto ¢ = ¢ [(1),(2),(3)].

Ademas, se supone la existencia de fuerzas adhesivas entre las células que man-
tienen la estructura del tumor en el borde, se mantiene que es el equilibrio de
estas fuerzas y de la fuerza expansiva causada por la proliferacion celular lo que
determina si el tumor se expande o no a medida que avanza el tiempo. Hemos
de suponer también, que el mantenimiento de los enlaces celulares provocan un
gasto de energia, la cual aumenta con la curvatura local de la frontera, tratando
al nutriente como fuente de dicha energfa, suponemos que c(r, t) satisface la rela-
cién de Gibbs-Thomson en I'(r, t) (dicha relacién establece que la concentracion
de los nutrientes en el limite del tumor es menor que la concentracién externa
por un factor que depende de la curvatura alli [(11),(12)]), a través de esta se
establece que la cantidad de energia necesaria para mantener la estructura del
tumor en un punto de la frontera viene dada por 2c., vk siendo k la curvatura
media.
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Volviendo ahora sobre el campo de presion interno para soluciones acotadas
se impone que % = 0 cuando r = 0, y, asumimos que en la frontera p coincide
con el campo de presién externo siendo p = po , por tanto p = p, en I'(r,t) = 0,
finalmente definimos el limite inicial del tumor por I'(r,0) = 0.

Reescribiendo ahora las ecuaciones (2.2) y (2.3) se tiene,

uV2p = —S(e), en (t) (2.4)
Vie = Xe), en Qt) (2.5)
- % =—uVp-n en T'(¢) (2.6)

Véanse ahora las siguientes condiciones iniciales y de frontera que se aplican a
las ecuaciones (2.1), (2.4) y (2.6):

80_

prie 0 para r =0, (2.7)

¢ = Coo(l —27K) en I'(r,t) =0, (2.8)
% =0 para r =0, (2.9)

D = Poo en I'(r,t) =0, (2.10)
I'(r,0) =0=r— R(#,¢,0) prescrito. (2.11)

Bajo condiciones de simetria esférica, las ecuaciones dependen tan sélo de r y t,
y el tumor crece como una esfera de radio R(t) y curvatura k = }%. En particular,

1 0 ( ,0c 1 0 1 0%
2 _ L. 9 [ e0C | sinterS :
Vielrt) = r2 Or (T 8r> N r2sin(0) 00 * r2sin2(0) P>

_ 1 9 (50
2 or T@r
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luego, simplificando las ecuaciones anteriores de la siguiente manera:

10 [ ,0c

10 [ ,0p
0= r2 Or (r (97”) +5(c)

dR op

a - Mo

r=R(t)

las cuales estan sujetas a las siguientes condiciones:

0

8_70“20 para r =0,
2

C:Coo(l_%> en r = R,

0

a—sz para r =0,
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(2.15)

(2.16)

(2.17)



P = Poo en 7 =R, (2.18)
R(0) = Ry prescrito. (2.19)

Se puede apreciar cierta diferencia entre estas condiciones de frontera y las de
problemas ya conocidos, como es el caso de las condiciones a las que estan
sujetas las Fcuaciones de Laplace- Young, en las cuales la diferencia de presiones
es mayor cuanto menor es el radio R, en dichas ecuaciones las condiciones de
frontera vienen dadas por:

C = Cx en 7= R,

Si se integra la ecuacién (2.13) desde r = 0 a r = R(t) se obtiene la siguiente
expresion, que relaciona el gradiente de presion en el limite del tumor con la
tasa de proliferacion celular en todo el volumen del tumor:

"o ,Op i 2
. = ,u/o E(Tg)dr = —/0 S(c)redr

Sustituyendo esto en la ecuacién (2.14), el campo de presién p puede ser eli-
minado de las ecuaciones y nuestro modelo para el crecimiento tumoral queda
reducido a:

2 —
nht or

10 ,0c
R
R2d—R=/ S(c)r*dr (2.21)

sujeto a las siguientes condiciones:

% =0 para r =0, (2.22)
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Capitulo 3

Estudio del caso radial en
equilibrio difusivo

Es posible construir soluciones explicitas para c¢(r,t) y R(t) para valores
particulares de A\(¢) y S(c). Consideraremos elecciones simples para A(c) y S(c),
estas expresiones dan lugar a un comportamiento tumoral cualitativamente rea-
lista, puesto que tomar formas obtenidas experimentalmente de dichas variables
requiere un analisis matematico complejo.

Por tanto, asumimos que el nutriente es consumido por las células en prolifera-
cién de manera constante, luego, en la ecuacién (2.20),

A(c) = A, constante

La tasa de proliferacion local depende del equilibrio entre la mitosis y la muerte
celular natural. Suponiendo que las células se dividen a una velocidad sc(r,t) y
mueren a una velocidad constante s¢, y, por tanto tenemos la siguiente expresion
de S(c) en el interior del tumor:

S(c) = s(c(r,t) —¢).

Con A(c) = A, de manera que la tasa de consumo de nutrientes por parte de las
células tumorales es constante, operando ahora (2.20) e integrando la ecuacién
sujeta a las condiciones (2.22) y (2.23) de la forma que sigue,
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Como % = 0 para r = 0 se obtiene que el valor de la constante es nulo (k = 0),
luego:

c(R,t) —c(r,t) = %(R2 — %)

Aplicando ahora la condicién (2.23) y despejando el término ¢(r,t) se obtiene
la siguiente expresién en términos de la frontera mévil R(t):

c(r,t) = co (1 - %7) - %(RQ —7?) (3.1)

Observamos, en la expresion anterior, que ¢(r,t) crece mondtonamente desde
r = 0 hasta r = R, no obstante, si la concentracion de nutrientes disminuye
por debajo de un valor critico, entonces, las células sufren necrosis y mueren, en
este trabajo se observaran configuraciones no necréticas, es decir, aquellas que
no llegan a sufrir necrosis. La necrosis es el proceso mediante el cuél la célula se
deteriora de manera irreversible hasta alcanzar la muerte prematura de dichas
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células en el tejido vivo, esto ocurre debido a lesiones agudas las cuales no pue-
den ser reparadas por mecanismos de adaptacion y de resistencia.
Dado que ¢(r,t) alcanza su valor minimo en 7 = 0 entonces para soluciones
véalidas (no necréticas) se debe satisfacer la siguiente desigualdad:

27y Ao
e (1-2) 22 2
C(O, t) Coo ( R ) 6R > Cpec (3 )

Observemos que, estando ¢(r, t) definida por (3.1), el campo de presién interno,
se puede determinar integrando (2.13) sujeto a (2.17), (2.18). Luego,

B SN 4 4 s _ 29c  AR? 9 9
p(r,t) = poo + 120M(R ) + o (coo c 7 G (R*—1r%) (3.3)

Asi, tenemos que dentro del tumor la presién aumenta a medida que r disminuye
alcanzando su valor maximo en el centro, lo cual concuerda con los resultados
experimentales obtenidos por Jain et al. [(10)], pero que contrasta con el modelo
de Greenspan [(9)].

Una vez conocida la ecuacién para ¢(r,t) y sustituyendo en (2.21):

dR =
RQ-—:/ S(c)-r? dr
i) (c)

r3 2y 3 Aortox r=F
—s|l— |l -FH)—-— R4 —. 2 —. G
3{36( R) 3 6 5 6 36]7:0
R? 2 R°X RN R?
=S| Co|ll——=)——+— — —
3 R 18 0 3
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Por tanto, si reordenamos y simplificamos se obtiene:

1@__)‘_}%3+(C _5)5_27000
s dt 45 > 3 3

(3.4)

Luego, hemos reducido el modelo a una EDO no lineal para R(?).
Donde el término —22= de la ecuacién hace explicito el efecto estabilizador que
tiene la adhesién célula a célula sobre la tasa de crecimiento. Los términos —?

y —% muestran cémo los nutrientes son consumidos por parte de las células
tumorales y la pérdida celular por apoptosis respectivamente, (muerte celular
programada o provocada por el propio organismo, con el fin de controlar su
desarrollo y crecimiento, mediante este proceso el cuerpo destruye las células
danadas para evitar asi enfermedades producidas por la replicacion de células
anormales, este proceso puede no ocurrir en las células cancerosas), que junto
con la adhesion célula a célula equilibran la fuerza expansiva desestabilizadora
producida por la proliferacién celular, la cual viene determinada por C°§R. Es-
ta ecuacion, nos ofrece una idea de diferentes mecanismos en diferentes etapas
del desarrollo del tumor, por ejemplo, suponiendo que todos los parametros son
O(1), se observa, que cuando 0 < R << 1, entonces en la adhesién célula a
célula domina el crecimiento del tumor, mientras que si R > 1, entonces domina
el consumo de nutrientes.

Un bosquejo de (3.4) en el plano (R, ‘%) muestra que el sistema posee como
maximo dos soluciones estables para las cuales Cﬁl—lf =0y R =Rsx >0, no

obstante, el nimero exacto de soluciones depende del valor de los parametros
del sistema.

Esta situacién la podemos observar en la Figura 2.1. donde se ilustra (3.4) en
funcion de los distintos valores que toma c.,, mientras que v, A\, ¢, Cpee vV S S€
mantienen con valor fijo, siendo la tasa de crecimiento calculada para el rango
permisible de R, como se define en (3.2).

Ademas, en dicha figura es posible observar cierta estabilidad, con respecto a
las perturbaciones dependientes del tiempo, de las soluciones de estado esta-
cionario, asimismo, en cada curva representada en la Figura 2.1. se muestra el
crecimiento que seguird el tumor para un valor concreto de R, en este caso se di-
ferenciaran circulos abiertos, los cuales indican estados estacionarios inestables,
y circulos cerrados, los cuales corresponden a estados estacionarios estables.
También, es posible determinar el nimero de soluciones que presenta la EDO
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en funcién del valor que tome c,,, considerando los siguientes valores del resto
de parametros: ¢ = 0,8, cpee = 0,2, A =0,5, v = 0,1, s = 1,0, por tanto, reecri-
biendo la ecuacion introduciendo dichos valores tenemos

dR 0,5R3 R 02cy

G g e 08—

reordenando:

dR R® 4R 5R—1

a 90 15 C°°< 15 )
Luego, a partir de esta ecuacion es posible determinar la posible estabilidad o
inestabilidad de sus soluciones, para ello hemos de estudiar los puntos criticos en
funcién de los valores que tome el parametro c... Como la ecuacion a estudiar es
de tercer grado y continua, utilizaremos el Teorema de Bolzano para identificar,
una vez encontrados sus puntos criticos, la existencia de soluciones.

Teorema 3.0.1. Teorema de Bolzano. Sea [ : [a,b] — R una funcion
continua en [a,b] y que toma valores de signos opuestos en los extremos del
intervalo. Entonces, existe al menos un ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

DEMOSTRACION
Suponemos que f(a) <0 < f(b).
Como f(a) < 0, y sabemos que f es continua en a entonces (limg+ f(z) = f(a))
luego, existe € > 0 tal que para todo x € [a,a + €] se tiene que f(x) < 0. Por
tanto, si definimos el conjunto

A={z€a,b]: f(r) <0 paratodo x € [a,z]}

este conjunto es no vacio. Y como el conjunto esta acotado superiormente sabe-
mos que existe sup(A) = ¢, luego distinguimos tres casos:

» ¢ < b: ya que si ¢ = b, como lim,- f(x) > 0, entonces ¢ no puede ser el
supremo del conjunto A, pues existe un ¢; > 0 tal que para todo x € [bey, b]
se tiene que f(x) > 0, y no existe z € A tal que que z € [bey, b].
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= f(c) < 0: entonces tendriamos que ¢ < sup(A).

= f(c) > 0: de nuevo existe ¢ > 0 de modo que para todo x € [c—€,c+ €] se
cumple que f(x) > 0, pero no existe z € A tal que z € [c —€,c+ €], y por
tanto ¢ no puede ser supremo del conjunto A.

Por tanto, solo queda la posibilidad de que f(c) = 0.
O]

Diferenciamos asi los siguientes casos, en funciéon de los valores que tome el
parametro co.:

oy = 1t
consideramos

f(R) = %(—R:” +6R — 6)

en primer lugar calcularemos, en caso de existir, los maximos o minimos
que presenta f(R), para asi buscar con mayor precisién los puntos criticos.
Observamos que f(R) posee un minimo en R = —/2, (f"(—v2) > 0), y
un maximo en R = v/2, (f”(v/2) < 0), como R ha de ser estrictamente
mayor que cero, evaluamos la funcién alrededor del méaximo:

R |0 | 1 |[vV2| 2] 4
fR) | <0|<0|<0|<0|<0

observamos que no existe un cambio de signo en ningun subintervalo del
intervalo [0, 4], ademads, se ha visto que no existen otros maximos ni mini-
mos de la funcién para valores del radio, por tanto para este valor del
parametro ¢, se observa que f(R) < 0 para cualquier valor de R > 0, lue-
go por el Teorema de Bolzano f(R) no posee raices para R > 0, entonces,
no existen soluciones. En la Figura 3.1., se puede observar que, en este
caso, para cualquier valor inicial posible de R(t = 0) = Ry, el radio del
tumor disminuye mondtonamente hasta que se vuelve tan pequeno que se
incumple la ecuacién (3.2) y el modelo continuo deja de aplicarse.
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Figura 3.1: Grafica de la funcién con coo=1.
" Co = 1,2:
consideramos
g(R) = —(—R*+12R - 7,2)
90
analizando ahora g(R) observamos que presenta un minimo en R = —2,

(¢"(—=2) > 0), y un méximo en R = 2, (¢”(2) < 0), ademds, se tiene que
g(—2) < 0 mientras que g(2) > 0 por tanto se sabe que hay un corte con
el eje entre R = —2 y R = 2. De nuevo evaluamos la funcion alrededor del

maximo, puesto que R > 0,

R 0 1 2 3 4

fR) | <0|>0|>0|>0|<0

se observa que f(0) < 0y f(1) > 0, ademds, f(3) > 0 mientras que
f(4) < 0 luego, aplicando el Teorema de Bolzano tenemos que existe una
raiz en el intervalo [0, 1] y otra en el intervalo [3, 4], se aprecia por el campo
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direccional del mapa de fases que la primera de ellas una solucién inestable
y la otra una solucién estable (Figura 3.2). En este caso, el comportamien-
to del tumor esta limitado en funcién de su valor inicial Ry, es decir, si
Ry es menor que el valor de la solucion estacionaria inestable, entonces,
el tumor decrece mondétonamente hasta que alcanza el radio de nucleacién
y el modelo continuo deja de satisfacerse; si el valor de Ry se encuentra
entre los valores de las dos soluciones estacionarias estables, entonces el
tumor crece expandiéndose monétonamente al valor de estado estacionario
estable méas grande; por tltimo, si el valor de Ry excede el mayor radio de
estado estacionario, entonces el tumor disminuye mondtonamente a este
valor estable.

Luego, a medida que aumenta el valor del parametro c.,, la solucién esta-
ble méas grande crece, disminuyendo a su vez la concentraciéon de nutrientes
existente en el centro del tumor hasta que, eventualmente, se predice el

proceso de necrosis, y, saliéndose la solucién mas grande del rango de va-
lidez.

0.5

0.3 b

01F — b

Tasa de crecimiento del tumor, dR/dt
/

Radio del tumor, R(t)

Figura 3.2: Gréafica de la funcién con c,o=1.2.

" o, = 1.4
Counsideremos ahora:
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1
h(R) = %(—Ri” + 18R — 8,4)

analizando h(R) observamos que presenta un minimo en R = —/6, (h"(—/6) >
0), y un méximo en R = /6, (h”(+/6) < 0), ademas, se tiene que h(—+/6) <

0 mientras que h(v/6) > 0 por tanto se sabe que hay un corte con el eje
entre R = —/6 y R= V6. De nuevo evaluamos la funcién alrededor del
maximo, puesto que R > 0,

R | 0|1 |v6]| 3
f(R) | <0|>0|>0|>0

se observa que f(0) < 0y f(1) > 0, ademés, f(3) > 0 mientras que
f(4) < 0 luego, aplicando de nuevo el Teorema de Bolzano tenemos que
existe una raiz en el intervalo [0, 1] que, por el campo direccional del mapa
de fases sabemos que es una solucion inestable no necrética. En este caso,
el comportamiento del tumor se refleja en lo descrito anteriormente para
el caso en el que ¢, = 1,2.

0.3 1
0.2r i i 2

01} e S

T,

o
ra
T
|

Tasa de crecimiento del tumor, dR/dt

Radio del tumar, R(f)

Figura 3.3: Grafica de la funcién con c,,=1.4.
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Si se extendiese el modelo para incluir estructuras tumorales méas desarrolladas,
deberia ser posible demostrar la existencia de un tumor el cual posea un ntcleo
necrético para los anteriores valores de los pardmetros. [(5)]

Despreciando ahora la adhesién célula-célula, de modo que v = 0, notemos que
el estado trivial, es decir, libre de tumor, para el cual R = 0, satisface la ecuacién
(3.4). Si, ademads, se cumple la condicion ¢, < ¢ < ¢, entonces tenemos que la
solucion trivial es tinica y estable con respecto a las perturbaciones dependientes
del tiempo [(4)]. Es més, es posible introducir los siguientes parametros,

30v¢s0 15 -
=" ¥y n= A(coo ¢) (3.5)

y tomando %% = ( en la ecuacién (3.4) obtenemos:

27Co0 R AR
Ty eyt

0=

la cual podemos reescribir de la siguiente manera (multiplicando por —4—/\5 y Teor-
denando la ecuacién):
15 307v¢Cso

OzRS—T(coo—é)R— 3

sustituyendo ahora con los parametros definidos en (3.5), obtenemos la siguiente
ecuacion cubica, cuyas raices corresponden a las soluciones estables de la EDO
(3.4):

0=R—pR+po (3.6)

de la cual es posible determinar la existencia y multiplicidad de las soluciones
positivas que posee, para ello debemos introducir, primero, el concepto de discri-
minante y, enunciar un teorema que nos permitira relacionar dichas soluciones
positivas en funcion del valor que tomen los parametros py v p;.

Definicién 1. . El discriminante de una ecuacion cibica de la forma x® + px +
q = 0 viene dado por la siguiente expresion:

A = —4p® — 274
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Enunciemos ahora el siguiente resultado:

Teorema 3.0.2. . Sea 23 + ax? + bx + ¢ = 0 una cuacién cibica.
q\?  (P\?
A= (3) +(3)
2 + 3
s 51 A =0 todas las raices son reales y al menos hay una doble.

» Si A >0 la ecuacion tiene una raiz real y dos complejas.

w Si A <0 las tres raices son reales y simples.

DEMOSTRACION
u A = 0
e Sip=¢q=0, t> =0y la ecuacién tiene la raiz triple x = —a/3.

° Sipq;«éO.ComoAz%%—g—i:O@%—l—p:O.
Seat:_z—?;l.

Es rafz de 2pt + 3¢ = 0 y de la derivada de t3 + pt + q(3t* + p).

3(t3 + pt +q) = (2pt + 3q) + t(3t2 + p)

Por tanto, es raiz doble de ¢> + pt + ¢ = 0.
Las raices de la ecuacién inicial son:

o x = =3 _ 2 doble.
2p 3
_ —4p®>  a
o x == 5

n A>0
El radicando de v = {/—% + VA es un nimero real, por lo que la tnica
raiz cubica real es una eleccion posible para u.
p = —3uv, v es también real y £ = u + v es una raiz real.
Las otras elecciones para u son: wu, w?u,w = (=1 + /=3)/2. Para v las
elecciones son w?v, wo.
Las raices son:

x:u—l—v—geR
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(u—v)ieC

s A <O

VBB - () ()

Nos quedamos con la raiz cuadrada con parte imaginaria positiva. El

modulo de —1 + VA es \/ — (§)3 y su argumento es el angulo 0 < 6 < 7,

tal que cos(0) = %.
—\p

[ p 0 + 2km . [0+ 2krm
U=4/—=|lcos| —— ) +wsimn| —— ,
3 3 3

_ /P 20T\ i (0 2ET
v = 3 cos 3 181N 3

y las raices son:
2
3 3 3
O

Con este resultado, podemos probar la existencia de raices reales de la ecuacion,

enunciemos ahora la Regla de los signos de Descartes que permitira determinar
el signo de dichas raices:

Teorema 3.0.3 (Regla de los Signos de Descartes). : El numero de raices
reales positivas de una ecuacion polinomica, cuyos coeficientes son reales, iguala-
da a cero es, a lo sumo, igual al numero de variaciones de signo que se produzcan
entre sus coeficientes (o0 es menor que ese nimero por un entero par positivo).
Una raiz de multiplicidad m aparece contada como m raices.

28



DEMOSTRACION
Consideremos un polinomio cualquiera cuyos coeficientes sean reales:

f(z) = apz™ + a1z"t + ...+ agz™ !

en el cual ag # 0y, a; # 0.
Sea k un numero real positivo. Por multiplicaciéon real,

F(z) = (@ — k) - f(2) = Aa™ + oo+ Az

donde,

En f(z) sea a,, el primer coeficiente no nulo que presente signo diferente al de
ag, sea ademas a,, el primer coeficiente que no se anula después de a,, y, cuyo
signo es el mismo que el ag, etc., consideremos también, el ultimo término, a,,,
siendo cualquiera su signo o siendo del mismo signo que a;.

Evidentemente v es el nimero de variaciones de signo de los coeficientes de f(z).

Notemos que, los numeros Ag, Ay, ..., An,, Ai41 son todos distintos de cero y
tienen el mismo signo que los coeficientes ag, ay,, . . ., a,,, —a;, respectivamente.
Esto es claramente cierto para Ay = ag y Aj11 = —ka;. Ademas, A, es la suma

de los coeficientes a,, no nulos y de los —ka,,,_1, que es cero o del mismo signo
que a,, ya que a,,; es cero o de signo opuesto a a,,.

Por tanto, la suma A, es distintaa de cero y tiene el mismo signo que a,,.

Por hipétesis, cada uno de los nimeros ag, @y, , . . ., a,, después del primero es de
signo opuesto al de su predecesor, mientras que a; es de signo opuesto a a,,. Por
lo tanto, cada término después del primero en la secuencia Ag, A,,, ..., 4An,, 4111
es de signo opuesto a su predecesor. Asi estos términos presentan v+1 variaciones
de signo.

Concluimos que F(x) tiene al menos una variaciéon més de signo que f(z).
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Volviendo ahora, a los parametros pg, p; anteriormente definidos (3.5), se puede
observar que son parametros reales positivos, por tanto, los coeficientes de la
ecuacion (3.6) son reales y podemos aplicar los resultados anteriores.

Como se puede notar presenta dos cambios de signos por tanto aplicando el
Teorema de La Regla de los Signos de Descartes podemos determinar que el
numero de raices reales positivas de dicha ecuacién sera a lo sumo dos.
Notemos que el discriminante de la ecuacion (3.6) viene dado por,

Po\? , (P1\3
2=(3) +(3)
2 + 3
Luego, aplicando el resultado del Teorema 3.0.3, podemos determinar la exis-

tencia y multiplicidad de las soluciones positivas que posee la ecuacion (3.6) en
funcion de los parametros pg, p; de la siguiente manera:

5 3 > () = soluciones positivas no reales;
(%) + (%) = (0 = una solucién doble;
< (0 = dos soluciones positivas.

Esta situacién se puede representar dividiendo el espacio de los parametros
(po, p1) en tres regiones distinguiendo segtin el nimero de soluciones, segin ten-
ga una, dos o ninguna solucién no negativa.

Ademas se observa como los radios de los tumores correspondientes varian en
funcion de py como se describe en la trayectoria que se muestra en la siguiente
figura (Figura 3.4). Manteniendo p; con valor fijo, observamos que, a medida
que po aumenta desde el valor nulo el radio tumoral mas grande disminuye en
tamarno y, el mds pequenio aumenta hasta alcanzar (py/2)* = (p1/3)? cuando los
dos tumores son del mismo tamano. Para valores mas grandes del parametro py,
no existen soluciones de estado estacionario. La curva discontinua de la figura
muestra cémo el rango de R, para el cual existen soluciones no necréticas de-
pendientes del tiempo, varia con el valor de py. Fuera de este rango, se viola la
desigualdad (3.1) y se predice el proceso de necrosis.

A partir de las definiciones de los pardametros py y pi1, se observa que mantener

el valor de p; fijo mientras que se aumenta el de py es equivalente a aumentar
la fuerza de los enlaces de adhesién célula-célula y, manteniendo también fijos
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Figura 3.4: Gréfica de la curva (%0)2 = (%1)37 en este diagrama se muestra el dominio de

existencia de soluciones radialmente simétricas y no negativas, por encima de la curva se tiene
que existen dos soluciones mientras que por debajo de ella no existe ninguna, y a su vez, a lo
largo de la misma existe una solucién estable.

todos los demas parametros.

Asi, se deduce del estudio que si los lazos de adhesién presentes entre las
células tumorales son fuertes, entonces es probable que el tumor desaparezca.
Sin embargo, si los enlaces entre las células son débiles, entonces el tumor persis-
tird y eventualmente se convertira en una entidad altamente estructurada, con
distintas regiones de necrosis y quiescencia (es decir, puede mantenerse quieto
a pesar de poseer movimiento propio).
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Capitulo 4

Estudio del caso radial fuera del

equilibrio difusivo

Ahora se derivan ecuaciones que describen cémo evolucionan en el tiempo
pequenas perturbaciones de la simetria radial. Para aquellos casos en los que se
prevé inestabilidad de las perturbaciones asimétricas, la forma del tumor puede
alterarse radicalmente de la configuracién esféricamente simétrica, dando lugar

a configuraciones que recuerdan a los carcinomas invasivos.

Para la resolucién del modelo, en caso de que el crecimiento se de fuera del

equilibrio difusivo, se utilizaran las siguientes ecuaciones:
0 10 0
S P Ac)
at  r2or or

R
RQZ_]::/U S(c)rdr

sujeto nuevamente a

0
8_76“:0 para r =0,
2
C:Coo(l_%) en v =R,
R(O) :R() en t :O,
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c(r,0) = f(r). (4.6)

De nuevo, se asume que el nutriente va a ser consumido por las células en pro-
liferacién de manera constante, por tanto

Alc) =)\, constante

Ademads como se ha mencionado anteriormente, la tasa de proliferaciéon local
depende del equilibrio entre la mitosis y la muerte celular natural. Suponiendo
de nuevo, que las células se dividen a una velocidad sc(r,t) y mueren a una velo-
cidad constante s¢, y, tenemos nuevamente la siguiente expresion para S(c(r,t))
en el interior del tumor:

S(e(r,t)) = s(c(r,t) — ¢).

Vamos a usar ahora el ausente:
c(r,t) = V@) + Oty + P @)r? + B (@)rd + D)t + .. (4.7)
de donde:
80 . (0)

a7 = O+ O + e (0 + P (0 + D (bt +

luego, usando (4.1):

e (00 + ¢ (e (Ot + V(@ + D0+ =
2¢V ()1 + 6¢@ (1)r? + 123 (1)1 4 20 (H)r* + ... — A2

Igualando ahora los coeficientes, tenemos lo que sigue:

LI
220()=0 — @) =0
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2n—1)

entonces se puede observar que los coeficientes ¢ siendo n € N son nulos

quedando asi ¢(r,t) de la forma siguiente:

c(r,t) = ) + @ ()2 + D)t 4 ..

sujeto a:

consideremos ahora,

R
R2—:/ S(e(r,t))r?dr
= [ st

tomando:
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R
RO [Ts@0) + D0+ Ot o
0
3 6 37 R
= {C(O) (t)% (1) W (t)% - 5% O
3 6 3
= 5c0(1) d + sc@ (1) d + s (1) i SE%
de donde:
dR R R? R?
= = (cO@) - @) % + sc? (t)? + sc W (t) %
En lo que sigue se considerard R = 1 + p(t) siendo p(t) << 1, entonces,
1 1 1 S
A ErTO R T P P
Teniendo en cuenta que:
1
= l+o+a®+2 . 4"+ = = 1—p(t)+p*(t)—p* (t) 4.+ (=1)"p" () +...

entonces podemos reescribir el anterior resultado de la siguiente manera:

dp /(0 o s(L+p()) 2 (L p(1))? 2 (1 +p()*
pri (c( )(t) — ¢) — 5 + scl )(t)T + se () ————2

6
ademas c(r,t) = co (1 — 2

— E) enr=R:
)+ PR+ WHR + ... = coo(1 — 29(1 — p(t) + P*(t) — p* () + ...))
OB +cP () A4+pt) 2 +cD () L+p) +... = coo(1—=27+29p(t) —27p* (£)+...)

Tomaremos ahora (1 + p(t))? ~

~

1 + 2p(t) en ambas ecuaciones, puesto que
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AO() + 2 () (1 + 2p(t)) + D ()1 + 4p(t)) = coo(1 — 2y + 2yp(t) — 299 (1))
Operando y tomando p"(t) = 0 Vn > 2:

O @) + P () (1 +2p(t)) + (@) (1 + 4p(t)) = coo(1 — 27 + 27p(2)).
Derivando con respecto a t la ecuacion anterior obtenemos:
¢ (8) + ¢ (D) (1+2p(0) +2ePp () + ¢ (1) (1+4p(1) +4eVpi(t) = 2eocypn(2)

y dado que:

A1) = 662 (1) — A
AP (1) = 20¢9 (1)

(L3p(1)) o) (L40(0)

t
2) (¢
+ sc'9(t) E 5

6¢ ()= A+20c™ (1) (142p())+2¢P p, (£)+c (4) (1+4p(£) ) +4cDp, (£) = 2cocypy(t)

se concluye,

6cD(t) + 20c9(t) + V) + (oM@ + 4P ) pt) — A=

(20007 — 2@ — 4e®) | (O (1) — &) s(1 gp(t)) +sc® (1) (1 +§p(t)) + se® 1) (1 +2P(t))
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Luego, podemos considerar el siguiente sistema de EDOs como modelo aproxi-
mado:

(V) = 6c@(t) — A
A2 (t) = 20c (1)

do _ (c0)(p) — &) M) | o) (1) (L3O 4 ) ) ()

C7§4) <t> = ]_+4 () |: 6C(2) (t) — 200(4)< ) _ 4OC(4)( )
(20t = 262 = 8 (st = s0) (2510) + st (1512 - sclO0t) (1222 )

\

cuyas condiciones iniciales podemos calcular como sigue:

R(t) =1+ p(t)

R(0) = Ro } —  p(0) =Ry — 1.

Entonces podemos escribir:

p(0) =

&9(0) = 5

4(0) = v

0(4)(0) _ coo(l Z’H_??—igf Y(1+2a)

siendo ¢, o, 5,1 € R, tomando ahora nuevamente los siguientes valores para
los parametros: ¢ = 0,8, A = 0,5, v = 0,1 y s = 1, podemos determinar el
siguiente sistema para el caso en desequilibrio de difusién:

[ () =6 (t) —
é”@)_Qmﬁxo

d — (O(1) - 0,8) <1+p(t)> + @) <1+35p(t)> + (1) <1+tp(t))

() = T [- 6e2() — 20e0(t) — 40cW(t)+
(0,200 — 260 = 4e) (1) - 0,8) (22 4 e (1) (H2L) et (22 )|
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sujeto a las condiciones anteriormente escritas:

p(0) =

c9(0) = 8

c2(0) = ¢

0(4)(0) — Coo(1=274+2y)—B—¢(14+2q)

(1+4a)

Para concluir cabe apreciar, que la determinacién de los datos iniciales 3, es
posible a través del desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(r):

8 =(0)

0

V=5
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