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Resumen

A dia de hoy la turbulencia sigue siendo un fenémeno fisico muy complicado de entender y
para ello se han creado los shells models, estos sistemas modelan el fenémeno de la turbulencia
desde un punto de vista matemético y que permite encontrar soluciones de manera mas sencilla
a algunos casos de flujos turbulentos.

En este TFG nos centraremos en dos shells models muy importantes el GOY y el Sabra,
demostraremos algunas propiedades de estos modelos y probaremos la existencia de solucién de
los mismos, ademas verificaremos nimericamente que cumplen las propiedades demostradas.

Palabres clave: Turbulencia, shell model, ecuaciones diferenciales ordinarias.

Abstract

Nowadays turbulence continues to be a very complicated physical phenomenon to understand
and for this reason shell models have been created. These systems model the phenomenon of
turbulence from a mathematical point of view and enables finding solutions in a simpler way
to some cases of turbulent flows.

In this TFG we are going to focus on two very important shell models, GOY and Sabra, we
will demonstrate some properties of these models and prove the existence of solution for them,
we are also going to verify numerically the previously demonstrated properties.

Keywords: turbulence, shell model, ordinary differential equations.






Indice general

1. Introduccién

2. Turbulencia
2.1. Cascada de energia . . . . ... .. ... ...
2.2, Teoria K41. . . . . . ... ... .. .. ....
2.2.1. Espectro de energia . . . . . .. .. ..

2.2.2. Ley de los cuatro quintos de Kolmogorov . . . . . . . . ... ... ....

3. Shell models
3.1. Ecuaciones de Navier Stokes . . . . . .. . ..
3.2. GOYmodel . ... ... ... ... ......
3.2.1. Invariantes cuadraticos . . . . . .. ..
3.2.2. [Existencia de solucion del GOY model
3.3. Sabramodel . . . ... ... ... ... ...
3.3.1. Invariantes cuadraticos . . . . . . . ..

3.3.2. Existencia de solucion del Sabra model
4. Simulaciones numéricas

Bibliografia

12

15
15
17
20
23
30
31
32

37

43






Capitulo 1
Introduccion

La turbulencia es un fenémeno fisico que pertenece a la mecanica de fluidos. Todos hemos
oido hablar de las famosas turbulencias en los aviones y es que la mayoria de fluidos que en-
contramos en la naturaleza son turbulentos, como por ejemplo, el flujo del agua en los rios o
el movimiento del aire cerca de la superficie de la tierra. Determinar las causas por las cuales
el movimiento de un fluido se vuelve turbulento es muy importante en ingenieria aerondutica o

en meteorologia.

La mecanica de fluidos es la rama de la fisica que estudia el movimiento de los fluidos, asi
como las fuerzas que lo provocan. En fisica, un fluido es un conjunto de particulas que se
mantienen unidas entre si por fuerzas cohesivas débiles, por lo tanto es una sustancia que se
deforma continuamente bajo la aplicacién de una fuerza, por muy pequena que sea. La descrip-
ciéon matematica del movimiento de un fluido estd determinada por las ecuaciones de Euler y
las ecuaciones de Navier Stokes, estas 1ltimas son un sistema de ecuaciones que a dia de hoy
sigue sin ser resuelto para dimensién 3, la turbulencia se puede considerar una solucién de las
ecuaciones de Navier Stokes y es por esto que sigue siendo un fenémeno dificil de entender en

la actualidad a pesar de ser objeto de estudio desde el siglo XIX.

Osborne Reynolds, en 1883, estudié las diferencias entre los flujos laminares, que son flujos
en los que las particulas se mueven de forma “ordenada’, y los flujos turbulentos, donde las
particulas se mueven de forma “desordenada’”. Podriamos pensar que Reynolds fue el primero
en interesarse por este fenémeno fisico pero echando la vista atrds, Leonardo Da Vinci(1452-
1519) ya se interesé por las turbulencias, en el siguiente cuadro pintado por él, Diluvio sobre
una ciudad, podemos apreciar como el artista dibuja remolinos para tratar de plasmar el viento

y el agua moviéndose de manera brusca.
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Figura 1.1: Cuadro de Da Vinci

No fue hasta 1922, cuando Lewis Fry Richardson, un matemético y fisico inglés estudio la
cascada de energia de la turbulencia y corroboré que la turbulencia, tal y como habia pintado

Da Vinci, estaba formada por remolinos de distintos tamanos.

Maés adelante, en 1941 Andréi Kolmogorov, un matematico ruso, publicé una de las mas im-
portantes teorias de la turbulencia. Para ello se baso en la idea de Richardson. La teoria de
Kolmogotov, también conocida como K41 tuvo algunas criticas y eso hizo que en 1962 Kolmo-

gorov junto a Obukhov pubicase otra teoria con los errores encontrados en la K41 corregidos.



Capitulo 2
Turbulencia

En este capitulo presentaremos una introduccién a los flujos turbulentos, la teoria K41 y la
teoria K62, para ello nos hemos basado en [5] y [3].

Se considera flujo turbulento al flujo que se forma cuando en la ecuacion de Navier Stokes, que
mas adelante explicaremos, el término no lineal aumenta mas que el término disipativo, esto
genera que las particulas se muevan desordenadamente.

Un parametro muy importante en el estudio de la turbulencia es el niimero de Reynolds, un
parametro adimensional que permite diferenciar cuantitativamente un flujo laminar de un flujo
turbulento.

Este parametro fue creado por George Gabriel Stokes en 1851 pero recibe su nombre en honor
a Osborne Reynolds, quien popularizé su uso en 1883. Es la relacién entre las fuerzas inerciales

y las fuerzas viscosas presentes en un fluido.
R, = — (2.1)

Donde L es la longitud caracteristica también conocida como escala integral, esta longitud es
en la que se inyecta la energia, V es la velocidad integral, es decir la velocidad asociada a la
escala integral y v es el coeficiente de viscosidad cinética.

Una de las caracteristicas de un flujo turbulento es ser un fenémeno en el que la energia se
disipa, ocurre a altas velocidades y baja viscosidad. Cuando R, es muy grande las fuerzas iner-
ciales, es decir el término no lineal de la ecuacién de Navier Stokes tiene mayor presencia, en
cambio, si R, es muy pequeno la energia cinética se disipa debido a una importante presencia

de viscosidad.
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2.1. Cascada de energia

Lewis Fry Richardson en 1922 presenté un estudio donde asumié que la turbulencia esta
formada por remolinos. Los remolinos de escalas grandes se descomponen en remolinos mas
pequenos cuando el fluido se encuentra en estado turbulento, esto genera una cascada de energia,
la energia cinética va decayendo por las diferentes escalas de remolinos hasta disiparse. Aunque
la escala, y por lo tanto el tamano de los remolinos se representa como una variable continua, de
cara a entender mejor el proceso podemos modelizarlo de forma discreta de la siguiente forma,
los remolinos de mayor tamano tienen una escala de longitud ~ ¢, los sucesivos remolinos
tienen una escala ¢, = fyr™ con n = 0,1,2,... donde 0 < r < 1. El nimero de remolinos
por unidad de volumen se asume que aumenta como 73" para garantizar que los remolinos
pequenos ocupan el mismo espacio que los grandes. Los remolinos mas pequenos tienen escala
~ 1 que es la escala de disipaciéon de Kolmogorov.

La energia se introduce en las grandes escalas que al fragmentarse los remolinos hace que la
energia decaiga desde las escalas mas grandes hacia los remolinos con escalas mas pequenas, en
donde la energia se disipa en forma de calor por efecto de las fuerzas viscosas. Este estudio de

la turbulencia es esencial para la teoria K41 y otras teorias de la turbulencia.
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Figura 2.1: Cascada de energia
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2.2. Teoria K41

En 1941 Kolmogorov desarrollé una teoria estadistica de la turbulencia ya que debido a la
“irregularidad” de los flujos turbulentos y a su naturaleza “aleatoria” es muy dificil describir
de forma deterministica este fenénemo fisico.. En el modelo de cascada de energia se asume que
la turbulencia es estadisticamente homogénea (invariante por traslaciones), estadisticamente
isétropa (invariante por rotaciones) y estadisticamente estacionaria (invariante en el tiempo).
Kolmogorov basandose en el trabajo de Richardson asumié que la turbulencia se puede dividir

en tres regiones:
= Region integral formada por los remolinos de escala £,
» Region inercial formada por los remolinos de escala ¢ con ¢y < £ < n
= Region disipativa formada por los remolinos de escala n

La energia se inyecta en la escala integral ¢;, también conocida como longitud caracteristica,
en esta escala los remolinos tienen ntimeros de Reynolds muy altos, por lo que la viscosidad
es despreciable y entonces toda la energia se transfiere sin ser disipada, la tasa a la cual se
transfiere la energia solo depende de la escala integral y de la velocidad asociada a ella que

denotamos por ug [5]

T(l) ~ -0 (2.2)

En la region inercial, donde los efectos viscosos siguen sin ser importantes, el flujo de energia

es independiente de la escala y es igual a la tasa de disipacion de energia que denotamos por &
Hg =& (23)

Por tanto, en la regién inercial a energia inyectada, la energia disipada y el flujo de energia en
el rango inercial son iguales. El incremento de velocidad en la escala ¢ que denotamos por du(¢)

como en [3]
Su(l) ~ (e0)'? (2.4)

Siendo du(f) = |u(r 4+ £) — u(r)| y su espectro de energia es
E(k) ~ e¥3=5/3 (2.5)

Teniendo en cuenta que el nimero de onda k ~ 1/¢ observamos que la energia disminuye a
medida que los remolinos se hacen mas pequenos, ya que las escalas pequenas corresponden a

una k grande y las escalas grandes a una k pequena.
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2.2.1. Espectro de energia

Para demostrar la relacion del espectro de energia con la tasa de disipacion y el nimero de
onda, Kolmogorov utilizé la funcién de estructura de segundo orden que estéd relacionada con
la densidad espectral de energia. Antes de comenzar con la demostracion daremos la definicion

de transformada de Fourier que utilizaremos a lo largo del estudio.

Definicién 2.1 (Tranformada de Fourier) Sea u una funcién definida en R3, denotamos

por 4 a la transformada de Fourier que para cada & € R? viene dada por

Q) = uw(x)e o dx
) = g | ule)e

Usando la identidad de Parseval, la densidad de energia por unidad de masa es

1 1 1 oo p2m  pw/2
E=—-[ |ux)fdx= —(27?)3/ u(k)u* (k)dk = —(2%)3/ / / k?* sin 0|0 (k)|*dododk
2 2 R? 2 o Jo Joxp

R3

= S (2n)um /OOO K2 [a(k)2|dk = /RgE(k;)dk

(2.6)
Donde u* denota la conjugacién compleja, asumiendo que el flujo es isétropo (k) = u(k) y se

ha definido el espectro de energia [3] como
E(k) = (2m)"k*|a(k)[ (2.7)
Definimos (v}, el promedio de la funcién v como
() = / o(z)dz (2.8)
Sabiendo que la funcién de estructura de orden p [5] es
Sp(l) = ((du(f))") (2.9)

Obtenemos

Sy () = ((du(l))?) = /[u(f +x) —u(x)]?dx = 2/[u(x)2 —u(l + x)u(x)|dx (2.10)
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La transformada de Fourier de la velocidad se expresa en términos de la funcién de estructura
de segundo orden. Usando (2.6),(2.7),(2.10) y sabiendo que [ e**dx = (2m)35(k) se obtiene

|u(k) 27r // Yo, (%) (y ) dxcly
Ry

~ o / M [(u?) — S,(1)/2] dI

= 09 [ // e 320 i gl o
= (W00 = (27T)627T/0 2 l ZZL e
_ #m%(k) 4 # /0 " sin(kl) (é) Sy(1)dl

En la sustitucién 1 = x — y se ha utilizado la homogeneidad. La isotropia se ha utilizado a la

hora de hacer la integral en la esfera. El primer sumando es la energia cinética del movimiento
del centro de masa del fluido, que en muchos casos es eliminado con una transformacion de

Galileo. Haciendo la sustitucion x=kl obtenemos

E(k) = %k_l/o xsinxSy(z/k)dx

Y utilizando (2.4) para la funcién de estructura de segundo orden se obtiene

1 o 1 >
E(k) = %kl/o xsinzSy(z/k)dr = %kl/o zsinz(z/k) 3 dx
1

oo
= 0323 2%/ sin wdx
27 0

Quedando demostrada asi la relacién (2.5). Centrandonos en la regién disipativa, en este con-
junto de remolinos el nimero de Reynolds es 1, lo que nos confirma que la viscosidad es muy

relevante en este caso y por eso se disipa la energia.

Ren =1 = =1 (2.12)
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Las escalas de disipacién de energia nos indican el tamano de los remolinos en donde la energia

cinética se disipa en forma de calor. Estas escalas son conocidas como las escalas de disipacién

- (2)" -

Con esto se obtiene el nimero de onda disipativo

Ky = (”—3>_1/4 (2.14)

3

de Kolmogorov y son las siguientes:

Escala de longitud

La escala de velocidad disipativa
Uy = (ev)'/* (2.15)

Y la escala de tiempo disipativa

Ty = (g)m (2.16)

La relacién entre las escalas de longitud mayor y menor en el flujo turbulento es proporcional

L (@>/ _
n

al namero de Reynolds.

Para elaborar esta teoria de la turbulencia Kolmogorov utilizé una serie de hipdtesis que ahora

enunciaremos.

= Hipoétesis 1 En el limite del nimero de Reynolds infinito, todas las posibles simetrias
de las ecuaciones de Navier Stokes, son restauradas en un sentido estadistico a escalas
pequenas y fuera de las fronteras. Definimos como escalas pequenas a las escalas menores

que la escala integral /.

= Hipétesis 2 Bajo las mismas condiciones que en la hipétesis 1, el flujo turbulento es

auto-similar a escalas pequenas. Es decir, existe un tnico exponente h € R tal que

su (r, M) = \ou (r, £) V) € R*

= Hipétesis 3 Bajo las mismas condiciones que en las hipétesis anteriores, el flujo turbu-

lento tiene una tasa media de disipacién de energia por unidad de masa

Siendo /y la escala integral y ug la velocidad asociada a la escala integral.



2.2. TEORIA K41 11

= Primera hipétesis de similitud
A nimeros muy altos, pero no infinitos del nimero de Reynolds, todas las propiedades
estadisticas de las pequenas escalas estan unicamente determinadas por la escala ¢, la
tasa media de disipacion de energia ¢, y la viscosidad v.
Esta hipétesis nos permite obtener de forma més sencilla la relacién (2.5) que a nimeros
de onda altos es
E(k) = e¥3E75F(nk)

donde F es una funciéon adimensional de argumentos adimensionales. Como sabemos el
espectro de energia es E(k) = F(nk)e"kP y tiene por dimensiones [L]* [T]7?, las dimen-
siones de la tasa media de disipacién de energia e son [L]* [T]~* y la dimensién de k es
[L]7'. Por tanto, n = 2/3 y p = —5/3.

Antes de enunciar la segunda hipotesis de similitud, primero definiremos el promedio de
una funcién periddica de periodo L, que denotaremos por (.), para ello suponemos que
el flujo se encuentra en una caja de lado L que llamaremos C7,, se define promedio de f

=15 [ Swar (217)

Donde f es una funcién peridédica arbitraria.

= Segunda hipétesis de similitud

En el limite del nimero infinito de Reynolds, todas las propiedades estadisticas a pequena
escala estan determinadas unicamente por la escala ¢ y la tasa media de disipacion de
energia ¢.

Considerando el promedio de la funcién de estructura de segundo grado {(du (E))2>, defi-
nida como el cuadrado del incremento de velocidad, ((du (6))2> = ((u(z+7r) - u(z))?),
y haciendo un analisis de las dimensiones de esta cantidad se observa que las dimensiones
son [L)* [T]~? donde [L] y [T] son las unidades de longitud y tiempo respectivamente. Las
dimensiones de la tasa media de disipacién de energfa, €, son [L]* [T]~*, con esto y con la

hipétesis 2 obtenemos

((Bu(0)*) = C3/3 (2.18)

Siendo C una constante universal adimensional.

La teoria K41 fue corregida en 1962 por Kolmogorov y Oboukhov ya que Lev Davidovich
Landau observé que la tasa de disipaciéon no podia ser global, mas tarde diferentes expe-
rimentos contrastaron que no se puede suponer que esta tasa de dispacién de energia sea
idéntica para todas las escalas menores que la escala integral. Es por esto que en la teoria

K62 la tasa de disipacién de energia depende de la escala ¢, [6].
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2.2.2. Ley de los cuatro quintos de Kolmogorov

En el limite del nimero de Reynolds infinito, el promedio de la funcién de estructura de
tercer orden de una turbulencia homogénea e isétropa, evaluada en la region inercial para
pequenos incrementos de ¢ comparados con la escala integral, viene dada en términos de la tasa

media de disipacion de energia por
3 4
((6u(0))”) = —556 (2.19)

Para deducir la ley de los 4/5 Kolmogorov asumié ademas de la homogeneidad y la isotropia

lo siguiente:

1. La fuerza, que se asume que es también estadisticamente homogénea, estadisticamente
isétropa y estadisticamente estacionaria solo actia en las escalas grandes, a partir de

1 . .
niumeros de onda mas grandes que kg = —, siendo ¢, la escala caracteristica la fuerza no

%
contribuye.

fet,r) = f(t,r), K>k (2.20)
Donde fz(t,7) es
frlt,r) =" fre®”

k<K

Siendo ﬁ; el coeficiente de la serie de Fourier que se define como
o= ()

2. Para tiempos grandes, la solucién de N-S tiende a un estado estadisticamente estacionario

con una media de energia por unidad de masa finita.

3. En el infinito nimero de Reynolds, la media de energia disipada por unidad de masa e(v)

tiende a un limite finito positivo (Hipétesis 3)

lime(v) =¢ (2.21)

v—0

4. No se asume invariancia de escala (Hipotesis 1y 2)

Vamos a mencionar dos ecuaciones importantes para deducir la ley de los 4/5. La ecuacién

global de energia

3t%<u2> = (f(r) - u(r)) + v{u(r) - Viu(r)) (2.22)

Donde en este caso (f) representa la media de las cantidades de la funcién f. Adem4s, se asume
1
que se puede integrar por partes el término convectivo, 86(11?) y asi poder anularlo, esto es

posible y tiene sentido gracias a la conjetura de Onsager [1], esta conjetura nos confirma que
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existe una solucion débil de la ecuacién anterior que conserva la energia.

Y la otra ecuacion que utilizaremos es la ecuacion scale-by-scale energy
(9tEk + Hk == Fk - ZI/Qk (223)

En consecuencia del punto 2, en ambas ecuaciones se omiten los términos de derivadas respecto
del tiempo, E) y F} hacen referencia a la energia acumulada y la energia inyectada acumulada

respectivamente. Con esto se obtienen 5]

(f -u) = —v{u-Vu) =) (2.24)
Ademas,
Fe=(fg-u)=(f-u)=¢v) (2.26)
Y fijado k,
11/1'1)1(1) 208, =0 (2.27)

Tomando el limite v — 0 en (2.25) y utilizando (2.27) se obtiene

m IT), = ¢, (2.28)

v—0

Para una turbulencia homogénea e isétropa el flujo de energia se puede definir en términos de
la funcién de estructura de tercer orden como

1 [ sin(kV)

M = ——
g 67 J, l

(14 £0p) (3 + £Dy) (5 + eag)s?’ég) de (2.29)

Con la expresién anterior, (2.28) y considerando el cambio de variable x = k¢ se obtiene

) 1 [=sin(z) /2 B
Myl =57 —2 T (7) dr== (2:30)
Donde
_ S3(¢)
F() = (1+00,)(3+£0s)(5+ E@g)m (2.31)

Sabiendo que [ sin(z)

dr = g y considerando solo las ¢ pequenas
2
Fl) ~ ——¢ (2.32)
0

Sustituyendo el anterior resultado en (2.31) se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria de

tercer orden. Considerando x = [n(¢) como variable independiente y G = S5(¢)/¢ como variable
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dependiente se obtiene

—12e = (14 0,)(3+ 0,)(5b+ 0,)G (2.33)
Operando llegamos a
—12¢ = 15G(x) + 23G'(x) + 9G" (x) + G" (x) (2.34)
La solucién de esta ecuacién es
—x —bx —3x 4
G(z) = Cie ™ 4+ Coe™" 4+ C3e™ 7" — 5€ (2.35)

La tnica solucién que tiende a 0 cuando ¢ — 0 es cuando z — 0, esto ocurre si (]} = Cy =

C3 =0, por lo tanto A
Sg(g) = —g&‘g

Con esto queda probada la ley de los 4/5.



Capitulo 3

Shell models

Los shell models son sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden que se
asemejan a las ecuaciones de Navier Stokes en el espacio de Fourier. No se puede considerar que
sean una aproximacién de la ecuacion de Navier Stokes sino que debemos considerarlos como
unas ecuaciones estructuralmente similares. Los shell models ademas describen la cascada de
energia y la teoria K41, y son de gran utilidad porque nos permiten resolver de manera numéri-
ca algunos ejemplos de flujos turbulentos.

En los shell models, el espacio de los numeros de onda se divide en segmentos discretos llama-
dos shells, donde cada shell representa un rango especifico de valores de niimeros de onda, esto
nos permite representar una amplia gama de escalas de la turbulencia. Estos modelos son una
simplificacion de los campos de velocidades en una variedad de escalas, lo que permite estudiar
la transferencia de energia entre diferentes escalas de forma mas manejable desde el punto de
vista computacional.

En este capitulo nos centraremos en dos shell models, el GOY y el Sabra, explicaremos las
ecuaciones que los describen y demostraremos algunas de sus principales caracteristicas, para

ello nos hemos basado en [3].

3.1. Ecuaciones de Navier Stokes

El movimiento de fluidos incompresibles se describe mateméaticamente por las ecuaciones de
Navier Stokes, las cuales son nombradas en honor al ingeniero y fisico Claude-Louis Navier y
al fisico y matematico George Gabriel Stokes.

Este sistema de ecuaciones esta formado por la ecuaciéon del momento, basada en la segunda ley
de Newton, la ecuacion de incompresibilidad, que considera nula la divergencia de la velocidad,
y la ecuacion de continuidad, la cual indica que la cantidad de masa que entra en el sistema es

igual a la cantidad de masa que sale del sistema.

15
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La expresion matematica de las ecuaciones de Navier Stokes es la siguiente

du+ (u-Vu+Vp=vAu+ f (3.1)
V-u=0 (3.2)
Op+ V- (pu)=0 (3.3)

Donde p,p : R" x R5y — R son los campos escalares de la densidad y la presion y u, f :
R™ x R>y — R" son los campos vectoriales de la velocidad y las fuerzas externas que actian
sobre el fluido. Siendo v > 0 la viscosidad dinamica del fluido y dada una condicién inicial
u(z,0) = up nuestras incégnitas son u y p.

Para obtener la transformada de Fourier de la ecuaciones de Navier Stokes partiremos de la
ecuacién del momento (3.1), suponiendo ausencia de fuerzas externas (f = 0), y tomando la

divergencia a ambos lados de la igualdad se obtiene
V- -(Ou)+V-(u-V)-u)+V -Vp=vV-(Au)
Utilizando que A = V? y que V - (G;u) = 9,(V - u) la expresién anterior es equivalente a
h(Vu)+ V- ((u-V)-u)+Ap =vA(V - u)

Aplicando (3.2) se tiene
Ap= -V ((u-V) u)

Tomando el operador inverso laplaciano (A)™! que se define gracias a la funcién de Green tal

cual puede verse en el libro [4] se obtiene
p=—(A)"V-((u V) u)
Sustituyendo ahora en (3.1)
Ou=V-(A)'V-((u-V) u)—((u-V)-u)+vAu+ f

Por ltimo, utilizando que P((u-V)-u) = (Id —V - (A)"*V)((u- V) - u), siendo P el proyector

de Leray, la ecuacién (3.1) queda

Ou=—-P((u-V) - w)u+vAu+ f (3.4)
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Aplicando la transformada de Fourier a la expresién (3.4) se obtiene

—

0/1(€) = —P((u- V) - u) + vAu + f(€)

Dada una funcién f, las transformadas de Fourier de su primera y segunda derivada son ]?’(f )=
i& f(é’ )y F(& )= —§2f(§ ) respectivamente, aplicando esto a la anterior igualdad y sustituyendo

la transformada de Fourier del proyector de Leray se tiene

]2 ((w- V) u); = vIEPwm(€) + £(€)

Donde ¢;; es la delta de Kronecker que vale 1 si ¢ = [y 0 en otro caso. Finalmente, desarrollando

—

la transformada de Fourier del término ((u - V) - u)

oi(e) - —ig; [

R3

(ail - %) &, ()€ — n)dn — VIEPE(E) + F(©) (3.5)

Considerando el flujo en una caja de tamano L? con condiciones de contorno periédicas, la
transformada de Fourier se sustituye por una serie de Fourier y la integral de (3.5) se convierte

en una suma, en este caso estamos utilizando el convenio de suma de Einstein

n;ny

Owu;(n) = —i (27/L) n; Z (5il _

n;n;
- vy

) wmut - - v + @) (36)

Donde los vectores de onda son k(n) = 27n/L. Esta expresién de las ecuaciones de Navier

Stokes es el punto de partida de los shell models.

3.2. GOY model

Como paso previo al estudio del GOY model, veremos el Gledzer model (1973), un sistema

infinito de ecuaciones diferenciales ordinarias que se define de la siguiente manera
atun - Anun+lun+2 + Bnun—lun—i—l + Cnun—Zun—l - Vnun5n>Nd + fn (37)

Donde u,, es una sucesién de funciones reales que dependen solo de un pardmetro t y como
condiciones de contorno se tienen u_; = ug =0

Comparando (3.7) y (3.5) se observa que los coeficientes de interaccién A, B, C, tienen que
tener la dimension de un nimero de onda, con esto, se redefinen los coeficientes de interac-
cién como A, = k,a,, B, = k,b,, C, = k,c, donde a,,b,, ¢, son coeficientes de interaccién

adimensionales y se obtiene

8tun = knanun+1un+2 + knbnunflun+l + kncnun72un71 (38)
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Para que esta expresion sea idéntica a la parte no viscosa de (3.7) los coeficientes de interaccion
deben ser independientes del nimero de onda n, a,, = a,b, = l~), ¢, = C, esto no es extrano ya
que se impone que en el shell model se tiene que cumplir la invariancia de escala. Con esto,
introduciendo la disipacién dimensionalmente correcta y las fuerzas externas podemos reescribir
la ecuaciéon

oy, = ky, (dun+1un+2 + DUy Uns1 + Eun_gun_l) — vku, + fn (3.9)

UpUnp

2

sea un invariante no viscoso, por tanto su derivada temporal se debe anular, suponiendo ausencia

El shell model se construye de manera que la energia cinética, definida como E = >~

de fuerzas y viscosidad, v = f = 0, y utilizando (3.9) se obtiene

d d = Up iy,
D D

n=1
o0 d oo R 5 R
— Z Up — Uy, = Z ky, (aunun+1un+2 + by UpUpi1 + cun_Qun_lun> (3.10)
n=1 dt n=1

oo oo 0o
= E knaunun+1un+2+ § knbun—lunun+1 + § kncun—Qun—lun =0

n=1 n=1 n=1

El sumatorio comienza con n = 1 ya que el término para n = 0 es nulo debido a las condiciones
de contorno. Modificando los indices de los dos ultimos sumatorios y usando las condiciones de

contorno se tiene

00 00
E knbunflununJrl + E knéun72un71un

n=1 n=1

oo oo
= Y kpbujugaug o+ > kyafujugug,
=1 =2

(3.11)

oo

= kobu_l’doul + k:lbuoulu2 + E k’j+1ijUj+1Uj+2
j=1
oo

+ k’oéufgu,l’LLo + k‘léu,luoul + k’géUoul?LQ + + Z kj+26UjUj+1Uj+2
j=1
Con esto, aplicado a (3.10) obtenemos
° ~
Z <knd + kn+1b + kn+26) UnUp1Upyr2 = 0 (312)
n=1
Como podemos tener distintos conjuntos de velocidades iniciales para poder garantizar que la

energia sea un invariante no viscoso tiene que cumplirse

ke + kpy1b + ko = 0 (3.13)
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Por ultimo se definen los ntimeros de onda
k, = ko™ (3.14)

donde A es un numero mayor que 1 llamado espaciado shell. Esto nos indica que el espacio
espectral cubierto por los shells crece exponencialmente con el nimero shell n. Sustituyendo

esta forma de los nimeros de onda en (3.13) se tiene
kn(a + b\ +EX2) =0 (3.15)
Definiendo a = a, b = b\ y ¢ = ¢\? obtenemos
a+b+c=0 (3.16)

El GOY model, también conocido como Gledzer-Okhitani-Yamada model se basa en el Gledzer
model pero definiendo las velocidades como ntimeros complejos. Se utilizan niimeros complejos
porque el objetivo es que la velocidad recorra rapidamente todas las partes del atractor, para
ello se considera que el numero éptimo de grados de libertad por shell debe ser 2 en lugar de
1. El nimero de grados de libertad se define como la dimensién del atractor [5], el atractor
en fisica se puede definir como un conjunto de estados o valores numéricos a los que tiende a
evolucionar un sistema dindmico. Para que la velocidad en un shell dado cambie de signo, tiene
que desaparecer en el caso de las velocidades reales, mientras que si la velocidad es compleja
puede mantener un médulo constante y cambiar el signo de la parte real.

En la transformada de Fourier de la ecuacién de Navier Stokes aparece una i multiplicando
debido a que la transformada de Fourier del gradiente 0; es ik;, esto explica que es normal mul-

tiplicar por la unidad imaginaria la parte no lineal de la ecuacion del shell model. La energia
Up Uy,

cinética para velocidades complejas se define como E = >~ siendo u; el conjugado com-
plejo de u,, con lo que en la ecuacién del shell model deben aparecer conjugaciones complejas.
De tal manera que la forma final de la ecuaciéon del GOY model es
. b c " 2
8tun == an AUp4+1Up+2 + XunflunJrl + ﬁunffunfl - anun + fn (317)
donde a, b y ¢ son constantes reales que verifican a + b + ¢ = 0. Dividiendo la ecuacién por
a y absorbiéndola en la unidad de tiempo y en las constantes de los términos v y f podemos
v o— n = . .
eliminar la constante a siendo 7 = —, f, = —,t = ta, definiendo b = —e y sustituyendo en
a a
(3.16) obtenemos ¢ = € — 1. Con esto obtenemos la siguiente ecuacion para el GOY model

1 * _
—un_gun_l) — UK2u, + fo (3.18)

A

. €
afun = an Up+1Un+2 — T Un—1Un+1 + \2
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3.2.1. Invariantes cuadraticos

En esta seccion trataremos de obtener todos los invariantes cuadraticos del GOY shell model,
estos invariantes solo se diferencian en la potencia a la que esté elevado el nimero de onda k&,
es por eso que los invariantes cuadraticos del shell model son de la forma

o 1 - a; 2
E zigkn Up | (3.19)

Donde i € {1, .., p} siendo p el nimero de invariantes cuadréticos. Para simplificar la notacién,
a partir de ahora escribiremos « en lugar de «.
De manera mas generalizada, sabiendo que el nimero de onda k,, por definicién es k,, = kA"

los invariantes se pueden expresar como
« 1 o - no 2
E(\Y) = §k0 ng_o A"y, | (3.20)

Como E(A\*) es un invariante su derivada temporal debe ser cero, suponiendo ausencia de

fuerzas y viscosidad, v = f = 0, obtenemos

1d 1 d
__E )\Oé :_ka_ )\na . *
st 2%15; Untln
> d
0 ;;; Ungr®
= o € e—1 ¥
= ko % A" ik, (Un+1un+2 — y Un-1ln + %un—fun—l) (3.21)

n=1

(S) oo
€
. a§ : no * ok * . a§ : no * ok *
- ZkO A kﬂununJrlunJrZ - ZkO XA knununflunJrl
n=1

L (e—1
+ikg Y (e X ) N ittt = 0

n=1
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Modificando el indice del primer y tercer sumando

G SN i 5 Y D vkt

n=1
198 N (—Da * ol (6 - 1) (+D)a * * *
= 1k§ Z A kjau;_qujui g + kg Z T)\ G 1U U U
Jj=-1 j=1

= ikS N2k _qu* pu* juf 4+ iGNk ut udul + ik A kuguius

o€~ 3.22
+ kg Z AU=Dag. VW Ui+ zk;(o)‘( 32 ))\2ak2u§ uGuy (3.22)
j=2
S ReY - (6 _ 1) el
+ Zko Z T)\ (G+1) k]+1u]+1u] 1u
j=2
[ee) o0
= ik Z AU-Da joausuy g ug g + kg Z AL JUE Uty
=2 =2

Con la expresion anterior y sabiendo que el término para n = 1 del segundo sumando de (3.21)

es 0 por las condiciones de contorno

- —1
ik Z ()\(n—l)aknl . i)\nakn + (5 N ))\("+1)akn+1) u un 1un+1 0 (3.23)
n=2

Para garantizar que la derivada sea 0, ha de verificarse

-1
)\(n_l)akn—l . E)\nak + (6 )

A"k v AtDag =0 (3.24)

Anteriormente hemos definido los niimeros de onda k,, como k,, = kA", aplicando esta definicién
a (3.24) llegamos a

. _ —1) Lo € (e—1)
)\(n 1)ak, A" 1 E/\nak A" (6 )\(n+1)ak, )\nJrl — ko A" _)\(n Da Z )\ )\(n+1)a
0 AT 0 A TN
0

= ko A" IATIY (1 — X + (e — 1)A™) =
(3.25)

Como koA "A(*=1e ng se anula, concluimos que la derivada temporal de E® se anula si
1—eX*+ (e —1)A** =0 (3.26)
Nuestra incégnita es A*, haciendo el cambio de variable A* = 2, obtenemos

l—ez+(e—1)22=0 (3.27)
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Las soluciones de esta ecuacién son 1y (1/e—1). Por tanto, los dos tinicos invariantes cuadraticos

se pueden representar como E(1) y £ (1/(e — 1)), el primero es

I,
E(1) = ; |ty | (3.28)
Siendo E(1) la energia cinética y de lo que se deduce que a; = 0. El segundo invariante
cuadratico es
1 1 \"
E(l/e—1)= = ol 3.29
e =53 () (3.20)

Donde E(1/e — 1) es la helicidad y ahora obtendremos el valor de ap. Hemos obtenido que

1
A = (3.30)
e—1
Tomando logartimos a ambos lados de la igualdad
log A*? = log ! (3.31)
e—1
Aplicando ahora las propiedades de los logarirmos obtenemos
aslog A\ =logl —log (e — 1) (3.32)
Despejando obtenemos el valor buscado
—1 -1
oy = —logle—1) (3.33)

log A
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3.2.2. Existencia de solucion del GOY model

Para poder demostrar la existencia de solucion del sistema del GOY model primero enun-

ciaremos el principal teorema que vamos a utilizar [7]

Teorema 3.1 (Teorema de Picard en un espacio de Banach) Sea O C B un abierto con-

tenido en un espacio de Banach B y sea F': O — B una funcion que satisface:
1. F(X) asigna O a B

2. F es una funcion continua y localmente Lipschitz, es decir, para todo X € O existe L > 0

y un entorno Ux C O de X tal que

IF(X) - F(X)|lp < L|X = X|[s VX, X € Ux

Entonces para todo Xo € O, existe un tiempo T tal que el sistema

dXx
EZF(X) X|t:0:X0

tiene una tnica solucion local X € C*[(=T,T); O]

Para poder demostrar de manera mas sencilla la existencia de soluciones, utilizaremos el teorema
de Picard y después estudiaremos las soluciones obtenidas, que veremos que forman un sucesién
de Cauchy.

Suponiendo ausencia de fuerzas y proyectando el sistema del GOY model a un sistema finito

de orden N, donde suponemos u; =0 Vj > N se obtiene Py

(

Oyuy = ik, <aunN+1unN+2 + ;ugﬂgﬂ + %unN2uan> * —vkpuy

u™, =0

uy =0 (3.34)
u%—l—l =0

u%+2 =0
Lul (0) = Pyu® = u(0) si 1<n<N

Primero veremos que Py tiene solucién aplicando el Teorema de Picard, para ello definimos

b c *
NN _ - N N N N N N 2 N
F(U ) - an (&un+lun+2 + Xun—lun—&-l + pun—Qun—l - I/knun
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con norma ||u,||p = (3220, |un|2)1/2 y producto escalar (u,v)g => -

*
n=1 u’nvn

Definimos también

0= {un el? con a2 < 4HPNu(0)le}

y el espacio
H= {un €l* con ZkilunF < —i—oo}
n=1

o] 2
n=1 kn

y la norma de H definida como ||u, ||z = (> )1/2

|t |?
Para poder aplicar el Teorema de Picard a la funcién F(u) primero debemos demostrar que
es una funcién Lipschitz, para ello comprobaremos que cada término de la funcién es Lipschitz

N )*

likn (@t o) = kn(av)y o)) (|5

= ||kn(au,]¥+1uf:[+2) - kn(aviv+1vrjz\f+2) + knaunN+1erz\f+2 - knaurjx&—lv’rJL—QHB

< |kN+2|H<aU£zV+1UTJY+2) - (aviv+1vr]y+2) + aunN+1Urjy+2 - aufzvﬂvrij”B
= ’kN+2Ha|HunN+1<ur]27+2 - vrjii-Q) + U£LV+2(U7]:[+1 - Uszv-s-l)HB (3.35)

< |kN+2||a| (||u7]:[+1(u7]:[+2 - Urjz\f+2)||B + ||U7']LV+2(U7’]1\,[+1 - Urjzv-s-l)”B)
< [knyallal ([[un e llulys — vialls + llopallie 1wy — v 1l)

< [kncellalllun llie log llee lun” — o'l

— . b .
||an(xu7]zv—1u7jzv+1> _kn<XU7]1V—1U7]LV+1) |5

b b b b
= "kn(xug—luml) - kn(xvé\[_lvi\f_’_l) + knxug—wé\;l - knxug—lvé\:—lHB
b b b
< ’kN+2’H(XU7]~LV—1U£LV+1) - (Xvév—lvjzv-&-l) + Xufmv—lvjtv—&-l - XUiV—W?]zVHHB
b
= ’kNHHX’HunN—l(UTJL - U7]1V+1) + U7]L\[+1(uq]j—1 - Uiv—l)“B (3.36)

b
< ’kN+2HX’ (Hufy—l(“?]jﬂ - Ur]LVJrl)HB + Hvﬁﬂ(uﬁ_l - 0711\[—1)"3)
b
< ’kN+2HX’ (HuanlHl“”ungl - U7]LV+1HB + H/Ug;lHl‘X’”ugfl - U7]1\[71HB)

b
< kol [l Nl [0 e = 0315
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c
|1k ()\2 n— 2“5 1)*—]{:”(?@5720571)*”3
c c
= ||k ( \2 Up— 2“5 1) = kn (/\QUrJLV QUTJLV 1)+knﬁ“gfzvi\cl _knﬁufzvfﬂr]yleB
c c
< ]kN+2|H(ﬁug,2uflv,l) (/\2 r];[ QUrJLV 1)+ ﬁuﬁlzvr]xl - ﬁur]nyUiVAHB

c
= |kN+2H§|”U7]:C2(unNA - ,Ur]:[fl> + Unﬂ(“fzvq - U572>”B (3.37)

c
< [kl 53] (lunza(unzy = vaZ)lls + lloaZ (s = v05) 18)

C
< [kl AQ\ (lunslli=llun"s = valsllz + o2y e llun”s — v 511 5)
< [bvall33 HIUNHzooHUNszHu — vy |l
lkun — vhksvy s < VIEY ollluy —vylls (3.38)

Para obtener estas desigualdades, se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Hemos
acotado los k, por kyyo ya que por definicién, k, = koA™ con lo que kyio = koAN 12 va a ser
siempre una cota superior de todos los k, porque A" < AV*2 para cualquier n € [1, N] . Con

esto se ha demostrado que cada término es Lipschitz, por tanto podemos concluir
1F(uy) = (o)l = Lllu, — vy lls con L=L(N, [[uy |5, oy [5) = L(N,0)  (3.39)

Y entonces Py tiene solucién hasta un tiempo de existencia Ty en el intervalo [0, 7] , una vez

demostrado que existe solucién, veremos una cota para la parte no viscosa de F(u))) utilizando
la idea de [2]

b *
ik, (aun+1un+2+ )\UT]LV LM )\2 Un_o Uy 1) 5

) (3.40)
b
—Zrk (el + S el + el ) P < e

b
Donde C} = |a+ — 5

del sistema. Tomando el producto escalar de la ecuacién de Py y el conjugado de u)) obtenemos

& . ., . ., . . .
F| A continuacién daremos una estimacion para el tiempo de existencia

1
Ol I = —vlluy I (3.41)
Ya que el otro sumando se anula por como esta definido el shell model. De (3.41) se deduce

1
SOl |3 <0 (3.42)
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Lo que nos indica que la solucion de Py pertenece a B para cualquier tiempo t. Por como hemos

definido el espacio B, sabemos que integrando
lun 15 < lu(@)]Z  VE>0 (3.43)

Con esto queda claro que fijado un m en el intervalo [0, 77, el lim sup, LT lu(s)]% < oo, luego
el intervalo de existencia més grande de nuestro problema es [0,7'), integrando (3.43) en el

intervalo [0, 7] obtenemos

la (T + v / 1 () 2yds < u(O)]% (3.44)

A continuacién vamos a dar un cota uniforme para |[u’ (¢)||3, V¢t € [0,T)]. Haciendo el producto
escalar de la ecuacién (3.77) con k2u’ y utilizando las desigualdades de Cauchy-Schwarz y

Young

1 - b *

Eé’tlluglﬁf +vllkquy 1% = Z”" (aun—l—lu’n-‘,—Z + )\Un ni T 15 )\2 Uy 2“5—1) kg,
n=1

CQ

< Cllug llallwn s 1w 1 < My 1l 1 + —||k2u;vH?{

Multiplicando la desigualdad anterior por dos y agrupando términos obtenemos entonces

02
Ollul 17 + vkau) I3 < 71HunNH§—I”u£1V”2B (3.46)
De donde se tiene 02
Oullul (I3 — > Ly B lun 3 <0 (3.47)

i
(—— [i I ()17 ds)
Multiplicando por el factor integrante e \ ¥ , para algin 0 <ty <t

Cct | 2
_7 fto lluf (s)l1%;ds Nuo —7 ffo lud (s)]1%ds 012 N N
e Olluy 5 — € e gl 17 < 0 (3.48)

La expresion anterior es igual a

1
Ll (5 ds

2
Oy 6( Y )HUQVH% <0 (3.49)
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Integrando ahora entre 5 y t

2 2
(—71 I, IIW(S)IIQBds) - (—71 I ugy(s)u?Bds) N ,
e [un (D)l — € [ (o)l <0 (3.50)

2
1
=L e @)l ds

Sabiendo que €< ) lun (t0) 17 < llup(to) I3 y despejando [luy (t)[1%

2
1
— 1l (9)] P ds

()11 < 6( . ) [y (to) 17 (3.51)

Una vez conseguida una cota para |[ul (¢)||%, previamente hemos demostrado que la norma de
B decae por tanto la norma de H decae también y entonces sabemos que la cota para |Ju? (to)||%
es cuando tg = 0, |[ul (to)||% < ||[u(0)||% v ademas la cota para ||[u® (¢)||% es (3.43), aplicando
estas cotas obtenemos
Ct
N T(t*to)llu(O)HQB )

lun ()7 < e [w(0) Iz (3.52)

Por 1ultimo, sabemos que t — ty < T luego nuestra cota es

Cc? ,
— Tu(0)l5

(D11 < e( g > (0117 (3.53)

Acabamos de demostrar que nuestro problema Py tiene una tnica solucién y ademéas que esta
formada por una sucesion acotada en B y en H. Ahora veamos que esta sucesién es una sucesién

de Cauchy. Para ello tomaremos uY y vM con M > N que sabemos que

b c
N _ . N N N N N N 2 N
atun - an(aun+1un+2 + Xunflun%& + pun72un71> - anun
) c (3.54)
Mo M M M M M M o\ 2 M
atvn - an(avn+lvn+2 + Xvn—lvn-l-l + ﬁvn—ﬂjn—l) - anvn
Ahora veremos su diferencia que denotamos por w, = u)Y — v entonces
uh —oMsin <N
Wy, = (3.55)

—oMsin>N
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Desarrollando los términos anteriores tenemos

( b
N N M M o\« N N M M \x
AUy Uy g — VUpy1Vpyn)” + X(un—lun-H — Uy Upyr)

Drton, = ik 5 (ul pul y — 02 WM ) — k2 — ) sin < N (3.56)

b c
- (a(v,ﬁlvﬁﬂ + X(Ufy—lvﬁl) + o)) +vkio) sin > N

Sabemos que

N N M M _ N N M M N M N M
Up 1 Upy1 = Up1Ups1 = Uy Uy — Up_1Uppq + Up 1 Upg1 — Uy 1VUpy1 =

(3.57)

N N M M [ N M \__ N M
unfl(un+1 - Unﬂ) + Un+1<un71 - Unfl) = Up_Wnt1 + Upy g Wp—1

Haciendo el producto escalar de (3.56) con w, a los términos con n < N y aplicando la expresion

anterior, que se puede usar de manera analoga para lo tres sumandos, se obtiene

. b
at||wnH2B = ‘|an(a(ug+1wn+2wn + U%zwmrlwn) + X(ufzv—lwnﬂwn + Uﬁlwnflwn)*‘ (3.58)
c N )
ﬁ(ufz\[—anflwn + U%lwn%wn)) - VkiwanHQB < Cl(Hknuﬁ[”@‘X’ + Hknvfyufw)”wnHQB
Multiplicando por el factor integrante e o Crlllknus) () leoo +llknvi! (5)llee)ds)  que para facilitar la

)ds)

. _ t .
escritura denotamos por e~ (o €17(5)4) ¢ integrando obtenemos

et~ o CrPd) [y, (1) — el= Jo PO, (0)[| < 0 (3.59)
Despejando y sabiendo que e~ /o @4 ||, (0)1 < [|w, (0)]|% obtenemos lo siguiente
w2 < efs C1nud leoe+lknvi lem)de 1, (012 (3.60)

Por lo tanto, tomando N y M suficientemente grandes, la expresion de la derecha se hace cada
vez un valor tan pequeno como se quiera.
Centrandonos ahora en los términos con n > N, la expresion de la derecha, como solo involucra

términos de la sucesion vM

', sabemos que estd acotada por las cotas realizadas anteriormen-

te, luego haciendo el producto escalar con el conjugado de v de la expresién para n > N
obtenemos

1
SOl = —vlod (361)

1
Entonces éﬁtHwnH% < 0 por lo tanto si integramos esta expresion entre 0 y t

lwnll < 0a (015 (3.62)
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Por lo tanto acabamos de demostrar que la diferencia de nuestras dos sucesiones tomadas a
medida que aumentemos la N y la M es cada vez menor luego se trata de una sucesion de
Cauchy, como estamos en un espacio de Banach, esta sucesién converge a un limite dentro de
ese mismo espacio

limy et =u (3.63)

Asi el limite anterior sera la solucion de nuestro GOY model, por lo tanto u es un vector de
dimension infinita que en cada posicién i contiene la soluciéon del shell nimero i.

Una vez probada la existencia de solucion, vamos a demostrar la unicidad, para ello suponemos
que hay dos soluciones distintas que denotamos por u, y v,. Para esta demostraciéon también

denotamos w, = u, — v, para facilitar la escritura.

. b
0wy, = ik (a(Un41Uns2 — Vpg1Vng2) + X(unflunJrl — Up—1Up41)+
c (3.64)
* 2
ﬁ(unf?“nfl - Unf2vn71>) - an(un - Un)
Sabemos que
Up41Unt+2 — Ung1VUng2 = Upt1Unt2 — Upp1Uni2 + Unt1Ung2 — Unp1Unia = (3 65)

Un+1(un+2 - Un+2) + Un+2(un+1 - Un+1) = Up+1Wn42 + Uny2Wni1

Aplicando esta igualdad para todos los términos no lineales y realizando el producto escalar w,,

se obtiene

atHwnHQB = ||ikn(@(Uns1Wnt2 + VnpoWni1) Wy + ~ (Up—1Wny2 + Vp1Whi1 )Wy +

. A (3.66)

ﬁ(unﬂwnfl + Up—1Wnp—2)Wwn )" — VkiwanHQB < Ci(||knun |~ + ||annH€°°)||wn”2B
Haciendo el mismo procedimiento de multiplicar por el factor integrante e~ Jo CLUlknun(s) oo +[knvn(s)l| oo ds)

y después integrar se obtiene
lw,||% < olo 01(Ilknu,’flleoo+|Iknv£f||zoo)dt||wn(0)H2B (3.67)

Como u y v son ambas soluciones, el dato inicial es el mismo para ambas, es decir, u,(0) = v,(0)
y entonces w,(0) = u,(0) —v,(0) es 0 por lo tanto w,, y v, son iguales. En conclusién, al suponer
que habia dos soluciones distintas hemos llegado a que la diferencia de ambas soluciones es cero

luego las soluciones son idénticas por lo que queda probada asi la unicidad de soluciéon del GOY.



30 CAPITULO 3. SHELL MODELS

3.3. Sabra model

En secciones anteriores hemos visto las ecuaciones del Gledzer model y como obtener las
ecuaciones del GOY shell model a partir de ellas y también hemos demostrado la existencia
de solucion del mismo. En esta seccién nos centraremos en otro shell model muy conocido, el
Sabra model [8]. La principal diferencia entre el GOY y el Sabra se encuentra en el nimero
de conjugaciones complejas que se presentan en los términos que se encuentran multiplicados
por la unidad imaginaria, por tanto en el Sabra shell model las velocidades wu, verifican las

siguientes ecuaciones
. « * 2
Oy, =1 (aknﬂunﬂunw + bkuy Uppq — ckn,lun,gun,l) —vkiu, + fn (3.68)

Donde k,, son los nimeros de onda, v es la viscosidad cinematica y f,, son nimeros complejos
que representa la fuerza externa. Como en el GOY, las condiciones de contorno son u_; = ug = 0
y los coeficientes a,b,c verifican

a+b+c=0

En algunos articulos en los que se analiza el Sabra shell model cabe destacar la manera de
definir los nimeros de onda como una sucesion de Fibonacci k,, = k,_1 + k,—_2, por tanto, el
espaciado shell es el nimero dureo, ya que al tomar dos nimeros de onda consecutivos, k,_1 y

Vh+1
2

onda como en el GOY, es decir , k, = kgA™. Por lo tanto, podemos tomar los coeficientes a = 1,
€ e—1
=——yc= 2 Y asi obtener

k, su division k,, /k,_1 = cuando n — oo. También es posible definir los nimeros de

—1
atun = Z.kn-l-l <u2+1un+2 - ;u;_lun-i—l - ETun—Qun—l> - Vk;iun + f’fl (369>

Esta forma de escribir la ecuacién del Sabra model nos permite ver mejor las similitudes con el
GQY, pero también se puede observar como el nimero de onda que multiplica a la expresién

ahora es k,.1 en lugar de k,.



3.3. SABRA MODEL 31

3.3.1. Invariantes cuadraticos

Centrandonos ahora en los invariantes cuadraticos, vamos a demostrar que, efectivamente,
son los mismos que en el GOY model. Para ello partiremos de las ecuaciones del Sabra en el
caso no viscoso y con ausencia de fuerzas externas, v = f = 0. Como en el GOY los invariantes

son de la forma
o 1 [} - no 2
) = §k0 EO A"y, | (3.70)

*

Un Uy, -
y utilizando que al

Veamos ahora que aplicando la definicién de la energia, £ = 3 7

ser un invariante, su derivada temportal ha de ser cero obtenemos también dos invariantes.

d d &
__E>\o¢ _—k )\na " *
ca P =3 Odtz U

o0

d
= k5 N

n=0

. . - " € e—1
= k»g Z )\”aunzkn_,’_l <un+1un+2 — Xun_lunﬂ — Tun_gun_l) (371)

oo o0
€
- 1.0 no * * 1. no * *
=ik 5 A Yk U Uy Uy o — kG X E D Ny L TAE VAL T

n=1

— zkg‘ 2

E na.
)\ n—i—lu Up—2Up—1 = 0

Repitiendo el procedimiento de modificar los indices de los dos primeros sumatorios y utilizando

las condiciones de contorno se obtiene

oo € o0
* 1.0 no a no * *
kg E AR Un Uy Uy — OX E D Ny LIRS VAL T
oo
_ L (j—2)ay. * «a j—1Da
= 1k§ g A kjauj_oui quj — k; g Al kjui_qul_ou; (3.72)
j==2 j——l
o0
_'OCE (j—2)ay. . * * az: i—1)a
—_— Zko )\ ]_1Uj_2uj_1uj k )\ k U] 1UJ 2“]
7=3 7j=3

Por lo tanto la ecuacién que ha de verificarse es

o0

Zk(o)c Z <_/\(n_2)ak3n—1 + ;A(n—l)akn . €

n=3

)\2 )ak’n_H) u;un_lun_g =0 (373)

Para que la expresion anterior se anule se debe cumplir

(n)ap.

n—2)a € — e—1 ey
A=2ag A< L = i1 =0 (3.74)
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Aplicando la definicion de los nimeros de onda, k, = kg™, obtenemos

e—1
)\(n)ak /\n—i—l
A2 ’ (3.75)
= Aok (T—eX® + (e— 1DA*) =0

/\(n—2)a/\n—1k0 . ;A(n—l)a)\nk,o +

Como sabemos que A(®~2%k, | no se anula, se tiene que cumplir
L—eX+(e—1)A**=0 (3.76)

Haciendo el cambio de variable A* = 2z obtenemos una ecuacién de segundo grado que tiene
por soluciones z; = 1y 25 = (1/e — 1), las mismas que en el GOY, por lo que podemos concluir

que los invariantes cuadraticos son los mismos para ambos modelos.

3.3.2. Existencia de solucion del Sabra model

De manera andloga a la realizada para el GOY, vamos a probar la existencia y unicidad
de solucion para este modelo. En este caso también suponemos ausencia de fuerzas externas es
decir consideramos f,, = 0 para toda n.

Primero, para poder aplicar el Teorema de Picard (3.1) debemos proyectar las ecuaciones del

Sabra en un sistema de orden finito N, que denotaremos por Q)

.

N _ N ¢, N N %, N N N 2, N

O, = i (akn+1(un+l) Up o + kb (uy_y) Uy — kn—lcun—Qun—l) — vk uy,
Uivl - O

ud =0

1 N (3.77)
Uy, =0

“%H =0

uN (0) = Pyu® = u(0) si 1<n<N

\ n

Utilizando los espacios definidos para el GOY

- ~ 1/2
B=1= {un : Z u |* < +oo} con norma ||u,||p = (Z |un|2)
n=1

n=1

y su producto escalar definido como (u,v)p = >~ u,v); y también los espacios

O = {un cli® con |ulp < 4HPNu(O)Hl2}
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Y el espacio

- o 1/2
H= {un €l* con Z:k‘?l|un|2 < +oo} con norma  ||u, ||y = <Z k‘i|un|2>

n=1 n=1
Una vez definido nuestro sistema )y, un céalculo idéntico al GOY nos lleva a concluir que la
parte derecha de la igualdad es una funcién Lipschtiz y por tanto podemos concluir aplicando
el Teorema de Picard que nuestro sistema tiene una solucion para un tiempo T en el intervalo
[0, T7.
Ahora vamos que acotar nuestra sucesion, para ello acotaremos el término no viscoso aplicando

la definicién dada de los numeros de onda k,, = kg A"

I (aknﬂ(ufz\lﬂ)*“gw + knb(up_ ) Uy — knflcufzvfzuanl) I
N

| (akn+1(u1]¥+1>*u1jlv+2 + knb(uflvA)*“iVH - knflcuanzur]yfl) k (3.78)
=1

—~1\2
< (lalX + 8] = [elA™) "l W[l 11

Denotamos a (|a|A + |b] — |¢|]A™!) por Cs. A continuacién daremos una estimacién para el tiem-
po de existencia del sistema, tomando el producto escalar de la ecuacién de Q) y el conjugado

de u® nos lleva a
1
5@”“5”% <0 (3.79)

Lo que nos indica que la solucion de Py pertenece a B para cualquier tiempo t. Por como hemos

definido el espacio O, sabemos que integrando
lun I3 < lu(O)F — VE>0 (3.80)

Con esto obtenemos que el intervalo de existencia més grande de nuestro problema es [0,7), ya
que para cada tiempo de existencia fijado en ese intervalo la norma siempre va a estar acotada.
Para calcular una cota uniforme para |[ul (¢)||%, V¢ € [0,T] podemos utilizar la cota del GOY,
pero en este caso la constante C la cambiamos por Cs

02

2
—T|lu(0)ll

(D11 < e( . ) (Ol (3.81)

Al igual que con el otro shell model, la solucién a nuestro problema )y es unica y ademés

estd formada por una sucesién acotada en B y en H. Ahora veamos que esta sucesion es una

N

sucesion de Cauchy, para ello tomaremos al igual que realizamos en el GOY dos sucesiones u,,
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y v,fl\/l , con M > N que en este caso son

Druy = i(aknﬂ(unNﬂ)*unNﬂ + knb(unN—l)*unN+l — norcun_yun ) — vkpuy

M M M M M Mn_ 1\; 2n]\/7 (3.82)
. * *
at,Un = Z(akn-i-l(vn—i—l) Unt2 + knb(vn—l) Unt1 — kn—lcvn—Qvn—l) - anvn
. . _ N M
Su diferencia w,, = u,’ —v," es

uh —oMsin <N
Wy, = (3.83)
—oMsin>N

Desarrollando los términos anteriores y sabiendo que verifican )y tenemos

ana((unNﬂ)*ugH - (Uﬁl)*U%Q) + knb((uan)*UnNH - (U%ﬁ*vvﬁl)_

N N M M 2/, N M :
n—2UUn_1 — /Un—ZUn—l) - an(“ - ) S S N

8twn =1 knflc(u n n

M \x M M ~\x M M M 2 M _:
- (kn+1a(vn+1) Upt2 + knb(vn—l) Upt1 — kn—lcvn—?”n—l) + anvn sin>N

(3.84)
Sabemos que
(ufz\ll)*unNJrl - (U%1)*Uﬁ1 = (Ufyq)*“flvﬂ - (U%ﬁ*vﬁl + (ufz\ll)*vﬁl_ (3.85)
(unN—l)*Uﬁl = (Uﬁl—l)*(ugﬂ - Uﬁl) + vﬁ/—[i-l(ur]y—l - Urjy—l) = (“rjj—l)*wnﬂ + U%f-lw;;—l
Y también que
ugf2uanl - Unﬂ”%l = Uan2ur]yf1 - U%z”%1 + Uanﬂg{l urlyfﬂ}r]:{l = (3.86)
uizva(ufyfl - U%l) + Uﬁl(“fz\[ﬁ - U%Q) = Up_gWp—1 + Uy Wp—2

Haciendo el producto escalar de (3.84) con w, a los términos con n < N, aplicando las igual-

dades anteriores y después integrando como hemos calculado para el GOY obtenemos
t N M
lw| < o Crllknuz lleo +lknvy le=o)dt |40, (0) 1% (3.87)

Tomando N y M suficientemente grandes, la expresion de la derecha se hace cada vez un valor
tan pequeno como se quiera.

Veamos ahora en los términos con n > N, la expresién de la derecha como solo involucra
términos de la sucesién v sabemos que estd acotada por las cotas realizadas anteriormente,
luego haciendo el producto escalar con el conjugado de v de la expresiéon para n > N y

calculando la integral igual que en el modelo anterior obtenemos

lwalls < 0a (0115 (3.88)
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Entonces la diferencia de nuestras dos sucesiones tomadas a medida que aumentemos la N y la
M es cada vez menor luego se trata de una sucesion de Cauchy, como estamos en un espacio de

Banach, esta sucesion converge a un limite dentro de ese mismo espacio
. N
limy oo, =u (3.89)

Este limite serd la solucion del Sabra model. Una vez probada la existencia de solucién vamos
a demostrar la unicidad, estos calculos son andlogos a los realizados para el GOY. Supongamos

que existen dos soluciones distintas u,, y v, y denotamos w,, = u,, — v,, por lo tanto

Opwy, = i(k:n+1a((un+1)*un+2 - (Un+1)*vn+2) + knb((un—l)*un—l-l - (Un—l)*vn—Irl)_ (3 90)

knflc(unffunfl - Uan'Unfl)) - Vki(un - Un)

Las expresiones (3.85) y (3.86) las podemos aplicar para N y M infinitos, luego aplicando estas

igualdades y realizando el producto escalar con w,, se obtiene

at||wn||23 = [[i(knt1a((Uns1) Wiz + Vnyo(Wni1) )wy, + knb((Un—1) " Wnr2 + vn 1 (Whp1) " )wy+
Fon—16(Up—2Wn—1 + Vp—1Wp—2) W5, — Vkiwnw;i“% < Co([[knunlle= + ”knvan"o)HwnH%
(3.91)
Multiplicando por el factor integrante e~ Jo Callknun(®)llece+lknvn(s)lleods) v Jespués integrando se

obtiene

HwnH2B < efé 01(Ilknﬁlleoo+|Iknv24||eoo)dtHwn(o)H‘A}‘g (3.92)

Como u y v son ambas soluciones el dato inicial es el mismo para ambas y w,(0) = u,,(0) —v,(0)
es 0, por lo tanto u, y v, son iguales y entonces la norma de w, al cuadrado es cero, por lo

tanto u, = v, y hemos demostrado que la solucién del Sabra es tnica.






Capitulo 4
Simulaciones numeéricas

En este capitulo realizaremos una serie de simulaciones numéricas con el programa MATLAB,
en el capitulo anterior demostramos la existencia de solucién del GOY y del Sabra, ahora vamos
a verificar nimericamente que las soluciones de estos dos shell models cumplen la teoria K41 y
por tanto modelan la turbulencia.

Primero nos centraremos en el GOY model, recordamos que las ecuaciones de este shell moden

son

b c
2

Oy, = ik, (aunﬂunﬁ + Xun,lunﬂ + )\—ungunl) — vku, + fn (4.1)

Para poder realizar estas simulaciones debemos truncar este sistema de ecuaciones hasta un
orden N ya que de lo contario no seria posible realizar el calculo porque estariamos ante un
sistema de infinitas ecuaciones. Estas EDOs dependen de ciertos parametros, para estas simu-
laciones hemos utilizado valores muy habituales en el estudio de estos dos shell models [8]

v = 0,00002

ko = 0,0002
A=2
a=1
b=-0,5
c=—0,5

A continuacién se muestra el cédigo utilizado para resolver el GOY model, para ello utilizamos
la funcion ODE 45, esta funcion utiliza los métodos ntimericos de Runge-Kutta de cuarto y
quinto orden, unos métodos iterativos muy eficaces para la resolucion de ecuaciones diferencia-
les ordinarias en un intervalo de tiempo determinado.

Hemos tomado un tiempo de 50 unidades y hemos considerado que las fuerzas solo se aplican

a los shells nimero 1 y 2.

37
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function du = goy_model(t, u)
N=26;
nu = 0.00002;
kO = 0.0002;

a = 1;

b = -0.5;

c = -0.5;
lambda = 2;

du = zeros (N, 1);

f=zeros(N,1);

u(1)=0; /Ju(l) es el u0 del shell model
du(1)=0;

du(2)=0.001;

du(3)=0.001;

u(N+1)=0;
u(N+2)=0;
for n=4:N

du(n)= 1i*kO0*(lambda”(n))*conj (a*xu(n+1)*xu(n+2)+...
(b/lambda)*u(n-1)*u(n+1)+...
(c/lambda”(2))*u(n-2)*u(n-1))-nux((k0~2) *(lambda " (2*n)) ) *
u(n)+f(n);
end

end

Este cédigo nos proporciona una funcién que modela las ecuaciones del sistema Py, que recor-
demos era el sistema GOY pero truncado hasta un cierto shell para asi tener un sistema finito,
en este estudio hemos tomado un sistema de tamano 26. A continuacién hemos aplicado el
ODE45 a esta funciéon tomando como condiciones iniciales las dadas en Py. El shell 0, nuestro
u0(1) en el programa, ha der ser 0 para verificar la condicion u’ = 0 y también para que se
verifique ul; = u),, = 0 hemos tomado u0(N+1)=u0(N+2), para el resto de valores hemos
considerado un valor de ncos(n) para asi obtener un nimero no muy grande para que el método
nimerico converja.

Una vez realizado este calculo para poder comprobar que este sistema modela la turbulencia
veremos si se verifica la ley del espectro de Kolmogorov, es decir, que el espectro de energia
de la solucién cumpla la cascada de energia y decaiga con una pendiente de aproximadamente
-5/3. Para representar el espetro hemos tomado el logaritmo del médulo al cuadrado de las
velocidades y veremos como varia en funcién del niimero de shell. Representar el logaritmo nos

facilita la observacion de esta disminucién de energia y nos ayuda a resaltar picos o regiones




con mayor energia, que con una representacion lineal no serian tan evidentes.

dida que avanza el nimero de shell.
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A continuacién mostramos la grafica obtenida, podemos observar como la energia decae a me-

10
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Figura 4.1: Espectro de energia GOY con fuerza 0.001

Para representar esta grafica hemos considerado una fuerza externa de valor 0.001, para ver

cuanto influye la fuerza en nuestro modelo vamos a tomar ahora una fuerza de 0.01.

Espectro de energia del GOY shell model

Espectro de energia
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Figura 4.2: Espectro de energia GOY con fuerza 0.01

Mimero de shell n
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Se puede apreciar como al cambiar la fuerza nuestra grafica es distinta, bien es cierto que
la energia sigue decayendo y verifica la cascada de energia, pero esta gréafica presenta muchos
picos, que nos hace ver como la energia tiene subidas y bajadas que no deberia tener.

Ahora analizaremos el Sabra shell model, este modelo tiene como ecuaciones
4 . . 2
Oﬂhl=:z(akn+1un+1un+2%—bknun_lun+1——ckn_lun_gun_l) —vkiu, + fn (4.2)

El codigo utilizado en este caso es practicamente idéntico al cédigo del GOY,, la tinica diferencia
se encuentra en la expresion de las derivadas, que es lo que principalmente diferencia a un modelo

del otro.

function du = sabra_model(t, u)
N=24;
nu = 0.00002;
k0 = 0.0002;

a = 1;

b = -0.5;

c = -0.5;
lambda = 2;

du = zeros(N, 1);

f=zeros(N,1);

u(1)=0;

du(1)=0;

du(2)=0.001;

du(3)=0.001;

u(N+1)=0;

u(N+2)=0;

for n=4:N

du(n)=1i*x(kO*x(lambda”(n+1))*a*xconj(u(n+1))*xu(n+2)+...
b*kO*(lambda”(n))*conj(u(n-1))*u(n+l1)-...
c*xkO*(lambda"(n-1))*u(n-2)*u(n-1))-nu*x((k0~2) *(lambda” (2%

n)))*u(n)+f(n);
end

end
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Al igual que en el modelo anterior, para poder comprobar que en este caso también se modela
la turbulencia vamos a ver como se comporta el espectro de energia en este shell model, para
ello vamos representar el logaritmo del médulo al cuadrado de las velocidades que se obtienen
al utilizar el ODE 45 junto al cédigo anterior.

En el estudio del GOY definimos unas condiciones iniciales que usaremos también para este
modelo ya que el sistema finito @)y, el Sabra truncado, tiene las mismas condiciones que el
sistema finito del GOY y como ya mencionamos para el otro modelo, el cédigo que utilizamos

en MATLAB es una representacién de esos sistemas truncados definidos en el capitulo anterior.

Al realizar estos calculos hemos obtenidos la siguiente grafica

Espectro de energia del Sabra shell model
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2345678 91011121314151617181920212223 24
Numero de shell n

Figura 4.3: Espectro de energia Sabra con fuerza 0.001

En esta grafica podemos apreciar como el espectro de energia también decae a medida que
avanza el nimero de shell. Para este caso hemos tomado que la fuerza que se aplica tiene un

valor de 0.001. Por buscar una diferencia con la grafica obtenida para el GOY esta tiene picos
mas suaves.

Ahora vamos a realizar el mismo calculo pero en lugar de tomar una fuerza de 0.001, tomare-
mos una fuerza de 0.01, aunque parezca un cambio pequeno la grafica obtenida ahora es més
irregular en cuanto a subidas y bajadas. Es cierto que el espectro de energia sigue cumpliendo

la teoria K41 y decae a medida que avanzamos en el nimero de shell, vemos a continuacién la
grafica obtenida para esta nueva fuerza.
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Espectro de energia del Sabra shell model

T

Espectro de energia
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Figura 4.4: Espectro de energia Sabra con fuerza 0.01

Como habiamos mencionado esta grafica tiene mas cambios en cuanto a subidas y bajadas del
espectro. Por esto, aunque podemos ver que la energia decae, esta en ciertos puntos vuelve a
subir lo que resulta extrano.

Podemos concluir que ambos métodos funcionan correctamente y modelan este fenémeno tan
complicado como es la turbulencia. Pero hay que tener especial cuidado a la hora de decidir los
valores introducidos, para casi todos los pardmetros como por ejemplos los valores de la visco-
sidad y del espaciado de los shells hemos utilizado valores que estan contrastados en diversos
estudios que son eficaces para la turbulencia en tres dimensiones pero hemos podido observar
como por ejemplo variando la fuerza, el espectro de energia tiene subidas y bajadas cuando por
la teoria K41 deberia siempre ir descendiendo y no tener momentos de subida, es por eso que,
aunque los shell models son una herramienta muy 1til hay que tener bastante precaucion a la

hora de definir los parametros y valores iniciales utilizados en cada modelo.
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