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1 Introducciéon

Los primeros resultados acerca de lo que hoy en dia conocemos como Teorema de
Sharkovsky datan de los anos cincuenta y fueron escritos por W.A. Coppel en su
articulo The solutions of equation by iteration [1].

Posteriormente, Sharkovsky demostré su resultado y lo publicé en los anos sesenta,
incluyendo todos los resultados de W.A. Coppel y daba a entender que no conocia
su trabajo.

En 1975 se publica un articulo muy famoso, Period three implies chaos, de T.-L. Li
vy J.A. Yorke, el cual incluye el resultado de que la presencia de un punto periédico
de periodo 3 implica la presencia de puntos periddicos de todos los periodos.

Algin tiempo después Yorke asistié a una conferencia en Berlin Este y en un momento
dado se le acerco Sharkovsky, también presente. A pesar de la dificultad para
comunicarse puesto que no tenian ninguna lengua en comun, con cierta ayuda,
Sharkovsky logra transmitirle que él habia probado los resultados acerca de puntos
periodicos en intervalos cerrados mas de 10 anos antes. Ademas, los resultados de
Sharkovsky eran todavia mas amplios, ya que introdujo el orden que lleva su nombre
en los niimeros naturales, en el cual 3 es el primer ntimero, asi como que la presencia
de un periodo m en una funcién continua f implica la presencia de periodo [ en f

para cualquier [ mayor que m en dicho orden.

El incidente entre estos dos matematicos llevo a Sharkovsky al reconocimiento global
por su trabajo, y condujo igualmente a la aparicion de multiples trabajos posteriores
con el objetivo de simplificar la prueba.

Nos concentraremos en una de las pruebas dadas recientemente, dada en The Sharkouvsky
Theorem: Natural Direct Proof |6]. Otras pruebas modernas pueden verse en 3], [4],

5]y [7]



Resumen

El teorema de Sharkovsky es un resultado sobre sistemas dindmicos discretos. Establece
la existencia de un orden en el conjunto de los ntimeros naturales tal que, dada
cualquier funcién de un intervalo en si mismo, el hecho de que haya un punto de
cierto periodo garantiza la existencia de puntos de periodo igual a cualquier nimero
mayor que el anterior (respecto a dicho orden). Ademés, nos garantiza el reciproco,
es decir, dado un nimero n existe una funcién con un punto de periodo n y, por

tanto, de los siguientes periodos que aparecen en el orden.

En este trabajo se tratara principalmente de introducir las herramientas necesarias
para una prueba directa de dicho resultado.

Palabras clave: Sistema dindmico discreto, punto periddico, ciclo, 2-intervalo, sucesion
de Stefan, Teorema de Sharkovsky.

Abstract

The Sharkovsky Theorem is a result about discrete dynamical systems. It provides
an ordering of N under which any function of a interval into itself with a point of any
period has periodic points of any bigger periods (according to the order). Moreover,
it guarantees that the converse also holds: given any n € N there is a function having
a point with period n and, consequently, points with the following period given by
the order.

In this work we will introduce the tools to prove the theorem.

Keywords: discrete dynamical system, periodic point, cycle, (2-interval, Stefan sequence,
Sharkovsky Theorem.



2 Nociones y Resultados principales

Definicién Se denomina orden de Sharkovsky al siguiente orden sobre N,

3<5=<T7T<..
<23<25<27< ..
<223<225 <227 < ..

=2 <2222<1

El orden de Sharkovsky define un orden total sobre N pero no es buen orden, es
decir, no todo subconjunto propio tiene minimo. Por otra parte, tiene la siguiente

propiedad:

[ <r<=20=<2r

Sharkovsky demostré que este orden describe qué ntimeros pueden ser periodos de

una funcion continua en un intervalo.

Lo que hoy en dia conocemos como Teorema de Sharkovsky es la unién de dos
resultados més pequenos: el Teorema Forcing de Sharkovsky y el Teorema de Realizacion
de Sharkovsky:.

Teorema Forcing de Sharkovsky: Si m es un periodo de f y m < [, entonces [
también es un periodo de f.

Definicion Se dice que un conjunto 7' C N es una cola del orden de Sharkovsky si,
para cualesquiera s ¢ T'y t € T, se cumple que s < t.

Teorema de Realizacion de Sharkovsky: Toda cola del orden de Sharkovsky es

un conjunto de periodos para alguna funcién continua de un intervalo en si mismo.



3 Intervalos, ciclos y cubrimiento

Notacion 1 A lo largo de este trabajo, I,J C R serdn intervalos y f serd una
funcion continua de un intervalo en si mismo.
Para cualquier funcion continua f, dado x un elemento sobre el que estd definido f,

definiremos f"(x) inductivamente para n € NU {0}, es decir,
) =z y [ (z) = f(f"(x).

Definicion 1 Supongamos que f : & — Z. Un punto p € & se dice punto
periddico si existe un entero positivo n tal que f"(p) = p.

Se dice que un elemento p € F es periddico de periodo n si f"(p) = p y se satisface
que p # f*(p) para todo 1 < k < n.

Si f tiene un punto periddico de periodo m, entonces diremos que m es un periodo

de f.

Observacion 1 A los puntos periddicos de periodo 1, se les denomina puntos fijos
de la funcion.

Definicion 2 A la sucesion x, f(x), f2(z), f3(z), ... se le denomina f-6rbita de x, o
simplemente drbita de x.

Observacion 2 Si un término se repite en la sucesion (f"(z)), entonces estamos

ante un punto periodico.

Definicion 3 Decimos que un intervalo I cubre a un intervalo J si existe una funcion
continua f : F — F tal que J C f(I). Se denota como I =Ny (0, mds generalmente
I—J).

Lema 1 Sea I = [ay,as]. Si[a1,as] ER [a1, as], entonces [ tiene un punto fijo.

Demostracion. Sean by, by € [a1,as] donde f(b1) = a1 y f(b2) = as. Sea g(z) :=
f(z) — x que es continua. Entonces
g(b1) = f(b1) = b1 <0y g(bz) = f(b2) — by > 0.

Por lo tanto, por el Teorema del valor intermedio, concluimos que existe x € [by, by
tal que g(x) = f(z) — z = 0, es decir, f tiene un punto fijo. [ |



Definicion 4 Sean Jy, Ji, ..., J,_1 intervalos. Se denomina bucle o n-bucle a la
cadena de aplicaciones Jy i> Ji i> i> Jn-1 i> Jo.

Definicion 5 Sea Jj i> Ji i> i> Jn-1 i> Jo un bucle. Decimos que un punto

x € Jy sigue el bucle si f'(x) € J; para todo 0 <i<ny f"(z) =z.

Lema 2 Sean I, J intervalos cerrados y acotados con [ Iy 7. Entonces ewiste un
intervalo cerrado y acotado K C I tal que f(K) = J.

Demostracion. Como J es cerrado y acotado tiene la forma J = [a,b], donde
a,b € R. Ademés, como J C f(I), existen p,q € I con a = f(p) y b = f(q), luego
J =1[f(p), f(q)]. A continuacion estudiaremos los tres casos posibles:

e Caso p =q. Como J = {f(p)} es cerrado y acotado, basta tomar K = {p},
que es obviamente cerrado y acotado.

e (Caso p < q. Consideramos el conjunto

f7Hfp) N ip gl

Se tiene que f(p) es cerrado: consiste en un tnico punto. Por otra parte,
f~Y(f(p)) es también cerrado por ser f continua. Luego f~'(f(p)) N [p,q] es
igualmente cerrado por ser interseccion de cerrados, y acotado por ser interseccion
de un conjunto con un intervalo acotado.

Por consiguiente, existe

ri=max(f~(f(p) N [p,q)),

es decir, r es el "ultimo" punto de [p, ¢] en el que f(r) = f(p).
Sea ahora s el "primer" punto después de r donde f(s) = f(q), es decir,

s =min(f~'(f(q)) N [r,q])

cuya existencia se puede probar como antes. Por tanto, queda definido el
intervalo cerrado y acotado [r, s].

La funciéon f, al ser continua, envia conexos en conexos, es decir, intervalos en
intervalos, con ello f([r, s]) es un intervalo que contiene a f(r)y f(s). Por ello,

contiene al intervalo



es decir, J C f([r, s]).

Ahora veamos que f([r,s]) C J.
Supongamos que existe ¢ € [r, s] tal que d := f(c) € J. Tenemos dos posibilidades:
o bien f(c) < f(r) ¢ bien f(c) > f(s). Veamos que la primera posibilidad no
puede darse.

— Si f(e) < f(r), entonces f(r) € (f(c), f(s)). Ahora, teniendo en cuenta
que ¢ € [r,s] y que f es continua, por el Teorema del valor intermedio,
sabemos que existe b € [c, s] tal que f(b) = f(r) = f(p). Con esto

be (f1(f(p)Np,d
y
b>r:=max(f~'(f(p)) N [p,4ql),

lo cual es absurdo.

— La otra posibilidad es que f(c) > f(s), con lo cual f(s) € [f(r), f(c)] ¥,
argumentamos de manera similar a lo anterior. Teniendo en cuenta que f
es continua, que ¢ € [r,s|, y por el Teorema del valor intermedio, existe
a € [r,c] tal que f(a) = f(s) = f(q). Deducimos que

ac (f~(flg)NIrd
y
a < s=min(f"'(f(q) N[r,q])),

lo cual es absurdo.
Concluimos que f([r,s]) = J.
e (Caso p > q. Analogo al caso p < q.

Tomando K = [r, s], tenemos que f(K) = J. [

Notacion 2 En la situacion I 2> J, escribiremos I — J cuando f(I) = J.
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Lema 3 Si Jy, J1, ..., J,_1 son intervalos cerrados y acotados, y Jy ER Ji ENEERN

Jn_1 ER Jo es un bucle, entonces existe un punto de x que sigue el bucle.

Demostracion. Utilizando Lema 2 de manera inductiva para 0 < ¢ < n, existe
K; C J; tal que

K0>—>K1>—>K2>—>...>—> n_1>—>J0.

Por tanto, todo = € K satisface que f'(z) € K; C J; para 0 < i <ny f"(z) € J.
Como Ky C Jy = f"(Ky), sabemos por Lema 1 que f" tiene un punto fijo x.
Claramente, tal x sigue el bucle. |

Definicién 6 Decimos que un bucle J, i) J1 i> i> Jn-1 i> Jo es elemental si

todo punto que sigue el bucle tiene periodo n.
Proposicion 1 Para todo bucle elemental existe un punto periodico de periodo n.

Observacion 3 Ndtese que, en principio, podria ser que el conjunto de puntos
que siguen el bucle fuera vacio (y con ello todos tendrian periodo n). Nos dice la
proposicion que tal conjunto es no vacio.

Lema 4 Sea J, ER Ji ENSIER Jn_1 ER Jo un bucle. Supongamos que ningin extremo

de Jy sigue el bucle y que el interior de Jy es disjunto con los intervalos Ji, ..., J,_1,
es decir, int(Jo) \UI—, Ji = 0. Entonces el bucle es elemental.

Demostracion. Supongamos que = € Jy sigue el bucle. Entonces x no es un
extremo de Jy, con lo que z € Int(Jy). Por otra parte, si 0 < i < n, entonces
fi(x) ¢ int(Jy) porque esté en J;, y int(Jy) () J; = 0. Deducimos asi que, si 0 < i < n,
entonces f'(x) # x. Por lo tanto x tiene periodo n. |

Notacion 3 Supongamos que f estd definida en .#. Dado v € &, denotamos la
orbita o ciclo de x como Q(z) = {f™(x) :n=0,1,2,...}. Por otra parte, Q2 serd el
conjunto de todos los Q(x), es decir, Q = {Q(x) : z € I},

Definicion 7 Dado un ciclo finito Q(z), si card(Q(x)) = m entonces decimos que

Q(x) es un m-ciclo.
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Definicion 8 Sea I un intervalo cerrado y acotado contenido en & y sea x € F.
Supongamos que existen n, m € N tales que I = [f™(x), f™(x)]. Entonces diremos
que I es un Q(z)-intervalo (de f).

Por otra parte, decimos que un intervalo I es un Q-intervalo si exviste v € .Z tal que

I es un Q(x)-intervalo.

Aclaracion: De ahora en adelante, los intervalos considerados seran 2-intervalos.

4 Ejemplo: periodo 3

Ahora vamos a introducir el ejemplo méas famoso del Teorema de Sharkovsky: periodo

3 implica todos los periodos.

Ejemplo 1 Sea I = [z1,x5] un intervalo. Consideramos un 3-ciclo tal que f(xo) =
x1, f(x1) = 2o y f(x2) = xo donde xg € I con xy # x1 y Ty # 3. Obviamente
1 < xy < Ty y denominamos Iy = [x1,xo] y Iy = [xo, 22]. Observamos que xg, 1 y
o tienen periodo 3.

T To i)

Tenemos que

Q(z0) = {wo, z1, 22} = T N Qo) = f(I N Qx0))

Yy, por tanto,

I = [z1,29) = [f(z0), f(z1)] = [f(z0), f*(x0)]

12



es un Q(xo)-intervalo.

Del mismo modo,

I = [zo, 22) = [f(x2), f(x1)] = [f*(20), [*(20)]

Iy = [w1, 3] = [f(w0), f(x2)] = [f(w0), [ (w0)]

son Q(x)-intervalos.

Sabemos que, como xy, x1 € Iy, entonces f(xo), f(x1) € f(I1). Ademds, como
la imagen de un intervalo por una aplicacion continua es un intervalo, f(I;) es un
intervalo, de donde deducimos que [f(xo), f(z1)] C f(I1), es decir, I C f(I). Por
tanto, como I, Iy C I, tenemos que Iy C f(Iy) y I, C f(I1), es decir,

Ilgll y11i>[2

Argumentando del mismo modo, xg, 1 € Is, [f(z0), f(z2)] = 1 C f(I3) y por

consiguiente

L1,

Ahora veamos que cualquier nimero natural es periodo de f.

Como I EN Iy, por Lema 1, I, contiene un punto fijo de f, es decir, f tiene un
punto de periodo 1.

Dado el bucle

LLnd

sabemos, por Lema 3, que existe v € I, que sigue el bucle y, por estd razon, f?(x) = x,
es decir, tal punto tiene que tener periodo menor o igual que 2. Como los extremos
Xo,x1 tiemen periodo 3 no siguen el bucle. Ahora, como los extremos no siguen el
bucle y como int(Iy) (1o = 0, por Lema 4, el bucle es elemental, con lo que todo
elemento que lo sigue tiene exactamente periodo 2.

En otras palabras: hemos deducido que 1,2 y 3 son periodos de f.

A continuacion construimos un bucle, a partir del cual deduciremos que todo | € N,
[ > 3, es periodo de f. Consideremos el bucle donde hay | — 1 copias de I;:

13



LLtnt . Lot
I-1 copias de I

que es elemental para | > 3: existe un punto que sigue el bucle por Lema 3 y, como
hay | flechas, dicho punto tiene periodo menor o igual que [.

Veamos ahora que los extremos no siguen el bucle. En primer lugar, si | no es
multiplo de 3, los extremos mo siguen el bucle porque tienen periodo 3. Por otra
parte, st l es miltiplo de 3, observamos que los extremos de Iy, xo y xo, no tienen
tres iteraciones consecutivas en Iy, dado que f?(x¢) = 1o y f3(x2) = m3. Por tanto,
los extremos no siguen el bucle.

Ahora, como int(I;)( Iz = 0, por Lema 4, el bucle es elemental. Finalmente,

concluimos que f tiene un punto periddico de periodo | para todo | > 3.

De esta manera hemos visto un caso especial del Teorema de Sharkovsky: La presencia
de periodo 3 implica que existe punto periodico de pertodo n para todo n € N.
Compdrese con el articulo de Li y Yorke [2].

5 Las sucesiones de Stefan

Notacion 4 A partir de ahora, consideramos un escenario fijo donde, en particular,

Q(x) serd un m-ciclo para un cierto m > 2 prefijado.

Dado x, denotamos por T'(x) al conjunto
T(w) = {s € Qx) : f(s) > s},
y consideramos:
p(z) :=maxT(x).

En general, escribiremos T y p en lugar de T'(z) y p(x), una vez que consideremos

x fijo.
Si denotamos por Y (x) al conjunto

V(x) :={seQx):s>p},

14



vemos que Y (x) es no vacio, ya que f(p) € Q' (x) (f(p) > p por definicion). Ademds,
como Q(x) tiene un nudmero finito de elementos, concluimos que ' (x) es finito y,
ast, existe

q := min ().

FEs decir, p es el punto 'mds a la derecha’ de Q(x) para el cual f(p) > p y q es el

punto inmediatamente a la derecha de p en Q(x).

Definimos el centro de (x) por

c:=(p+q)/2

(ndtese que ¢ ¢ Q(x)).

Para cada s € Q(x), denotamos por Qg a la interseccion de Q(z) y el intervalo
cerrado y acotado con extremos s y c. Asi, si s < p,

Qs =Qz) N [s,c] = Qz) N [s,p]

porque en (p,c] no hay puntos de Q(x). Del mismo modo si s > p,
Qs =Q(z) N e, s] = Qx) N (p, s

porque en (p,c) no hay puntos de Q(x).

Nota 1 Es evidente que Qs C [c,s] 0 Qs C [s,c].

Definicion 9 Decimos que un punto s € Q(x) cambia de lado si c estd entre s y
f(s).

En particular, el punto p cambia de lado: sabemos por definiciéon que p < ¢y que
g > c¢. Ademas, sabemos (porque f(p) € '(z)) que f(p) > ¢q lo que implica que
f(p) > c. Por tanto, p < ¢y f(p) > ¢, es decir, p cambia de lado.

Veamos que el punto ¢ también cambia de lado. Probémoslo por reduccién al
absurdo. Supongamos que no cambia de lado, entonces f(q) esta en [c, 00| es decir

f(q) > c. Distingamos dos casos y veamos que no pueden ocurrir.

15



e Si f(q) pertenece a [g, 0] entonces f(q) > ¢, pero no puede ser porque ¢ > p 'y
entrarfa en contradiccion con la definicion de p.

e Si f(q) pertenece a [c,q| de nuevo esto no puede ocurrir porque f(q) esta en
Q(x) y f(q) < q, lo que entraria en contradiccion con la definicion de q.

Por tanto, f(q) < ¢ en cualquier caso y esto implica que ¢ cambia de lado.

Definicion 10 Una sucesion (finita) de puntos xg, x1, ..., x, de Q(z) se denomina
sucesion de Stefan si:

S1 {%,xl} = {p, CI}-

S2 Las subsucesiones (x9;) y (T2j11) son estrictamente mondtonas y se alejan de c.

Ademds, una de ellas estd contenida en (—oo,c) y la otra en (c,00).
S3 i1 <j <n-—1, entonces x; cambia de lado y xj41 € Qf(xj).
S4 z,, no cambia de lado.

Por la condicién S3, tenemos que, para j < n, ¢ < flz;) siz; <cye> f(z)
si z; > ¢. Ademds, por definicion tenemos que ;41 € Qf(a;) (también el caso j = 0
por definiciéon de p y q) y, con ello, ¢ < ;11 < f(z;) siz; <cyc >z > f(x)) si
x> c.
Por otra parte, se deduce inmediatamente de S2 que los puntos xg, 1, ..., T, son
distintos dos a dos.

Notaciéon 5 Dada una sucesion de Stefan, xg,x1,...,T,, los elementos que estin a
la izquierda de ¢ serdn los de indice par, y los que estan a la derecha serdn los de
indice tmpar. FEsto simplemente serd un recurso para simplificar las demostraciones

posteriores dado que el caso inverso es andlogo.

Dada la sucesion de Stefan zo, x1, Ts, ..., T, definimos los Q(x)-intervalos Iy, I, ..., I,_1
de la manera siguiente: para 1 < j < n, definimos el intervalo /; como

I; es el intervalo mds pequeno que contiene a xo, 1 Y T;,

mientras que [y se define como

16



Iy es el Q(x)-intervalo cuyos extremos son x, y T, _o.

Deducimos de S2 que, como x, Y T,_o pertenecen al mismo lado y son los puntos
mas alejados de ¢ por ese lado, dado j, los intervalos I; son de la forma [zg, ;] o
[2;,21] y, entonces, int(I)) NL; =0sil<j<n.

Ejemplo 2 Observamos que el ejemplo de periodo 3 introducido tambien tiene una
sucesion de gtefcm, pero parece conveniente introducir uno un poco mas sofisticado.

Por tanto, para ver un ejemplo de una sucesion de Stefan, consideramos el T-ciclo

siguiente:

Tg T4 To To 1 x3 Ty
| | | | | | |
| | | | | | |
L] L]

[0 Il
J
Iy
l
Iy
l
Iy

I5

Obviamente Q(xq) es un 7-ciclo. Veamos que xg, x1, T2, T3, T4, T5, Te €S UNA SUCESION

de gtefan.

1. Vemos que, por definicion de p, el punto mds a la derecha que cumple que
f(z) > x es xyg. Por tanto, xy = p y x1 = q, el punto inmediatamente a la
derecha que pertenece a 2(xq). Por consiguiente, {xo,z1} = {p,q}, es decir, se
satisface S1.

17



2. Observamos que los xq; se alejan de ¢ y estdn contenidos en (—oo, c). Ademds,
ocurre lo mismo con los x9j+1 que estdn contenidos en (c,00). Por consiguiente,
se satisface S2.

3. Dado 1 < j <5 se cumple que x; cambia de lado. Ademds, como f(x;) = x4

se satisface que xjy1 € (y ). Por tanto, se cumple S3.
4. Finalmente, como xg no cambia de lado se cumple 54.

Ademds de ver que es una sucesion de Stefan, se observa que los intervalos I; se han
obtenido como hemos indicado anteriormente.

Lema 5 Si I es como lo hemos definido antes, para todo j # 0 tenemos que g, C
f(1;); ademds Qo) C f(1;) sij es impar y Qi) C f(I;) sij es par.

Demostracion. Como I; es un intervalo y f es continua, sabemos que f(/;) es un
intervalo.

Como z; € I; por definicién, sabemos que f(z;) € f(;). Ahora distingamos dos
casos:

e Sij es par, x; < g, y entonces I; = [xj,z1] y f(z;), f(z1) € f(I;). Utilizando
S3, #; cambia de lado. Por tanto f(z1) < ¢. Del mismo modo, por S3, x;
cambia de lado, de donde deducimos que f(z;) > c. Con ello, podemos ver que

()
[f(x1), f(z;)] C f(I;). Finalmente, como f(x1) < ¢ tenemos que

(e, f(z5)] C [f(z1), f(x5)] C f(L),

de donde se puede concluir (véase Nota 1) que Q) C f(I;).

Del mismo modo, como f(x;) > ¢, tenemos que

[f(x1),¢] C [f(x1), fz;)] € f(I;)
y, por tanto, Q) C f(1;).

e Sijesimpar, x; > xy,y asi [; = [z, z;] y f(2z0), f(x;) € f(I;). Como xy = pse
tiene que f(zo) cambia de lado. Asi f(z¢) > c. Ademas, por S3 f(z;) cambia de
lado, por lo cual f(z;) < c. Por tanto podemos ver que [f(x;), f(zo)] C f(I;).
Para concluir, como f(x¢) > ¢ (porque f(p) > q), tenemos que,

18



[ (5), e € [f (), fwo)] € f(U),

de donde deduce que Q) C f(I;).
Argumentando del mismo modo, como f(z;) < ¢, tenemos que

(e, f(wo)] C [f(x5), f(zo)] C f(I)
y. por tanto, Qs C f(1;).
|

Proposicién 2 Si tomamos I; como lo hemos definido antes, tenemos las siguientes

relaciones:
1. I; ENy S para todo j con j € {0,1,2....n — 1}.
o nhn. L5,
3. Iy L Iy I s, ..

Demostracion. (1) Probaremos que [; ER I, para j =0,...,n — 1, que se simplifica
en demostrar que f(I;) contiene a xy y .
Como I; es un intervalo y f es continua, sabemos que f(I;) es un intervalo.

e Si j =1, como los extremos zy y x; de I; coinciden con p y ¢ por Sl, tenemos
que, estan en lados opuestos de ¢. Ademés, por S3 y porque zo = p (hemos
visto que p cambia de lado anteriormente) ambos cambian de lado. Como zg y

r1 € I; entonces

f(@o) y fa1) € f(1).

Por S3 sabemos que 5 € Qg2 ¥y que 21 € Qy(yy). Por Lema 5,

Qf@) C (1) Y Qo) C f(N),

con lo que

xo € f(I1) y x1 € f(Ih).
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Con ello, como xy > x5 por S2,
[x0, 71] C [z2,71] C f(I1),

es decir, Iy C f([1).

Sij=2,..,n—1, podemos suponer que j es impar sin pérdida de generalidad,
dado que que si j es par la demostracion es analoga. Ahora, argumentado del
mismo modo que en el caso 5 = 1, por S3 y porque p cambia de lado, los
extremos de I; (o y ;) estan en lados opuestos con respecto a ¢ y ambos

cambian de lado. Como z; y x¢ € I; entonces

fx5) y flwo) € f(1 ),

Utilizando S3 sabemos que i1 € f(,) y por definicion de p y q que x; €
Qf(zy). Por Lema 5,

Qp(ay € FUL3) Y Qo) C FL).
Por consiguiente, como [; es un intervalo también lo es f(I;) y
()41, 1] C f(I)).

Finalmente, por §2,

Zo, X1 € [$j+1,901]

y concluimos que
Zo, T € f([]>7
y asi Il C f(I])
Si j = 0, los extremos de Iy estan en el mismo lado y por S4 solo uno de los

extremos cambia de lado. En cualquier caso f(ly) contiene puntos de 2(x) en
ambos lados de ¢ (en particular f(x,)y f(zn_2)).
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Podemos suponer que n es par para facilitar la demostracion, dado que el caso
n impar es andlogo. Como f(z,) € Q(z) y f(x,) < ¢, se tiene que f(z,) < p.
Por lo tanto, f(z,) < xy. Por otra parte, como ya hemos visto repetidamente,

por S3
F(@n2) > 20y > c.
Asi,
x0, 1 € [f(2n), f(zn-2)] C f(Io),

es decir, Iy C f(1y).

(2) Para ver que I, ER I;+1, basta ver que f(I;) contiene a xg,x; y x4 para 1 <
j < n—1. Hemos visto que zg,z1 € f(;), luego solo falta ver que z;11 € f(I;).
Deducimos de S3 que Tjr1 € Qy(z;) y de Lema 5 que Q) C f(I;), lo que implica
que zj41 € f(I;).

El caso I,,_1 — I, es analogo.

(3) Es suficiente ver que f(Iy) contiene a xg, z1 y a todos los puntos x,,_1, z,_3, ... de
Q(x), que estan en el lado opuesto de ¢ respecto de x,. Ya hemos visto en (1) que
xg,x1 € f(lo). Por otra parte, x,_o estd en Iy y se sigue de S3 que f(zn_o) estéa por
lo menos tan lejos de ¢ como x,_1, el cual estd mas lejos de ¢ que z,,_3,z,_5, ... por
S2. Con esto, como f(zn_2) € f(ly) concluimos que los puntos z,_1, Z,_3, ... estan

en f(lo).
|

Ahora vamos a introducir lo que se conoce como el orden de Sharkovsky:.

Definicion 11 Se denomina orden de Sharkovsky al siguiente orden sobre N,

3<5=<T7T<..
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<23<25=<27<..
<223<225 <227 < ..

=2 <2224

Como ya dijimos en su momento, este orden define un orden total sobre N. Sin
embrago, no es buen orden, es decir, no todo subconjunto propio tiene minimo.

Ademas, tiene la siguiente propiedad de la que haremos uso:
[ <r<=2l<2r

Proposicion 3 Supongamos que el m-ciclo Q(x) contiene una sucesion de gtefan.
Dado l € N, si m <, entonces f tiene un l-bucle elemental de QU(x)-intervalos y en

consecuencia, contiene un punto periodico de periodo [.

Demostracion. Supongamos que la sucesion de Stefan tiene longitud n + 1. Si
m < [, podemos distinguir tres casos:

1. Sil =1, consideramos el bucle
nio,

que existe por Proposicion 3. Veamos que es elemental. El bucle tiene longitud
1, 'solo hay una f’. Noétese que, en este caso, un punto sigue el bucle si f(z) =
x € Iy, es decir, es un punto fijo. Como todo punto que sigue el bucle es un
punto fijo, no puede tener periodo distinto de 1. Por tanto, todos los puntos
que siguen el bucle tienen periodo 1, que es la longitud del bucle, es decir, el

bucle es elemental.

2. Sil < ny es par, por Proposiciéon 3 podemos considerar el bucle

f f f f f
[0 — [n,lJrl — In,lJrQ — . [n,1 — [0.
Veamos que los extremos de Iy no siguen el bucle: x, y z,_s son puntos de
periodo m porque pertenecen a () y como la longitud del cicloes [yl < n <
m no pueden seguir el bucle. Ahora, usando el Lema 4 como Int(ly) N1; = 0,
si 1 < 7 <n, el bucle es elemental.
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3. Sin <1 +# m, al igual que en el caso anterior, por Proposicién 3, consideramos
el bucle

con r > 1 repeticiones de I; y por tanto el bucle tiene longitud [ =n — 1+ r.
Los extremos de Iy, x, v Z,_o, tienen periodo m (puesto que pertenecen a
Q(x)). Veamos que no pueden seguir el bucle. Distingamos dos casos en el que
n <[l <myelcasoenel quel > m.

e El caso n < I < m sigue el mismo argumento que el apartado anterior.
Como los extremos tienen periodo m no siguen el bucle y por tanto, por
Lema 4, Int(ly) N I; = 0 si 1 < j < n. Por consiguiente, el bucle es

elemental.

e Parael caso !l > m, basta con ver que no puede haber iteraciones consecutivas
de los elementos x, v x,_o en I;. Por definicion de sucesion de Stefan,
f(x,) < xo (si m es par) o f(x,) > =z (si n es impar) y por tanto
f(xn) & [zo,x1]. Del mismo modo como f(z,—2) > z1 0 f(x,_2) < o, se
tiene f(x,_2) & [ro,x1]. Por consiguiente, como f(x,) ¢ Iy y f(zn_2) ¢ I,
los extremos de I no siguen el bucle.

Por lo tanto, como Int(ly) NI; =0 si 1 <j <n—1, por Lema 4, el bucle es
elemental.

La existencia de un punto de periodo [ viene ahora garantizado por la definicién
de bucle elemental.

6 Construccion de sucesion de Stefan

Observamos que, si todo ciclo tiene una sucesion de Stefan, el Teorema de Sharkovsky

serfa consecuencia inmediata de la Proposicion 3.
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Sin embargo, podemos ver facilmente que no todo ciclo tiene una sucesion de Stefan

simplemente considerando el siguiente 6-ciclo:

Ty ) rg — > I XT3

Is

donde f(xo) = x1, f(x1) = 22, f(22) = x3, f(23) = 4, f(74) = 75, f(25) = 20 y POT
tanto Q(zg) = {xo, 1, T2, 3, T4, T5, 6 }. Como todos los puntos cambian de lado, no
existe sucesion de Stefan, ya que no se cumple S4.

En la siguiente proposicion veremos que el ejemplo anterior refleja el problema que
determina la inexistencia de sucesiones de Stefan de un ciclo

Proposicion 4 Un ciclo con mds de un punto contiene una sucesion de Stefan salvo
que todos los puntos cambien de lado.

Para poder demostrar la Proposicion 4, necesitamos introducir un lema y ciertos
conjuntos que nos seran de utilidad.

Notaciéon 6 Sea Q2(z) un m-ciclo con m > 2. Denotamos por M al conjunto que

satisface:
1. M es un Q(z)-intervalo.
2. El intervalo |p, q] estd contenido en M.
3. SiyeQz)NM yzeQ,, entonces z cambia de lado.

4. Siy € Qx)\M, entonces existe z € €, que no cambia de lado.

24



5. Si existe M' que cumpla 1, 2, 3y 4 con M C M’ entonces M = M'.

En adelante, haremos uso habitual de la siguiente propiedad (equivalente a Propiedad

3, asumiendo que M es un intervalo).

Nota 2 Todo elemento de Q(x) N M cambia de lado.

Notacion 7 Ahora denotamos S C Q(z) como el conjunto de los elementos y €
Qz) N M que f manda mds lejos de ¢ que ningun otro punto de §,. En otras
palabras, podemos ver el conjunto S como el conjunto que contiene todo elemento

que satisface las dos siguientes condiciones:
1.yeQx)NM

2. Q) C Qyyy para todo w € €.

Notese que la definicion de S tiene sentido porque, si w € €, como y € M, ambos
cambian de lado por la condicion 3 de la definicion de M. Asi, f(w) y f(y) estin
en el mismo lado respecto de c, y las distancias a ¢ no pueden ser iguales porque

entonces Q(x) no seria un ciclo.

Veamos que p y ¢ estan en S:

py q estan en Q(x) y, por definicion, en M. Obviamente 2, = [p,c] N Q(x) y, por
definicién de g, entre p y ¢ no hay ningtn elemento de €2(z). Con ello 2, = {p}. Por
consiguiente, para todo w € €1, se satisface que Q) C {2y, con lo cual p € S. De
manera analoga ¢ es el tnico elemento de ,. Por tanto, se satisface que, si w € Q(q),
entonces Q) C Ly (q)-

Ejemplo 3 De nuevo consideramos el 7-ciclo de Ejemplo 2
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Ze Xy X2 Zo xy X3 X5

Para ver como son los conjunto M y S en este caso, consideraremos que el inico

ciclo existente es el mencionado.

El conjunto M es un Q(xq)-intervalo, por lo tanto debe tener como extremos a
dos elementos de Q(xg). Ademds xg no puede estar contenido por condicion 4,
Y Xo,T1,To, X3, T4, Ty deben estar en M por condicion 3. Por consiguiente, M =
[4,25]. Ademds, como f(x;) = w41, se tiene que S = M N Q(z), es decir,

S - {x07 X1,x2,T3, Ly, 1'5}.

Notacidon 8 A continuacion, construiremos una aplicacion o : S — Q(z) con la
propiedad de que envia cada elemento de una sucesion de S’tefan a su siguiente. Para
ello, como S C Q(x) N M, todo y € S cambia de lado. Con ello, para asegurarnos
de que y y o(y) estan en lados opuestos de c, siempre elegiremos o(y) € Qp,). Mds

concretamente, siy € S, entonces f(y) € Q(z), y analizamos la dos posibilidades:

1. St f(y) ¢ M, tomaremos o(y) igual a cualquier punto de Qg que no cambie
de lado (lo cual puede hacerse por la condicion 4). En este caso o(y) no cambia

de lado y, por tanto, no pertenece a M, luego tampoco pertenece a S.

2. Si f(y) € M, tomaremos como o(y) el punto de Qg cuya imagen estd mds
alejada de c, es decir, f(Qw)) C Qi) -

Veamos que, en el caso 2, o(y) € S. Sabemos que f(y),c € M. Ahora supongamos
que f(y) > ¢, conlo que [c, f(y)] € M por ser M un intervalo. Por tanto, Q) C M,
de donde deducimos que o(y) pertenece a M. Ahora como o(y) € {24, tenemos que
obviamente o(y) € Q(z). Para ver que o(y) estd en S solo queda ver que, dado
w € gy entonces Q) C Qyo(y)) 1o que es equivalente a que f(w) € Qpo(y)). Asi,
dado w € Qqy(y), como o(y) € Qy(y), tenemos que
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Qo) C Oy,
y asi
w e Qf(y).
Con ello,

f(w) € f( Q) C Qo)

En este segundo caso, como y y o(y) estan en lados opuestos de ¢y o(y) € M,
tenemos que, por definicion, o%(y) esta en el mismo lado que y.
Esto tltimo, unido al hecho de que, como veremos, como consecuencia de Lema 7,

02(y) esta mas lejos de ¢ que y, resulta crucial para que se cumpla S2.
Lema 6 Si A C Q(x) satisface que f(A) C A, entonces A=10 o A= Q(x).

Demostracion. Supongamos que A # (). Recordemos que Q(z) es un m-ciclo.
Denotemos como n al cardinal de A y como ¢ al cardinal de f(A). Como A C Q(z)
tenemos que n < m. Del mismo modo, como f(A) esta contenido en A tenemos que

t < n. Veamos que se tiene que dar la igualdad entre ¢ y n, es decir, t = n.

e Supongamos que t < n. Entonces existen dos elementos a,b € A con a # b
tales que f(a) = f(b). Ahora, como a,b € Q(z) existe

p € Ncon 1 <p<mtal que fP(a) =b,
pero esto implica que
fE(fa)) = fr*H(a) = f(b) = f(a),

lo cual es absurdo, ya que hemos encontrado un ciclo de longitud p < m en

Por consiguiente, como f(A) C Ay ¢t =n entonces f(A) = Ay, asi, f es biyectiva.
Veamos que como f es biyectiva se tiene que A es un j-ciclo con j < n.
Dado a; € A, como f(A) = A, existe

ay € A tal que f(as) = a;.
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Del mismo modo, como
as € A existe az € A tal que f(a3) = a;
y, por tanto,
f2(a3) = dai-
De este modo construimos
a1, a9, ...0p, Ayi1, cON f(ag) = ap_1.

Como f es biyectiva y A tiene n puntos, los n + 1 puntos no pueden ser diferentes
dos a dos. Por tanto, existen k y j con

ak = Ay, es decir, f7(agy;) = ag,

con lo cual encontramos en A un j-ciclo con j < n. Finalmente, como en (x) no
puede haber ciclos de longitud menor que m, deducimos que n = m, concluyendo
que A = Q(x). [ ]

Lema 7 Si existe uny € S tal que o*(y) € Q,, entonces todos los puntos de Q(x)

cambian de lado.

Demostracion. Dado y € S, para que este definido o(y), se ha de tener en primer
lugar que o(y) pertenezca a S y, por tanto, o(y) se obtiene mediante el caso 2.
Ademés, como, por hipotesis, o%(y) esta en , y, por otra parte, y € M y M es
un intervalo, entonces o?(y) estd en M. Por consiguiente, como o?(y) estd en M,
necesariamente ha de obtenerse mediante el caso 2 y, por tanto, o%(y) estd en S. En
resumen, tenemos que o(y) y o%(y) estan en Sy se obtienen a partir del caso 2. Por
ello, como o(y) se obtiene por el caso 2,

F( Q) C Qrory (1)

y como o2(y) también se obtiene por el caso 2,

F( Qo) C Qo). (2)
Como, por hipotesis, tenemos que o%(y) € Q,

Qaz(y) C Qy.
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Por otra parte, como y € S, f(y) dista de ¢ mas que f(w) para todo w € €. Ahora
aplicando f a ambos lados, y teniendo esto en cuenta,

Qfo2y)) C Qp(y)- (3)

Si combinamos (2) y (3), obtenemos que

F( Q@) C Q- (4)

Ahora haciendo la unién (1) y (4) obtenemos que

F(Qra) U F(Qsow)) C Ly U Qs

es decir,

F( Q@) U Qrowy) C Ly U Q0w

Ahora por Lema 6, el tnico subconjunto invariante por f no vacio de (x) es el
propio €(z). Por consiguiente, Q(z) = Q) U Qf(o(y)). Finalmente, como f(y) y
f(o(y)) estan en M (porque o(y) y o*(y) pertenecen a S), por condicién 3, todo
2 € Q) U Qyo(y)) cambia de lado. Asi, habiendo situado todos los elementos de
Qx) en Q) 0 en Qg (), tenemos que todos ellos cambian de lado.

Ya hemos introducido todo lo necesario para demostrar Proposicién 4, que incluimos

aqui:

Demostracion de Proposicion 4. Supongamos que existe un punto de Q(z) que
no cambia de lado. Veamos que esto implica que existe una sucesion de Stefan.
Como existe un punto que no cambia de lado, por Lema 7, sabemos que o2(y) ¢ Q,
para todo y € S. Por consiguiente, no puede suceder simultaneamente que o(p) = ¢
y o(q) = p, es decir, si se cumpla uno de los dos casos el otro no se cumple. Por
lo tanto, podemos elegir {zg,z1} = {p,q} v z2 := o(x1) # xo. Para construir la
sucesion, elegiremos ;11 = o(z;) mientras x; € S (veremos luego que esta sucesion
ha de ser finita). Probemos que esta construccién nos proporciona una sucesion de
Stefan.
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1. La eleccion de {zg, 21} = {p, ¢} verifica S1.

2. Por como estan elegidos xy y 1, sabemos que estan en lados opuestos. Como
x1 € S cambia de lado, x5 esté en el mismo lado que xy. Como, por definicién,
Qyy = {0} v 22 # 10 se tiene que 5 ¢ €Q,,. Las sucesiones "pares" e "impares"
estan en lados opuestos de ¢ porque x y o(z) estan en lados opuestos de c.
Ahora, el Lema 7 muestra que z;,o = 02(x;) ¢ ., es decir, cada dos iteraciones

nos alejamos méas de c¢. Por consiguiente, se verifica S2.

Como los puntos de la sucesion se van alejando de ¢ y Q(x) es finito, necesariamente

la sucesion es finita, es decir, la sucesion serd xq, x1, ..., Tp.

3. Notemos que para 1 < j < n tenemos que z; € S C M, y, por tanto, z;
cambia de lado. Finalmente, z;11 = o(x;) € Q) por la definicion de o y, por

consiguiente, tenemos S3.

4. Tenemos que la imagen del dltimo término z,, viene dada necesariamente por
la primera parte de la definicién de o; en caso contrario, x,, no seria el dltimo,

dado que o(x,) = x,,; estaria en S. Por eso, x,, no cambia de lado y se verifica

S4.
|

La combinacion de Proposiciones 3 y 4 nos da un nuevo resultado.

Proposicion 5 Si un m-ciclo Q(z) contiene un punto que no cambia de lado,

entonces para cada |l € N con m <1 existe un [-bucle elemental de 2-intervalos.

7 Prueba del Teorema Forcing de Sharkovsky
Teorema 1 (Teorema Forcing de Sharkovsky) Si m es un periodo de f ym <1,
entonces | también es un periodo de f.

A continuacion, definiremos la relacion Q-forzada. Para ello, dado un (x)-intervalo
I, consideramos el Q(z)-intervalo cerrado H que tiene como extremos los puntos 'mas
a la izquierda’ y 'més a la derecha’ de f(/ N Q(x)). Més concretamente:
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Definicion 12 Sea I un Q(z)-intervalo. Sea H el intervalo [f"™!(x), f™ T (x)] donde
n,m € NU{0} y [ (z), "+ (z) € fUINQx)) con [T (x) < fi(x) y () =
fH(x) para todo f'(x) € f(INQ(x)). Dado un Q-intervalo J con I EN J, decimos
que la relacion 1 Iy Jes Q-forzada si J C H.

En lo que sigue necesitaremos una variacion en Proposiciéon 5 que tenga en cuenta
que la relaciéon de cubrir sea ()-forzada. Para ello, basta con ver que las relaciones
dadas en la prueba de Proposicion 3 son (2-forzadas, puesto que Proposiciéon 5, se
basa en Proposicion 3.

Vamos a introducir la Proposiciéon 3 modificada.

Proposicion 6 Supongamos que el m-ciclo Q(x) contiene una sucesion de gtefan.
Dado | € N, si m < I, entonces f tiene un l-bucle elemental de Q(x)-intervalos
donde cada relacion es Q2-forzada 1y, en consecuencia, contiene un punto periodico

de periodo [.

Demostracion. Para ver que las relaciones son (2-forzadas, simplemente basta usar
que los intervalos I; estan formados por elementos de la sucesién de Stefan. Ahora,
lo que tenemos que ver es que los bucles de la prueba de Proposicion 3 son 2-forzados

en todos los casos (seguimos con la notacion dada en la prueba de dicha proposicion).

e Consideremos el bucle
ntn
Tenemos que I; = [z, z1]. Sabemos que, como o =py f(p) > ¢, se tiene que

f(zo) > 1.

Ahora, como ;1 es un elemento de la sucesion de Stefan, satisface S3. Por tanto,

f(l’l) < To

lo que implica que

(22, 71] C [f(21), f(20)]-
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Ahora, denotamos como H; el intervalo cuyos extremos son los mas alejados de
f(I; N Q(zx)). Tenemos que como I1 N Q(z) = {xp, 21}, entonces

Hy = [f(21), f(z0)]-
Y, como por S2 [0, 1] C [z2,21] concluimos que
(20, 21] C Hy,
es decir, la relaciéon es Q-forzada

e Supongamos que n es par (si n es impar, la demostracion es analoga). Ahora
consideramos el bucle (con [ par)

! ! ! ! f
Iy = Ingp1 = Inogyo = oo > Iny = Iy,

que a su vez la dividiremos en tres subcasos.

(I AL A
Sabemos que Iy = [z, Ty o] ¥y L1141 = [To, Tp_y41]. Sabemos por S4 que
x, no cambia de lado y, por definicién de p, que

f(z,) < .
Ademas por S3 tenemos que
flzn_a) > xp_1.
Ahora, como [ es par, obviamente
Tpo1 > Tp_i41-
Por consiguiente
[0, Tn—i11] C [f(@n), f(n-2)]-

Denotamos como Hs el intervalo cuyos extremos son los mas alejados de
f(IoNQ(z)) y tenemos que

[f(zn), f(zn-2)] C Ha

y, por tanto,
(20, Tn—141] C H>

con lo que la relacion es ()-forzada.

32



2. Veamos como caso general que, para 1 < j < n, tenemos que
f
IJ — [j+1

es -forzada. Supongamos de manera general que j es impar, el caso de j
par es anéalogo.

Sabemos que I; = [zj,21] v Ij4+1 = [%o,xj41]. Como hemos visto en el
primer caso

f(.l’o) Z Z.
Ahora, una vez més por S3,
fxj) > w51,

Vamos a denotar por Hj el intervalo cuyos extremos son los mas alejados
de f(I; N Q(x)). Tenemos que

[f (), f(x0)] C Hs
y finalmente uniendo ambos resultados
(%41, 1] C Hs.
3. El caso I,,_1 i) Iy es analogo al anterior.

e Ahora, en el bucle considerado,

/ f f

IO—>]1—>]1—>..‘f f 4

=1 > 1= .. i

— In—l L ]0,
vemos que la tnica relacion que resta por ver que es (2-forzada es
L4

Esto se deduce inmediatamente del hecho de que I1 C I, ;11 y que, por otra
parte, acabamos de ver que Iy ER 1,11 es Q-forzada.

Proposicion 7 Si un m-ciclo Q(z) contiene un punto que no cambia de lado,
entonces para cada | € N con m < | existe un l-bucle elemental de Q-intervalos
donde cada relacion es ()-forzada.
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Observamos que la prueba del Teorema Forcing de Sharkovsky se deriva de Proposiciones
1 y 8 (enunciada a continuacion).

Proposicion 8 Un m-ciclo () tiene un l-bucle elemental 2-forzado de Q-intervalos
para cada m < .

Demostracion. Procedemos a demostrarlo por inducciéon sobre m.

1. El caso m = 1 es obvio, ya que basta observar que no existe ningtin elemento
més grande que 1 en el orden de Sharkovsky.

2. Fijamos ahora m y supongamos que la hipotesis es cierta para todo ciclo menor
que m. Sea () un m-ciclo. Distinguimos dos casos:

e FEuxiste algun elemento de Q(z) que no cambia de lado. Entonces el resultado

se sigue de Proposicion 7.

e Todo elemento de Q(z) cambia de lado. Vamos a denotar L = min(x) y

R = max Q(z) y seguiremos con Notacion 4. Entonces 27, contiene todos
los elementos de Q(x) que estén a la izquierda de ¢ (menores que ¢) y Qg
contiene a todos los elementos que estan a la derecha de ¢ (mayores que
c).
Veamos que f intercambia Qg y €. Como todos los elementos de €2(x)
cambian de lado, todo elemento que esta a la izquierda de ¢ pasa a estar a la
derecha por f y todo elemento que esté a la derecha de ¢ pasa a la izquierda.
Por otra parte, f(Q(x)) = Q(z), con lo que f es suprayectiva y, como Q(x)
es finito, es inyectiva. Por tanto, las aplicaciones f|Qy : Qp — Qgp y
fIQg : Qg — Qp son ambas biyectivas y asi f intercambia Qg y Q. De
aqui deducimos que

card(Qr) = card(Qg),

es decir, Q(x) tiene el mismo nimero de elementos a la izquierda de ¢ que
a la derecha de c. Por consiguiente, m es par.
Como m es par, dada la propiedad del orden de Sharkovsky s < r <—

2s < 2r, tenemos que

m<lsiysolosil=10l=2kconm/2<k.
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Por lo tanto, en el caso [ = 1 necesitamos ver que f tiene un 1-bucle
elemental, es decir, un punto fijo y, en el otro caso, un 2k-bucle 2-forzado
elemental de Q-intervalos para cada m/2 < k.

— Para ver que f tiene un 1-bucle elemental tomamos el (x)-intervalo
central, es decir, [p,q| donde obviamente p = max{); y ¢ = min Q.
El intervalo [p, q] por f se cubre a si mismo, ya que ambos cambian de
lado por f y por definiciéon de p y g no existe ningin elemento de ()
que pertenezca al intervalo (p,q). Entonces, por Lema 1. f tiene un
punto fijo, es decir, un 1-bucle elemental. Ademas, obviamente [p, q]
es un )(z)-intervalo.

— Para encontrar el 2k-bucle elemental, primero observemos que, para
la segunda iteracion, f2, Qp y Qr son ciclos de longitud m/2. Como
m/2 < m, por hipotesis de induccién para f2, ambos tienen un k-bucle
elemental ()-forzado de €(z)-intervalos para cada m/2 < k.

Sin pérdida de generalidad, podemos trabajar con 2y siendo la demostracion
anéaloga para €1, .
Sabemos que existe un k-bucle elemental para f>
f? f? f? f? f? f?
Ry — Ry — Ry — R3 — ... — Rj_1 — Ry,
donde cada R; estéa en Qp.
A continuacién, por comodidad de notacién tomaremos R := Ry en
caso necesario. Para cada i, sea R, el intervalo cerrado mas pequeno
que contenga a f(R; N Q(z)) C Q. Estos son conjuntos finitos de
puntos y, por ello, son Q(z)-intervalos. Ademaés, por construccion,
tenemos que
las relaciones R; EN R; son (2-forzadas para todo 0 < i < k.

La parte restante de la prueba consiste en demostrar que esto proporciona

el 2k-bucle elemental (2-forzado siguiente:

RRLRLRELRL LR LR SR,
Para ver que esto es un bucle {2-forzado veamos que la relacion R, ER
R;y1 es Q-forzada.

2
Como R; i—> R; 1 es Q-forzado, existen a; y b; € R; N Qg tales que
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el intervalo cerrado con extremos f?(a;) y f2(b;) contiene a R;y;. Por
otra parte,

a; = f(a;) y b := f(bi)
estan en R;NQ(z). Adaptando la notacion, tenemos que f(a}) = f*(a;)
v (b)) = f2(b;), es decir, el intervalo cerrado de extremos f(a}) y f(b})
contiene a R; 1, como se requiere.
Solo queda ver que el bucle es elemental.
Consideramos un punto periédico x de periodo k que sigue el bucle por
f2. Ahora consideramos la orbita de z por f, y se tiene que k puntos
de su orbita estdn en Q2z. Como los intervalos en el bucle de f estan en
lados alternativos de ¢, hay iteraciones de x por f. Por tanto, existen
otros k puntos que estan en )y, y la 6rbita tiene longitud 2k. Por eso,
x tiene periodo 2k respecto de f y el bucle es elemental.

8 Prueba del Teorema de Realizacion de Sharkovsky

Definicion 13 Se dice que un conjunto T' C N es una cola del orden de Sharkouvsky
si, para cualesquiera s ¢ T yt € T, se cumple que s < t.

Por definicién del orden de Sharkovsky, el conjunto de periodos de una funciéon
continua es una cola del orden de Sharkovsky.

Teorema 2 (Teorema de Realizacion de Sharkovsky) Toda cola del orden de
Sharkouvsky es un conjunto de periodos para alguna funcion continua de un intervalo

en st mismo.
Demostracion. Consideremos la funcion f : [0,1] — [0,1] (llamada "tent map")
descrita de la siguiente forma:

2z st x<1/2

fx) =
2—-2x si x>1/2

Obviamente, para todo = € [0,1], 0 < f(z) < 1.
Veamos que el conjunto C' = {2/7,4/7,6/7} es un 3-ciclo. Tenemos que
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Figure 1: "Tent map" f:[0,1] — [0, 1]

f@2/7) =4/,
f4/71)=2-2-4/7=2-8/7=6/7
y, por ultimo,
f(6/7)=2-2-6/T=2—-12/7=2/T.

Por tanto, C' es un 3-ciclo. Ademés, por Teorema Forcing de Sharkovsky, como
existe un 3-ciclo, estan todos los demas ciclos del orden de Sharkovsky, es decir,
dado cualquier n € N entonces n es un periodo de f.
Ahora, a partir de f definimos las funciones fy(z) = min(\, f(z)) donde A\, z € [0, 1],
es decir,
min(\, 2z) st x<1/2

()= :

min(A\,2 —2z) si x>1/2

Analicemos los dos casos extremos, A =0y A = 1:

e Si A =0, entonces fy(z) = min(0, f(z)) = 0 para todo = € [0, 1]. Por tanto, fy

solo tiene como periodo al 1, que viene determinado por el punto fijo 0.

e Si A =1, entonces fi(x) = min(1, f(z)) = f(z) para todo = € [0, 1]. Por tanto,
como f; = f, por lo indicado anteriormente, los periodos de f; son todos los

numeros naturales.

Veamos que, cuando pasamos de fy a f; variando A, pasamos por todos los posibles

numeros de periodos de f. Para ello, consideremos la siguiente Afirmacion.
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Afirmacion 1 Todo ciclo S de fy en [0,)\) es un ciclo para fi = f y todo ciclo S
de f1 en [0,\] es un ciclo para fy.

Demostracion de Afirmacion 1. En primer lugar, para cualquier x € [0, 1], si
fr(x) esta en [0, \) entonces, por definicion, f(z) estd en [0, A). Por ello, dado un
ciclo S C [0, A) de fy, se tiene que S también es un ciclo de f.

Del mismo modo, dado = € [0, 1] si f(x) esta en [0, A] entonces, por definicion de fj,
fo(x) esta en [0, \]. Por tanto, dado un ciclo S C [0, A] de f también es un ciclo de

I |

Ahora definimos la aplicacion h : N — [0, 1] como:
h(m) := min {max .S : S es un m-ciclo de f}.

Veamos que la funciéon h ordena los nimeros naturales en el orden de Sharkovsky;,
donde los conjuntos fj,(m) se corresponden con las colas de Sharkovsky. Observemos
que, a partir de la definicién de h, podemos deducir ciertas propiedades:

1. Si A(l) < A, existe un [-ciclo S de f con maxS < A (y viceversa), es decir,
existe un [-ciclo S de f con S C [0, A). Por Afirmacion 1, S es un I-ciclo de fy,
es decir, existe un [-ciclo de f en [0, A).

2. La orbita de h(m) es un m-ciclo para fym). Es una consecuencia directa de
la definicion de h(m) y Afirmacion 1: por definicion la 6rbita de h(m) es un
m-ciclo para f contenido en [0, h(m)]; ahora, por Afirmacién 1, es también un

m-ciclo para fj(m).

3. Todos los demas ciclos de fi,) estan en [0,h(m)): en primer lugar, fhm) <
h(m), luego todo ciclo de f;(m) esta contenido en [0, h(m)]; por otra parte, si el
punto h(m) pertenece al ciclo, entonces estamos ante la 6rbita de h(m) porque
todos los ciclos son disjuntos.

Ahora gracias a estas propiedades podemos concluir la siguiente Afirmacion.
Afirmacion 2 Para todo I,m € N

h(l) < h(m) <= m <1
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Demostracion de Afirmacion 2. Veamos primero la implicaciéon de derecha a
izquierda.

La combinacion de Propiedad 2 con el Teorema Forcing de Sharkovsky nos indica
que fp(m) tiene un [-ciclo para todo m < [. Gracias a Propiedad 3 sabemos que
este ciclo esté en el intervalo [0, h(m)). Finalmente, se deduce de esto ultimo y de
Propiedad 1 que h(l) < h(m).

Para terminar veamos la implicaciéon de izquierda a derecha.

Si no se satisface m < [, como < es un orden total, [ < m, y siguiendo la primera

parte de la prueba, concluimos que h(m) < h(l), lo que es absurdo. [ |

Para concluir, tenemos que la combinacién de Propiedades 1, 2 y Afirmacion 2 nos
proporciona el resultado deseado: dado un numero natural m, la aplicacién h nos da
un valor h(m) en [0,1] que, por Propiedad 2, h(m) es un m-ciclo en fy,). Ahora,
por Afirmacion 2 tenemos que para todo nimero natural [ del orden de Sharkovsky
tal que m < [, h(l) < h(m). Finalmente, por Propiedad 1 para todo h(l) tal que
h(l) < h(m), tenemos que existe un [-ciclo en fy,). Por tanto, el conjunto de
periodos de fy,() es la cola de Sharkovsky que empieza en m.

El conjunto de las potencias de 2 es la tinica cola del orden de Sharkovsky que difiere
de las otras, dado que no tiene inicio.

Tenemos que h(2%°) := sup;, h(2¥) > h(2¥) para todo k € N por Afirmacion 2, asf que
fn(2>) tiene 2F_ciclos para todo k por Propiedad 1. Supongamos que Jn(2>) también
tiene un m-ciclo donde m no es potencia de 2. Por Teorema Forcing de Sharkovsky
también tiene un 2m-ciclo. Ademés, los m-~ciclos y los 2m-ciclos son disjuntos y, por
tanto, al menos uno de ellas estd contenido en [0,(2%)) y, por ello, en [0, h(2%))
para algin k € N, lo que contradice a Afirmacion 2 y Propiedad 1. |
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