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Resumen

La Teoria del Caos trata con aquellos sistemas deterministas cuyo comportamiento a largo
plazo es impredecible, caético. Se trata de una teoria desafiante que ha ido adquiriendo mayor
relevancia entre los cientificos durante los ultimos anos debido a sus multiples aplicaciones. En
este trabajo nos adentraremos de lleno en el corazéon de la Teorfa del Caos, dando una vision
global pero precisa de las bases que la sustentan. Nos embarcaremos en un viaje por la historia
para descubrir como se ha ido gestando esta teoria, discutiremos la nocién de caos determinista
y visualizaremos este caos a partir del estudio de un caso muy conocido y de especial interés:
el sistema de Lorenz. Finalmente, iremos un paso més alld al examinar un fenémeno adn més
impredecible que el propio caos, conocido como “estocasticidad espontdnea”, el cual se observa
en sistemas regidos por ecuaciones cuya solucién no es dnica, de forma que el comportamiento
del mismo se define en términos probabilisticos. Este novedoso fenémeno, que algunos cientificos
han empezado a estudiar a fondo recientemente, podria ser de gran utilidad para comprender un
tema tan complejo como es la turbulencia.

Palabras clave: sistema dindmico, caos determinista, atractor, sistema de Lorenz, estocas-

ticidad espontanea.

Abstract

Chaos Theory deals with those deterministic systems whose behaviour in the long term is
unpredictable, chaotic. It is a challenging theory which has become more relevant among scientists
during the last years due to its multiple applications. In this project we will go straight to the
heart of the Chaos Theory, providing an overall view of the basis on which it is supported. We
will embark on an historical journey to discover how this theory has been bulding up, we will
discuss the notion of deterministic chaos and we will visualise this chaos by studying a very well
known system: Lorenz system. Finally, we will go a step further by examining a phenomenon that
is even more unpredictable than chaos, known as “spontaneous stochasticity”, which is observed
in systems with non unique solutions, so that its behaviour is defined in probabilistic terms. This
novel phenomenon, which has become an object of deep study by some scientists recently, could
be a very useful tool to understand such a complex event like turbulence.

Key words: dynamical system, deterministic chaos, attractor, Lorenz system, spontaneous

stochasticity
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1. Introduccion

1.1. Motivacion

“FEl verdadero viaje de descubrimiento no consiste en buscar

nuevos paisajes, S0 en Mirar con nuevos 0jos.”
- MARCEL PROUST

El intento por dar una explicacién racional a todo aquello que nos rodea es una carac-
teristica inherente al ser humano. A lo largo de la historia, la manera en que se entiende
el mundo ha ido evolucionando, condicionada por la apariciéon y el desarrollo de nuevas
teorias cientificas. Decia el novelista y critico francés Marcel Proust que para descubrir
hace falta investigar con nuevos ojos, y esto es precisamente lo que ocurre cuando se ela-
bora una nueva teorfa, una nueva rama por la que seguir avanzando. Claro ejemplo de
esto es la aparicion de la Mecénica Cuantica o de la Teoria de la Relatividad en el siglo
XX, las cuales supusieron grandes revoluciones cientificas, cambiando nuestra concepciéon
del mundo.

En este contexto, se podria decir que el surgimiento de la Teoria del Caos nos ha pro-
porcionado ‘nuevos 0jos”, que han supuesto un cambio en la forma de abordar problemas
de todo tipo. El desarrollo de modelos teéricos basados en esta teoria ha proporcionado
herramientas para estudiar y entender ciertos comportamientos complejos, que van desde
el funcionamiento del cerebro o del corazén hasta la prediccion del tiempo meteoroldgico.
Y es que esta teoria cuenta con numerosas aplicaciones en diversos campos de la ciencia,
como son la economia, la biologia, la fisica, la meteorologia o la psicologia.

Asimismo, la Teoria del Caos es un claro ejemplo de que el conocimiento humano
tiene limites. Nos vuelve a recordar que el Universo no nos muestra todas sus cartas y
que nuestra habilidad para predecir el futuro esta limitada, incluso en el caso en que ese

futuro se pudiera predecir a partir de leyes totalmente deterministas.



1.2. Contexto historico de la Teoria del Caos

Posiblemente, la gran mayoria de cientificos atribuyen el nacimiento de esta teoria
al matematico y meteorologo americano Edward Norton Lorenz. No obstante, si bien el
papel que tuvo en su desarrollo es indiscutible, la nocién que se tiene actualmente no se
entenderfa sin la aportacion de otros grandes cientificos, algunos de ellos incluso previos
a Lorenz. Es necesario, por tanto, embarcarse en un viaje por la historia que nos ayude a
comprender como se ha gestado una de las teorias més desafiantes de la ciencia: la Teoria
del Caos.

La dindmica nace a mediados del siglo XVII con Isaac Newton, quien, basandose
en los trabajos anteriores de Galileo Galilei e impulsado por el afan de comprender las
trayectorias de los planetas descritas por Kepler, enuncia, de forma matemaética, la ley de
la gravitacion universal y las leyes de la dinamica, las cuales sustentarian las bases de la
Mecéanica durante los siglos posteriores, hasta la aparicion en el siglo XX de la Relatividad
y la Mecénica Cuantica. Para expresar estas leyes, Newton hace uso del célculo diferencial.
Y con él se abria paso la descripcion de distintos sistemas dinédmicos a partir de ecuaciones
diferenciales, que relacionan las magnitudes y sus razones de cambio. La ecuaciones de
Navier-Stokes para describir el movimiento de un fluido viscoso, la ecuaciéon del calor, las
ecuaciones de Maxwell del electromagnetismo o la ecuacién de onda son algunos ejemplos
de la importancia que han tenido las ecuaciones diferenciales para entender los distintos
fenémenos que se producen a nuestro alrededor.

La teoria de Newton fue posteriormente desarrollada por, entre otros, el matematico
francés Pierre Simon de Laplace, quien llevo a la ciencia newtoniana a una conclusion
extrema. Defendia que las leyes de Newton eran universales, es decir, aplicables a todas
las particulas del universo, deterministas y reversibles. De hecho, Laplace sostenia que
si existiese una “inteligencia’ que conociera en un momento dado todas las fuerzas que
controlan la naturaleza, asi como las condiciones momenténeas de todas las entidades
que la componen, con la capacidad para someter todos estos datos a analisis, entonces
podria predecir con total certeza el futuro y el pasado de todas estas entidades [1|. No
obstante, tras la apariciéon en el siglo XIX de la Mecénica Estadistica de la mano de
fisicos como Maxwell, Boltzmann o Gibbs, y, especialmente, con el nacimiento en el siglo
XX de la Mecénica Cuantica (principio de incertidumbre, naturaleza probabilistica...), el

determinismo laplaciano ha sido en gran parte desacreditado.



Por otro lado, desde que en el ano 1687, en sus Principia, Newton propusiera una
serie de ecuaciones diferenciales para modelizar el comportamiento de dos masas que se
atraen gravitacionalmente, uno de los retos que han intentado abordar distintos fisicos y
matemaéticos ha sido el llamado “problema de los n-cuerpos”, basado en intentar determi-
nar los movimientos individuales en el espacio de n cuerpos que interactiian mutuamente
bajo la ley de la gravitacion universal. Después de que Leonhard Euler resolviera por
completo el problema para dos cuerpos en 1744, los esfuerzos se empezarian a centrar en
resolver el problema para tres cuerpos. Entre los numerosos cientificos que se aventuraron
a abordar este reto, el papel de uno de ellos fue especialmente relevante, pues su estudio
acerca de dicho problema pondria la primera piedra bajo la que se construiria la posterior-
mente conocida como “Teorfa del Caos”. Hablamos del matematico y fisico francés Henri

Poincaré.

Figura 1: Jules Henri Poincaré Figura 2: Edward Norton Lorenz.

A finales del siglo XIX, era comun la organizacién de competiciones matematicas con
premios para buscar soluciones a algunos problemas especificos. En 1885, se convocod un
concurso internacional patrocinado por el rey de Suecia y Noruega, Oscar II, y promovido
por el matematico sueco Mittaf-Leffler. La prueba constaba de cuatro preguntas, de las
cuales la primera de ellas estaba precisamente relacionada con el problema de los n cuerpos
[2]. Poincaré, quien estaba muy interesado en la cuestion fundamental de la estabilidad
del Sistema Solar, no dudo6 en participar en el concurso, motivado especialmente por la
primera pregunta. Poincaré intenté abordar el problema general de los tres cuerpos, pero
la dificultad del mismo le llevé a centrarse en un problema mas “restringido” de los tres
cuerpos. Finalmente, el 20 de enero de 1889 se le declararia ganador de dicho concurso

por su memoria “Sur le probleme des trois corps et les équations de la dynamique”.



Sin embargo, a finales de ese mismo ano Poincaré se percata de un grave error cometido
en su memoria, lo que le lleva a corregir su trabajo por completo antes de que se publicara
finalmente en la prestigiosa Acta Mathematica meses después. No en vano, este error haria
que Poincaré descubriese las trayectorias homoclinicas, lo que le llevo a la descripcion, por
primera vez, de forma matematica, del comportamiento cadtico en un sistema dindmico
[3]. Concretamente, en el libro Science et Méthode, publicado en 1914, Poincaré expone
la sensibilidad de las condiciones iniciales y la impredecibilidad del sistema para un caso
particular del problema de los tres cuerpos y propone, a continuacioén, que este proble-

ma se puede dar en otros &mbitos como la meteorologia o incluso en el juego de la ruleta [4].

“Puede suceder que pequenas diferencias en las condiciones iniciales produzcan gran-
des diferencias en los fenomenos finales. Un pequeno error en el comienzo conllevard un

error enorme al final. La prediccion se vuelve imposible, y tenemos un fenomeno fortuito.”

No hay duda por tanto de la relevancia que tuvo el trabajo que llevé a Poincaré a
ganar aquel concurso, en el cual se sentarian las bases de los tres voliimenes publicados
posteriormente como “Les Méthodes Nouvelles de la Mécanique Céleste”, y que le llevaria
a describir por primera vez el comportamiento cadtico de un sistema dindmico de forma
matemaética. En palabras del matemaéatico americano George D. Birkhoff, en referencia a
la memoria de Poincaré: “ Bajo la direccion del profesor Mittag-Leffer, el Acta Mathema-
tica ha recogido muchos articulos extraordinarios, pero quizd ninguno de una importancia
cientifica tan grande como este.” |5]

Otra figura a destacar es la del matemaético francés Jacques Hadamard quien, a finales
del siglo XIX, demostré matematicamente, por primera vez, que para un cierto sistema
dindmico, conocido como billar de Hadamard, una pequena variaciéon en las condiciones
iniciales provoca un cambio notable en la posterior evolucién del sistema. Durante el pri-
mer cuarto del siglo XX, el trabajo de Poincaré fue continuado por distintos matematicos,
lo que conllevaria a una comprensién mucho mas profunda de la Mecénica Clasica. En-
tre ellos, destacan figuras como Birkhoff, Smale, Moser, Kolmogorov o Arnold, estos dos
ultimos influenciados también por el trabajo de su compatriota Alexander Liapunov.

A pesar de los avances en la materia, la relevancia de la Teoria del Caos entre la

comunidad cientifica no tuvo excesiva relevancia hasta anos més tarde. La aparicion de



los ordenadores de alta velocidad en los anos 50 supuso una revoluciéon en la ciencia vy,
en particular, en el campo de los sistemas dindmicos. Los cientificos podian experimentar
con las ecuaciones que regian ciertos sistemas de una forma nunca vista, incrementando
su conocimiento acerca de ellos. Precisamente uno de estos experimentos, realizado por
Edward Lorenz, supondria el nacimiento de la Teoria del Caos que conocemos actualmente.

Ya en los anos 50, Lorenz estaba interesado en la prediccion numérica del tiempo
atmosférico a partir del analisis computacional. Para el ano 1961, Lorenz habia modelado
el tiempo atmosférico a partir de un sistema de doce ecuaciones diferenciales y hacia
simulaciones del mismo con la ayuda de un ordenador primitivo. Un dia de invierno de
ese mismo ano, quiso examinar una de las simulaciones que habia hecho a mayor escala.
Asi, en vez de empezar la simulacion desde el inicio de nuevo, tomé uno de los valores
obtenidos en mitad de la simulacion original y lo introdujo como condiciéon inicial. Una
vez comenz0 la simulacion se fue de la habitacion y, cuando regreso, vio que los resultados
no coincidian con lo esperado. Cualquiera se habria esperado que los patrones descritos
por ambas simulaciones fueran iguales, pero nada mas lejos de la realidad. A la larga, los
tiempos que predecian una y otra eran completamente diferentes [6].

El propio Lorenz se dio cuenta de la razén por la que esto habia ocurrido. Debido
al alto coste computacional, introdujo la condicién inicial con solo tres cifras decimales,
mientras que los valores que devolvia el ordenador constaban de seis. Lorenz habia des-
cubierto la sensibilidad a las condiciones iniciales, lo que se conoce popularmente como

"1 Posteriormente, ¢l centraria sus esfuerzos en encontrar sistemas mas

“efecto mariposa
sencillos que siguieran este comportamiento. En 1963, encontr6é un sistema de tres ecua-
ciones ordinarias de primer orden, no lineales, que, para ciertos pardmetros, exhibia un
comportamiento cadtico. Este sistema, que surgié de un modelo simplificado de la con-
veccidon de fluidos atmosféricos, se conoce como sistema de Lorenz. Ademas, al estudiar
de forma gréfica las soluciones del sistema, observd que en algunos casos las trayectorias

describian un patrén con una estructura compleja, conocida como atractor de Lorenz (ver

Figura 3). Habia descubierto los atractores extranos.

IEste término fue acufiado por James Gleick, quien, en su famoso libro acerca del caos [6], titula una de
sus secciones “ El efecto mariposa”, inspirado en el titulo de una presentacion que dio Lorenz en 1972, “ Does
the flap of a butterfly’s wings in Brazil set off a tornado in Texas?”, acerca de su trabajo reciente sobre
pérdida de predecibilidad en sistemas de fluidos con muchas escalas. No obstante, la impredecibilidad
que Lorenz describia en ese trabajo era mucho mas radical que la mera dependencia del sistema a las
condiciones iniciales, por lo que el significado que damos hoy en dia al término “efecto mariposa” esta
algo distorsionado (ver Seccion 4).



Figura 3: Atractor de Lorenz proyectado en el plano XZ.

Estos resultados obtenidos por Lorenz se recogen en su trabajo de 1963, “ Deterministic
Nonperiodic Flow”. No obstante, hasta varios anos después no tendria el reconocimiento
que tiene actualmente entre la comunidad cientifica, concretamente hasta 1971, cuando
los mateméticos David Ruelle y Florin Takens propusieron una descripcion de los flujos
turbulentos basada en atractores extranos. Y es que la década de los 70 supuso un auge
de la Teoria del Caos. En 1975, James Yorke y Tien Yien Li introducen el término caos
en la literatura cientifica, en su trabajo “ Period Three Implies Chaos”. Un ano después, el
bi6logo y mateméatico Robert May introduce el mapa logistico, un sistema cadtico discreto.
Ademas, también hicieron grandes aportaciones mateméticos como Mitchell Feigenbaum,
quien descubri6 constantes universales que gobiernan la transicién del movimiento regular
al cadtico mediante la duplicacién del periodo, o Benoit Mandelbrot, quien estudi6 y
popularizo los fractales.

Desde entonces, la Teoria del Caos se sigue estudiando y esta presente en una gran
variedad de campos. La mecanica de fluidos, la medicina, la economia o la biologia son
algunos ejemplos de ello. Y es que por suerte, al contrario que lo que ocurrié en épocas
anteriores, en la actualidad esta teoria no ha pasado desapercibida, dandole la relevancia

que merece.

1.3. Introduccion a los sistemas dindmicos

La Teoria del Caos estudia la evolucion de los sistemas dindmicos que presentan un
comportamiento cadtico. Por ello, antes de profundizar en la materia, se va a proceder
con una breve introduccion que nos ayude a comprender el concepto de sistema dinamico.

Los sistemas dinamicos son aquellos sistemas cuyo estado evoluciona con el tiempo. El

valor de una accién en bolsa, el movimiento de los cuerpos celestes, el tiempo atmosférico



en Santander o un péndulo que se balancea son algunos ejemplos de ello. Dado que prac-
ticamente todo lo que nos rodea esta en constante evolucion, queda clara la importancia
de saber lidiar con este tipo de sistemas.

Los sistemas dinamicos se dividen esencialmente en dos grupos, en funciéon de si el
tiempo es una variable continua o discreta. En el primer caso, un sistema dinédmico con-

tinuo n-dimensional se rige por la ecuacion diferencial

da

< —F(x) (1)

donde x=[xy, ..., x,|T

es el vector de estados del sistema y F: R” — R" es una funcion
que describe la evolucion del estado del sistema con el tiempo. Por otro lado, si el tiempo
es una variable discreta, la evolucion del sistema se rige a partir de una ecuaciéon en

diferencias, o mapa iterado, que tiene la siguiente forma:

zy = F(24-1) (2)

Para estudiar la evoluciéon de un sistema dinamico, generalmente es conveniente intro-
ducir un espacio abstracto conocido como espacio de fases, X. Cada punto del espacio
de fases se corresponde con un tnico estado del sistema, de forma que la evolucion de
un sistema se puede ver como una trayectoria en el espacio de fases. En este contexto, se

puede dar una definicién rigurosa de sistema dinamico [7].

Definiciéon 1.1. Un sistema dindmico es una terna [ X, T', ¢| compuesta por un espacio
de fases X, que puede ser un espacio métrico, un espacio topoldgico o una variedad con
alguna estructura diferencial; un monoide 7, con la operaciéon aditiva generalmente; y una

funcién de evolucion o flujo del sistema ¢ : T' x X — X que es una aplicacion que verifica:

= ¢ es una aplicaciéon continua
» $(0,x) =z, Vo e X

w o, 0(n,x)) = ot +n,x), Ve € X yVtmeT

Generalmente, denotaremos a la aplicacion ¢ : T" x X — X como ¢; : X — X, donde
t € T. Si se trata de un sistema dinamico discreto, T' = N o Z, y si es continuo, T = R.
En particular, en este trabajo estudiaremos el sistema de Lorenz, que es posiblemente

el sistema dindmico cadtico més conocido.



2. Caos determinista

2.1. Qué es el caos determinista

Cuando uno habla de “caos” se le vienen a la cabeza conceptos como “desastre” o
“desorden”. No obstante, en el campo de las ciencias el término “caos” adquiere una
connotacion algo diferente. De hecho, siquiera existe una definicién tnica del caos aceptada
por la comunidad cientifica en su totalidad y diversos matematicos, fisicos y cientificos se
aventuran a definirlo de diversas formas. Pese a ello, se puede afirmar que la idea basica
que caracteriza a un sistema caotico es la incapacidad para predecir su comportamiento a
largo plazo, debido a que tiene una dependencia muy sensible a las condiciones iniciales.

Un sistema determinista es aquel cuyo comportamiento esta regido por ecuaciones
deterministas. Si se conoce completamente el estado inicial, es posible determinar los
futuros estados del sistema de forma tnica. Es decir, si dos copias idénticas de un mismo
sistema se encuentran en el mismo estado en un instante de tiempo, estaran en el mismo
estado en cualquier instante de tiempo futuro.

A priori, es 16gico pensar que si un sistema es determinista es posible conocer su evo-
lucién en cualquier instante de tiempo futuro. No obstante, en muchas ocasiones esto
no ocurre, ya que el comportamiento a largo plazo del sistema determinista se vuelve
impredecible. La razén es que, en la practica, las condiciones iniciales del sistema son
necesariamente aproximaciones, pues no es posible conocerlas con exactitud infinita. Ima-
ginemos que se trata de un numero irracional, por ejemplo. Asi, en algunos sistemas no
lineales, estos errores iniciales creceran exponencialmente con el tiempo, lo que se conoce
como sensibilidad a las condiciones iniciales, haciendo imposible la predicciéon del compor-
tamiento del sistema a largo plazo. Estos sistemas se conocen como sistemas cadticos,
y sus soluciones se caracterizan por presentar una alta irregularidad y aperiodicidad.

El término caos referido a este contexto fue acunado por primera vez por los matemé-
ticos Yorke y Li en 1975, en su trabajo “Period Three Implies Chaos”. En 1989, Robert
L. Devaney propone otra definciéon de caos en “An Introduction to Chaotic Dynamical

Systems”, que es la que daremos en este trabajo por ser una de las mas empleadas [8].

Definicion 2.1. Sea X un espacio métrico y sea ¢ : X — X una aplicaciéon continua. Se

dice que un sistema es cadtico si cumple las siguientes condiciones:



1) La aplicacion ¢ : X — X es topologicamente transitiva. Esto es

VU,V C X, In € Ry tal que ¢"(U)NV #0

11) La aplicacion ¢ : X — X tiene dependencia sensitiva a las condiciones ini-

ciales. Esto es, 30 > 0 tal que Vo € X y VV C X entorno de z, se verifica que

Jy eV yneRsy tal que |¢"(z) — ¢"(y)| > 0.

111) El conjunto de puntos periédicos de ¢ es denso? en el atractor.

Las nociones que se recogen en esta definicion pueden ser dificiles de entender, por lo
que trataremos de dar una explicacién intuitiva con el objetivo de arrojar algo de luz sobre
estos conceptos. Por un lado, la sensibilidad a las condiciones iniciales refleja el hecho de
que, en un sistema cabtico, dos trayectorias que inicialmente estdn muy proximas acabaran
comportandose de una forma muy distinta a largo plazo. Por otro lado, el hecho de que la
aplicacion sea topologicamente transitiva implica que el atractor caoético es irreducible, es
decir, no se puede descomponer en conjuntos abiertos disjuntos invariantes bajo la accion
del flujo. Esto quiere decir que si iteramos la funcién ¢ un namero determinado de veces,
esto es, si se deja evolucionar el sistema un tiempo suficiente, se puede acceder a cualquier
punto del atractor desde cualquier otro. Finalmente, que el conjunto de puntos peridédicos
sea denso en el atractor significa que cualquier punto del espacio esta arbitrariamente
cerca de una oOrbita perioddica. Se trata de un elemento de regularidad. Anios mas tarde,

en 1992, se demostr6 que las condiciones i) y iii) implican la condicién ii) [9].

2.2. Exponentes de Lyapunov

En los sistemas caoticos, la sensibilidad a las condiciones iniciales se mide a partir
de los exponentes de Lyapunov, que cuantifican la estabilidad o inestabilidad de las
trayectorias en el espacio de fases al sufrir una pequena perturbaciéon. Supongamos que
se tienen dos trayectorias que inicialmente estan muy proximas, separadas una distancia

0€g. Entonces, la distancia entre ellas diverge en el tiempo como

2Un conjunto U C V es denso en V si cada punto de V esta arbitrariamente cerca de un punto de U.



Se(t) ~ dege™

donde A es el exponente de Lyapunov. Es decir, esta magnitud mide la tasa de separacion
entre dos trayectorias inicialmente muy cercanas en el espacio de fases. En un sistema
con un espacio de fases n-dimensional, existen n exponentes de Lyapunov, {1, A, ..., A\, },
ordenados de mayor a menor. Esto se conoce como espectro de Lyapunov. Indican la
tasa de separacion de dos trayectorias en funcion de la direccion del vector de separacion
inicial. Si se considera una esfera infinitesimal n-dimensional de condiciones iniciales, esta
evolucionara a un n-elipsoide cuyos ejes se contraen, expanden o se mantienen constantes
en funciéon de los exponentes asociados. La existencia de los exponentes de Lyapunov,
bajo ciertas condiciones, la asegura el teorema de Oseledets [10].

Si un exponente de Lyapunov es positivo, las trayectorias divergen. Si, por el contrario,
es negativo, las trayectorias convergen. Si la suma de los exponentes es negativa, entonces
el sistema disipa energia y las trayectorias convergen a un atractor, que es un espacio cuya
dimension es menor a la del espacio de fases. Aunque el sistema contraiga el volumen, esto
no significa que lo haga en todas las direcciones, sino que algunas pueden ser expandidas
y otras contraidas por el flujo. Esto implica que, incluso en un sistema disipativo, las
trayectorias pueden ser inestables dentro del atractor. Esta inestabilidad se manifiesta
generalmente por la sensibilidad a las condiciones iniciales del sistema, de forma que
dos trayectorias inicialmente muy préximas en el atractor tienen una tasa de separacion

exponencial. En ese caso, se dice que el atractor es “extrano” y el sistema es caodtico.

2.3. Atractores
Qué es un atractor

A estas alturas, parece razonable preguntarse qué le ocurre a la trayectoria descrita
por un sistema dinédmico si evoluciona un tiempo largo. En un sistema disipativo, la region
del espacio de fases que atrae a las trayectorias vecinas se conoce como atractor. Se trata
por tanto de un subconjunto del espacio de fases, es decir, de un conjunto de estados, a
los que tiende a evolucionar el sistema, en funcién de las condiciones iniciales. Aunque no

existe una definicion universalmente aceptada, vamos a definirlo de un modo mas riguroso.
Definicion 2.2. Sea X el espacio de fases de un sistema dinamico disipativo y sea ¢, :

10



X — X la transformacion que describe el movimiento. Se dice que A C X es un atractor

si verifica las siguientes condiciones:

= 7 U entorno de A, llamado cuenca de atracciéon de A, tal que V V' abierto con

ACV, 3T, tal que ¢(U) C V, Vit > T,
w $(A)=A,Vt>0
» # S C A subconjunto propio no vacio que satisfaga las dos propiedades anteriores.

Es decir, un atractor es un conjunto invariante del espacio de fases que atrae a todas
las trayectorias que se encuentran inicialmente dentro de la cuenca de atraccion. Ademas,
se considera que el atractor también debe cumplir el requisito de ser irreducible, es decir,
una trayectoria debera visitar todos los puntos del atractor con el paso del tiempo. Por
ello, la union dos atractores disjuntos no se considera un atractor [11].

En los sistemas conservativos, aquellos en los que se conserva la energia mecénica, el
teorema de Liouville garantiza que el volumen de cualquier region del espacio de fases se
conserva bajo la evolucion temporal hamiltoniana y, por tanto, no aparecen atractores.
Por tanto, nos centraremos en estudiar los sistemas disipativos. En ellos, el volumen del
espacio de fases tiende a ser cero, es decir, converge a un subespacio cuya dimension es

menor que la del espacio de fases, que es precisamente el atractor.

Tipos de atractores

Hay distintos tipos de atractores. El mas simple de todos ellos es aquel en el que la

trayectoria queda atraida por un punto fijo, sobre el que se establece con el tiempo.

Definicion 2.3. Sea X el espacio de fases y ¢; : X — X la aplicacion que describe a
un sistema dindmico. Sea p € X tal que ¢4(p) = p, ¥Vt > 0. Entonces se dice que p es un

punto fijo del sistema. Ademés, se tiene que

= p es un punto fijo estable si Ve > 0, 40 > 0 tal que para toda trayectoria de una
solucion del sistema, ¢y (), con ||dy, (z) — p||< 8, entonces ||g(z) — pl|<e, VE > to.

En caso de que esto no suceda, p es un punto fijo inestable.

= pes un punto fijo atractor si da € R tal que para toda trayectoria de una solucion

del sistema, ¢(z), con ||y, (z) — p||< a, entonces 1th’rn di(z) = p.
— 00
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= p es un punto fijo asintéticamente estable si es estable y atractor.

= p es un punto fijo repulsor si e > 0,0 > 0 tal que para toda trayectoria de una

solucion del sistema, ¢;(x), con ||y, (z) — p||< 8, 3t tal que ||¢;(x) — p||>e.

Es decir, un punto fijo es estable si trayectorias inicialmente préoximas al punto se man-
tienen proximas a ¢l bajo la evolucion temporal. Y es atractor si esas trayectorias acaban
convergiendo a dicho punto. Imaginemos por ejemplo un oscilador arménico amortiguado,
sobre el que actian fuerzas de rozamiento o fricciéon, es decir, fuerzas disipativas, de forma
que va perdiendo su energia mecanica hasta que queda en reposo en el punto de equilibrio.
En este caso, el punto fijo es asintéticamente estable y, de hecho, la cuenca de atraccion
es todo el espacio de fases. Por otro lado, un punto fijo es repulsor si las trayectorias
que inicialmente estan proximas se separan en algin momento del punto (aunque luego
pueden volver a acercarse). Cabe destacar ademas que un punto repulsor es inestable,
pero no se tiene por qué cumplir la implicaciéon opuesta, ya que con que el punto repela

a una unica trayectoria ya es inestable.

Figura 4: A la izquierda, punto fijo estable. La distancia entre las trayectorias y el punto fijo es menor
que € para t > tg. En mitad, punto fijo asintoéticamente estable. Es estable y atrae a las trayectorias. A
la derecha, punto fijo inestable. Algunas trayectorias son repelidas por el punto en algiin momento.

Otro atractor simple es el ciclo limite.

Definicion 2.4. Un ciclo limite es una trayectoria cerrada aislada, es decir, una trayec-
toria cerrada cuyas trayectorias vecinas no son cerradas, sino que se acercan o se alejan

del ciclo limite en forma de espiral.

En funcion de si las trayectorias vecinas se acercan o alejan del ciclo limite, se tendréa

un ciclo estable o inestable, respectivamente.

Definicién 2.5. Sea y una soluciéon del sistema que es un ciclo limite. Entonces se dice

que y es un ciclo limite estable si 30 > 0,¢; € R tal que para toda trayectoria ¢;(xo)

12



con ||éy, (o) —y|| < 0, es decir, para toda trayectoria en la vecindad de y, 3 una sucesion
(t,) — oo tal que (¢, (z9)) — y. Si por el contrario, para toda trayectoria ¢;(x¢) en la
vecindad de y, 3 una sucesion (t,,) — —oo tal que (¢, (x0)) — vy, se dice que el ciclo limite
es inestable. En el caso de que alguna trayectoria se acerque al ciclo cuando ¢ — oo y

otra cuando t — —o0, se dice que el ciclo es semiestable.

En la Figura 5 se representan los tres casos.

A
N S

Figura 5: A la izquierda, ciclo limite estable. Las trayectorias vecinas se acercan a él. En medio, ciclo
limite inestable. Las trayectorias vecinas se alejan de él. A la derecha, ciclo limite semiestable. Algunas
trayectorias vecinas se alejan y otras se acercan a él. Imagen obtenida de [12].

Un ejemplo de sistema dindmico que alcanza un ciclo limite es el oscilador de Van der
Pol. Cabe destacar que el ciclo limite descrito por un oscilador armoénico ideal, en el cual
no hay pérdida de energia, no sirve como ejemplo de atractor, puesto que las trayectorias

vecinas no son atraidas sino que describen otra érbita periddica diferente.

Definiciéon 2.6. Sea [X, T, ¢| un sistema dinadmico. Se dice que una trayectoria ¢.(z) es
periodica si 3tq, ta, con t; # ta, tal que ¢y, () = ¢y, (). En tal caso, serd una trayectoria

de periodo un mailtiplo de t5 — ¢;.

Si una trayectoria es periddica no trivial (no tenemos en cuenta los puntos fijos), se
representa por una curva cerrada simple y se dice que es una o6rbita ciclica.

Al estar tratando con sistemas autonomos, el estado del sistema queda completamente
determinado por su estado anterior. Es por ello que una trayectoria no se puede cortar a
si misma (aunque pueda cerrarse en si misma). En consecuencia, en un espacio de fases
bidimensional, el punto fijo y el ciclo limite son los dos tinicos atractores posibles. Para
encontrar otro atractor es necesario tener en cuenta al menos una tercera dimension.
En este caso, surge un atractor con forma toroidal, llamado toro biperiédico, debido
a la superposiciéon de dos ciclos limite independientes con distintas periodicidades. Las

trayectorias se enroscan en las direcciones longitudinal y latitudinal del toro con distintas
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frecuencias fi y fo, de tal forma que si el ratio f/fs es un numero racional se tendra un
movimiento periédico y la trayectoria se cerraré en si misma tras un nimero entero de
rotaciones, y si, por el contrario, es un niimero irracional, la trayectoria continuara dando
vueltas alrededor del toro indefinidamente, estando arbitrariamente cerca de cerrarse en si

misma, pero nunca lo haré [13]. En ese caso, se dice que el movimiento es cuasi-peridédico.

Figura 6: Trayectoria densa en la superficie de un toro con frecuencias f y fo tal que fi/fo es irracional.
Imagen obtenida de [14].

Ademés, se pueden encontrar atractores tipo toro de mayores dimensiones en un es-
pacio de fases de dimensiones mas grandes, donde hay movimientos periédicos multiples.
Los atractores que se han presentado anteriormente tienen la particularidad de que
corresponden a movimientos regulares. Las érbitas permanecen proximas bajo la evolu-
cion temporal y, por tanto, es posible predecir los estados posteriores del sistema. No
obstante, también aparecen atractores en los sistemas deterministas cadticos, conocidos

como atractores extranos, que se presentan a continuacion.

Atractores extranos

El término “atractor extrano” fue acunado por primera vez por Ruelle y Takens en su

trabajo de 1971 “On the Nature of Turbulence”, en el que estudiaban los flujos turbulentos.

Definicion 2.7. Se dice que un atractor extrano es un atractor que tiene dimension
fractal, es decir, no entera. Ademas, se dice que el atractor extrano es cadtico si se
verifica que las trayectorias que describe el sistema se ven atraidas por el atractor, pero

son inestables en él, es decir, muestran sensibilidad a las condiciones iniciales.

En la definiciéon anterior, se ha puesto en evidencia la distincién entre atractores ex-

tranos cadticos y no cadticos. En el primer caso, el sistema es sensible a las condiciones
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iniciales y, por tanto, tendré, al menos, un exponente de Lyapunov positivo. En lo que
respecta a los atractores extranos no caoticos, se trata de atractores extranos, en el sentido
que tienen una geometria fractal (aunque algunos autores los consideran extranos por no
ser diferenciables a trozos), pero que no exhiben dependencia sensible a las condiciones
iniciales. Estos ultimos fueron introducidos en 1984 cuando Grebogi, Ott, Pelikan y Yor-
ke construyeron sistemas dinamicos con atractores extranos pero no cadticos [15]. Desde
entonces, todavia no se ha formulado con precision la definicién de este tipo de atractores
y su existencia no se ha probado rigurosamente, por lo que la mayoria de los resultados
obtenidos acerca de estos atractores se basan en el analisis numérico [16]. Por esta razon,
en el presente trabajo nos centraremos en los atractores caodticos.

Para entender lo que es un atractor extrano es necesario comprender qué es la dimen-
sion fractal. El término “fractal”, que deriva del latin “ fractus”, roto, fue propuesto por el

matematico Benoit Mandelbrot en 1975, quien lo definié en [17] de la siguiente manera:

Definiciéon 2.8. Un fractal es un conjunto cuya dimensién de Hausdorff-Besicovitch es

estrictamente mayor que su dimension topolégica.

No entraremos en detalles ni definiciones rigurosas, aunque si intentaremos dar una
vision intuitiva de lo que quiere decir la definicién anterior. Por un lado, la dimensién
topologica es la dimension “usual”. Asi, la dimensién topologica de un punto es igual a
cero, la de una curva es uno, la de una superficie es dos y la de un sélido es tres. Por
otro lado, la dimensién de Hausdorff-Besicovitch es algo mas compleja de entender. Un
modo simple e intuitivo de entender este concepto es el siguiente, basado en averiguar
cuanto llena el espacio la figura que se esta estudiando®. Supongamos que se tiene un
segmento de longitud 1 y un cuadrado de lados 1x1. Si se tiene un cuadrado de lados 1/n,
harfan falta n cuadrados de ese tipo para cubrir el segmento, y n? cuadrados para cubrir
el cuadrado de lados 1x1. Los exponentes a los que se eleva n indican como llena el espacio
esa figura, es decir, su dimension. Si se esta tratando con curvas, los cuadrados de lado
1/n se pueden sustituir por bolas y si se esta tratando con objetos tridimensionales, por
esferas. De esta forma, para una figura en un espacio d-dimensional, sea N(n) el ntimero

de “bolas d-dimensionales” de radio n veces més pequeno que la figura, la dimension de

3E]l método que se expone para calcular la dimension es el del conteo de cajas. El valor obtenido a partir
de este método corresponde a la dimension de Minkowski-Bouligand y no a la de Hausdorff-Besicovitch.
No obstante, para muchos fractales, concretamente los que cumplen la condicién de conjunto abierto,
estas dimensiones coinciden, por lo que es adecuado para introducirlo de forma intuitiva.
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Hausdorft-Besicovitch, D, vendra dada por

log(N
by loa(N(n)

n—oo  log(n)
donde el limite se toma para evitar solapamientos y poder recubrir la figura exactamente.
Un ejemplo de una curva fractal es el copo de nieve de Koch, representado en 7, cuya
dimension de Hausdorff es In(4) /In(3) & 1.26. Es decir, tiene un perimetro infinito, pero

encierra un area finita. Llena el espacio mas que una linea, pero menos que un cuadrado.

A5
g 3
o

Figura 7: Copo de nieve de Koch. Curva con D =~ 1.26, autosimilar y no diferenciable en ningtin punto.

Por dltimo, es razonable preguntarse como pueden divergir las trayectorias mientras
estdn confinadas a un atractor extrano, a una regién acotada. Lo que ocurre es que la
accion del flujo toma un elemento de volumen del espacio de fases, lo estira en ciertas
direcciones y lo contrae en otras, causando la divergencia local responsable de la impre-
decibilidad. Posteriormente, pliega el elemento de volumen para que quede confinado al
atractor, dando lugar a la convergencia de las trayectorias. Por ello, se dice que es un siste-
ma localmente inestable, aunque globalmente estable. Este mecanismo de estirar y plegar,
conocido también como la transformacion del panadero, hace que dos puntos inicialmente
proximos se separen y que, al plegar el espacio, se produzca la mezcla, dando lugar a un
atractor caotico con dimension fractal. Uno de los atractores extranos mas conocidos, si

no el que mas, es el atractor de Lorenz, que se presenta en la siguiente seccion.

2.4. Introduccién a la teoria de bifurcaciones

A la hora de estudiar la estabilidad del sistema de Lorenz nos vamos a topar con la
nocion de bifurcacion. Por tanto, para entender de antemano este concepto, se va a dar

una idea sobre lo que es una bifurcaciéon y los tipos de bifurcaciones que apareceran.
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En un sistema dindmico, se dice que una bifurcacién tiene lugar cuando, al cambiar
ligeramente un parametro de control, el comportamiento cualitativo del sistema cambia
de una forma abrupta. Los valores del parametro de control para los que eso ocurre se
denominan puntos de bifurcacion. La teoria de bifurcaciones trata de caracterizar donde
y qué ocurre en estas transiciones. Se estudiaran dos tipos de bifurcaciones: la bifurcaciéon

tridente y la bifurcaciéon de Hopf.

2.4.1. Bifurcacion tridente

La bifurcacion tridente aparece por la simetria inherente al problema que se esta
estudiando. Los puntos de equilibrio aparecen o desaparecen en pares simétricos. Esta
bifurcaciéon se llama supercritica si se crea un par de puntos fijos estables en el punto
de bifurcacién y existen después de la bifurcacion, mientras que el otro punto fijo pasa de
ser estable a inestable. Si, por el contrario, un par de puntos fijos inestables existe antes
del punto de bifurcacion y desaparece después, y el otro punto critico pasa de ser estable

a ser inestable, entonces la bifurcacion tridente se dice subcritica. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Se tiene la siguiente ecuacion diferencial en una dimension:

dz N

f=S=pra ®

En primer lugar, se puede comprobar facilmente que se trata de una funciéon simétrica
respecto al eje x, ya que la ecuacion no cambia bajo la transformacion x — —zx. Veamos

cudles son las soluciones de equilibrio, es decir, aquellas tal que Ec.(3) = 0. Esto es,
pr —2° = x(p — 1) =0

Con ello, vemos que las soluciones de equilibrio dependen del valor de u. Para cualquier
valor de pu, se tiene que o = 0 es un punto de equilibrio. Ademas, si u > 0, entonces
T12 = +,/p también son puntos de equilibrio. Por tanto, para u < 0 existe una tnica
solucion real, mientras que para g > 0 hay tres.

Vamos a proceder a analizar la estabilidad linealizando la Ec.(3) alrededor de los

puntos de equilibrio. Sea € la perturbacién alrededor de un punto de equilibrio ), se tiene

de

Friall G 31, )e
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Para z, = 0, se verifica de/dt = pe. Por tanto, resolviendo esta EDO se tiene que
e(t) = €(0)e

De esta forma, para valores de p < 0, la perturbacion decae exponencialmente réapido y
xo serd un punto estable, mientras que si u > 0 serd un punto inestable. En el caso de

que p = 0, se tiene la siguiente ecuacion:

dz 3
E——[E

En este caso el tnico punto de equilibrio es = 0. La EDO anterior se puede resolver por

separacion de variables facilmente del siguiente modo:

/_1d /tdt — 1 1 t — () !
—Adxr = _— = X e
3 222 2x(0)? V2t +1/x(0)?

Con ello, se ve que la funcion decae para cualquier x(0), ya que z — 0 si t — oo, aunque

no de manera exponencial. Luego para u = 0, el punto de equilibrio zy = 0 es estable.
Por otro lado, si p > 0, ademas del xy = 0 aparecen otros dos puntos de equilibrio,

T12 = &,/p. Si volvemos a aplicar el analisis de estabilidad previo alrededor de estos

puntos se tiene que

e(t) = €(0)e 2+

y dado que p > 0 la perturbacion decae exponencialmente rapido y se tienen dos puntos
estables. Por todo ello, se concluye que el punto 4 = 0 es un punto de bifurcaciéon. Con
el objetivo de poder visualizar el comportamiento de la Ec.(3) se ha representado dicha
ecuacion para cierto valor de p < 0, para ¢ = 0 y para un valor de g > 0, y se han marcado

los puntos criticos en cada caso (en rojo si son estables y en azul si son inestables).

Figura 8: & = pyz — 23 para Figura 9: & = —23, es decir, Figura 10: & = px — 23 para
n<0. para p = 0. w> 0.
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A partir de las graficas anteriores es posible saber si un punto es estable o no. Por
ejemplo, en la Figura 9 se observa que a la izquierda del punto de equilibrio la funcién
Z es positiva. Por tanto, los valores de x a la izquierda del punto crecen con el tiempo
hasta que llegan al punto. Por otro lado, la funciéon x es negativa a la derecha del punto
de equilibrio, de forma que si inicialmente el valor de x esti a la derecha del punto, su
valor va a decrecer hasta llegar a dicho punto. Es decir, el punto de equilibrio es estable.
El mismo razonamiento se puede utilizar para ver que un punto es inestable, ya que se ve
que las trayectorias cercanas al punto en ese caso se alejan del mismo.

Con todo ello, es posible construir el diagrama de la bifurcaciéon tridente, el cual se
representa en la Figura 11. Por tltimo, cabe destacar que en este caso se ha estudiado un
ejemplo de bifurcacion tridente supercritica. Un ejemplo de bifurcacion tridente subcritica

W

aparece si en la Ec.(3) se cambia el signo que precede al término z3, de un “” a un “+”.

4

Figura 11: Diagrama de bifurcacion de la Ec.(3). La linea continua representa una solucion estable y la
discontinua una inestable. Se observa que el punto g = 0 es un punto de bifurcaciéon, en el cual se pasa
de tener una solucién estable a tres soluciones, dos estables y una inestable, por lo que es una bifurcacién
tridente supercritica. El diagrama tiene forma de tridente, de ahi el nombre de esta bifurcacion.

2.4.2. Bifurcaciéon de Hopf

La bifurcacién de Hopf ocurre cuando un par de autovalores complejos conjugados
cruzan el eje imaginario del plano complejo. En ese momento, una soluciéon periédica o
ciclo limite aparece o desaparece al variar el parametro de control. Cuando un punto
de equilibrio estable cambia su estabilidad y aparece un ciclo limite estable rodeando al
punto inestable, la bifurcacion de Hopf se dice supercritica. Si el ciclo limite es inestable
y rodea a un punto de equilibrio estable, y a partir del punto de bifurcacién el ciclo limite

desaparece y el punto de equilibrio pasa a ser inestable, se dice subcritica.
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Veamos un ejemplo en el que aparece una bifurcacion de Hopf supercritica.
Ejemplo 2.2. Se tiene el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales en dos dimensiones:

& = —ytap—a®—y?)

¥ =rtylp—a® =y

(4)

Se puede ver facilmente que el punto (0, 0) es un punto de equilibrio, V. Vamos a estudiar
la estabilidad en ese punto. Para ello, al tratarse de un sistema bidimensional, hay que

obtener el jacobiano del sistema, que, evaluado en el punto (0,0), tiene la siguiente forma:

p—3r? —y*  —1-—2xy uw o —1
Yoo = 1—2 32 — 22 - 1
—2wy op=3yt-a) o 0

Los autovalores de la matriz anterior se obtienen resolviendo la ecuacion (u—\)*+1 =
0. Por tanto, los autovalores son A = u =+ i. Podemos concluir que para p < 0 los dos
autovalores se encuentran a la izquierda del eje imaginario del plano complejo y para
i > 0, a su derecha. En el momento en que . = 0 los autovalores cruzan el eje imaginario,
por lo que este es el punto de bifurcacion, en el cual se producira la bifurcacion de Hopf.

Para continuar con el anélisis, vamos a pasar las Ecs.(4) a coordenadas polares, (r,6).
Por un lado, sabemos que r? = 22 + 2. Asi, si derivamos respecto a t a ambos lados de

la ecuacion, se llega a 7 = x& + yy. Y sustituyendo las Ecs.(4) en esta ecuacion se tiene:

riv=a(—y +a(p—a® = ") +yle +yp—a* - y)) =

= —ay+2*(p—1?) +ay +yP(u—r?) =r’(p—1%)

Finalmente, dividiendo por r a ambos lados de la ecuacion se tiene que 7 = ur — r3.

Por otro lado, sabemos que § = arctan(y/x). Sea f = arctan(y/x), siguiendo la regla de

la cadena es posible obtener 0 como

.df . df. —y/x® 1/x . —yi a2y
0: _J _Y — — _— =
da:x+ dyy 1+(y/:10)2ij l—l—(y/x)Qy 72 + 72

—y(y—ar) ta(@—yr®) 2P +y’

o o 2

r2 1

r

donde en el antepentltimo paso se han sustituido las Ecs.(4) en & y y. Con ello, se tiene
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que las Ecs.(4) en coordenadas polares son las siguientes:

dr __ 3
& = ur —-rr

o _
T =1

Veamos lo que ocurre cuando p < 0. Podemos observar que la ecuaciéon en r es igual
a la que se tenia en el ejemplo que hemos visto para la bifurcacion tridente. Por tanto,
para u < 0 se tiene que el origen es un punto de equilibrio estable, ya que el radio r
decae de forma exponencial. Ademas, al ser § = 1, este decaimiento seguird una forma
espiral, girando a una frecuencia constante. Para valores de pu > 0, el origen r = 0 pasa
a ser inestable y aparece una solucién de equilibrio que es el circulo de radio r = /p.
Precisamente en la Figura 10 se representa la ecuacion 7 = ur — r3 para g > 0 (aunque
en vez de r es x). Podemos ver, por un lado, que 7 < 0 para r > ,/fi. Por otro lado, 7 > 0
para r € (0,,/1). Con ello, se verifica que el origen pasa a ser un punto inestable y que
la 6rbita con r = /i es estable. Finalmente, cuando pu = 0, 7 decae oscilando hacia cero,
aunque no lo hace de forma exponencial (ver el caso de = 0 en el Ejemplo 2.1), y por
tanto el origen es un punto estable. La bifurcaciéon de Hopf se produce en el punto pu = 0.

En las Figuras 12, 13 y 14 se observa lo que ocurre cuando pu < 0, cuando pu =
0 y cuando g > 0, respectivamente®. En el primer caso se ve que las érbitas decaen
exponencialmente oscilando en forma de espiral, con una frecuencia constante, hacia el
origen, que es estable. En el segundo caso se observa que el origen es un punto estable y
que las orbitas decaen hacia él oscilando, aunque de forma no exponencial. Finalmente,

en el tercer caso se ve que el origen es inestable y que existe un ciclo limite estable.

y y

)

% x

)
aa N

2
./

NP

Figura 12: Retrato de fase pa- Figura 13: Retrato de fase pa- Figura 14: Retrato de fase pa-
ra pu < 0. ra u=0. ra p > 0.

4Imagenes obtenidas de [18].
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3. Ejemplo: El sistema de Lorenz

El sistema de Lorenz fue descubierto por el matemaéatico y meteorélogo americano
Edward Lorenz en 1963, en su intento por predecir el tiempo meteorolégico a partir de un
modelo simplificado de la conveccion de los fluidos atmosféricos [19]. El espacio de fases
del sistema es tridimensional, (x,y, z). Por un lado, la variable x mide la intensidad de la
conveccion (el movimiento circulatorio del fluido). Si > 0 el flujo de conveccién circula
en sentido horario y si # < 0, en sentido antihorario. Por otro lado, la variable y mide la
diferencia de temperatura entre las corrientes ascendentes y descendentes, mientras que
z mide lo que se desvia de la linealidad el gradiente vertical de la temperatura.

El sistema de Lorenz es un sistema dindmico determinista de EDOs de la forma:

T = o(y—x)

y = pr—y—2x2 (5)

Z = zy— Pz
donde o, p y [ son pardametros de control no negativos y adimensionales. En particular,
o es el cociente entre la viscosidad y la conductividad térmica del fluido, conocido como
ntmero de Prandtl. Por su parte, p es el nimero de Rayleigh, R,, normalizado con respecto
a su valor critico, R.. Y, por tltimo, 5 es un factor geométrico relacionado con el tamano
del sistema. Trabajaremos con los valores tipicos de estas magnitudes, empleados tanto

por Lorenz como por la mayoria de investigadores: o = 10, = 8/3 y p variable.

3.1. Propiedades del sistema
3.1.1. Existencia de las soluciones

Supongamos que se tiene el siguiente problema de valores iniciales:

y = fy(t),1),y(to) = o (6)

El siguiente teorema asegura la existencia y unicidad de soluciones de la EDO anterior.

Teorema 3.1. Sean f y ? funciones continuas en un rectangulo R = [a,b] X ¢, d], tal
Y
que (to,yo) € R. Entonces en un intervalo [tg — h,to + h] C [a,b], con h > 0, hay una

solucion y(t) del PVI dado en 6, y es unica.
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El sistema de Lorenz esta formado por tres funciones suaves, es decir, infinitamente
diferenciables, y por tanto existe una solucion local en el tiempo (z(t),y(t), 2(t)). No
obstante, al ser ecuaciones diferenciales no lineales, puede ser que no tengan una soluciéon
global, ya que podria existir un tiempo finito 7 tal que |(x(t),y(t), 2(t)| — oo para t — 7.

Veamos un ejemplo de esto:
Ejemplo 3.1. Se tiene la siguiente ecuacion diferencial ordinaria:

dy 2
—= = t>0
dt y?

Supongamos que la condicion inicial es y(0) = a, con a > 0. Se trata de una funciéon
continua y cuya derivada parcial es continua, y por tanto la solucién existe y es tnica.

Esta solucion es la siguiente:

donde 7 = 1/a. Por tanto, la solucion existe y es tnica en el intervalo temporal 0 < ¢ < T,

ya que cuando t — 7, y(t) — oo, es decir, la solucién “explota” (blows up).

Lo que haremos para asegurar la existencia global de las soluciones del sistema de
Lorenz sera demostrar que existe una region acotada de tal forma que todas las trayectorias
entran en dicha region y permanecen en ella. Es decir, sea x(t) una trayectoria del sistema,

demostraremos que existe una region Y tal que 3ty con z(tg) € Y,y z(t) € Y, Vt > 1.

Lema 3.2. Las trayectorias del sistema de Lorenz entran y no escapan de la esfera S
definida como S := {(x,y,2) € R®: 22 + y? + (2 — 0 — p)? < C'} para cierta constante C,

es decir, estan acotadas.

Demostracion. Sea V = 1(2? + y* + (2 — 0 — p)?) una funcién de Lyapunov (ver Anexo

A). Sea (x(t),y(t), z(t)) una solucion del sistema de Lorenz, entonces se tiene que

dVv

), y(0), 2(0) = w8+ 93+ (2 = 0 = p)2 = —0” — 4 = Bz~ 5(0 -+ p)) + {0+ )’

4

donde la ultima igualdad surge de sustituir las ecuaciones dadas en 5. Por tanto, V es

una funcién decreciente en la regiéon complementaria a R, donde

d
R={(y,2) €B: T (a,y,2) > 0)
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=

ey 2) €R 1 0u? 12 4z~ 0+ ) < Lo+ 0))

Por tanto, tomando la esfera S = (z,y,2) € R* : 22 + > + (2 — 0 — p)? < C}, con C
lo suficientemente grande como para que R C S, cualquier trayectoria que empiece en S
permanecera con el tiempo en S, y por tanto esta acotada. Ademas, si dicha trayectoria
empieza fuera de S, como R C S, se tiene que dV /dt < 0 y por tanto se ven atraidas

hasta que estan en el interior de R, de donde no pueden escapar. O]

Con ello, se concluye que la solucion del sistema de Lorenz existe y es global.

3.1.2. No linealidad

Se trata de un sistema no lineal, debido a la apariciéon de los términos cuadraticos xz

y zy en la segunda y en la tercera ecuacion, respectivamente.

3.1.3. Simetria

Veamos que el sistema de Lorenz es invariante ante la simetria (z,y, 2) = (—x, —y, 2).

Si sustituimos en el sistema x por —x, y por —y y 2z la mantenemos fija, se tiene

b = —oly—2)
-y = —pr+y+az
z = xy— Pz

con lo cual es el mismo sistema, pues si en las dos primeras ecuaciones se multiplica por
un signo menos a ambos lados de la igualdad, ambas se quedan igual, y la tercera ya

tiene la misma forma. Por tanto, si (zo, o, z0) es una solucion del sistema, también lo sera
(=0, —Yo, 20)-
3.1.4. Disipaci6én

Veamos que el sistema de Lorenz es un sistema disipativo y, por tanto, que los volu-
menes en el espacio de fases se contraen bajo el flujo. En este caso, el volumen tiende a

ser cero y converge a un atractor de dimensiéon menor que la del espacio de fases.

Proposicion 3.1. El sistema de Lorenz, descrito en Ec.(5), disipa el volumen.
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Demostracion. Supongamos que S(t) es una superficie arbitraria en el espacio de fases,
que encierra un volumen V' (t). S(t) puede estar formada por un conjunto de condiciones
iniciales para trayectorias, por ejemplo. Veamos como varia ese volumen bajo la evolucion
temporal.

Sea ¥ = (z,v, z) el vector de posicion y 4 = 7 la velocidad en el espacio de fases. Sea
7 el vector unitario normal a S(t) que apunta hacia fuera de la superficie. El teorema de

transporte de Reynolds nos dice que
d of 4
— dV = — dA
il / v [
S(t)

donde f puede ser una funcién escalar, vectorial o un tensor. Si tomamos en la ecuacion

anterior la funcion f = 1, la cual es continua y derivable, se tiene la siguiente expresion:
v [
- — u-n
dt
V(t) S(t)

El término de la izquierda de la ecuacién anterior se corresponde con la derivada
temporal de V(t), es decir, con V(t). Si ademas aplicamos el teorema de la divergencia al

término de la derecha se llega a

=

I
=~
:1

31
f\\

Ahora, teniendo en cuenta que la divergencia de 4 es

o 0y 0
V-u—a$+ay+az— (c+1+p0)

se concluye que V = —(o + 1+ )V y, por tanto,

V(t) = V(0)e (et

Dado que ¢ y 3 son parametros no negativos, el sistema de Lorenz disipa volumen. []

Por tanto, se concluye que el volumen se contrae, y ademas lo hace de forma expo-

nencial. Las trayectorias convergen a un conjunto limite de dimensién menor que 3, que
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conoceremos a continuacion al estudiar la estabilidad de los puntos fijos. No obstante, se
pueden sacar algunas conclusiones previas a su estudio. En primer lugar, se sabe que no
hay soluciones cuasiperiddicas. Si hubiera una solucion de ese tipo, su trayectoria deberia
estar recorriendo la superficie de un toro indefinidamente, sin llegar a cerrarse, y el toro
serfa invariante bajo el flujo. Es decir, el volumen del toro no cambiaria, lo cual hemos
visto que no puede ocurrir. Ademés, no pueden existir puntos fijos repulsores ni ciclos li-
mite repulsores. De ser asi, el volumen de una pequena superficie que encierre al repulsor
aumentaria al cabo de un tiempo, ya que las trayectorias son repelidas por él.

El hecho de que haya una region que acota a las trayectorias del sistema, tal como
se probo en la Seccion 3.1.1, unido a que el sistema disipa volumen, da evidencia de la
existencia de un conjunto de atraccion global, de dimensién menor a la del espacio de

fases, y cuya dimension sera fractal cuando las trayectorias diverjan (atractor extrano).

3.2. Puntos de equilibrio

En primer lugar, veamos cuéales son los puntos fijos del sistema. Los puntos de equilibrio

(x,y, z) seran aquellos que verifiquen
(,9,%) = (0,0,0)

Sustituyendo esto en las ecuaciones 5 del sistema se obtiene de la primera de ellas que

xr =1y, y queda el siguiente sistema:
O=pr—2a—22

0=2%—pz

De la segunda ecuacion de este sistema se obtiene que z = (1/8)z? y, por tanto, de la
primera ecuacion se deriva la siguiente igualdad: 0 = z(p—1)—(1/8)2® = z(p—1—(1/8)x?).
Por tanto, los puntos fijos tendran coordenadas x = 0y, para p > 1, z igual a las soluciones

de la ecuacion de segundo grado (p — 1 — (1/8)x?), que son £+/3(p — 1). De esta forma,

se tiene que los puntos de equilibrio del sistema son los siguientes:

p1 = (07 07 0)
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p2=(/Blp—1),/Blp—1),p—1)
ps=(—vBlp—1),—/Blp—1),p—1)

donde p > 1 para que ps y p3 sean puntos de equilibrio. Si p < 1, entonces estos puntos
no tendrian sentido desde el punto de vista fisico. En el punto de equilibrio p; el fluido esta
en reposo y el calor se transfiere por conduccion. Los otros dos puntos representan una
conveccidon que circula de manera constante. Cabe destacar que se trata de tres puntos
criticos aislados, ya que existe un entorno de cada punto para el cual no hay ningun
otro punto critico. Este entorno puede ser, por ejemplo, para § = 8/3 (es decir, 5 > 1),

V={(z,y,2) e R} | 2 +y* + 22 = (p— 1)/4}.

3.2.1. Estabilidad de los puntos de equilibrio

Para analizar la estabilidad de los puntos criticos del sistema se van a linealizar las
ecuaciones de Lorenz entorno a estos puntos. A partir de los autovalores del jacobiano
del sistema sera posible conocer su estabilidad [20]. La justificacion de llevar a cabo una
linealizacion para analizar la estabilidad, asi como el motivo por el que los autovalores del
jacobiano nos revelan la informacion que buscamos, se puede encontrar en el Anexo B.

Sea F' : R? — R? la funcién que describen las ecuaciones de Lorenz recogidas en la
Ec.(5). Sea I’ = (x,y, z) un vector del espacio de fases del sistema tridimensional. Se tiene

que la matriz jacobiana de F' es la siguiente:

-0 o 0

DFT)=|p-2 -1 —=x (7)
y x =B
Estudiaremos los diferentes casos existentes en funciéon del valor del pardmetro p.
El desarrollo mateméatico se acompana con gréficas realizadas a partir de un codigo de

Matlab de elaboraciéon propia, con el objetivo de visualizar el comportamiento que siguen

las soluciones del sistema de Lorenz en cada caso.

Caso 1: 0<p<1

En este caso, el unico punto critico es p; = (0,0,0). Para analizar la estabilidad,

linealizamos entorno a p; y obtenemos el polinomio caracteristico del jacobiano. Sus raices
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seran los autovalores de la matriz. Asi, sustituyendo (z,y, z) = (0,0,0) en 7, se tiene que

—0— A o 0
p(A\) = det p —1—-A 0

y se deriva que p(A) = -A\> - XN2(B+0+ 1) - Ao+ a8+ B+ po) + pofs - fo = (8 +
A)(=A? = Ao — A — 0 — po). Por tanto, una de las raices es 1, = —(3. Y las otras dos son

soluciones de la ecuaciéon de segundo grado —A? — A(o + 1) — o (1 + p), que son

—(o+ 1)+ /(0 —1)2+4po
2

ro3 =

Si sustituimos o = 10 y 8 = 8/3 se tiene que r = —8/3, ro3 = (—11 £ /81 + 40p)/2.
Como 0 < p < 1, se tiene que 73 < 0y r3 < —11 y, por tanto, las tres raices son negativas.
Con ello, se concluye que en este caso el punto critico p; es asintéticamente estable.
Ademaés, se puede probar que es un atractor global (ver Anexo A). Si consideramos la

siguiente funcion de Lyapunov:

8
OIS

Vz,y,z) =

|
Q
+

entonces, se puede comprobar que®
dVv p+1\? 1 p+1\? 2 _ g2 (8)
_— r— — —_ —_ _— —_ z
dt 2 Y 2 Y

— 2 _ — ~12_-9.1—
1 _ p+1 :4 pe—2p 1>4 1-—-2-1 1:
2 4 4

donde

0

ya que 0 < p < 1. Por tanto, todos los términos de la Ec.(8) contribuyen negativamente,
de lo que se deriva que dV' /dt < 0 y el origen es un atractor global. En la Figura 15 se ha
representado una trayectoria para p=0.5, que empieza en el punto (2,5,0.5), la cual se ve

que es atraida por el origen, tal como preveiamos.

5Los calculos que nos han llevado a esta igualdad no se han plasmado en el trabajo por simplificar,
pero se anima al lector a comprobarlos si asi lo desea.
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Figura 15: Solucién del sistema de Lorenz para p = 0,5, con condicién inicial en el punto (2,5,0.5).
Verifica que el origen es globalmente asintoticamente estable.

Caso 2: 1 < p < py

Sil< p < py, ademés del punto critico p; = (0,0,0), aparecen también los puntos

criticos pos = (4/B(p — 1), £y/Blo — 1, p— 1).

En primer lugar, si analizamos entorno a p;, teniendo en cuenta las raices que obtu-

vimos para el anterior caso, y que en este caso el término /81 + 40p > 11 se deriva que
rn = —8/3, 15 > 0y ry < —11. Por tanto, se tienen dos autovalores negativos y uno
positivo, y se concluye que p; = (0,0,0) es un punto de silla, pasa a ser inestable.

Debido a la simetria del problema, demostrada en la secciéon 3.1.3, estudiaremos tini-

camente el punto critico po = (1/B(p —1),/B(p — 1), p — 1), ya que las propiedades de

p3 se derivan de las de ps. El jacobiano evaluado en ps es el siguiente:

—0 o 0
DF(ps) = 1 ~1 —/Blp—1) (9)
VB(p—1) /Blp—1) -

Del mismo modo que antes, se obtiene que el polinomio caracteristico es p(A) = det
(DF(p2) = M) = (0 + M)A+ AN)(=B =) —aBlp—1) = Blp— 1o+ A) +o(B+A) =
A =N (B+0o+1)—A3(o+ p) —2B0(p — 1). Por tanto, habra que buscar los A tal que

NAN(B+o+1)+A8(0+p)+2Ba(p—1)=0 (10)

Intentaremos obtener la informacién que necesitamos de los A sin calcular su valor explici-

to. En primer lugar, sabemos por el Teorema Fundamental del Algebra que este polinomio,
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al tener grado 3, tendra tres raices. Ademés, dado que los coeficientes del polinomio son
reales, si una de las raices es un numero complejo, entonces el conjugado de ese ntimero
también sera una raiz, es decir, las raices complejas aparecen a pares. Por tanto, existe al

menos una raiz real, A\;. Por otro lado, se tiene que

PN =3\ +2X\(B+0+ 1)+ B(c +p)

y dado que 8 > 0,0 > 0y p > 1, entonces p'(A) > 0, VA > 0. Ademas, p(0) = 2pc(p—1) >
0. Por esta razon, si las tres raices son reales, las tres tendran que ser negativas. Por ahora,
al menos de Ay, que sabemos que es real, podemos concluir que también es negativa.

Si representamos el polinomio caracteristico p(\) para p = 1.05 por ejemplo, vemos
que el polinomio tiene tres raices reales, tal como muestra la Figura 16. Por otro lado,
para p = 1.5, se puede observar en la Figura 17 que el polinomio corta al eje x solo una vez
y, por tanto, tiene dos raices complejas. Es posible obtener el valor de p para el cual p(\)
pasa de tener tres raices reales a una raiz real y dos complejas, calculando el momento en
el que el minimo de la funcién tiene coordenada y = 0. Asi, se ha obtenido que ese valor

es p ~ 1,3456 (ver Anexo C para més informacion).

Figura 16: p(\) descrito en 10
para p=1.05. Se ve que la fun-
cion corta tres veces al eje x;
hay tres raices reales negativas.

Figura 17: p()\) descrito en 10
para p=1.50. En rojo, recta tan-
gente a la curva que pasa por el
punto (Aq,0).

Figura 18: Vista ampliada de
la recta tangente descrita en la
Figura 17. La parte real de las
raices complejas es negativa.

Por otro lado, nos interesa saber la parte real de las raices complejas para ver si los
puntos criticos son estables o inestables. Se puede ver en la misma Figura 17 que la parte
real de las raices complejas es negativa® y, por tanto, se tiene que ambos puntos criticos
son estables. A partir de este método también se ha comprobado que a medida que p

aumenta, la parte real de las raices complejas aumenta su valor. De este modo, existe un

6La parte real coincide con la coordenada z del punto de tangencia entre la curva y la recta que pasa
por el punto (A1,0) y es tangente a la curva, donde A; es la raiz real de la curva (ver [21]).
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valor de p a partir del cual estas raices pasan a tener parte real positiva. A ese valor de p
lo llamaremos py y veremos posteriormente que py ~ 24.737. Podemos concluir que para
valores de p con 1 < p < pp, el origen es inestable y los otros dos puntos criticos, ps y
ps3, son estables. En la Figura 19 se ha representado una soluciéon del sistema para p = 10
con condicion inicial en el punto (0.1,0.1,0.1). Se observa que el origen es inestable y que

el sistema evoluciona a uno de los puntos criticos estables.

Figura 19: Solucién del sistema de Lorenz para p = 10, con condicién inicial en el punto (0.1,0.1,0.1).
El sistema evoluciona hacia uno de los puntos estables.

Caso 3: p=1

Se ha visto que para p < 1 el tnico punto de equilibrio existente es el origen, que
ademas es estable, y en el momento en que p > 1 aparece un par de puntos criticos
estables, mientras que el origen se vuelve inestable. Por tanto, podemos concluir que en
p = 1 hay una bifurcacion tridente supercritica, la cual aparece debido a la simetria del

problema, demostrada en la Seccion 3.1.3.

Caso 4: p = py

Como vimos en la seccién 2.4.2, una bifurcaciéon de Hopf ocurre cuando los autovalores
cruzan el eje imaginario. Cuando analizamos el caso de p > 1, vemos que aparecian raices
complejas con parte real negativa, y que esa parte real negativa iba creciendo a medida
que aumentaba p. Por tanto, la pregunta que nos hacemos es en qué valor de p las raices
pasaran a tener parte real positiva. Para ello, hay que analizar en qué momento las raices
del polinomio caracteristico son puramente imaginarias, es decir, tienen parte real igual

a cero. Veamos para qué valores de p se verifica que A = +ai, donde a € R. Sustituyendo

31



A = ai en la Ec.(10), se tiene:
(ai)® 4+ (ai)*(B+ o + 1) + (ai)B(o + p) +2B0(p— 1) =0
Si resolvemos por separado la parte real y la parte imaginaria tenemos lo siguiente:
a?(B+o+1)=28c(p—1) a® = aB(o + p)

De la ecuacion de la derecha se deriva que a* = (o + p) y sustituyendo este término en

la ecuacion de la izquierda se obtiene el valor de p que buscamos, que llamaremos py

_o(fto+1)+20 o(B+o+3)

— = R 24.737
pi —(B+o+1)+20 o—pB—1

Se ha visto que en el caso en que 1 < p < py el origen es un punto inestable y los
puntos ps y p3 son estables, mientras que si p > ppy, las raices complejas pasan a tener
parte real positiva y, por tanto, p, y p3 pasan a ser inestables. Es decir, en el momento

en que p = py hay una bifurcacion de Hopf, que ademés es subcritica.

Caso 5: p > py

En el caso en que p > pgy los tres puntos criticos son inestables. Ademas, se demostro
en la Seccion 3.1.1 que las trayectorias no tienden a infinito, sino que quedan confinadas en
una region del espacio. Por ello, a partir de este momento se observa un comportamiento
caotico del sistema y las trayectorias quedan confinadas al atractor de Lorenz.

En primer lugar, es razonable preguntarse como es la transicion al caos, es decir, como
el sistema pasa de no ser cadtico a serlo. En la Figura 20 se muestra una soluciéon del
sistema para p = 23 (< pg). Asimismo, se ha representado en la Figura 21 la evolucion
en el tiempo de la coordenada x de dicha soluciéon. Lo que se observa es que previamente
a evolucionar a una espiral estable alrededor de uno de los puntos criticos, el sistema se
comporta de una forma irregular y aperiddica, alternando secuencias de giro entre ambos

puntos. Este es el paso previo al caos.
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Figura 20: Solucién del sistema de Lorenz
para p = 23, con condicién inicial en el pun-
0 (0.5,0.5,5). El sistema sigue una trayectoria
irregular antes de evolucionar hacia uno de los
puntos estables en forma de espiral.
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Figura 21: Evolucién de la coordenada z en
el tiempo de la trayectoria descrita en la Figura
20. El sistema alterna secuencias de giro entre
los dos puntos estables antes de estabilizarse
alrededor de uno de ellos.

No obstante, a pesar de que la trayectoria no es cadtica ya que el movimiento deja de

ser aperiodico en algin instante de tiempo, para p = 23 el sistema ya muestra una alta

sensibilidad a las condiciones iniciales. En la Figura 22 se ha representado la trayectoria

anterior y otra trayectoria separada inicialmente de esta una distancia de 1.e-6 en el eje

y. En la Figura 23 se muestra la evolucion de las coordenadas x de cada trayectoria. Se

ve que durante los primeros instantes de tiempo las dos trayectorias coinciden, pero que

llega un momento en que las trayectorias son completamente distintas, hasta el punto de

estabilizarse alrededor de puntos criticos distintos.

10 -0 ¥ 0

Figura 22: Solucion del sistema de Lorenz pa-
ra p = 23, con condicién inicial en el punto
(0.5,0.5,5), en azul, y con condicion inicial en
el punto (0.5 0.5+1.e-6, 5), en rojo.
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Figura 23: Evoluciéon de la coordenada z en
el tiempo de las dos trayectorias descritas en la
Figura 22. Se pone de manifiesto la sensibilidad
a las condiciones iniciales del sistema.
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A continuacién, se muestra el comportamiento del sistema para p = 30. En este caso

los tres puntos son inestables y aparece el caos. En las Figuras 24 y 25 se observa que el

sistema sigue una trayectoria acotada que alterna secuencias de giro alrededor de los dos

focos inestables. El movimiento es completamente cadtico. La forma que se observa es el

conocido atractor de Lorenz.

Figura 24: Solucién del sistema de Lorenz pa-
ra p = 30, con condicion inicial en el punto (0.5,
0.5, 5). Se ve como las trayectorias quedan con-
finadas en el atractor de Lorenz. El movimiento
es caobtico.
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Figura 25: Proyeccién en el plano zz de la
trayectoria descrita en la Figura 24, aunque se
ha dejado evolucionar menos tiempo. Se ve que
la solucién gira entorno a los dos puntos criticos,
marcados en color rojo, de forma aleatoria.

El nimero de veces que gira alrededor de uno de los focos antes de pasar al otro es

totalmente aleatorio, igual que lanzar una moneda al aire. Esto se aprecia en la Figura

26, en la que se muestra la evolucion de la coordenada = de dos trayectorias inicialmente

muy cercanas. Se ve que el ntimero de giros alrededor de un punto y otro es aleatorio.

Ademés, se pone de manifiesto la sensibilidad a las condiciones iniciales del sistema.
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Figura 26: Solucion del sistema de Lorenz para p = 30, con condicién inicial en el punto (0.5,0.5,5), en
azul, y con condicién inicial en el punto (0.5+1.e-8, 0.5, 5), en rojo. Se pone de manifiesto la sensibilidad

a las condiciones iniciales del sistema.



Por otro lado, en las Figuras 27 y 28 se ha representado la evoluciéon del sistema para
p = 30 cuando las condiciones iniciales estdn muy lejos de los puntos fijos. En la primera,
se ha dejado evolucionar la trayectoria durante un tiempo T=[0 250]7, mientras que en la
segunda se la ha dejado evolucionar un tiempo 7' =[0 1|. Con esto, se pretende exponer

que las trayectorias decaen hacia el atractor exponencialmente rapido.
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Figura 27: Solucién del sistema de Lorenz pa-
ra p = 30, con condicién inicial en el punto
(1000, -600, 100), a la que se ha dejado evolu-
cionar un tiempo 7'=[0 250].

Figura 28: Solucién del sistema de Lorenz pa-
ra p = 30, con condicién inicial en el punto
(1000, -600, 100), a la que se ha dejado evolu-
cionar un tiempo T=[0 1].

Al seguir “jugando” con los valores de p, se ha visto que para ciertos valores de p > 1,

las trayectorias dejan de ser cadticas y siguen un comportamiento peridédico. Es decir, hay
ciertos valores de p para los cuales se deja de observar el caos. En particular, se ha visto

que para p = 150, por ejemplo, las soluciones convergen a una o6rbita de periodo doble,

como se refleja en la Figura 29.
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Figura 29: Solucién del sistema de Lorenz pa-
ra p = 150, con condicién inicial en el punto
(1, 1, 1). La solucién converge a una orbita de
periodo doble.
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Figura 30: Evolucién de la coordenada z en
el tiempo de la trayectoria descrita en la Figura
29. Se aprecia el comportamiento de periodo
doble.

"Un tiempo T=[0 250] representa 250 unidades de tiempo.
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Al aumentar ain més el valor de p, para p = 500 por ejemplo, se observa un ciclo
limite globalmente atractor. Se ha representado en la Figura 31, en azul, una soluciéon
del sistema con condicién inicial en (1,1, 1) y se ve que converge a una orbita periddica.
También se ha representado en rojo otra soluciéon, con condicién inicial cerca de uno de
los puntos criticos inestables, y se ve que la trayectoria acaba convergiendo finalmente a

la misma oOrbita peridédica. En este trabajo no se ha entrado a analizar por qué ocurre este

hecho, pero una explicacion analitica se puede encontrar en [22].
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Figura 31: Solucién del siste-
ma de Lorenz para p = 500,
con condicién inicial en el punto
(1, 1, 1), en azul, y en el pun-
to (36.47, 36.47, 499), en rojo.
Ambas soluciones convergen a
un ciclo limite estable.

Figura 32: Evoluciéon de la
coordenada y en el tiempo de
las dos trayectorias representa-
das en la Figura 31. A partir de
t ~ 3.5, ambas soluciones con-
vergen al ciclo limite estable.
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Figura 33: Evoluciéon de la
coordenada z en el tiempo de
las dos trayectorias representa-
das en la Figura 31. A partir de
t ~ 3.5, ambas soluciones con-
vergen al ciclo limite estable.

3.3. Exponentes de Lyapunov

Hemos visto que para ciertos valores de p, a partir de que p > pp, ciertas trayectorias
presentan una alta irregularidad y aperiodicidad. Ademas, hemos visto que, en ese caso,
el sistema tiene una alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Como ya introdujimos
previamente en la Seccion 2.2, la forma més comun de cuantificar la divergencia entre dos
trayectorias es a partir de los exponentes de Lyapunov.

A partir de un programa propio realizado en Matlab se han calculado los exponentes de
Lyapunov para distintos valores de p. En las Figuras 34 y 35 se han representado los tres
exponentes de Lyapunov en funciéon del tiempo que se ha dejado evolucionar el sistema,
para p = 20 y para p = 28, respectivamente. Sabemos que la definicién del exponente de
Lyapunov requiere que t — oo y lo que vemos en las graficas es que mientras ¢ — oo, los
exponentes de Lyapunov convergen a ciertos valores. En primer lugar, para p = 20 se tiene
que A\;=-0.1512, A\ =-0.1546 y A3 = -13.3622. Como ya intuiamos, para este valor de p el

sistema no es cadtico ya que los tres exponentes son negativos. Por otro lado, para p = 28

36



se tiene que A\1=0.9079, A\;=-0.0209 y A3=-14.5571, por lo que el sistema es cadtico ya
que el exponente méaximo de Lyapunov es positivo y por tanto las trayectorias divergen.
Esto, unido al hecho de que el sistema es disipativo, tal como probamos en la Seccion
3.1.4, sugiere que las trayectorias convergen a un atractor extrano, que es precisamente el
atractor de Lorenz. En 2002, el matemaético australiano Warwick Tucker probo a partir de
métodos numéricos que las propiedades que exhibe el atractor de Lorenz se corresponden
con las de un atractor extrano, lo cual supuso la resolucién del problema ntmero 14 de
la lista de problemas de Smale [23]. Se estima que la dimension de Hausdorff del atractor
de Lorenz, para p =28, 0 =10y 8 = 8/3, es D = 2.06, es decir, es un fractal [24].

Cabe destacar ademas que, en ambos casos, A\; + Ay + A3 =~ -13.67, lo cual coincide con

el resultado obtenido en la Seccion 3.1.4, donde vimos que el volumen se contraia como

o (0+1+8) oy o—13.67

e Mw:w

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120 140 160
t t

Figura 34: Exponentes de Lyapunov para p = Figura 35: Exponentes de Lyapunov para p =
20. La grafica converge a los siguientes valores: 28. La grafica converge a los siguientes valores:
A1 =-0.1512; A\s=-0.1546 y A3=-13.3622. A1 =0.9079, A\2=-0.0209 y A3=-14.5571.

Finalmente, se han calculado también los exponentes de Lyapunov para sistemas de
Lorenz con otros valores de p. Cabe destacar que, por ejemplo, para p = 200, se ha
obtenido A\;=-0.035, Ao=-0.734 y A\3=-12.894. Con ello, se verifica que para ciertos valores

de p > 1 el sistema vuelve a no ser caético.
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4. Estocasticidad espontanea

Qué es la estocasticidad espontanea

En el contexto de la dinamica de fluidos ideales se suele tratar con ecuaciones en de-
rivadas parciales que son invariantes bajo transformaciones de escala espacio-temporales.
Una caracteristica de este tipo de ecuaciones es que sus soluciones pueden no ser unicas
o no estar globalmente definidas. Esto sucede cuando la funciéon que describe el sistema
es no Lipschitz continua, por lo que la unicidad de las soluciones no se puede asegurar.
Generalmente, en estos casos, para obtener un problema globalmente bien definido lo que
se hace es regularizar dicho problema, es decir, introducir términos (viscosidad, fluctua-
ciones térmicas...) a microescalas, de forma que al estudiar el limite cuando estos términos
desaparecen se tenga una soluciéon fisicamente relevante del sistema ideal a macroescala
(ver, por ejemplo, [25], [26]). Muchos estudios acerca del tema sugieren que la dindmica
turbulenta es estocastica incluso cuando el ruido es pequeno y se limita a escalas pequenas,
y que el comportamiento estocéastico de las soluciones sigue estando presente en el limite
en que el ruido desaparece. Es decir, al regularizar el problema, este queda bien definido,
en términos probabilisticos, y se obtiene una solucién tnica aleatoria. Al hacer el limite
en que desaparecen esos términos se llega a que la solucion sigue siendo probabilistica, y
ademas es independiente de la regularizacion (27|, [28], [29], [30]).

Estas soluciones limite se conocen como espontidneamente estocasticas y repre-
sentan una distribuciéon de probabilidad no trivial universal en el espacio de soluciones
deterministas no tnicas de la ecuacion diferencial. Analicemos esto con més detalle. En
primer lugar, un proceso estocastico es aquel cuyo comportamiento no es determinista,
sino aleatorio. En estos casos, el sistema pasa de ser determinista a ser estocastico en un
tiempo infinitesimal y requiere perturbaciones infinitesimales para aparecer, de ahi que se
denomine estocasticidad “espontanea”. Si, por el contrario, la funciéon que describe el flujo
tuviera una solucién tnica determinista, al regularizar el problema se convergeria en el
limite a una delta de Dirac. El hecho de que sea una probabilidad “no trivial” quiere decir
que no se converge a una delta de Dirac. Por otro lado, el hecho de que sea “universal”
hace referencia a que las propiedades estadisticas del flujo son independientes del tipo de
regularizacion, excepto a escalas y tiempos muy pequenos.

Una manifestacion de la estocasticidad esponténea es la estocasticidad espontanea la-
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grangiana, observada en trayectorias lagrangianas de particulas que se mueven en un flujo
turbulento. En este caso, dos particulas divergen en tiempos finitos a estados distintos,
independientemente de su separacion inicial (incluso si estan en la misma posicion inicial).
Se vera un ejemplo posteriormente en esta seccion. Otra manifestacion de ella es la esto-
casticidad espontanea euleriana, que se observa en el campo de velocidades que describe
el flujo. En este caso, un ruido infinitesimalmente pequeno a escalas muy pequenas activa
la evoluciéon estocastica del campo a escalas y tiempos finitos. El comportamiento del
sistema es completamente determinista hasta que se alcanza una singularidad, “blow up

time”, a partir de la cual se produce la estocasticidad espontanea [31].

Origenes de la nocién de estocasticidad espontanea

Tal como comenta el matematico americano Gregory L. Eyink en el congreso celebrado
recientemente, titulado “What is Spontaneous Stochasticity and How Far Do We Unders-
tand It?”, los origenes de la nocién de estocasticidad espontdnea surgen con la publicacién
del trabajo “Slow Modes in Passive Advection” de Bernard, Gawedski y Kupiainen de
1998, donde hablan de “un comportamiento no determinista de las trayectorias lagrangia-
nas para nimeros de Reynolds altos en flujos turbulentos” |32]. El término “estocasticidad
espontdnea” para describir este fendémeno seria usado por primera vez unos anos después,
en 2001, en el trabajo de Falkovich et al. “ Particles and fields in fluid turbulence” [33].

No obstante, ya en 1968, el propio Edward Lorenz habia advertido de este fenémeno
en su trabajo “The predictability of a flow which possesses many scales of motion” [34],

en el que se recogia lo siguiente:

“Se propone que ciertos sistemas de fluidos formalmente deterministas que poseen mu-
chas escalas de movimiento son observacionalmente indistinguibles de sistemas indeter-
ministas; especificamente, que dos estados del sistema que difieren inicialmente un “error
observacional” pequeno evolucionardn en dos sistemas que difieren tanto como dos estados
del sistema escogidos de forma aleatoria dentro de un intervalo de tiempo finito, que no

se puede alargar reduciendo la amplitud del error inicial.”

Lorenz sostenia que a escalas muy pequenas, debido por ejemplo a la presencia de

microorganismos en el agua o de una mariposa en la atmoésfera, se crearfan perturbacio-
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nes que se propagarian posteriormente a las escalas mas grandes. Estas perturbaciones
propocionarfan una energia suficiente en las escalas muy pequenias que derivaria de for-
ma drastica en un comportamiento impredecible del flujo. Con ello, propone que ciertos
sistemas deterministas con muchas escalas de movimiento son indistinguibles de sistemas
indeterministas. Ademas, y esto es lo realmente destacable, defiende que en estos sistemas,
a pesar de que se disminuya el ruido, es decir, el error inicial, el tiempo de predecibilidad
no crece, a diferencia de lo que ocurre en un sistema cao6tico. Por tanto, estamos hablando
de un sistema més que cadbtico.

De hecho, segiin se recoge en el trabajo de Palmer et al. “The real butterfly effect” [35],
lo que Edward Lorenz entendia por “efecto mariposa” no se corresponde con la nocién de
sensibilidad a las condiciones iniciales de los sistemas cadticos que se tiene hoy en dia.
Mas bien pretendia describir la existencia de un tiempo finito absoluto en sistemas de
fluidos con muchas escalas de movimiento, independiente de las condiciones iniciales para
tiempos largos, a partir del cual el sistema pierde su naturaleza deterministica y se hace
completamente impredecible. A diferencia de lo que ocurre con el caos determinista, este
tiempo no puede alargarse reduciendo la incertidumbre de las condiciones iniciales. Es
decir, se trata de una condicién mucho méas radical que la mera dependencia sensible a
las condiciones iniciales.

El propio Lorenz en su trabajo de 1968 estimé los tiempos de prediccion para diferen-
tes escalas. A la escala tipica en la que se predice el tiempo atmosférico, estimé que el
tiempo de predecibilidad seria de un dia. No obstante, con los sistemas sofisticados que
se tienen actualmente, el tiempo se puede predecir hasta con una semana de antelacion.
Posiblemente esta prediccion excesivamente pesimista de Lorenz, unida al hecho de que el
analisis que llevo a cabo no era del todo riguroso, explica por qué el trabajo de 1968 no ha
tenido tanta repercusion entre los cientificos como si lo ha hecho el de 1963. No obstante,
Lorenz no se equivocaba del todo, pues la estocasticidad espontanea esta presente y se ha

puesto en evidencia en numerosas ocasiones.

Ejemplo de estocasticidad espontanea

Una manifestacion de la estocasticidad espontanea lagrangiana es la difusion de Ri-
chardson. En 1926, el cientifico inglés Lewis Fry Richardson, estudiando el comporta-

miento de las particulas en flujos turbulentos, como columnas de humo, observé en sus
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datos experimentales una manifestacion de lo que hoy se conoce como estocasticidad es-
pontanea. Lo que Richardson sugirié al estudiar las particulas en el flujo turbulento era
que la distancia cuadratica media entre dos elementos del fluido crecia a razon de 3, y
era independiente de la distancia de separacion inicial, lo que se denomina difusién de
Richardson. En 2013, Bitane et al. llevaron a cabo una simulacién turbulenta en una
caja periodica en la que ponian particulas en el flujo a diferentes distancias iniciales [36].
En la Figura 36 se muestran los resultados del estudio, donde se representa la distancia
cuadratica media entre dos particulas en el flujo turbulento en funciéon de su separacion

inicial, para dos nimeros de Reynolds distintos.
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Figura 36: Imagen obtenida de [36]. Se representa la separacion cuadratica media entre dos particulas
en un flujo turbulento para dos niimeros de Reynolds distintos. La linea discontinua representa el compor-
tamiento predicho por Richardson ~ t2. Los colores que van de verde a rojo representan el hecho de que
la separacion inicial entre dos particulas se hace mas pequena. La condicion inicial se olvida en tiempos
finitos y la separacién acaba tendiendo a la curva ¢3. A medida que aumenta el ntimero de Reynolds, la
distancia entre particulas cuya separacion inicial es més pequefia tiende mas rapido a la curva t3. Por
tanto, en el limite en que la viscosidad v — 0, se espera que dos particulas que empiezan en el mismo
punto se separen una distancia finita de forma instantanea.

En las dos graficas se verifica el hecho de que, aunque se disminuya la separacion
inicial, esta acaba tendiendo a la misma curva ~ t3 predicha por Richardson. Es decir, las
particulas olvidan su separacién inicial a tiempos finitos. En ambas gréficas se observa el
mismo comportamiento, pero hay que tener en cuenta que las magnitudes representadas
estan adimensionalizadas por escalas que son cada vez més pequenas a medida que crece el

34 7, oc V12 y Re oc 1/v, de forma que cuanto

namero de Reynolds (ver Anexo D; n o< v
mayor es Re, menor es i y menor es 7,,). Con ello, se verifica que a medida que aumenta
Re (i.e, disminuye la viscosidad) la distancia entre particulas cuya separacion inicial es

més pequeiia tiende méas rapido a la curva t3, es decir, alcanzan antes una separacion
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finita independiente de la condicién inicial. Por tanto, en el limite en que la viscosidad
v — 0, se espera que dos particulas que empiezan en el mismo punto....jse separen una
distancia finita de forma instantanea!

Hoy en dia se entiende que este hecho es una manifestacion de la estocasticidad espon-
tanea, la cual aparece debido a la rotura de la unicidad de las soluciones de la EDO o EDP
que describen el sistema determinista. Al regularizar el problema y hacer desaparecer el
ruido que se ha introducido, la no unicidad de las soluciones persiste y las trayectorias
deterministas tienen soluciones no tnicas estocésticas. De esta forma, dos particulas se
separan en tiempos finitos sin importar lo cerca que se encuentran inicialmente, incluso si
resuelven el mismo problema de valores iniciales. Esto permite construir una medida de
probabilidad bien definida sobre las trayectorias lagrangianas. A pesar de que se rompe el
determinismo, con este procedimiento el flujo lagrangiano esta bien definido, aunque en
un sentido probabilistico.

Veamos un caso en el que no se verifica que la soluciéon de la EDO sea tinica. Este es
posiblemente el ejemplo més utilizado para describir este hecho. La idea se ha obtenido

del trabajo de Eyink y Rivas, “ Quantum Spontaneous Stochasticity” [37].

Ejemplo 4.1. Sea r(t) = x1(t) — 25(t) la tasa de separacion entre dos particulas en un

flujo turbulento. Consideramos el siguiente problema de valores iniciales:

d?“ 1/3 _
== du(r) = C(er) /3, r(to) =10 (11)

donde du(r) es la velocidad relativa de las particulas a una separacion r, C' es una constante
y € es la velocidad promedio de disipacion de energia por unidad de masa. En primer lugar,
observamos que 2 (r'/%) = (1/3)r=%/ que no es continua en r = 0 y, por tanto, el Teorema
3.1 no nos garantiza la unicidad de las soluciones. Veamos cuél es la solucion del problema.

Observamos que se puede resolver por separacion de variables:

r(t) d t
/ 1—7;3 = 061/3/ dt
0 Y to

9 3/2
r(t) = <r§/3 + 5061/3@ — t0)>

y se tiene

_1/3.2/3
3 —1/3,2/

Esta ecuacion verifica la ley de Richardson r* oc t* cuando (t —tg) > 55 Ty’ ", con lo
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que es independiente de la separacion inicial. Ademas, en este caso se da que

() @061/3@ _ t0)>3/2

a medida que g — 0. Asi, dos particulas que empiecen en la misma posicioén inicial, es
decir, con ry = 0, acabaran separadas una distancia finita en un tiempo finito. Estudiemos
el caso en que ry = 0. En este caso, vemos que ry(t) = 0 también es solucion de 11. De
hecho, lo que ocurre es que se pueden obtener infinitas soluciones combinando estas dos
soluciones 71 (t) y ro(t). Es decir, podemos estar en el cero un tiempo arbitrario ¢; y luego
cambiar a la solucion r(t) = (2Ce'/3(t — tl))3/2. De este modo, las soluciones de 11, con

ro = 0, son de la forma:

0 sitg <t <t

sit >t

dODdGOStO Stl S Q.

Esta situacion se puede observar en la Figura 37, en la que se han representado algunas
soluciones del problema 11 . Se ve como la combinacion de las dos soluciones mencionadas
anteriormente da como resultado una soluciéon del problema, y de esta forma se pueden

construir infinitas soluciones del mismo.

15 T T T

(/K

0 1 2 3 4 5 6
t

Figura 37: Miltiples soluciones del problema de valores iniciales descrito en 11 para 79 = 0. Estas
soluciones son la combinacion de ro(t) = 0y ri(t) = ((2/3)Cet/3(t — tl))3/2, es decir, la solucion esta
en el cero hasta un tiempo arbitrario t; en el que pasa a comportarse como r1(t). Los puntos rojos
representan los valores de t; en cada caso. La magnitud K que divide a r(t) es igual a ¢'/2(2C/3)3/2. Se
ha utilizado para poder observar el comportamiento de las soluciones del problema de valores iniciales 11
con rg = 0 sin necesidad de hallar C ni ¢, pues no hace falta tenerlos en cuenta para lo que queremos ver.
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Finalmente, para verificar que la funcion definida a trozos r(t) descrita en 12 describe
las infinitas soluciones del problema de valores iniciales 11 para rqg = 0, vamos a probar
que es una funcion derivable. En primer lugar, es trivial ver que la funcién es continua,
ya que ambos trozos son funciones continuas, y ambos son igual a cero para t = t;. Por
otro lado, se tiene que la derivada de r(t) es

/ 0 sitg<t<t
e (2C/)*2 3 (1 — 1,112 ‘ (13)

20373t — ) sit>t
De nuevo, es trivial ver que ambas funciones son continuas, pues la segunda esta definida
para t > t; y por tanto la funcion v/t — t; es continua. Ademas, ambas funciones son igual
a cero en t = t;. Por tanto, se trata de una funcion derivable V¢ € [0,00) y se concluye

que 7(t) es solucion del problema de valores iniciales 11 para o = 0.
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5. Conclusiones

En este trabajo se han puesto de manifiesto dos tipos de sistemas deterministas cuyo
comportamiento a largo plazo no se puede predecir. Por un lado, los sistemas cadticos,
como el sistema de Lorenz, son sistemas no lineales que presentan sensibilidad a las con-
diciones iniciales, de forma que los errores crecen exponencialmente en el tiempo y su
evolucion a largo plazo es impredecible. Por otro lado, los sistemas que presentan esto-
casticidad espontanea son sistemas descritos por ecuaciones cuya solucién no es tnica, de
forma que el comportamiento del sistema, a partir de cierto punto, solo se puede predecir
en términos probabilisticos.

Aunque tanto el caos como la estocasticidad espontanea hacen que el comportamiento
de un sistema sea impredecible, hemos visto que se trata de fendémenos distintos, hecho
que ya intufa el propio Edward Lorenz en la década de los 60. Por una parte, un sistema
cadtico presenta una dependencia continua de las condiciones iniciales, de forma que el
horizonte de predictibilidad se puede alargar arbitrariamente reduciendo el error inicial.
Ademés, si dos réplicas del mismo sistema cadtico estan en el mismo estado inicial, lo
estaran en cualquier instante de tiempo futuro. Por el contrario, si un sistema presenta
estocasticidad espontanea, este no depende de las condiciones iniciales de forma continua
y existe un tiempo absoluto a partir del cual no se puede predecir el comportamiento del
sistema, el cual no se puede ampliar reduciendo el error inicial. De hecho, en este caso,
dos copias idénticas del mismo sistema pueden acabar en estados futuros diferentes. Es
por ello que se trata de un fendémeno aiin mas impredecible que el caos. No obstante, en
este ultimo caso, a pesar de que no es posible predecir el estado futuro del sistema con
total exactitud, si se puede predecir su probabilidad.

Actualmente, la Teoria del Caos esté presente en numerosos campos de la ciencia, como
pueden ser la fisica, la medicina, la biologia, la psicologia, la economia o la meteorologia
y, en general, en cualquier &mbito en el que se observen sistemas cuyo comportamiento es
aparentemente cadtico e impredecible. Asimismo, la estocasticidad espontanea, a pesar de
ser un fenémeno del que hoy en dia no se tiene, ni mucho menos, pleno conocimiento, es
de gran relevancia en el estudio de inestabilidades en Mecanica Clasica de Fluidos, como
la inestabilidad de Kevin-Helmoltz o los flujos turbulentos, y puede ser de utilidad para
explicar fen6menos como la reconexién magnética o para modelar y predecir la dispersion

de contaminantes en los océanos y en la atmoésfera. Por tanto, de lo que si podemos estar
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completamente seguros es de que el desarrollo de la Teoria del Caos, asi como el estudio
de la nocion de estocasticidad espontanea, nos brindan la posibilidad de seguir ampliando
nuestro conocimiento pues nos proporciona, como apuntamos al inicio del trabajo, “nuevos

ojos” con los que seguir investigando.
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A. Anexol

Funciones de Lyapunov

Las funciones de Lyapunov se emplean a menudo para estudiar la estabilidad de un

punto critico. Una funcién de Lyapunov se define de la siguiente manera.

Definicién A.1. Sea f: R"™ — R", con & = f(z). Sea z* un punto tal que f(z*) = x*.
Se dice que V : U C R™ — R es una funcién de Lyapunov de f centrada en z* € U si

verifica
» V(z)>0V2zeU\{z*}
» V(z*)=0

» V() =VV(x) f(x) <O0OVaxelU

En este trabajo se ha utilizado una funcién de Lyapunov para probar que el punto
(0,0,0) del sistema de Lorenz es globalmente asintoticamente estable. Esto se debe a
que el teorema de estabilidad de Lyapunov asegura que un punto x* es globalmente
asintoticamente estable si existe una funcién de Lyapunov para f que verifique la definicion

anterior y
n ||z|]| = 00 = V(z) = o0
» U=R"

" V(l’) < 0 estrictamente V x € R"” \ {x*}

B. Anexo Il

Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales auténomas

j: = f('r7 y’ Z)
Z = h(z,y,2)

donde x = x(t), y = y(t) y z = z(t) son funciones que dependen del tiempo. Sea & =

(Z, 7, Z) un punto de equilibrio del sistema, es decir, un punto que verifica f(Z) = g(&) =

20



h(x) = 0. Para estudiar la estabilidad alrededor de un punto de equilibrio se ha linealizado
el sistema alrededor de dicho punto. El motivo por el que este procedimiento para analizar
la estabilidad es valido se debe al siguiente teorema, que garantiza que, bajo ciertas
condiciones, las soluciones del sistema no lineal alrededor de un punto de equilibrio se
comportan de la misma manera que las soluciones obtenidas a partir de la linealizacion

de dicho sistema alrededor del punto.

Teorema B.1. (Hartman-Grobman) Sea & un punto de equilibrio del sistema 14. Sea
DF(z) la matriz jacobiana del sistema evaluada en &, de tal forma que el punto  es
hiperbélico, es decir, ningin autovalor de DF (&) tiene parte real igual a cero. Entonces,
existe un entorno V de & de tal forma que las trayectorias del sistema no lineal en dicho

entorno son homeomorfas a las trayectorias del sistema linealizado.

Una vez justificado por qué se linealiza para estudiar la estabilidad, vamos a ver como
se ha llevado a cabo este proceso de linealizacion y qué conclusiones se obtienen a partir
del mismo. Partimos del sistema descrito en 14. Sea & = (¥, ¥y, Z) un punto de equilibrio
del sistema. Usando el teorema de Taylor, podemos expandir el sistema alrededor de z,

manteniendo tinicamente los términos de primer orden. De esta forma, se tiene lo siguiente:

; of of of _ 7
xr Jxr Oy Oz xr xr

= | 9% 99 9g _ g
Yy ox Oy 0Oz Yy Y
: Oh  Oh Oh 3
< Or 0Oy 0z/) p—_g < <

Esto también se puede escribir como

&= DF(&) (x — &) (15)

Las soluciones que se buscan son de la forma & = & + ve™, donde \ es una constante. Si
sustituimos esto en la ecuacion anterior y derivamos @ en funcion del tiempo se tiene la
siguiente igualdad:

MeM = DF(z) - ve

o lo que es lo mismo

DFE(z) - veM — et = (DF(z) — M)ve =0
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Como e # 0 para cualquier ¢ finito, la igualdad anterior se puede reducir a (DF(Z) —
AM)v = 0y, por tanto, el sistema tendra una solucién no trivial si se verifica que
det(DF(x) — A\I) = 0. Es por esta razon que buscaremos las raices del polinomio ca-
racteristico del jacobiano que define el sistema, que seran los autovalores \; de la matriz.
Ademas, existiran autovectores v; asociados a cada autovalor. De esta forma, se tiene que
la solucion del sistema linealizado 15 es una combinacion de los autovectores que tiene la

siguiente forma:

Aot A3t

x =T + 1M + covae™! + cyvge

siendo ¢y, ¢, c3 constantes. A partir de esta ecuacion, podemos ver que si todos los auto-
valores son reales y negativos, entonces el punto de equilibrio es estable. Si hay alguno con
parte real positiva, entonces la solucion divergird en la direccion del autovector asociado
y el punto es inestable. Y si alguno tiene parte imaginaria distinta de cero, la soluciéon
oscilara en las direcciones asociadas, aunque puede ser que el punto sea estable si todos

los autovalores tienen parte real negativa.

C. Anexo III

Para obtener el valor de p para el cual el p(\) descrito en Ec.(10) pasa de tener tres
raices reales a una raiz real y dos complejas, se ha calculado el momento en el que el
minimo de la funcién tiene coordenada y = 0. Hay que buscar entonces el valor de p tal
que

PA) =3\ +2\B+0+1)+B(0c+p) =0

Si resolvemos esta ecuacion de segundo grado, sacamos dos valores de A. Uno correspon-
derad al maximo y otro al minimo que se observan en la Figura 16. La raiz de mayor valor

corresponde al minimo, y por tanto, el minimo esta en

(11 +8/3) + /(11 + 8/3)2 — 8(10 + p)

=
3

Lo que buscamos es entonces que, para este valor de A, p(A) = 0, ya que queremos que el
minimo tenga coordenada y = 0. Si sustituimos en Ec.(10) esta expresion de A e igualamos
a cero, podemos despejar el valor de p. Con la ayuda del programa Wolfram Alpha, se ha

obtenido que ese valor es p = 1.3456.
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D. Anexo IV

Turbulencia

Un fluido se mueve de forma turbulenta cuando el movimiento de las particulas es
desordenado, irregular, impredecible. En un flujo turbulento se asume la aparicion de
vortices de distintos tamanos que interacttian entre si. Estos tamanos se conocen como
“escalas de longitud”. Los vortices de mayor tamano interaccionan con el flujo principal y
extraen energia de él. Este rango de escalas se llama rango energético. Estos vortices son
inestables y tienden a dividirse en vortices mas pequenos que a su vez se siguen dividiendo.
La energia cinética es transferida cada vez a escalas méas pequenas, lo que se conoce como
cascada de energia, hasta que se disipa por la viscosidad a escalas muy pequenas. El rango
en el que la energia cinética se transfiere se conoce como rango inercial, mientras que el
rango a partir del cual la energia se disipa es el rango disipativo. Se conoce como escala
integral, L, a la escala de los vortices mas grandes, que generalmente viene definida por
las condiciones de frontera. Por otro lado, la escala més pequena a la que pueden existir
remolinos se conoce como escala de Kolmogorov, 7. A esta escala, las fuerzas inerciales y
viscosas se hacen iguales y a partir de ahi la energia cinética es disipada en forma de energia
interna debido a la viscosidad. Ademas de escalas de longitud, cada vortice también tiene
su escala de tiempo, que es el tiempo que tarda el remolino en dar una vuelta. La escala

de longitud y de tiempo de Kolmogorov se definen respectivamente como:

=) e ®” o

donde v es la viscosidad cinemaética del fluido y € es la velocidad promedio de disipacion

de energia por unidad de masa.
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