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Resumen

La neurociencia es un campo multidisciplinar que requiere de la fisica y de la compu-
tacion para modelar la actividad cerebral. Los modelos neuronales tratan de descri-
bir mediante ecuaciones cémo las neuronas coordinan sus comportamientos cuando
estan acopladas en red. El presente trabajo se centra en un modelo que describe la
dinamica colectiva de una poblacion de neuronas. Este es un sistema de dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias, cuyas variables son la tasa de disparo y el potencial
de membrana promedio (firing-rate equations o FRE). Estas ecuaciones se rigen
por una dindmica no lineal y pueden presentar comportamiento cadtico cuando se
fuerzan paramétricamente.

El principal objetivo es estudiar bajo qué circunstancias un forzamiento temporal en
el acoplamiento sinaptico J provoca un comportamiento cadtico en las FRE. Para
ello, es fundamental introducir primero las bases de la dindmica no lineal y el caos.
Se introduce el concepto de exponente de Lyapunov, que sirve para caracterizar
el caos en las FRE. Ademas, el estudio de este sistema dinamico requiere emplear
métodos de calculo numérico, que en este caso se han realizado en MATLAB. En
resumen, se constata la existencia de caos determinista para un forzamiento sinu-
soidal en el acoplamiento sindptico.

Palabras clave: dindamica neuronal, dindmica no lineal, caos determinista, expo-
nente de Lyapunov.

Abstract

Neuroscience is a multidisciplinary science that requires physics and computation to
model brain activity. Neuronal models are based in differential equations, in order
to describe the dynamical behaviour of coupled neurons in a network. This final de-
gree project focuses on a particular model regarding the description of the collective
dynamics of a population of neurons. This model consists in a system of two ordi-
nary differential equations, where the firing rate and the mean membrane potential
are the variables (firing-rate equations or FRE). Nonlinearity is an essential featu-
re of these equations, which can lead to chaotic behaviour under parametric forcing.

The main goal of this project is to study the chaos arising from a temporal for-
cing of the synaptic weight J in the FRE. For that purpose, we introduce first
the theoretical basis of nonlinear dynamics and chaos. Additionally, we explain the
concept of Lyapunov exponent, which is a crucial mathematical tool to determine
the existence of chaos in the FRE. Moreover, the analysis of this dynamical system
requires numerical methods that have been carried out with MATLAB. To sum up,
we prove that the system exhibits deterministic chaos under a sinusoidal forcing in
the synaptic weight.

Keywords: neuronal dynamics, nonlinear dinamics, deterministic chaos, Lyapunov
exponent.
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1. INTRODUCCION

1.1. Modelizacién neuronal

El cerebro es un sistema complejo que despierta un gran interés en diversos
ambitos de la fisica y la computacion. Desde la segunda mitad del siglo XX, se
han ido proponiendo numerosos modelos capaces de reducir la complejidad del ce-
rebro a sistemas dinamicos donde son magnitudes macroscopicas las que describen
la actividad neuronal. Dichos modelos hacen uso de una variable macroscépica que
habitualmente se conoce como firing rate o tasa de disparo, que representa el niime-
ro de neuronas que emiten un impulso eléctrico por unidad de tiempo.

Una de las aspiraciones de los llamados modelos de tasa de disparo es estudiar como
se relacionan las distintas areas del cerebro para comprender funciones cerebrales
tales como la memoria, la percepcion visual, el control motor o la toma de deci-
siones. Ademas, también sigue vigente la necesidad de comprender como emergen
las funciones cerebrales a partir de la interaccion colectiva de las neuronas. Por
ello, es conveniente desarrollar modelos neuronales que conjuguen tanto variables
microscopicas como macroscépicas, de tal manera que la neurobiologia detras de las
neuronas individuales se traslade adecuadamente a la dindmica poblacional a gran
escala. En este sentido, Montbri6, Pazé y Roxin (2015) [1] han propuesto reciente-
mente la derivacion exacta de un modelo de tasa de disparo que se deduce de las
ecuaciones diferenciales que rigen la dindmica de un conjunto de neuronas.

1.2. Sistemas dinamicos: no linearidad y caos

La fisica subyacente a una gran variedad de sistemas naturales se describe me-
diante ecuaciones diferenciales y las poblaciones de neuronas no son una excepcion.
De hecho, el cerebro puede entenderse como un conjunto de neuronas que interac-
cionan entre ellas de forma no lineal. Por consiguiente, comprender la teoria de los
sistemas no lineales en la que se enmarcan las ecuaciones que modelizan las pobla-
ciones de neuronas es fundamental para estudiar la dinamica de dichas poblaciones.

La energia proveniente de fuentes bioquimicas se emplea para producir la activi-
dad neuronal, con una sustancial pérdida de energia. Por ello, las poblaciones de
neuronas son sistemas disipativos donde, desde el punto de vista de los sistemas no
lineales, las trayectorias en el espacio de fases son atraidas a un atractor. Dichas
trayectorias pueden ser atraidas por puntos fijos (correspondientes a estados esta-
cionarios), ciclos limite (asociados a impulsos periédicos) o atractores cadticos [2].

Finalmente, cabe destacar la posible presencia del caos en los sistemas dinamicos
en neurociencia. Durante las tultimas décadas, se ha observado gran variedad de
dindmica irregular e impredecible al estudiar sistemas deterministas (sin ruido) en
la modelizaciéon neuronal. Es decir, se ha evidenciado la existencia de comporta-
mientos cadticos en sistemas neuronales [3]. Por consiguiente, analizar la dindmica
cadtica presente en algunos de estos sistemas ha sido objeto de estudio de muchos



investigadores, que han hipotetizado acerca del efecto del caos en fenémenos como
la sincronizacion, la competicion, la intermitencia o la resonancia en los sistemas
neuronales [2].

1.3. Organizacién del trabajo

A modo de guia, a continuacién se hace un resumen de los contenidos que se
incluyen en el presente trabajo. En primer lugar, los capitulos 2 y 3 constituyen el
grueso del marco tedrico relacionado con el estudio de los sistemas no lineales y el
caos, puesto que resultan de gran utilidad para el anélisis de los sistemas dinamicos
en la modelizaciéon neuronal. Después, el capitulo 4 pretende contextualizar e in-
troducir las ecuaciones macroscépicas para poblaciones de neuronas, aportando los
conceptos previos y antecedentes que conducen a dichas ecuaciones. En el capitulo
5, el objetivo es exponer de manera detallada la derivacion del sistema de ecuacio-
nes macroscopicas propuesto en [1], ya que este trabajo de fin de grado pretende
estudiar el caos en estas ecuaciones de tasa de disparo (FRE). El capitulo 6 con-
cierne a los resultados obtenidos tras realizar simulaciones de las FRE derivadas
en el capitulo 5, para las que se confirma la existencia de caos determinista para
un forzamiento periédico en uno de sus pardmetros. Por tltimo, en el capitulo 7
se concluye con algunos comentarios finales sugeridos durante la realizacién de este
trabajo.

A lo largo del trabajo se incluyen simulaciones que han sido realizadas empleando
el software de calculo numérico MATLAB. En cada figura se indica si ésta ha sido
obtenida mediante MATLAB o, por el contrario, si se ha tomado de otras fuentes.
Ademas, dado que una parte fundamental del trabajo consiste en la resolucién

numérica de sistemas de ecuaciones diferenciales, se recurre al método Runge-Kutta
de orden 4.



2. DINAMICA NO LINEAL

Las ecuaciones diferenciales describen la evolucién de los sistemas dinamicos en
el tiempo; de hecho, estas herramientas matematicas son ampliamente requeridas
en diversas areas de la ciencia y la ingenieria. Por consiguiente, en este capitulo tra-
taremos de exponer y ejemplificar los fundamentos tedricos en los que se enmarca el
estudio de la dindmica no lineal a partir de sistemas de ecuaciones diferenciales. Los
contenidos de este capitulo estan basados fundamentalmente en el libro Nonlinear
dynamics and chaos de S. H. Strogatz ([4]).

2.1. Sistemas lineales

En el espacio de fases unidimensional las trayectorias estan totalmente confina-
das; o bien estan obligadas a moverse mondétonamente, o bien estan destinadas a
permanecer constantes. Sin embargo, aumentando la dimension del espacio de fases,
los posibles comportamientos dinamicos del sistema adquieren una mayor diversi-
dad en tanto que aparecen nuevos fenémenos como oscilaciones e incluso caos.

Los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales en dos dimensiones constituyen
la aproximacién mas sencilla para estudiar los sistemas dinamicos y su clasificacion
de puntos fijos. Un sistema lineal bidimensional es un sistema que tiene la forma
general

T =azr+ by
y=cr+dy

donde a, b, ¢ y d son constantes. De ahora en adelante, se emplea la notaciéon & para
expresar & = %(t) = dx/dt. Andlogamente, en su forma matricial tenemos que

T =A%

() ()

Este sistema es lineal, por lo tanto, si Z1(Z) y Z%(t) son soluciones, también lo es
cualquier combinacién ¢;7(t) + co@a(t) con ¢y, ¢y € R. Las soluciones de ¥ = A¥
se pueden visualizar como trayectorias en el plano (z,y), comtinmente denominado
plano de fases.

donde

Se dice que el punto (z*,y*) en el plano de fases es un punto fijo si el sistema en
dicho punto cumple que (&,7) = (0,0). En los sistemas lineales, (z*,y*) = (0,0) es
siempre un punto fijo, debido a que ¥ = 0 cuando 7 = 0.



2.1.1. Clasificacion de sistemas lineales

Con el objetivo de poder clasificar todos los diagramas de fase segiin sus puntos
fijos, resulta conveniente estudiar el caso general cuando se considera una matriz
A de coeficientes reales de dimension n x n = 2 x 2. En general, las soluciones de
estos sistemas lineales tienen la forma

2

f(t) = Z Ckl_))kekkt

k=1

donde se asume que los autovectores v # 0 son linealmente independientes, y estan
asociados al los valores propios A\ € C. La linea que se extiende a partir de este
autovector 7, denota la direccion en la que evoluciona exponencialmente la solucién,
que puede crecer o decaer de acuerdo a un ritmo A,. Los autovalores son tales que
satisfacen la ecuacién del valor propio

La resolucion de la ecuacion de valores propios conduce a la ecuacién caracteristica
de la matriz A, a través de la cual se hallan los autovalores asociados a A:

a— A b

[A— M| = i

o

donde I es la matriz identidad de tamano 2 x 2. Por lo tanto, el desarrollo de
este determinante resulta en el polinomio caracteristico de A, expresado en forma
compacta como

N —_TA+A=0

siendo T = tr(A) = a + d su traza y A = det(A) = ad — bec su determinante. En
consecuencia, los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico,
que para este supuesto general son

_T+\/T2—4A T— V12 —4A

Ny =
2 Yoo 2

A1

Una situacién tipica se produce cuando A; # Mg, en cuyo caso los correspondien-
tes autovectores ¢) y v son linealmente independientes [5]. Entonces, dada una
condicién inicial %y, ésta puede ser expresada como la combinacion lineal de auto-
vectores Ty = ¢17) + coU. Por lo tanto, cualquier solucién Z(t) del sistema lineal es
f(t) = 016)‘175171 + 026/\2t172.

En resumen, los valores propios A; y Ay dependen exclusivamente del valor de la
traza y del determinante de la matriz A. Por tanto, tal y como se muestra en la
tabla 2.1, se pueden deducir cualitativamente los autovalores A; y Ay, mediante los
cuales se distinguen varios casos que dan lugar a distintos tipos de puntos fijos.
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Autovalores \q, A2

Punto fijo

&)

)\1>0y)\2<0

PUNTO DE SILLA

(+)

)\2<>\1<0

NODO ESTABLE

(—) L)

(=) | M2=ptiw, con R(A\) =pu<0

ESPIRAL ESTABLE

A2 > A >0

NODO INESTABLE

+) &

(=) | M2=ptiw, con R(A\) =pu >0

ESPIRAL INESTABLE

2.1.2.

El resumen que se muestra en la tabla 2.1 evidencia que los sistemas lineales de
dos ecuaciones conducen a una variedad limitada de puntos fijos, ya que los tinicos
factores que intervienen son los coeficientes de la matriz A, los cuales se traducen en
la traza T y el determinante A. Afortunadamente, se puede realizar una clasificacién
general de puntos fijos a través de un diagrama que toma en cuenta solamente T
y A, y que es capaz de condensar toda la casuistica de estos sistemas lineales.
El esquema en fig. 2.1 representa dicha clasificacién, donde los ejes T y A actian
como lineas divisorias entre los distintos tipos de puntos fijos. Ademas, la parabola
12 — 4A = 0 constituye también una relevante frontera que divide los nodos de las

Tabla 2.1. Clasificacion de puntos fijos para sistemas lineales. Se
distinguen varios casos para diferentes signos que pueden tener A,
Ty D = 1% —4A. La notacién (—) representa un valor negativo
y (+) uno positivo.

Clasificacion de puntos fijos

espirales.

NODOS
INESTABLES

PUNTOS
DE
SILLA

AN

AN
SN

ol i

—\
. \\\ .‘ﬂ

NODOS
ESTABLES —
S
AU

ESPIRALES »
INESTABLES =
ESPIRALES
ESTABLES )
( Q ) J

Figura 2.1. Clasificacién de puntos fijos segin T y A. Se incluyen
los diagramas de fase correspondientes a cada caso.




Cabe destacar algunos casos especiales que se sitian en las fronteras del cambio
de estabilidad; en particular, conviene destacar los centros y los puntos fijos no
aislados:

[. Centros: Cuando A > 0y T = 0, los autovalores \; y Ay son un par de
imaginarios puros y las trayectorias forman o6rbitas cerradas alrededor del
centro. Estos sistemas se encuentran entre las espirales estables e inestables.

I1. Puntos fijos no aislados: Cuando A = 0, hay al menos un autovalor nulo
(A1 = 0), por lo que se tiene un conjunto de puntos fijos no aislados. A un
lado de estos sistemas se encuentran los puntos de silla y al otro los nodos
totalmente estables o inestables.

2.2. Sistemas no lineales

En esta seccion, se dejan atras los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales
para introducir los sistemas dindmicos no lineales. La forma general del campo
vectorial en el plano de fases para un sistema auténomo se describe mediante el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

&1 = fi(xy, 22)

Ty = fa(w1, 22)

donde f; y fs representan dos funciones dadas. Considerando una notacién vectorial,
el sistema se puede reescribir como

7= f(1)
siendo ¥ = (x1,22)T y f(f) = (f1(Z), fol@))T.

2.2.1. Existencia y unicidad de soluciones

A pesar de que en ocasiones es posible hallar soluciones analiticas para estos
sistemas dinamicos no lineales, como norma general resulta complicado garantizar
una resolucién exacta para cualquier sistema ¥ = f () dado. Por lo tanto, aunque
no podamos encontrar una soluciéon analitica para el problema de valores iniciales
7 = f(&), #0) = T, resulta ttil obtener algin indicio de la existencia de una
solucién y, ademas, que dicha solucién sea tinica. Para ello, recurrimos al conocido
como teorema de existencia y unicidad, que para un sistema de n ecuaciones

diferenciales se enuncia a continuacién [4]:

Se considera el problema de valores iniciales T = f(Z) con Z(0) = Zy. Sea
funa funcion continua, asi como todas sus derivadas parciales 0f;/0x;,
dondei,7 =1,...,n, para T en algun conjunto D C R™. Entonces, para
Ty € D el problema de valores iniciales tiene una solucion Z(t) en algin
intervalo de tiempo (=T, T) en torno at =0, y dicha solucidn es unica.

El teorema de existencia y unicidad presenta una consecuencia topoldgica que con-
duce a un importante resultado: las soluciones forman trayectorias que nunca se



cruzan entre si. En caso contrario, si las trayectorias pudieran intersecarse, se vio-
laria la parte de la unicidad del teorema, puesto que tendria que haber dos soluciones
partiendo del mismo punto. En la seccion §2.3 se hace uso de este resultado para
deducir el comportamiento de trayectorias confinadas en orbitas cerradas.

2.2.2. Puntos fijos y linealizacién

En los sistemas no lineales, el andlisis de estabilidad de los puntos fijos puede
deducirse mediante métodos graficos via la representacion del diagrama de fase.
Asimismo, otra forma de aproximarse al plano de fases en el entorno de un punto
fijo recae en la linealizacién del sistema. A través de esta linealizacion, se obtiene
en el entorno de un punto fijo (z*,y*) el diagrama de fase correspondiente a un sis-
tema lineal, mediante el cual se tiene una medida mas cuantitativa de la estabilidad.

En primer lugar, tomamos un sistema con la forma general

Suponiendo que (z*,y*) es un punto fijo, se cumple que
fla®y)=0 y g(@"y)=0

Ahora, provocamos una pequena perturbacién muy cerca del punto fijo, lo que se
traduce en las nuevas variables

bx=x—x" y dy=y—y"

Con el fin de estudiar el caracter creciente o decreciente de estas perturbaciones,
debemos reescribir las ecuaciones diferenciales para dz y dy. Comenzando por la
ecuacion para dx, debido a que z* es constante, se deduce que 62 = &. Por consi-
guiente, tenemos que

0t = f(a* + ox,y" + 0y)

Recurriendo a una expansién en serie de Taylor en torno a (z*,y*), la anterior
expresion toma la forma aproximada
of

6 = f(a",y") + Sa

0
+ (5y—f

dy + O(622%, §y?, Sx6y)

(z*,y*)

(z*,y*)

donde O(d22, §y?, §2dy) representa los términos cuadraticos en dx y dy. Estos térmi-
nos cuadraticos son muy pequenos, puesto que dx y dy denotan perturbaciones de
valor muy pequeno con respecto a x* e y*.

Analogamente, para dy se obtiene la ecuacién aproximada

0
+ 5y—g

By + O(822, 6y, dx6y)

(=*,y*)

VS dg
0y = g™, y") + Sr 5

(z*,y*)



Obviando los términos cuadréticos agrupados mediante O(dz?2, 0y, dzdy), podemos
resumir el efecto de la perturbacién (dx,dy) como

éx\ _ (Of/0x Of/0y ox

d0y)  \0g/0x 9g/0y) . . \Oy
La expresion anterior representa el sistema linealizado, cuya dindmica se rige por
los principios descritos en §2.1.1. Cabe destacar que la matriz de coeficientes A

_ ol

empleada en los sistemas lineales toma ahora la forma matriz jacobiana J;; = 5
T,
J

evaluada en el punto fijo (z*,y*).

2.3. Ciclos limite

Continuando con la fenomenologia relativa a los sistemas dindmicos no lineales,
introducimos ahora el concepto de ciclo limite. Un ciclo limite es una trayectoria
cerrada y aislada, a saber, las trayectorias vecinas no son cerradas; dichas trayec-
torias vecinas o bien son atraidas hacia el ciclo limite, o bien se alejan. Si todas las
trayectorias vecinas son atraidas, se dice que el ciclo limite es estable (fig. 2.2a). En
cambio, si dichas trayectorias son repelidas siempre, tenemos uno inestable (fig.
2.2b).

(a) Ciclo limite estable. (b) Ciclo limite inestable.

Figura 2.2. Representacion de los ciclos limite estable (a) e ines-
table (b). Simulaciones obtenidas con MATLAB.

Antes de plantear una clasificacién para los ciclos limite segiin su naturaleza
estable, inestable o semi-estable, ;como se puede determinar que en un sistema
existan orbitas cerradas aisladas? Para responder a esta cuestién se recurre al lla-
mado teorema de Poincaré-Bendixson, cuyo enunciado es el siguiente [4]:



Suponemos que

(A) R es un subconjunto cerrado del plano;

—

(B) # = f(Z) es un campo vectorial continuo y diferenciable en un
conjunto abierto contenido en R;

(C) R no contiene puntos fijos; y que
(D) Eziste una trayectoria C' confinada en R, es decir, empieza en R

y acaba en R para todo tiempo futuro.

Entonces, o bien C' es una orbita cerrada, o bien decae en forma de
espiral hacia otra orbita cerrada a medida que t — oco. En cualquier
caso, R contiene al menos una orbita cerrada.

Figura 2.3. El punto fijo P queda fuera de R y la trayectoria C
estd confinada en R. Existe al menos una orbita cerrada en R.

El teorema se representa mediante el esquema en fig. 2.3. En conclusion, este teo-
rema arroja un importante resultado concerniente al plano de fases de los sistemas
bidimensionales, ya que predice la imposibilidad de que haya trayectorias con com-
portamiento cadtico. Es decir, reduce las posibilidades del comportamiento dinamico
en el espacio de fases de dimensién < 2 a un conjunto limitado de trayectorias donde,
o bien estan confinadas en una region que no contiene puntos fijos y eventualmente
se aproximan a érbitas cerradas, o bien son atraidas o repelidas por nodos.

2.4. Bifurcaciones

Si un sistema presenta dependencia con respecto a un parametro real, se observa
que el cambio en el valor de dicho parametro puede producir un cambio en los puntos
fijos y su estabilidad. Estos cambios en la dindmica del sistema se conocen como
bifurcaciones, los cuales constituyen transiciones en el plano de fases. A medida
que los sistemas no lineales se varian paramétricamente encontramos que los puntos
fijos pueden crearse, destruirse o incluso desestabilizarse. Esto también ocurre con
las orbitas cerradas; por tanto, podemos describir los mecanismos a través de los
que aparecen o desaparecen oscilaciones en los sistemas. Haciendo uso de diversos
ejemplos candnicos, a continuacion se presentan algunos tipos de bifurcaciones.



2.4.1. Bifurcacién silla-nodo

En primer lugar, la bifurcacién silla-nodo constituye el mecanismo bésico por
el que se crean y destruyen los puntos fijos. A medida que se varia un parametro,
puede ocurrir que dos puntos fijos se acerquen, choquen y eventualmente se aniqui-
len mutuamente, tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Consideramos el sistema prototipico

T=p—a?

y=-y

donde la variacién del pardmetro p provoca cambios en el retrato de fase (fig. 2.4).
Cuando g > 0, segin fig. 2.4a, tenemos un nodo estable en (y/z,0) y un punto
de silla en (—,/11,0). A medida que p decrece, los puntos fijos se van acercando
hasta que ambos chocan en (0,0) cuando p = 0 (fig. 2.4b). Si el pardmetro sigue
decreciendo hasta que p < 0, los puntos fijos del sistema desaparecen (fig. 2.4c).
En definitiva, notamos que en el valor critico p. = 0 tiene lugar una bifurcacién
silla-nodo, y no un conjunto de puntos fijos no aislados como se deduciria de la
linealizacion.

s VN NN S 2 |
< s NN NN |
- 2 NN NN |
~ s NNy |
—— NN NN\ |
- = - N >N |
S 0= —
PN el N 1
-~ N s s N~ - t
==\ VAV AV I\, !
— N\ VAVAVAVAR| B N t
~ NN VANV NN -~ !
Y !
R
x
(a) u>0. (b) p=0. (c) p<o.

Figura 2.4. Retratos de fase antes (a), durante (b) y después (c)

de la bifurcacion silla-nodo para el sistema candnico © = pu — 2,
y=—y. (MATLAB)

En fig. 2.5 se muestra cémo cambia el campo vectorial unidimensional & = p — x?

segun el valor de p. Debido al término no lineal 22, es posible tener dos puntos fijos
(1 > 0) que se van acercando hasta colisionar (u = 0) y se aniquilan mutuamente
(1 < 0). De hecho, es necesario que en el entorno de la bifurcacién cualquier ecuacién
& = f(u, ) se aproxime localmente a una parébola.
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Vi Vi 0 0
x

x T

(a) u>0. (b) p=0. (c) p<o.

Figura 2.5. Campo vectorial de la forma normal & = p—x? de la
bifurcacion silla-nodo segun el pardmetro . Cuando el pardmerto
es 0 < p < 1, la velocidad en x = 0 es tan pequena que se
forma una region de cuello de botella donde se necesita un tiempo
tvottlencck ~ 77/\/;7 para cruzarlo de un lado hacia el otro.

2.4.2. Bifurcacién Hopf

Si bien la bifurcacion silla-nodo es la responsable de la creacion y destruccion
de los puntos fijos, la bifurcacion Hopf consiste en la aparicién y desaparicién de
oscilaciones en el sistema y los cambios que se producen en su estabilidad. Dicha
bifurcacion tiene lugar cuando los autovalores del sistema linealizado, que son com-
plejos conjugados de la forma A = p 4 iw, cruzan el eje imaginario de un lado hacia
el otro (fig. 2.6).

Im A
)\1=M+iw
\.\/

Re A

/.//\

A2 = p—iw

Figura 2.6. Cuando ocurre la bifurcacion Hopf los autovalores
cruzan el eje imaginario con velocidad no nula.

Cuando ambos autovalores son complejos conjugados, entonces el sistema tiene un
punto fijo que es una espiral estable si R(\) = p < 0 y una espiral inestable si
R(A) = p > 0. Partiendo de esta consideracién, a continuacién se muestran cuéles
son las bifurcaciones mediante las que dichas espirales pueden ser estabilizadas o
desestabilizadas en los sistemas no lineales.
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I. Bifurcacién Hopf supercritica:

Este es el caso en el que una espiral estable se transforma en una espiral ines-
table rodeada por un pequeno y, en general, ciclo limite eliptico. Por ejemplo,
consideramos el sistema tipico

F=pr—r3

0 =w

escrito en coordenadas polares. El valor del pardmetro p denota la estabili-
dad del punto fijo en el origen y w controla la frecuencia de las oscilaciones.
Segun los diagramas de fase representados en fig. 2.7, notamos un cambio en
la estabilidad del punto fijo en el origen que sucede en p. = 0. Por un lado,
cuando p < 0, el origen r = 0 es una espiral estable a la que las trayectorias
decaen exponencialmente como r(t) ~ e* (fig. 2.7a). Sin embargo, cuando
i > 0, en el origen se forma una espiral inestable rodeada por un ciclo limite
totalmente estable cuyo radio es r = /i (fig. 2.7b).

Finalmente, en el momento de la bifurcacién (u = 0), de la linealizacién del
sistema se deduce erréneamente un centro en el origen. Sin embargo, segin
la resolucién analitica del problema de valores iniciales 7 = —r3, r(0) = ro,
el origen sigue siendo una espiral estable donde el decaimiento de las trayec-
torias no es exponencial, puesto que 7(t) ~ 1/v/2t. Entonces, para u = 0 la
linearizacion del sistema no es valida debido a la importancia del término no
lineal —73.

>0 >0
0 0
T x
(a) p<0. (b) 1> 0.

Figura 2.7. Retratos de fase en coordenadas cartesianas del sis-
temat = pr—r3, 0 = w, en funcion del pardmetro p. (MATLAB)
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II. Bifurcacién Hopf subcritica:

La bifurcacién Hopf subcritica, en cambio, se fundamenta en que las trayec-
torias saltan tras la bifurcacion a un atractor lejano, que cominmente es un
punto fijo, otro ciclo limite o el infinito. Con el fin de ejemplificar esta bifur-
cacion, consideramos el sistema

7= pur+ r?
0=w
Al igual que en el caso supercritico, la bifurcacién ocurre en pu. = 0. En fig.

2.8, se pueden visualizar los retratos de fase antes (1 < 0) y después (u > 0)
de la bifurcacion.

>0 >0
0 0
x x
(a) p<0. (b) 1> 0.

Figura 2.8. Retratos de fase en coordenadas cartesianas del sis-
tema = pr+r3, 0 = w, en funcion del pardmetro . (MATLAB)
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3. CAOS

3.1. Definiendo el caos

Empezando por la dinamica de las ecuaciones diferenciales unidimensionales, se
observa que dada cualquier condicion inicial, la trayectoria resultante en el espacio
de fases de una dimensiéon Unicamente puede presentar crecimiento, decaimiento
o equilibrio. Asimismo, la dinamica de los sistemas de dos ecuaciones ordinarias
descritas en el capitulo anterior tampoco aumenta en complejidad con respecto al
caso unidimensional, puesto que también surgen siempre trayectorias de caracter
predecible, incluyendo las oscilaciones. Sin embargo, a medida que se aumenta la
dimensién de los sistemas no lineales, aparece nueva fenomenologia que deja atras
la dinamica predecible y se adentra en el caos.

Se dice que son cadticos aquellos sistemas donde diferencias muy pequenas en las
condiciones iniciales provocan trayectorias que divergen exponencialmente. Esta
caracteristica del caos se traduce en que la prediccion a largo plazo sea imposible.
Debido a la dependencia sensible en las condiciones iniciales, los sistemas cadticos
exhiben trayectorias aperiddicas que no se aproximan a puntos fijos u érbitas a
medida que t — oo. En cambio, estas trayectorias se aproximan a un conjunto en el
espacio de fases que comtinmente se conoce como atractor extrano o atractor cadtico.

La dindmica subyacente a algunos sistemas deterministas puede ser cadtica, ya que
la no linealidad es el origen del caos; los términos no lineales en las ecuaciones
diferenciales amplifican exponencialmente pequenas diferencias en las condiciones
iniciales. Es decir, el comportamiento cadtico no proviene de aleatoriedad o ruido
de los parametros.

3.2. Divergencia exponencial de trayectorias cercanas

La antes mencionada dependencia sensible en las condiciones iniciales se eviden-
cia graficamente cuando se toma un conjunto de condiciones iniciales vecinas sobre
un atractor cadtico. Aunque estas condiciones iniciales parecen casi idénticas, cada
punto evoluciona de acuerdo con la dinamica del sistema de manera muy dispar a
la de sus vecinos; a medida que el tiempo aumenta, los estados finales de las solu-
ciones se dispersan haciendo que podamos encontrar estados finales repartidos por
cualquier lugar en torno al atractor. En fig. 3.1 tomamos las conocidas ecuaciones
de Lorenz para ilustrar la divergencia que sufren las trayectorias para un conjunto
de 50 condiciones iniciales muy proximas entre si.
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(a) t =0.1. (b) t =5. (c) t = 50.

Figura 3.1. Divergencia de las trayectorias en un atractor cadtico
partiendo de 1000 condiciones iniciales vecinas (puntos azules)
dispersas en un segmento de tamano 1073, Se muestra la posicion
de los puntos finales de las trayectorias (puntos rojos) segin las
ecuaciones de Lorenz en los tiempost = 0.1, 5 y 50. Fcuaciones de
Lorenz: (&,y, %) = (oy — oz, pr —xz —y, xy — Bz) [6]. Pardmetros:

o=10, p=28 y 3 =28/3. (MATLAB)

Con el fin de cuantificar la divergencia que sufren las trayectorias vecinas, conside-
remos primero una trayectoria sobre el atractor, de tal manera que cada punto de
la trayectoria Z(t) representa un punto sobre el atractor en ¢t. Consideramos ahora
un punto Z(t) + (5}(15) muy proximo con una separacion infinitesimal inicial (5?1:(()).
Entonces, se tiene que la norma de dicha perturbacién evoluciona segin [4]

l02(t)]| = [|62(0)]|e™

Es decir, la separacion entre trayectorias vecinas o bien crece exponencialmente
rapido si A > 0, o bien converge a 0 si A < 0. Por lo tanto, este valor A caracteriza
la convergencia o divergencia que sufren dichas trayectorias vecinas, proporcionan-
do una medida cuantitativa de la dinamica del atractor. Esta cantidad A se conoce

como exponente de Lyapunov, cuya definicién se puede encontrar posteriormente
en §3.3.

Por tltimo, cabe discutir cémo afecta un valor de A positivo a la prediccién a largo
plazo de dos trayectorias cuyas condiciones iniciales son practicamente indistin-
guibles. Por ello, definimos un tiempo de horizonte (fporizonte) & partir del cual se
considera que la predictibilidad del sistema se hace imposible. Ademéds, tomamos a
como medida de tolerancia, es decir, suponemos que la prediccion se hace intolerable
cuando ||6z(t)|| > a. Entonces, la prediccion falla a partir de

a
thorizonte ™ O K In

l62(0))|

Se observa que la dependencia logarftmica del tamafio de la perturbacién ||6z(0)]
complica en gran medida un posible intento de aumentar el tiempo de horizonte.
Por ejemplo, a pesar de que se reduzca una perturbacién inicial de ||6z(0)|| = 107
por un factor 1079 con una tolerancia de a = 1073, se obtiene un tiempo thorizonte
Unicamente 2.5 veces mayor.
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3.3. Exponente de Lyapunov

Como se ha dicho anteriormente, el exponente de Lyapunov A sirve como medida
del caos presente en los sistemas dindmicos no lineales. Cuando A > 0, la separacién
entre trayectorias cercanas crece exponencialmente rapido y, por tanto, el sistema
muestra comportamiento caético. Definimos el exponente de Lyapunov tomando el
limite -

1 ox(t
A = lim —lnw (3.1)
et |ox(0)]]
donde 5?6(0) representa una perturbacion infinitesimal respecto a la condicién inicial

7(0) = Zy y 6z(t) denota la evolucién de dicha perturbacion segiin la dindmica del
sistema.

Para un sistema dindmico auténomo de n dimensiones hay un espectro de n di-
ferentes exponentes de Lyapunov A;, con ¢ = 1,...,n. El mayor exponente A del
espectro, cuyo valor se asocia a la direcciéon mas inestable en el espacio de fases,
es el que viene dado por la ecuacién (3.1). De ahora en adelante, nos referimos a
A como tnico valor para caracterizar el caos en los sistemas continuos. En la tabla
3.1, se muestra el signo que tiene el mayor exponente de Lyapunov correspondiente
a cada tipo de atractor en el espacio de fases de n = 3.

A Tipo de atractor
(—) Punto fijo

0 Ciclo limite
(+)  Atractor cadtico

Tabla 3.1. Segun el valor negativo (—), positivo (+) o nulo (0)
que tenga el mayor exponente de Lyapunov A, se tiene un tipo
diferente de atractor en el espacio de fases [7].
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4. MODELOS DE DINAMICA NEURONAL

4.1. Conceptos previos

Antes de comenzar con la descripcién de los modelos neuronales que se incluyen
en este capitulo, es necesario introducir brevemente la terminologia biolégica que se
emplea en dichos modelos. En primer lugar, el objeto de estudio son las neuronas,
que son las células principales del sistema nervioso. Tal y como se muestra en fig. 4.1,
son tres partes las que constituyen las neuronas: el soma o cuerpo celular, las dendri-
tas (receptores de impulsos nerviosos) y el axén (conductor de impulsos hacia otras
neuronas). Ademas, las conexiones entre diferentes neuronas se denominan sinapsis.

presynaptic post-synaptic
{ axon W neuron
|
cell body |
\\ & Q”—‘ SyﬂapSES/O :
X . ) axon
e - ‘ : TEEE T e s <2
e A \ . |
dendritic tree fgr']‘ée generation axonal tree

Figura 4.1. Dibujo esquemdtico de una meurona identificando
sus partes principales y mostrando las conexiones con otras neu-
ronas.[2]

Las neuronas transmiten los impulsos a
través de canales de iones en su mem-
brana celular. Debido a diferentes con-

>
. . +35 mV
centraciones de iones como Na® o KT E
, © i
dentro y fuera de la célula, a cada la- = spike
2
do de la membrana celular se puede en- S 40 ms
contrar una diferencia de potencial lla- g
mada potencial de membrana o v. Da- JE
do que las neuronas son células excita- g 60 mV

bles, son capaces de generar una sobre- time, ms
tension momentdnea en el potencial de
membrana que se conoce con el nom-
bre de potencial de accién. Estos poten-
ciales de accion provocan que las neu-
ronas realicen impulsos nerviosos, tam-
bién denominados disparos o spikes (fig.
4.2).

Figura 4.2. Disparo tipico de una neurona
debido a la generacion de un potencial de ac-
cton. La amplitud del disparo es de ~ 100mV
y su duracion es de 1 — 2ms [2].
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4.2. Modelos para una neurona

La modelizacion de una sola neurona es el punto de partida para entender me-
diante qué mecanismos se producen los impulsos nerviosos y cémo éstos se coordi-
nan en poblaciones neuronales a gran escala. Por ello, a continuacién se describen
tres importantes modelos para neuronas individuales, a saber, el modelo Hodgkin-
Huxley (§4.2.1), el modelo linear integrate-and-fire (§4.2.2) y el modelo quadratic
integrate-and-fire (§4.2.3).

4.2.1. Modelo Hodgkin-Huxley

El modelo publicado por Alan Hodgkin y Andrew Huxley en 1952 es conside-
rado como uno de los mayores hitos en la neurociencia matematica. Valiéndose del
axo6n gigante del calamar, el llamado modelo de Hodgkin-Huxley (H-H) sirvié para
explicar la generacion de potenciales de accién mediante la dindmica de los iones
transmisores de corriente.

Desde un punto de vista fisico, cada neurona es equivalente a un circuito eléctrico,
donde iones como Na™, K™ y Cl~ disueltos en el medio son los portadores de carga
(ver fig. 4.3). Dichos iones entran y salen de sus respectivos canales segin sus con-
ductancias, generando asi un cambio en el potencial de membrana v. Por lo tanto,
la diferencia en la concentracién de los iones dentro y fuera de la célula nerviosa
es la causa de la diferencia de potencial v. Ademas, debido a que las conductan-
cias dependen de v de forma no lineal, las neuronas son células excitables desde
su estado en reposo, pudiendo generar potenciales de accion segun la activacion o
desactivacion de los canales [9]. El modelo H-H consiste en un sistema de cuatro
ecuaciones diferenciales ordinarias, cuya resolucion numérica da como resultado el
potencial v(t) en fig. 4.4.

Exterior T
|

[Ina |1 In

INa \ﬁ\gK gL

VNa Vk -'-VL
Interior l

Figura 4.3. Descripcion del circuito equivalente para una neu-
rona sequn el modelo H-H. La membrana celular actia como un
condensador C,, capaz de generar potenciales de accion. Cada
canal ionico estd representado por una resistencia donde las con-
ductancias gy, Yy gx no son constantes. La corriente ohmica I,
corresponde principalmente a Cl” y otros iones, y su conductan-
cia asociada gy, es constante.

&
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Cuando una neurona estd en un equilibrio de Nernst (en reposo), el potencial de
membrana suele tener un valor tipico de v = vy, — vex ~ —70mV [9]. El estado en
reposo de la neurona puede ser excitado cuando la corriente externa I(t) que recibe
la célula es capaz de abrir canales idnicos de tal manera que el potencial v aumenta
y sobrepasa un cierto umbral a partir del cual se genera un disparo (fig. 4.4).

70 80 90 100 110 120 130

t / ms

Figura 4.4. Simulacion numérica del modelo Hodgkin-Huxley
donde el estimulo es una corriente externa de Iy = 10mA. Ob-
tenido con MATLAB mediante el cédigo en [11].

4.2.2. Modelo linear integrate-and-fire (LIF)

Antes de la publicaciéon del modelo H-H, Louis Edouard Lapicque propuso en
1907 un modelo para describir la dindmica de neuronas individuales. Dicho mo-
delo se conoce como linear integrate-and-fire (LIF), e introdujo una formulacién
matematica sencilla basada en la asignacién de valores al umbral de disparo. Asu-
miendo que las conductancias gna., gk v gL son constantes, este modelo se basa en
que el disparo ocurre si v alcanza un valor critico para el que se genera un potencial
de accién. A diferencia de la propuesta de Hodgkin y Huxley, el potencial de mem-
brana alcanza el umbral de disparo si la corriente externa I(t) es lo suficientemente
grande, independientemente de las conductancias iénicas. Este modelo se describe
mediante el sistema

0=—v+b+I(t); siv =1y, entonces v < V. (4.1)

donde el estado en reposo es v = b, el valor umbral se sitia en vy, y el valor de
reseteo es U5 [8]. Cuando v llega al valor umbral v, y desencadena un potencial
de accion, el potencial de membrana se restablece inmediatamente a un valor de
reseteo v,.s antes de integrar de nuevo el sistema.

4.2.3. Modelo quadratic integrate-and-fire (QIF)

A pesar de su simplicidad matematica, las neunonas LIF constituyen una buena
descripcion para modelar algunos aspectos sencillos de la dindmica neuronal. Sin
embargo, poseen ciertas limitaciones que pueden conducir a conclusiones erréneas;
el modelo LIF carece de un punto de inflexién en v(t) por debajo del umbral, a
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diferencia de lo que ocurre en los modelos tipo H-H derivados de las neuronas
en algunos mamiferos [9]. Para solventar este inconveniente, se debe de hacer una
modificacion en la ecuacién (4.1), de tal manera que se sustituye el término lineal —v
por el cuadratico v2. Este cambio resulta en el modelo llamado quadratic integrate-
and-fire (QIF) descrito por el siguente sistema [8]:

v =v®+I; si v =vp, entonces v < vg (4.2)

donde vp no es el umbral, sino el valor pico del disparo. Ahora, se considera el
voltaje de reseteo vg. Recordando la seccion §2.4.1, se observa que la ecuacién (4.2)
representa la forma normal de la bifurcacién silla-nodo.

La dindmica de la ecuacién (4.2) es diversa, ya que dependiendo del valor de I
los equilibrios del sistema varian de manera analoga a la forma normal de la bi-
furcacion silla-nodo (fig. 2.5). Ademds, la dindmica de la neurona QIF muestra
comportamientos diferentes segiin los valores del voltaje inicial vy y el voltaje de
reseteo vg. Cuando I < 0, v = 0 tiene dos raices reales, una correspondiente al nodo
estable —\/m y otra al nodo inestable \/m . Si I alcanza el valor I = 0, ambos
puntos fijos colisionan generando una bifurcacién silla-nodo. Tras la bifurcacién,
cuando I > 0, el sistema deja de tener puntos fijos y produce disparos con periodo

vp
= —— arctan

o VI

vp
T = / _de -1 arctan (L> —\/T(UP —vr) <
VR vi41 \/T \/T I+ VpUR \/7
(4.3)
Una muestra de la generacién de disparos periédicos puede encontrarse en fig. 4.5,
donde se ha realizado la integracién numérica de la ecuacién (4.2) con I = 0.1.
Noétese la semejanza entre la generacion de disparos en fig. 4.4 (H-H) y en fig. 4.5b.

(a) (b)

Figura 4.5. (a) Dindmica del modelo QIF (4.2) cuando I > 0; la
integracion de v = f(v) comienza en vy, y cuando el potencial de
membrana alcanza el pico vg, éste se resetea a vg. (b) Evolucion
temporal del potencial de membrana v donde se generan disparos

periddicos. (MATLAB)
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4.3. Modelos para poblaciones de neuronas

El cerebro es un sistema donde sus partes (células nerviosas) estdn acopladas de
forma intrincada, por lo que resulta complicado saber qué informacién es relevante
sustraer para modelar la dindmica a gran escala. Una descripcion microscopica
para neuronas individuales no es adecuada para explicar funciones cerebrales a
gran escala, tales como el procesamiento sensorial, la memoria o el aprendizaje
[10]. Por lo tanto, es necesaria una perspectiva holistica que tome en consideracién
la interaccion de las neuronas cuando estan acopladas en red, dejando a un lado
la neurobiologia detras de cada célula individual. Para ello, se emplea la teoria
del campo medio, ya que es una buena aproximacién macroscépica que hace uso
de herramientas estadisticas para construir un modelo dindmico para poblaciones
neuronales. A continuacién, se presentan dos modelos que recurren al campo medio
para describir los disparos colectivos de las neuronas: el modelo Wilson-Cowan
(§4.3.1) y un modelo macroscépico para una poblacién de neuronas QIF (§4.3.2).

4.3.1. Teoria del campo medio: Modelo Wilson-Cowan

En 1972, Wilson y Cowan publicaron unas de las ecuaciones més relevantes en la
modelizacién de la actividad neuronal hasta la fecha. Wilson y Cowan desarrollaron
un modelo para una poblacién de neuronas donde se diferencian explicitamente las
células excitatorias (e) de las inhibitorias (i), en términos de sus correspondientes
tasas medias de disparo (e(t) e i(t) en fig. 4.6). Las células e son aquellas que se
excitan a si mismas y a las células ¢, y las células ¢ inhiben su propia actividad y la
del resto. Ademas, cada poblacién e e i recibe una corriente externa (/. e I; en fig.
4.6). La tasa media de disparo, a su vez, se define como el promedio del nimero de
disparos por intervalo de tiempo sobre todas las neuronas.

We e

d fWeee —wiei+1,) — e

Wei Wie - -
d . fwee—wyit]) =i
) et

Figura 4.6. En el lado izquierdo, esquema de una red de neuronas
e-i mostrando sus interacciones mediante los acoplamientos w.
En el lado derecho, la forma general de las ecuaciones de Wilson-
Cowan [9].

En conclusién, el presente modelo es el precursor de la modelizaciéon neuronal a
gran escala, puesto que introdujo por primera vez unas ecuaciones de campo medio
para evitar el ruido relativo a la dindmica de las neuronas individuales [2].
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4.3.2. Modelo macroscépico para una poblacion de neuronas QIF

Modelos poblacionales como el de Wilson-Cowan han sido de utilidad para dar
a entender como las neuronas activas producen dinamica colectiva a escala ma-
croscopica, siguiendo ciertas ecuaciones diferenciales denominadas ecuaciones de
tasa de disparo o firing-rate equations (FRE). Sin embargo, este tipo de modelos
de campo medio no describen el efecto que tienen los estados microscopicos de las
neuronas en la tasa de disparo.

Recientemente, Montbrié, Pazé y Roxin (2015) [1] propusieron la derivacién de un
sistema de ecuaciones macroscépicas para una poblaciéon de neuronas QIF acopladas
todas ellas entre si. Los potenciales de membrana microscépicos de dichas neuronas,
por lo tanto, estan descritas por la ecuacién (4.2). Las ecuaciones resultantes des-
criben la relacion existente entre la tasa de disparo 7(t) y el potencial de membrana
v(t) promedios para una poblacién grande de N neuronas. Estas ecuaciones forman
un sistema (7, v) no lineal de dos ecuaciones diferenciales ordinarias y auténomas.

El siguiente capitulo se centra en explicar la derivacion del sistema FRE publicado

en [1], desde la descripcién de la poblacién de neuronas QIF hasta llegar a las
ecuaciones macroscopicas para r(t) y v(t) (ec. 5.18).
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5. MODELO DE TASA DE DISPARO PARA
NEURONAS QIF

5.1. Derivacién de las ecuaciones de tasa de disparo (FRE)

El modelo para una poblacién de neuronas QIF introducido en §4.3.2 se basa en
la descripcion de su dinamica en torno al umbral de disparo, mediante las ecuacio-
nes de tasa de disparo o FRE (firing rate equations) que se derivan a continuacion.

5.1.1. Descripcién del modelo

Consideramos, en primer lugar, una poblacién de N > 1 neuronas QIF sinapti-
camente acopladas todas ellas entre si. La descripcién microscépica del estado de
una poblacién de neuronas QIF se obtiene a través de sus potenciales de membrana
individuales {V;};=1,.. ~, regidos por la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

Vj — Vj? +1;, siV;>Vp, entonces V; < Vx (5.1)

Cada vez que el potencial de membrana V; alcanza el valor pico Vp, la neurona
emite un disparo y su voltaje se restaura al valor de reinicio V. En nuestro modelo
consideramos el limite Vp = —Vp — oo. El término /; en la ecuacién (5.1) denota
una corriente aplicada cuya forma es

I; =n;+ Jr(t)+ 1(t) (5.2)

donde 7; es un parametro intrinseco que, junto a la componente I(t), conforma
el aporte de corriente externa. Dicho pardmetro n se distribuye de acuerdo a una
funcién de distribucién que llamamos g(n). A partir de ahora tomamos I(t) = 0,
omitiendo el estimulo externo dependiente del tiempo. Por su parte, el producto
del acoplamiento sindptico J por la activacién sindptica media 7(¢) representan un
input recurrente. La activacion sinaptica media r(t) se define mediante

r(t) = %Z 3 /_oo axlt — )5(t — t)dr (5.3)

=1 k
J=1 k\th<t

En esta expresion, t;? simboliza el tiempo asociado al k-ésimo disparo de la j-ésima
neurona. Por su parte, 6(¢) es la funcién delta de Dirac y a(t) es la activaciéon
sinaptica normalizada por causa de un solo disparo presinaptico con escala temporal
7. Por ejemplo, si tomamos a.(t) = ©(tT — t)/t (funcién escalén de Heaviside), la
ecuacion (5.3) se transforma en

r(t) = TLNZ 3 /t_Ta(t’—t;?)dt' (5.4)

que representa la suma de los disparos en el sistema desde ¢t — T hasta t, dividido
por TN para obtener el promedio.

23



5.1.2. Formulacion continua

En el limite termodindmico N — oo, las ecuaciones (5.1) y (5.2) pierden el indice
que denota la j-ésima neurona. Tomamos una densidad p tal que p(V|n,t)dV es la
fraccién de neuronas con potenciales de membrana entre V' y V +dV y pardmetro 7,
en el instante t. Ademas, el parametro 7 representa una variable aleatoria continua
debido a la nueva formulacién continua del modelo. La densidad total de voltaje en
el tiempo t es, entonces, ffooo p(V|n,t)g(n)dn. De forma anédloga a lo que se esperaria
de la mecéanica de un fluido, la densidad de neuronas p debe satisfacer la ecuacién
de continuidad que conlleva la conservacion del nimero de neuronas:

Op+ V- (pt) =0 (5.5)

En la ecuacién (5.5) se considera que ¥ representa la velocidad, que en este caso se
corresponde a la derivada temporal del potencial de membrana, V', expresada en la
ecuacion (5.1). Entonces, podemos reescribir

Op+0vp(Vi+n+Jr))=0 (5.6)

La ecuacién de continuidad (5.6) tiene una solucién estacionaria py que adquiere
la forma de una funcién lorentziana, ya que para cada valor de n la densidad es
inversamente proporcional a la velocidad. La solucion estacionaria puede escribirse
como

_ <)
V2 +n+ J’f’o

donde ¢(n) es la constante de normalizacién. Esta densidad lorentziana sugiere que
las neuronas activas con el mismo valor de n > —Jrq se distribuyen de acuerdo a una
densidad po(V'|n) inversamente proporcional a su velocidad V, vy con una constan-
te de normalizacién ¢(n) = v/ + Jro/m. En cambio, aquellos valores de n < —Jrg
donde las neuronas no presentan actividad, conducen a una densidad py que colapsa
en el estado de reposo como una funcién delta de Dirac.

Po (5.7)

Asumiendo que, independientemente de la condicién inicial, las soluciones de la
ecuacién (5.6) convergen a una funcién de tipo lorentziano, la densidad condicionada
p(V|n,t) puede ser expresada mediante el siguiente ansatz lorentziano (LA):

1 z(n,1)
p(VIn,t) = —
T [V =y, t)]? + z(n,t)*
que representa una funcién lorentziana con una anchura a media altura de z(n,t)
y centrada en y(n,t). La justificacién matemadtica que prueba la validez de este LA
para describir completamente la dindmica macroscépica de la red de neuronas QIF
puede encontrarse en [1].

(5.8)
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5.1.3. Tasa de disparo r y potencial de membrana medio v: ecuaciones
macroscopicas.

Notamos que existe una simple relacién entre la anchura z(n, t) de la ecuacién (5.8) y
la tasa de disparo r(n,t) en su formulacién continua. Entendiendo la tasa de disparo
como el nimero de disparos por unidad de tiempo que se dan para cada valor de n
en un instante ¢, r(n, t) se puede traduce en r(n,t) = p(V — ooln, t)V(V — co|n, t),
ya que toma la tasa a la que las neuronas producen disparos de acuerdo con el flujo

de la probabilidad en el infinito. De manera mas sencilla, se deduce que

r(n;t) = x(n,t)/m (5.9)

Entonces, la tasa de disparo promedio se corresponde a

URE| " a(n, Og(n)dn (5.10)

oo

Cabe destacar que la activacién sindptica media descrita en la ecuacién (5.4) es
equivalente a la tasa de disparo de esta ecuacion (5.10), siempre y cuando se tome
N — oo primero, y T — 0 después. En cuanto a la antes mencionada cantidad
y(n,t), ésta se puede definir como la media del potencial de membrana para cada
valor dado de 7:

y(n,t) = p.v. /00 p(Vn, t)VdV (5.11)

—00
Dado que la integral impropia de la anterior expresion resulta indefinida, se toma el
conocido como valor principal de Cauchy, cuyo objetivo es asignar un valor a esta
integral. Es decir, se toma p.v. ffooo f(z)dr = limp_ f_RRf(:U)d:U. Por lo tanto, el
potencial de membrana medio se define mediante

v(t) = /oo y(n,t)g(n)dn (5.12)

—0o0
Sustituyendo el ansatz lorentziano (5.8) en la ecuacién de continuidad (5.6), se

obtiene un sistema de dos ecuaciones acopladas para z(n,t) e y(n,t). Para cada
valor de 7 tenemos que

Oy = 2xy

5.13
oy=y>—a*+Jr+n ( )

De forma mds compacta, el sistema de ecuaciones (5.13) se puede reescribir en forma
compleja como

Orw(n,t) = i[n + Jr(t) — w(n,t)’] (5.14)

que representa una ecuacién integro-diferencial donde definimos w(n,t) = z(n,t) +
iy(n,t). A pesar de que la ecuacién (5.14) es vialida para diversas distribuciones
g(n) tipicas, tomamos una distribucién lorentziana con anchura a media altura A
y centrada en 7:
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AJm

gn) = ———+ 5.15
(n) TR (5.15)
Dicha distribucion lorentziana puede escribirse en el plano 1 complejo como
1 1 1
= — — 5.16
901) 2mi (n—ﬁ—iA 77—77+Z'A> (5.16)

La resolucién de las integrales en las ecuaciones (5.10) y (5.12) pasa por cerrar el
contorno de la integral en el plano complejo 7 y recurrir al teorema del residuo. En
la mitad inferior del plano 7 encontramos un polo en n =7 — iA, por lo que

o0

mr(t) +iv(t) = / w(n,t)g(n)dn = w(n —iA,t) (5.17)
Por lo tanto, la tasa de disparo r(t) y el potencial de membrana medio v(¢) dependen
exclusivamente del valor de w en el polo de ¢g(n) en la mitad inferior del plano 7.
Entonces, tinicamente se necesita evaluar la ecuacién (5.14) en dicho polo. A partir
de la ecuacién anterior se acaba obteniendo el siguiente sistema de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias que representa las ecuaciones de tasa de disparo (FRE) [1]:

r=A/m+2rv —
b =0+ 7+ Jr — 7’ (5.18)
En conclusion, se obtiene un sistema dindmico en términos de la tasa de disparo
r y el potencial de membrana v promedios (colectivos). La tasa de disparo total
es una magnitud real con valores r > 0. Ademas, cabe destacar el potencial de
membrana v presente en este modelo de campo medio, ya que se rige por una
expresién semejante a la de una neurona QIF individual pero sin sufrir un reseteo
tras el disparo; la divergencia se evita debido al término —7%r2. El pardmetro J del
acoplamiento sinaptico y la media de la corriente intrinseca 7 son los pardmetros
que determinan el estado macroscopico de la poblacién neuronal, tal y como se
estudia en §5.2.

5.2. Diagrama de fase y bifurcaciones

En la seccion anterior se ha derivado detalladamente un sistema de dos ecuacio-
nes que describe la dindmica macroscopica de una poblacién de neuronas QIF. Se
trata de un sistema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias y autéonomas; debido
al teorema de Poincaré-Bendixon (§2.3), sabemos que las trayectorias no pueden
comportarse caoticamente. El objetivo de esta seccion es describir la dinamica del
sistema (5.18) desde la perspectiva de su diagrama de fase y los diagramas de bi-
furcacion.

Para cada par de valores (77, J) obtenemos un sistema dindmico con un determinado

nimero de puntos fijos (r*,v*) cuya estabilidad se discute a través del sistema
linealizado:
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or 2v* 2r* or
(51’)) - (J— 2m2r* 2U*) (51}) (5.19)

Observando el diagrama de fase en fig. 5.1a, se identifican tres regiones distintas
segin la naturaleza del atractor (punto fijo) en cada caso:

L

II.

I1I.

Nobpo ESTABLE: Corresponde al estado de baja actividad. Las trayectorias se
aproximan a un nodo que es estable, puesto que la traza Ty el determinante A
de la matriz jacobiana asociada al sistema linealizado satisfacen 12 — 4A > 0,

con T<0y A >0 (ver tabla 2.1).

ESPIRAL ESTABLE: Corresponde al estado de alta actividad donde el sistema
sufre oscilaciones amortiguadas hacia el punto fijo, que es una espiral estable
(t? —4A < 0,cont<0y A >0).

BIESTABILIDAD: Por tltimo, entre los estados de baja y alta actividad se
encuentra la regién de biestabilidad, donde coexisten dos atractores (un no-
do y una espiral) separados por un punto de silla (A < 0). El retrato de
fase en fig. 5.1b muestra un ejemplo de la dindmica de las trayectorias en
la region biestable. En la frontera de la region de biestabilidad tiene lu-
gar una bifurcacién silla-nodo, obtenida paramétricamente como (7, J)sn =

[—m2(r*)? — 3A2/(27r*)2, 27%r* + A% /(272 (r*)3)).

' ' ' T - - = T NN
20t BIESTABILIDAD ] 1IN\ == = I3
ESPIRAL D RN
ESTABLE N T2 o= == TN
U — NENER
NEEN - N
ot ¢ - P
[V 7 VoL
Vo R b
< < X ;
| NODO Ly < \ P
?10 ESTABLE = LA § 1y
1 AN < 7
‘\. v NN o~ Z 5
b : N N Z
H [ NI N 22/
& | NN ~ P
....... d NN N i
................................................ 2 R EF
O N -~ —
-10 5 0 0 0.5 1
/A r/vVA
(a) (b)

Figura 5.1. (a) Diagrama de fase correspondiente a las ecuacio-
nes de tasa de disparo (5.18). (b) Retrato de fase del sistema en
la region de biestabilidad, tomando los pardmetros /A = =5 y
J/VA =15 (cuadrado azul en (a)). (MATLAB)
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En fig. 5.2 se muestran los diagramas de bifurcacion r* —7 y v*—1 para J/\/Z =15,
donde se observa la posicién de los puntos fijos segin varia 7. El sistema sufre dos
bifurcaciones silla-nodo (puntos azules) donde el nodo estable y el punto de silla
pueden surgir o aniquilarse. Estas bifurcaciones ocurren cuando se cruza la frontera
de biestabilidad (7, J)sy. Tomando 77/A = —3, también se representan en fig. 5.3
los diagramas de bifurcacion r*—J y v*— J. De nuevo, se aprecian dos bifurcaciones
silla-nodo.

Cuando tratamos de resolver el sistema (5.18) para obtener sus puntos fijos, dado
que r* > 0, entonces se deduce que v* = —A/(27r*) < 0 para todos los valores de
los pardmetros. Por lo tanto, la traza de la matriz jacobiana en (5.19) es T = 4v* < 0
siempre. Recordando la tabla 2.1, sabemos que con T < 0 los autovalores asociados
a la matriz jacobiana del sistema linealizado no pueden ser imaginarios puros. Como
la bifurcacién Hopf requiere que en algin momento los autovalores sean un par de
imaginarios puros, se descarta la posibilidad de que en las ecuaciones FRE suceda
una bifurcacién Hopf.

Finalmente, estudiamos cuando se forman oscilaciones amortiguadas en el sistema.
Fijando el pardmetro 77/A = —3, en fig. 5.4 se muestra la frecuencia Im(\) = w de
las oscilaciones en funcién de J. Aqui, A se refiere al autovalor con parte real mas
grande asociado al sistema linealizado en cada punto fijo, por lo que si su parte

imaginaria Im(\) = w # 0, entonces el punto fijo es un foco o punto espiral (ver la
tabla 2.1).

15F
<L 1r
Al
<
*S\ 05 \\\\
O I I
-10 8 6 4 2 0
(a)
0 ‘
Tl
o -l °
—
<
*\
o 2f
-3 . . . B
-10 8 -6 4 ) 0
n/A
(b)

Figura 5.2. Diagramas de bifurcacion r*—1n (a) y v*—17 (b) donde
se destaca que ocurre una bifurcacion silla-nodo en los puntos
azules (Msng ~ —5.74 y fgn2 ~ —3.14 con A = 1). La linea
discontinua representa la posicion del punto de silla, que separa

al foco estable del nodo estable. J/AY? =15. (MATLAB)
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Figura 5.3. Diagramas de bifurcacion rv* — J (a) y v* — J (b).
7/A = —3. En los puntos azules ocurre una bifurcacién silla-nodo

(Jeng =~ 10.72 y Jsn2 ~ 14.17 con A =1). (MATLAB)

5m/2F

2m -
/\37‘—/2,

Im

T2+

5 10 15 20

J/Al/Q

Figura 5.4. Representacion de la parte imaginaria Im(\) del au-
tovalor que representa la frecuencia de las oscilaciones al decaer
al punto fijo, en funcion del parametro J. De izquierda a derecha,
el sistema comienza en J/\/A =5 en el estado de baja actividad
con Im(A\) = 0, y contintia asi hasta que en Jsno2 ~ 14.17 sal-
ta al foco estable (flecha discontinua). De derecha a izquierda, el
sistema comienza en J/\/Z = 20 en el estado de alta actividad
con cierta frecuencia w que va decreciendo hasta que se hace cero
Justo antes de la bifurcacion silla-nodo en Jsn1 ~ 10.72. Enton-
ces, las oscilaciones desaparecen y las trayectorias se aproriman

al nodo. /A = —3. (MATLAB)
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6. CAOS COLECTIVO: SIMULACIONES

De entre todas las posibilidades dindmicas que ofrecen las FRE derivadas en
§5, en este capitulo se pretende detectar el caos cuando se someten las ecuaciones
(5.18) a un forzamiento temporal de alguno de sus parametros. En particular, se
considera un acoplamiento sindptico J(t) forzado sinusoidalmente, de forma que

J(t) = Jo + Asin () (6.1)

donde las oscilaciones centradas en Jy tienen una amplitud A y una frecuencia €2
constantes. Este parametro forzado provoca cambios en la fuerza de las conexiones
sindpticas y, por tanto, modifica la transmisién de los impulsos eléctricos entre las
neuronas de la poblacion.

Tal y como se ha descrito anteriormente, las FRE estan compuestas por dos ecua-
ciones diferenciales ordinarias y auténomas, por lo que constituyen un sistema cuya
dindmica es predecible. Sin embargo, en [1] se ha visto que introduciendo un forza-
miento temporal en 7 hay situaciones en las que hay caos.

Cabe destacar que las ecuaciones FRE sin forzamiento paramétrico constituyen
un sistema bidimensional de ecuaciones autéonomas, por lo que no pueden surgir
trayectorias cadticas. Sin embargo, al introducir el forzamiento J(t), en el sistema
se puede hacer un cambio de variables 2t — ¢ de tal modo que se tiene

r=A/m+ 2rv
v =v*+ 70+ (Jo+ Asing)r — n°r?
¢ =0

Por lo tanto, en el sistema forzado es posible tener comportamiento caético, debido
a que es un sistema de dimensién 3.

A continuacién, se hece un estudio del caos mediante las simulaciones numéricas
obtenidas de las FRE con forzamiento (6.1). Comenzamos por mostrar el célculo
numérico empleado para estimar el exponente de Lyapunov.

6.1. Calculo numérico del exponente de Lyapunov

El mayor exponente de Lyapunov A caracteristico de un sistema no lineal es
la prueba de la existencia del caos si A > 0. Ademas, el valor de A sirve como
cuantificacion del caos determinista en estos sistemas, debido a que mide la tasa de
divergencia o convergencia de las trayectorias que parten de condiciones iniciales
cercanas.

La ecuacion (3.1) es la definicién del mayor exponente de Lyapunov. Considerando
dicha definicién, se puede recurrir a un algoritmo que, mediante métodos numéricos,
estime el valor de A para el sistema FRE. Por ello, hemos realizado un algoritmo
basado en el siguiente procedimento:
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1. En primer lugar, se toma una condicién inicial (rg,vg) y se inicializan las
ecuaciones (5.18) para un tiempo ¢ = 100 hasta observar que la trayectoria se
aproxima al atractor.

2. Después, se procede a la eleccion de una perturbacién inicial (drg,dvp). En
nuestro caso, se opta por tomar una perturbacién aleatoria cuya norma sea

||(57”07 51)0)” =1.

3. A continuacién, se reanuda la integracién de las ecuaciones (5.18) incluyendo
ahora la evolucién de la perturbacion inicial (dr¢, 0vg). Se considera el sistema

r=A/m+ 2rv
=0 +n+ J()r — 7%’ 6.2)
o1 = 2vdr + 2rdév '
50 = [J(t) — 27°r]or + 2vév
Estas ecuaciones (6.2) se integran el tiempo ¢ = 60 suficiente para que la
perturbacion se alinee con la “direccion mas inestable” del atractor.
4. Del paso anterior, se obtienen los vectores Z(t') = (r(t'),v(t")) y 0Z(t') =
(or(t"), ov(t’)). El vector dZ(t') se normaliza para que su norma vuelva a ser
|0Z(¢")|| = 1. En este punto, se comienza a resolver el sistema (6.2) durante un

cierto intervalo de tiempo T} con el fin de poder calcular el mayor exponente
de Lyapunov Ay = (1/T7) In (||6Z(t' + T1)||) de tiempo finito. En nuestro caso,
se toma 17 = 20.

5. Una vez trascurrido el tiempo 77, debido al esperado crecimiento exponencial
de la perturbacién, se normaliza dZ(t' + T}). Con este valor inicial y junto a
Z(t' + T}) se repite el paso 4 tomando un nuevo intervalo de tiempo T = 20
para el que se estima otro valor Ay = (1/T%) In (||0Z(t' + T1 + T5)||).

6. Se estiman tantos valores del exponente {A;};—1,. ., como n iteraciones del
paso 5 se consideren. Para concluir, se toma el promedio A = (1/n) > " A,
como valor estimado para el mayor exponente de Lyapunov.

El algoritmo expuesto anteriormente se puede encontrar escrito en un cédigo para
MATLAB en Apéndice A. La implementacion de este cédigo requiere la entrada
de las constantes A, 7, Jo, A y (), ademas del nimero de renormalizaciones n
considerado, en la funcién

[Lambda] = expLyapunov(Delta,eta,JO,A,Omega,n)

que proporciona la estimacién del mayor exponente de Lyapunov. Las soluciones
numéricas a los problemas de valores iniciales planteados durante la estimacion de
A estan dadas por el método de Runge-Kutta de orden 4, cuya implementacion en
el codigo se puede encontrar también en Apéndice A.
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6.2. Caos macroscopico en las FRE

El principal objetivo de este trabajo es estudiar bajo qué circunstancias las ecua-
ciones macroscépicas FRE (5.18) conducen a un comportamiento cadtico. Por ello,
se propone introducir un acoplamiento sindptico J(t) periédico de la forma (6.1).

El forzamiento sinusoidal J(t), que sustituye a la constante J en las ecuaciones
(5.18), estéa caracterizado por las nuevas constantes Jy, A y Q. Dichas constantes
ofrecen una gran variedad de posibilidades dindamicas a las FRE, tal y como se puede
observar en las simulaciones representadas en las figuras 6.1, 6.3 y 6.2. A través de
estos ejemplos, se intuye que la tarea de estudiar la existencia del caos para todos
los posibles valores de los parametros resulta ardua en términos computacionales.
Por lo tanto, debemos focalizar la deteccién del caos para un conjunto de parame-
tros que sea tanto asumible como relevante. De ahora en adelante, consideraremos
que A = 1.

En primer lugar, notamos que para frecuencias 2 muy pequenas (fig. 6.1) o muy
grandes (fig. 6.2) el sistema no presenta caos, puesto que la estimacién del exponente
de Lyapunov en ambos casos resulta ser A < 0. A pesar de que se ha obligado al
sistema visitar ambos lados de la region de biestabilidad tomando una amplitud
A = b, las trayectorias no se aproximan a un atractor caotico, por lo que son
capaces de seguir la dinamica de los puntos fijos. En cambio, en fig. 6.3 se muestra
cémo con ) = 7 la trayectoria se aproxima a un atractor cadtico.

t
ot

0 2 4 0 16 20 3‘0 40 Sb 60
r tiempo
(a) (b)

Figura 6.1. Simulacion numérica del sistema FRE con forza-
miento paramétrico J(t), donde Jy =15, A =15 y Q = 7/10. Se
muestra la trayectoria en torno al atractor (a) y la serie tempo-
ral de la tasa de disparo v (b). En (b) se observa el fendmeno
de ’bursting’ periddico cuando el sistema visita la region del foco
estable. El exponente de Lyapunov estimado es A = —0.102....
Se toma = —3. (MATLAB)
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Figura 6.2. Simulacion del las FRE con forzamiento paramétrico
J(t), donde Jy = 15, A =5 y Q = 107. La figura (b) muestra
una ampliacion de la grdfica en el intervalo t € [50,55], donde
se observa que la tasa de disparo r sufre oscilaciones periodicas.

El exponente de Lyapunov estimado es A = —0.235.... 7 = —3.
(MATLAB)
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Figura 6.3. Simulacion de las FRE con forzamiento J(t). Se
toman los valores 1 = =3, Jo = 15, A =5 y Q = «w. Se estima

que el exponente de Lyapunov es A = 0.422... > 0, por lo que la
trayectoria en (a) se aproxima a un atractor cadtico. La figura
(b) muestra que la tasa de disparo r tiene un comportamiento
aperiddico e impredecible. (MATLAB)

Partiendo de la solucién cadtica obtenida en fig. 6.3, ahora nos fijamos en céomo
evolucionan dos condiciones iniciales muy proximas cuando se toman los mismos
pardmetros. Para ello, tomamos dos condiciones iniciales (rg, v) v (1, v1), cuya se-
paracion inicial || Az(0)]| corresponde a la distancia euclidea \/(rg — 71)% + (vo — v1)2.
En fig. 6.4 se ha simulado la tasa de disparo r(t) asociada a cada condicién inicial.
Se observa que, a partir de cierto tiempo, ambas tasas de disparo divergen y no

vuelven a coincidir, evidenciando el caracter cadtico del sistema.
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Figura 6.4. FEvolucion de la tasa de disparo r partiendo de dos
condiciones iniciales muy prorimas. Se toman las condiciones ini-
ciales (ro,v0) = (0.1,-0.2) y (r,v1) = (0.1,-0.2 — 1079), que
evolucionan segun la linea negra y linea roja, respectivamente.
Su separacion inicial es ||Az(0)|| = 1075, Pardmetros: 7 = —3,
Jo=15, A=5yQ=mn. (MATLAB)

Considerando las dos soluciones representadas en fig. 6.4, a continuacién analizamos
la evolucion de la norma de la separacién Az en el tiempo. En fig. 6.5 se muestra la
cantidad In || Az|| en funcién del tiempo, empleando los valores numéricos obtenidos
en fig. 6.4. Se observa como In || Az|| crece hasta que la norma de la separacién entre
ambas trayectorias se satura. Dado que en un sistema caotico las trayectorias cer-
canas divergen exponencialmente répido, se espera que In ||Az|| crezca linealmente
siguiendo una recta de la forma In||Az(t)|| = In||Az(0)|| + At (ver seccién §3.2).
Los puntos tales que ¢t € [10,30] en fig. 6.5 se ajustan a una recta cuya pendiente
resulta ser A = 0.36 = 0.12. Por lo tanto, la estimacion del exponente de Lyapunov
en fig. 6.3 (A = 0.422) es consistente con la medicién de la tasa de divergencia de
dos trayectorias cercanas en fig. 6.5.

In||Az||

0 1‘0 2‘0 3‘0 4‘0 5‘0 60
tiempo

Figura 6.5. Representacion de In||Ax| frente al tiempo (linea
negra), para las dos trayectorias consideradas en fig. 6.4. In ||Az||
crece linealmente antes de saturar en t = 30. El conjunto de pun-
tos en t € [10,30] se ajustan a la recta In||Ax(t)|| = (—16.2 £
1.8) + (0.36 £ 0.12)¢t (linea azul). A modo de comparacion, se in-
cluye una recta, roja a trazos, con pendiente igual al exponente de
Lyapunov: In|]|Ax(t)|| = c+ At con A =0.422. (MATLAB)
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Con el fin de visualizar para qué valores de la frecuencia angular ) del forzamiento
periddico puede haber caos, en fig. 6.6 se ha estimado el exponente A del sistema
FRE con los parametros 7 = —3, Jy = 15 y A = 5. Se observa que desde {2 ~
7/6 hasta Q0 ~ 3m, salvo algunos descensos del exponente A por debajo de 0, el
sistema exhibe comportamiento cadtico. Recordando la figura 5.4, donde se muestra
la frecuencia de las oscilaciones asociadas a los puntos fijos en funcion de J, se
aprecia que en la regién de biestabilidad el foco hace que las trayectorias decaigan
oscilando con una frecuencia en torno a Im(\) = 7. Estas oscilaciones son parecidas
en magnitud a las frecuencias {2 para las que hay caos en fig. 6.6.

1

0.5

P |
B

-1

0 T 2 3T 4T 5T

Q

Figura 6.6. Estimacion del exponente de Lyapunov A en funcién
de la frecuencia ) del forzamiento sinusoidal J(t). El nimero de
renormalizaciones empleado para estimar A es n = 1000 y se ha
barrido 2 en pasos de 0.05. Pardmetros: 1= -3, Jo =15y A = 5.
(MATLAB)

Hemos comprobado que, para valores pequenos (2 ~ 7/10) de la frecuencia del
forzamiento, el sistema no presenta soluciones cadticas, puesto que segun fig. 6.6
A < 0 para esos casos. Sin embargo, al aumentar la frecuencia vemos que A > 0,
ya que el sistema no puede seguir trivialmente el foco estable a cada ciclo del
forzamiento sinusoidal. Por ello, a partir de ahora fijamos el parametro {2 = 7w para
estudiar cémo surge el caos cuando se varia Jy. Segun fig. 6.7, el sistema FRE
transiciona hacia el caos en Jy =~ 14.15.

1 . . . . 0.6 : : :

0 ﬁmwmw\\f 04r

1k B 0.2+
< <

21 4 0

an '
BN 1A
740 5 1‘0 1‘5 26 _0.414 14.5 1‘5 15.5 1‘6 16.5 17
Jo Jo
(a) (b)

Figura 6.7. (a) Estimacion del exponente de Lyapunov A en
funcion de Jy. Con un paso de 0.01, se ha calculado para cada
Jo el exponente de Lyapunov con n = 100. Pardmetros: n = —3,
A =5y Q =m (b) Misma simulacion que en (a), pero para
Jo € [14,17]. (MATLAB).
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En fig. 6.7, se muestran los valores de la amplitud A para los que hay caos en
funcién de Jy. En este caso, se ha considerado que el sistema es cadtico cuando la
estimacion del exponente de Lyapunov da como resultado un valor que supera el
umbral Ay, = 0.01. Fijando el parametro A, se ha barrido de izquierda a derecha el
parametro Jy tomando la condicion inicial correspondiente a Jy = 12 para estimar
A en cada paso.

12 14 16 18

Jo

Figura 6.8. El diagrama muestra en azul la region donde los
pardametros (Jy, A) conducen a un sistema cadtico. El exponente
de Lyapunov en cada punto se ha estimado con n = 100 renor-

malizaciones, y se representa si A > Ay, = 0.01. Pardmetros:
n=-3yQ=mn. (MATLAB)

Por 1ltimo, en fig. 6.9 se ha construido un diagrama de fase mostrando las zonas
de caos en funcién de Jy y 7. Ademsds, se ha incluido la frontera de la regién de
biestabilidad correspondiente al diagrama de fase en fig. 5.1a. Fijando el parametro
Jo, se ha barrido de izquierda a derecha el parametro 77 tomando la condicién inicial
correspondiente a 7 = —4. Se observa que la regiéon donde hay caos no es compacta,
sino que contiene zonas donde no se detecta caos. Este hecho se ve reflejado en los
valles que deja A a medida que el forzamiento varia en Jy (ver fig. 6.7).

18

16 -
14+
o
™~
12

10

8
-4 -3 -2 -1

Figura 6.9. Diagrama de fase donde la region azul representa la
zona asoctada al caos para las FRE. La estimacion del exponente
de Lyapunov en cada punto (Jo, A) con n = 100 renormalizacio-
nes, y se ha tomado un umbral Ay, = 0.01. (MATLAB)
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7. CONCLUSIONES

A continuacién, presentamos algunos comentarios finales sugeridos durante la
realizacién del presente trabajo. Ademads, se aporta una sugerencia para un estudio
futuro.

En primer lugar, se han introducido los conceptos bésicos de la dindmica no lineal
en los sistemas bidimensionales. A través de ellos, se han podido mostrar dos tipos
de bifurcaciéon importantes que son responsables de cambios en los diagramas de
fase seguiin se varian parametros en las ecuaciones.

A continuacién, se ha expuesto una aproximacion sencilla al concepto de caos en
los sistemas deterministas (sin ruido). En particular, se ha puesto el foco en el ex-
ponente de Lyapunov dando una definicién del mismo. Se ha resaltado su utilidad
para medir la tasa de divergencia entre trayectorias cercanas y, por tanto, para de-
terminar la existencia de caos en un sistema.

Después, se ha hecho una breve contextualizacién de los modelos neuronales més re-
levantes, ya que son los antecedentes que conducen al modelo en el que se centra este
trabajo. Se han derivado las ecuaciones de tasa de disparo (5.18) correspondientes a
una poblacién de neuronas quadratic integrate-and-fire. Destaca la semejanza entre
la dindmica del potencial de membrana de acuerdo al modelo QIF de una neurona
y el potencial v(t) en las ecuaciones de tasa de disparo. Ademés, se ha estudiado su
dinamica y las bifurcaciones presentes en funcion de sus parametros en este sistema.

Finalmente, se ha comprobado que las ecuaciones de tasa de disparo muestran un
comportamiento cadtico cuando éstas se someten a un forzamiento sinusoidal del
acoplamiento sinaptico. En particular, se ha podido observar caos para ciertos va-
lores de las constantes que caracterizan al forzamiento 6.1, gracias a la estimacién
del exponente de Lyapunov realizada en MATLAB. Dicha estimacién se ha puesto
a prueba comparandola con un caso particular donde se toman dos condiciones ini-
ciales muy préximas y midiendo su tasa de divergencia. En resumen, se comprueba
que el sistema cadtico muestra una clara divergencia de las trayectorias cercanas y,
por tanto, tiene una gran dependencia en las condiciones iniciales.

Como parte de un futuro trabajo, seria conveniente comparar las simulaciones ob-

tenidas de las FRE con otras simulaciones realizadas tomando una poblacion de N
neuronas QIF cuya dindmica se rige por las ecuaciones (5.1), (5.2) y (5.4).
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A. Calculo numérico del exponente A en MATLAB

%Calculamos el mayor exponente de Lyapunov Lambda
hasociado al sistema FRE con forzamiento parametrico.
%Se toma un parametro forzado sinusoidalmente:
%J(t)=J0+Asin (omega*t) .

function [Lambda] = expLyapunov(Delta,eta,JO,A,Omega,n)

%%% PASO 1 %%%

#En primer lugar vemos como evoluciona la condicion

%inicial (r0,v0)=(0.1,0.1) de acuerdo con las FRE

hdurante t=100 con pasos de h=0.01

[rO,v0] = simulacionFRE_forzamiento_J(Delta,eta,JO,A,
Omega) ;

%%h% PASO 2 %%

%Tomamos primero una perturbacion inicial deltaxO
haleatoria tal que norm(deltarO,deltav0)=1
deltax0 = rand(2,1);

deltax0(:,1) = deltax0./norm(deltax0);

deltar0 = deltax0(1,1); deltav0O = deltax0(2,1);

%%% PASO 3 %%h%
%Definimos el sistema de ecuaciones
hdiferenciales perturbativo (ec. 6.1).
hr = w(l), v = w(2), delta r = w(3) y delta v = w(4)
f = @e(t,w) [Delta/pi+2.xw (1) .*xw(2);
(w(2)) . 2+eta+(JO+A.*xsin(Omega.*t)) .*xw (1) -pi
“2.x(w(1))."2;
2.%w(2) . xw(3)+2.*xw (1) .*xw(4);
((JO+A.*sin(Omega.*t)) -2.*%pi~2.*xw (1)) .*xw(3)
+2.xw(2) . xw(4)];
%Durante un tiempo t'=60 y con pasos de h=0.01,
%“resolvemos numericamente el sistema
hrecurriendo a la funcion [t,w] = rungeKutta4 ()
a =0; b=260; h=20.01; N = (b-a)/h;
[t,w] = rungeKuttad4(a,b,h,f,[r0 vO deltar0 deltavO]);

%hh PASO 4 %hh

%Del paso anterior obtenemos unos valores finales
hx(t")=(r(t'),v(t')) y deltax(t')=(deltar(t'),deltav(t'))
%Se toman estos vectores como condiciones iniciales

hpara integrar el sistema FRE perturbativo en

hintervalos de tiempo T
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r0 = w(1,N); vO = w(2,N);
deltax_tprima = [w(3,N) w(4,N)]/norm([w(3,N) w(4,N)]);
deltar0 = deltax_tprima(l); deltavO = deltax_tprima(2);
T = 20; %Intevalo de integracion antes de renormalizacion
%Para cada intervalo de renormalizacion i = 1,...,n
hse calcula el correspondiente mayor
hexponente de Lyapunov L(i)
for i =1:n

a = Tx(i-1); b = T*i; h = 0.01; N = (b-a)/h;

[t,w] = rungeKutta4 ((n-1)*T,n*T,h,f,[r0 vO deltarO

deltav0]) ;

L(i) = (1/T) .xlog(norm([w(3,N) w(4,N)])./norm([
deltar0 deltav0]));

%%% PASO 5 %%h%

%Renormalizamos la perturbacion

deltaxT = [w(3,N) w(4,N)]./norm([w(3,N) w(4,N)]);
deltar0 = deltaxT(1); deltav0 = deltaxT(2);

r0 = w(1,N); vO = w(2,N);
end

%%h% PASO 6 %%

hCalculamos el promedio de todos los L(i)

hpara obterer la estimacion del mayor exponente
»de Lyapunov Lambda.

Lambda = mean (L) ;

TolotoToToTo 1o ToTo o ToTo 1o 1o 1o To To To 1o 1o 1o To To 1o 1o 16 1o T To To 1o 16 1o o To To 1o 76 1o o o To 1o 7o 1o To o To To 1o 1o %o o o o o
%Esta funcion recurre al metodo Runge-Kutta

%de orden 4 para simular las ecuaciones FRE

hcon forzamiento sinusoidal en J.

function [r0,v0] = simulacionFRE_forzamiento_J(Delta,eta,

JO,A,Omega)

x0 = [0.1 0.1]; %Es la condicion inicial (r0,v0)
; b = 100;
1 .

%Hacemos que (r,v) evolucione segun las FRE
horiginales durante t=100 y con (r(0),v(0))=(0.1,0.1)

hRecurrimos a la funcion [t,w] = rungeKutta4 ()
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f = @e(t,w) [Delta/pi+2.xw (1) .*xw(2);
(w(2)) .7 2+eta+(JO+A.*sin(Omega.*t)) . *xw(l) -
pi~2.*xw (1) .7 2];
[t,w] = rungeKuttad4(a,b,h,f,x0);

%E1l ultimo punto (r,v) que tomaremos para inicializar
%el calculo del exponente de Lyapunov es

r0 = w(l,length(w(1l,:)));

v0 w(2,length(w(2,:)));

TotoTo 1o 1o To 1o 1ol To To 1ol To 1o 1o To To 16 %o To To 1o o To 1o 1o s To 1o 1o o To 16 %o To 1o 1o o To To 1o o To 1o %o o To 76 %o o To 76 %o o o

%Funcion que emplea el metodo Runge-Kutta de orden 4
hpara resolver numericamente un problema de valores
hiniciales y'=f(y), con y(a)=y0, desde t=a hasta t=b

hen pasos de h. El error por paso es del orden de 0(h~4)
function [t,w] = rungeKuttad4(a,b,h,f,y0)

N = (b-a)/h;
t(1) = a;
w(:,1) = y0;

for i = 1:N-1
k1 = £(t(i),w(:,1));
k2 = f(t(i)+h/2,w(:,i)+h*kl1/2);
k3 = f(t(i)+h/2,w(:,i)+h*k2/2);
k4 = f(t(i)+h,w(:,i)+h*k3);

w(:,i+1) = w(:,i)+h*(k1+2xk2+2%xk3+k4) /6;

t(i+1)=a+ix*h;
end
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