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Resumen

La mayoria de los sistemas en la naturaleza presentan dindmica compleja. Nuestro cerebro es
quizad uno de los mas complejos. Entre las vias para mejorar nuestra comprensién del mismo esta
la dindmica no lineal. Se han desarrollado muchos modelos sobre la interacciéon de las neuronas
desde el siglo XX. El modelo més clasico de una red de neuronas aleatoria y recurrente es el de
Sompolinsky, Crisanti y Sommers. El trabajo se ha basado en la realizaciéon de simulaciones segiin
el mismo con el objetivo de caracterizar el caos en baja y alta dimensién.

Para comenzar, se ha llevado a cabo una introduccién a la teoria de dindmica no lineal necesaria
para entender el resto del trabajo. En segundo lugar, se han introducido el modelo en el que se basan
las simulaciones y los métodos computacionales a través de los que se han realizado las simulaciones.
Para terminar, se han incluido los resultados y conclusiones.

Los resultados para un nimero pequeno de neuronas (baja dimensién) incluyen ejemplos de-
tallados. Para un sistema de tres neuronas se han estudiado la rotura de simetria por bifurcaciéon
pitchfork, el nacimiento de un ciclo limite por bifurcacién de Hopf supercritica y un ejemplo de
histéresis por bifurcacién de Hopf subcritica. Los dos primeros se corresponden con los ejemplos
mas comunes a baja dimension. Para un sistema de cuatro neuronas se ha encontrado un ejemplo
de caos por cascada de duplicacién de periodo. Este se ha caracterizado en forma de diagrama de
bifurcacion y retratos de fase. Para un sistema de cinco neuronas se ha detallado el comportamiento
de un atractor cuasiperidédico. Para analizarlo, se han obtenido las secciones de Poincaré del mismo
para distintos valores del pardmetro de control g.

Finalmente, se ha observado el comportamiento de la transicién al caos para un niimero mayor
de neuronas (alta dimensién). Se han estudiado sistemas de 10, 20, 40, 80 y 160 neuronas. En una
primera instancia, se ha observado cualitativamente la dependencia de la probabilidad de mostrar
caos frente a N. Posteriormente, también se ha estudiado la forma de las distribuciones del valor
minimo de g donde el sistema presenta caos (llamado geqos) en funcién de N. Para N = 160 se ha
podido observar un ejemplo de hipercaos, donde los dos primeros exponentes de Lyapunov se hacen
positivos. Para terminar, se ha podido realizar un ajuste a una ley de potencias del promedio y la
mediana de g.q0s frente a V.

Palabras clave: dinamica no lineal, caos, red neuronal, exponente de Lyapunov,
matriz aleatoria



Summary

Most systems in nature exhibit complex dynamics. Our brain is perhaps one of the most complex
of all. Among the ways to improve our understanding of it is non-linear dynamics. Many models of
the interaction of neurons have been developed since the 20th century. The most classic model of
a random recurrent neural network is that by Sompolinsky, Crisanti and Sommers. This work has
been based on simulations according to that model with the aim of characterising chaos in low and
high dimensions.

To begin with, an introduction to the theory of nonlinear dynamics necessary to understand the
rest of the work has been given. Secondly, the model on which the simulations are based and the
computational methods used to carry out the simulations have been introduced. Lastly, the results
and conclusions are included.

The results for a small number of neurons (low dimension) include detailed examples. For a
three-neuron system, symmetry breaking via pitchfork bifurcation, the birth of a limit cycle via su-
percritical Hopf bifurcation and an example of hysteresis via subcritical Hopf bifurcation have been
studied. The first two correspond to the most common low-dimensional examples. For a four-neuron
system, an example of period-doubling cascade to chaos has been found. This has been characterised
in the form of a bifurcation diagram and phase portraits. It has also been used as a crisis example.
For a five-neuron system, the behaviour of a quasi-periodic attractor has been detailed. To analyse
it, Poincaré sections have been obtained for different values of the control parameter g.

Finally, the behaviour of the transition to chaos for a larger number of neurons (high dimension)
has been observed. Systems of 10, 20, 40, 40, 80 and 160 neurons have been studied. First, the de-
pendence of the probability of exhibiting chaos on N has been qualitatively observed. Subsequently,
we also studied the shape of the distributions of the minimum value of g where the system exhibits
chaos (called geqos) as a function of N. For N = 160 we have been able to observe an example of
hyperchaos, where the first two Lyapunov exponents become positive. Finally, a power-law fit of
the average and median of g.q0s versus N has been performed.

Key words: nonlinear dynamics, chaos, neural network, Lyapunov exponent, random
matrix
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1. Introduccion a la dinamica no lineal

La dindmica de un sistema hace referencia a su evolucion en el tiempo: si se detiene en el equi-
librio, si se repite ciclicamente o si muestra comportamiento complejo como el caos.

La dindmica apareci6é a mediados del siglo XVII, cuando Newton inventé las ecuaciones diferen-
ciales y descubrio las leyes del movimiento y la gravitacion universal, con lo que resolvio el problema
de dos cuerpos. Sin embargo, tras décadas de intentar resolver analiticamente el problema de los
tres cuerpos, se llegd a la conclusién de que no era posible obtener soluciones explicitas.

La dindmica no lineal, que es aquella gobernada por ecuaciones no lineales, sufrié dos grandes
avances que potenciaron su desarrollo. En el siglo XIX Poincaré introdujo una nueva perspecti-
va enfatizando el tratamiento cualitativo frente al cuantitativo. Esto permitia obtener informacion
muy valiosa de los sistemas, como sus comportamientos asintéticos o estabilidad, sin necesidad de
obtener la solucién analitica. El segundo gran avance fue la invencion de los ordenadores en los afios
50, que permitian la simulacion numérica del sistema de una forma imposible anteriormente.

Fue con estos avances que, en 1963, Lorenz encontrd el caos en un sistema de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias. El caos se define como un comportamiento aperidédico que depende en gran
medida de las condiciones iniciales. Posteriormente, Feigenbaum encontré una conexién entre el
caos y las transiciones de fase, demostrando que existian ciertas rutas universales al caos por las
que siempre pasaban los sistemas, por diferentes que fueran entre si.

En esta primera parte se van a introducir conceptos importantes para la dindmica no lineal con
los que vamos a tratar a lo largo del trabajo. Para ello, nos hemos basado en los libros de Strogatz
[1], Schuster [2] y Ott [3].

1.1. Sistema dinamico

Un sistema dindmico es aquel cuyo estado evoluciona con el tiempo segin una descripcién mate-
matica determinista. Se pueden clasificar en aquellos definidos por mapas iterados o por ecuaciones
diferenciales. Se trabajara con estos tltimos, concretamente con ecuaciones diferenciales ordi-
narias (EDOs) puesto que se usard solo una variable independiente, el tiempo.

Una manera general de escribir el sistema seria:

= fi(t,z1, ..., 2N)
(1.1)

TN = fN(t,:vl, ...,a:N)



2 1. Sistema dindmico

Donde las variables x1, ..., xy serdn aquellas que representen el estado del sistema. El punto so-
bre ellas representa la derivada respecto al tiempo & = ‘é—f v las funciones fi,...fny seran las que nos
den la informacién sobre su comportamiento. También se puede expresar de manera simplificada
como x = f(¢,x). Un sistema auténomo sera aquel que ademés cumpla f(¢,x) = f(x)

Un sistema dindmico se dice que es lineal si la dependencia dada por las funciones f(x) solo
incluye variables a la primera potencia. Sera no lineal en caso contrario. Por ejemplo, si aparecen

términos como sin (7;) o 3.

Previamente hemos mencionado la importancia de las condiciones iniciales en casos como el
caos. Dichas condiciones se corresponderian con el valor de las variables a tiempo cero: x(t = 0) =
(z1(t =0) ... zn(t = 0))T. Se conoce como trayectoria a la evolucién de estas con el tiempo:

x(t) = (z1(t) ... zn()T.
Espacio de fases

El espacio de fases serd aquel conformado por las coordenadas x. Cada punto podra funcionar
como una condicién inicial y formar parte de una trayectoria. Un estado serd aquel punto o conjunto
de puntos de este espacio invariante frente al paso del tiempo.

Jacobiana y linealizacion del sistema

La matriz jacobiana J de un funcién f(x) N-dimensional se define como:

%(x) %(x)
J = : : (1.2)
%J”Tflv(x) %(X)

Es posible linealizar un sistema del tipo (1.1) con f(x) no lineal para obtener la evolucién de
una perturbacién infinitesimal dx de una trayectoria x’ = x + dx a través de la jacobiana:

Sz 51
) dxa

- (1.3)
é:IN TN

O, lo que es lo mismo §x = Jix.

Seccion de Poincaré

Los sistemas se pueden clasificar segtin su descripcién matematica como definidos por mapas
iterados o ecuaciones diferenciales. Los primeros presentan un comportamiento discreto frente al
continuo del segundo. Es posible pasar de un sistema continuo a uno discreto a través de una
seccién de Poincaré.

Este tipo de herramienta es muy 1til para acceder a informacién del sistema de forma cualitativa.
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La seccion de Poincaré es una superficie N — 1 di-
mensional. Requiere que las trayectorias sean trans-
versales y no paralelas a la misma. De esta manera,

en vez de estudiar toda la trayectoria, se estudian Xg/_>_

los puntos de interseccién con la superficie. Y, asi, el -7

sistema se convierte a discreto. i
—_—

Esto permite realizar representaciones del com-
portamiento del sistema tan solo en esa superficie —_ - _o/‘
concreta, por lo que debe elegirse adecuadamente.

Las secciones de Poincaré se usan, entre otras /
cosas, para obtener diagramas de bifurcacién. Mas

adelante se veran ejemplos de ellos como parte de la
teoria y resultados.

Figura 1.1: Esquema de ejemplo de una sec-
cién de Poincaré en 2 dimensiones.

En la Figura 1.1 se ha incluido un esquema de una seccién de Poincaré S con una trayectoria
en 3 dimensiones. El punto entrante xp se ha representado en negro y el punto saliente en blanco.
El vector 71 se corresponde con el vector direccién de la superficie.

1.2. Tipologia de estados

A continuacién se introduciran los estados que aparecen tipicamente en sistemas de EDOs.
Cuando estos estados atraen condiciones iniciales cercanas se llaman atractores.

Puntos fijos

Se define el punto fijo x* como aquel donde se anulan las derivadas respecto al tiempo o, lo que
es lo mismo, cumple f(x*) = 0. Es el caso més simple que puede ocurrir, el sistema estd en un punto
de equilibrio en el que se mantiene. En la Figura 1.2 se han dibujado algunos puntos fijos para el
caso de 1 dimensiéon donde se representa la derivada respecto al tiempo & frente a la coordenada
x. Por definicién, cuando la derivada toma valores positivos (f(x) > 0) el sistema tiende a moverse
hacia valores mayores de = y cuando los toma negativos (f(z) < 0) el sistema tiende a moverse
hacia valores menores de z. Los distintos comportamientos de la funcién a ambos lados del punto
fijo permiten clasificarlos segun:

(a) Punto fijo estable: El sistema tiende a ir al punto desde ambas direcciones. Pequenas per-
turbaciones o diferencias en las condiciones iniciales tienden a cero con el tiempo (no le sacan del
equilibrio). Se corresponde con el ejemplo de la Figura 1.2.(a)

(b) Punto fijo inestable: Pequenas perturbaciones o diferencias en las condiciones iniciales si son
capaces de sacar al sistema del equilibrio. Si el sistema empieza en ese mismo punto, permanece ahi.
Sin embargo, si comienza cerca, se ve repelido por él. Se corresponde con el ejemplo de la Figura

1.2.(b)

(c) Punto fijo semi-estable: Depende de la direccién con la que se acerque al punto serd repelido
o atraido. Se corresponde con el ejemplo de la Figura 1.2.(c)
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(a) (b) ()

itz) tz) /tz)

Figura 1.2: Representacion grafica de algunos ejemplos de puntos fijos segiin su estabilidad.

Ciclos limite

El sistema también puede converger en una tra-
yectoria. Los ciclos limites son trayectorias cerra- Ty
das que poseen un cierto periodo 7' tal que x(t) =

x(t +T). /’

En la Figura 1.3 se ha dibujado en un retrato de
fase un ejemplo de ciclo limite estable en dos dimen-
siones.

Cabe destacar que también presentan distintas
estabilidades. Es posible que el sistema se vea atraido
o repelido. Esto sera consistente con la naturaleza
de los estados colindantes. Por mencionar algunos
ejemplos, su comportamiento se puede ver afectado
por la presencia de un punto fijo estable o inestable
en su interior o un ciclo limite inestable que lo rodee, entre otros.

Figura 1.3: Representacion grafica de un
ejemplo de ciclo limite estable.

Cuasiperiodicidad

Se puede entender el estado de cuasiperiodicidad como una mezcla de estados periédicos con M
frecuencias fundamentales §2;. Ninguna de ellas se puede escribir como combinacién de las demads a
través de nimeros racionales, es decir, la ecuacién

M
> miQ; =0 (1.4)
=1

con m; € Z solo se satisface para la solucién trivial mi; = mg = ... = mys = 0.

El estado se presenta en forma de trayectoria confinada en la superficie de un toro N-dimensional.
Para M = 2, si la ecuacién (1.4) presenta una solucién no trivial, entonces la trayectoria se cierra
en un ciclo limite. Si, en cambio, no la presenta, la trayectoria cubre el toro completamente.
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Caos

Como ya se ha adelantado, el caos es un estado con una dependencia sensible a las condiciones
iniciales. Partiendo de dos condiciones iniciales x¢ y xg + £(¢), donde £(¢t = 0) es infinitesimalmente
pequeio, que evolucionan en el tiempo segiin una ecuacién como la (1.1). Se dice que el sistema
presenta esa sensibilidad mencionada y es cadtico si £(t) crece exponencialmente con el tiempo:

[0
IE)]

Es importante saber que por el teorema de Poincaré-Bendixon no es posible que aparezca caos en
un sistema de menos de 3 dimensiones. El teorema dice que si una trayectoria cerrada se encuentra
en una regién delimitada sin puntos fijos en su interior, entonces la trayectoria debe converger a un
ciclo limite tras un cierto tiempo. No es posible que llegue a algo tan complejo como el caos. Como
este teorema no se aplica para una dimension N > 3, no hay nada que impida el caos para esos
sistemas.

exp (At) con A >0 (1.5)

Los atractores cadticos o extranos presentan una estructura fractal. Los fractales son figuras
geométricas complejas con una estructura autosimilar a pequefias escalas. Una de sus propiedades
es que su dimension es fraccionaria.

1.3. Exponentes de Lyapunov

Los exponentes de Lyapunov resultan una gran herramienta de identificacién de los estados que
muestra un sistema.

Recordando la idea introducida con el movimiento cadtico, cuando dos puntos cercanos en con-
diciones iniciales se dejan evolucionar con el tiempo por una ecuacién como la (1.1) N-dimensional
es posible medir la separaciéon de ambos puntos a través de los exponentes de Lyapunov A(xg).

Partiendo de las mismas condiciones xg y xo+£(t), £(t) obedecerd la ecuacién (1.3). Retomando
la ecuacién (1.5) y tomando logaritmos, se tiene que los exponentes cumplen:

1. lE@ll
A(x0) = lim —1In

t=oo t— [[€(0)]]

Realmente existe un espectro de exponentes de Lyapunov {A\; > A2 > Ay}. Para una pertur-

bacién arbitraria, la ecuacién (1.6) nos da el mayor exponente de Lyapunov \;. El resultado es

independiente de xg con probabilidad 1.

(1.6)

En el caso de los puntos fijos, los exponentes de Lyapunov coinciden con la parte real de los
autovalores de la matriz jacobiana (1.2). De esta manera, el primer exponente serd la mayor de las
partes reales de los autovalores de la jacobiana.

El espectro de exponentes de Lyapunov (A1, Ag, ..., Axy) nos permitira distinguir entre los atracto-
res segun sus valores. Los puntos fijos estables presentan todos los exponentes con valores negativos.
Los ciclos limite estables tienen el primero nulo y el resto negativos. Los atractores cuasiperiédicos
tiene tantos exponentes nulos como frecuencias fundamentales y luego el resto negativos. Y, el caos
presenta un primer exponente positivo, alguno nulo y el resto negativos. Es importante entender
que se ordenan de mayor a menor y que al menos uno debe ser menor que cero. Por ejemplo el caso
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A1 > 0,22 >0y A3 =0 para N = 3 no seria posible. En la Tabla 1.1 se ha recogido un resumen del
comportamiento de los exponentes segin los tipos de atractores.

Atractor Exponentes de Lyapunov
Punto fijo A <0 Vi=1,2,..N
Ciclo limite A=0, \N<0 WVi=23..N
Cuasiperiocidad de dos frecuencias AM=0, X=0, XN<O0 Vi=34,. N
Caos A >0, AN=0coni#1,N, N<0 Vj=i+1,..N

Tabla 1.1: Tipos de atractores segun los exponentes de Lyapunov.

Suma de los exponentes

La suma de todos los exponentes de Lyapunov de un sistema /N-dimensional mide la contrac-
ciéon del volumen en el espacio de fases. Méas adelante, serd importante recordar que esta suma es
equivalente a la traza de la matriz jacobiana del sistema (siempre que esta no dependa del tiempo)
[4]:

N
Z A = traza(J) (1.7)
k=1

De esta forma, para sistemas disipativos, dado que traza(J) < 0, la suma de los exponentes es
negativa. Esto implica que el volumen alrededor de trayectorias genéricas disminuye exponencial-
mente a cero.

1.4. Bifurcaciones

Existen ciertos parametros que con su cambio acarrean consecuencias en el estado cualitativo
del sistema: cambios de estabilidad o destruccién y creacién de atractores como los puntos fijos.
Estas transformaciones cualitativas se llaman bifurcaciones.

Existen muchos tipos, locales y globales. Las bifurcaciones locales son aquellas que se pueden
analizar a través de la estabilidad local de los estados implicados. En cambio, en las globales, se
involucran grandes regiones del espacio de fase. Se introducirdn tan solo las bifurcaciones locales
fundamentales.

Bifurcacién silla-nodo

Se corresponde con el método mas sencillo de creacién y destrucciéon de puntos fijos. Serd un caso
u otro en funcién del sentido en el que ocurra la bifurcaciéon. El proceso consiste en el choque de dos
puntos fijos que se destruyen mutuamente o en la creaciéon de dos puntos gemelos con estabilidad
opuesta. El ejemplo mas comiin en una dimensién se corresponde con el sistema:

i=a>+p (1.8)
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Donde p es el parametro de control. Su signo nos da el punto del proceso en el que se encuentra.
Si es negativo, tenemos los puntos estable e inestable. Cuando se anula, se tiene un punto semi-
estable. Y, cuando se hace positivo, desaparecen los puntos fijos. Se ha incluido en la Figura 1.4 un
esquema de lo descrito.

Destruccién de puntos fijos

y

\)
y

p<0 p=0 p>0

A

Creacion de puntos fijos

Figura 1.4: Representacion grafica de una bifurcacion silla-nodo en una dimension.

Bifurcaciones pitchfork

Ocurre en sistemas con simetria y provocan la creacién y destruccién de pares simétricos de
puntos fijos con la misma estabilidad. Se dividen en dos tipos, supercritica y subcritica.

Bifurcaciéon pitchfork supercritica

Un punto fijo estable se destruye y crea un par de puntos fijos estables rompiendo la simetria
del sistema. El ejemplo mas comiin de este caso en una dimensién se corresponde con:

i=xz(p—2?) (1.9)
Cuando el parametro es menor que cero se tiene un tnico punto estable. Cuando se anula, el

origen sigue siendo estable, pero méas débil. Al hacerse positivo, el origen se hace inestable y aparecen
dos puntos estables simétricos. Se ha incluido en la Figura 1.5 un esquema de lo descrito.

p<0 p=0 p>0

Figura 1.5: Representacion grafica una bifurcacién pitchfork supercritica en una dimension.
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Bifurcacién pitchfork subcritica

El par de puntos fijos creados son inestables. El ejemplo méas comiuin de este caso en una dimensién

es muy similar al anterior, cambiando el signo del término z*:

i =z(p+2?) (1.10)

Cuando el parametro es mayor o igual que cero se tiene un tnico punto inestable esta vez.
Al hacerse negativo, el origen se hace estable y aparecen dos puntos inestables simétricos. Se ha
incluido en la Figura 1.6 un esquema de lo descrito.

p<0 p=0 p>0

Figura 1.6: Representacién grafica una bifurcacién pitchfork subcritica en una dimensién.

Diagramas de bifurcacion

Los diagramas de bifurcacién son la manera mas comin de representar bifurcaciones. Son ade-
mas un gran ejemplo de estudio a través de dindmica cualitativa. Consisten en la representaciéon
grafica de una de las componentes x frente al parametro de control p.

En el caso de los ejemplos (1.9) y (1.10) nos encontramos en una dimension, por lo que la repre-
sentacién serd z frente a p. En la Figura 1.7 se han incluido los diagramas de bifurcacién de ambos
ejemplos. Las lineas continuas negras implican puntos fijos estables y las lineas discontinuas negras
puntos fijos inestables.

La Figura 1.7.(a) se corresponde con el caso supercritico. Se ve que para p < 0 hay un tdnico
punto fijo estable y para p > 0 este se inestabiliza y aparecen un par de puntos fijos estables.
La Figura 1.7.(b) se corresponde con la subcritica. Se ve que para p > 0 hay un tnico punto fijo
inestable y para p < 0 este se estabiliza y aparecen un par de puntos fijos inestables.

Figura 1.7: Representacion grafica de los diagramas de bifurcaciéon para los casos de la pitchfork
supercritica (a) y subcritica (b).
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Bifurcaciones de Hopf

Se diferencian de las demds ya introducidas porque necesitan que haya dos o mas dimensiones.
Esto es asi porque son capaces de crear ciclos limites cambiando la estabilidad de puntos fijos.

También se distinguen de las anteriores por el comportamiento de los autovalores de la jacobia-
na. En las bifurcaciones silla-nodo y pitchfork un autovalor se anula en p = 0. En las de Hopf, los
autovalores se ordenan en forma de complejos conjugados donde la parte real (y no la imaginaria)
se anula al mismo tiempo en el punto de bifurcacion.

Como en el caso de la pitchfork, se dividen dos tipos: supercritica y subcritica.

Bifurcaciéon de Hopf supercritica

Un punto fijo estable actuando como un foco que atrae en forma de espiral cambia su estabilidad

para crear un ciclo estable a su alrededor. Un ejemplo en dos dimensiones seria el sistema:
: 2
i =r(p—1?)

. 1.11

0=w+dr? ( )

Donde p continia siendo el parametro de control de la bifurcacion, w es la frecuencia asintotica
de las oscilaciones y d marca la dependencia de la frecuencia con la amplitud.

En este ejemplo, los autovalores de la jacobiana evaluada en el origen se corresponden con
A = p +iw. De esta manera, la bifurcaciéon ocurre al anularse el pardmetro p.

Cuando el parametro es menor que cero se tiene el foco estable. Al hacerse positivo, el punto
se hace inestable y aparece el ciclo alrededor. Se ha incluido en la Figura 1.8 un esquema de lo

NP \y%

p<0 p>0

Figura 1.8: Representacion grafica una bifurcacién de Hopf supercritica en dos dimensiones.

Bifurcacién de Hopf subcritica

En este caso, también se parte de un punto fijo estable, pero esta vez estd rodeado de un ciclo
inestable. La bifurcaciéon ocurre cuando el ciclo inestable se cierra sobre el punto, desapareciendo y
cambiando la estabilidad del punto. Un ejemplo en dos dimensiones seria el sistemas:

r=r(p+r?—rt)

6=w+dr (1.12)
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Cuando el pardmetro es menor que cero se tienen el foco estable y dos ciclos, uno estable y otro
inestable. Al hacerse positivo, el punto se hace inestable y desaparece el ciclo inestable alrededor de
él. Se ha incluido en la Figura 1.9 un esquema de lo descrito.

p<0 p>0

Figura 1.9: Representacion grafica una bifurcacién de Hopf subcritica en dos dimensiones.

Es importante saber que esta bifurcacion posibilita la existencia de histéresis. Cuando p es
mayor que cero, como solo queda el ciclo limite estable como atractor, comienzan oscilaciones de
gran amplitud. Cuando han comenzado, no es suficiente con devolver p a cero para frenarlas. Se
debe llegar hasta p = —1/4 para que los ciclos estable e inestable choquen y se aniquilen entre si.
La bifurcacién en la que se destruyen las oscilaciones es de tipo silla-nodo de ciclos.

Diagramas de bifurcacion

En el caso de los ejemplos (1.11) y (1.12) nos encontramos en dos dimensiones, por lo que la
representacion serd de los valores extremos de x; frente a p. En la Figura 1.10 se han incluido
los diagramas de bifurcacién de ambos ejemplos. Las lineas continuas negras implican puntos fijos
estables y las lineas discontinuas negras puntos fijos inestables. Sin embargo, las azules implican
ciclos limite, estables en linea continua e inestables en discontinua.

La Figura 1.10.(a) se corresponde con la supercritica. Se ve que para p < 0 hay un tnico punto
fijo estable y para p > 0 este se inestabiliza y aparece un ciclo limite estable. La Figura 1.10.(b) se
corresponde con la subcritica. Se ve que para p > 0 hay un tnico punto fijo inestable y para p < 0
este se estabiliza y aparece un ciclo limite inestable.

(a) (b)

Ty Ty

Figura 1.10: Representacion grafica de los diagramas de bifurcaciéon para los casos de la Hopf
supercritica (a) y subcritica (b).
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Bifurcacion silla-nodo de ciclos

Es el analogo de la silla-nodo de puntos fijos pero con ciclos limite. Consiste en la creaciéon o
aniquilacién de dos ciclos limites. Un ejemplo en dos dimensiones seria el sistema (1.12) visto para
la bifurcaciéon de Hopf subcritica.

Mientras que la bifurcacion de Hopf subcritica ocurre para p = 0, la silla-nodo de ciclos ocurre
para un pardmetro critico p. = —1/4. Cuando el pardmetro p es menor que el critico se tiene
un punto fijo estable. En p., se forma un ciclo limite semi-estable. Para un pardmetro entre 0 y
Pe, se destruye el ciclo limite semi-estable y aparecen uno estable y otro inestable. Visto desde la
perspectiva de la aniquilacién, los ciclos colisionan y desaparecen al disminuir p hacia el pardametro
critico. El origen no participa en la bifurcacion, se mantiene estable para todo p. En la Figura 1.11
se ha incluido una representacion grafica del proceso descrito.

Zy Ty

(AN o (O
Y >

P<p, P=D, 0>p>p,

/

Ly

Figura 1.11: Representaciéon grafica una bifurcacion silla-nodo de ciclos en dos dimensiones.

En la Figura 1.12 se ha incluido el diagrama de bifurcacion

del sistema (1.12). De nuevo, como nos encontramos en un caso T
en dos dimensiones, se ha representado x; frente a p. /—
RN
Se ha usado los mismos colores, negro para puntos fijos y  _ _ _>P
azul para ciclos limites, y tipos de linea, continua estable y Pe o
discontinua inestable, para denotar el tipo de atractor y su - ="
estabilidad. ~ |

Figura 1.12: Representacion grafi-
ca del diagrama de bifurcacién de
una silla-nodo de ciclos y Hopf sub-
critica segin el sistema (1.12).

Para p < p. se puede ver como existe tan solo el punto fijo
del origen. Para p > p. aparecen los dos ciclos limites, estable
e inestable.

Bifurcaciones por duplicacién de periodo

La ultima bifurcacién que se vera juega un papel fundamen-
tal en una de las principales rutas al caos, la duplicacién de periodo. Estas bifurcaciones consisten
en la aniquilacién o creaciéon de ciclos limites donde uno de ellos tiene un periodo del doble que el
otro.

Como en otros casos ya estudiados, se dividen en supercritica y subcritica.
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Bifurcaciéon por duplicaciéon de periodo supercritica

Un ciclo limite se inestabiliza y crea otro ciclo limite estable con un periodo del doble del ahora
inestable. En la Figura 1.13 se ha incluido una representacion grafica de este proceso. Parece que el
ciclo de periodo doble se corta consigo mismo pero es efecto de proyectar en dos dimensiones. No
se cruzan realmente.

Zy

Ty

p<0 p>0

Figura 1.13: Representacién grafica una bifurcaciéon de duplicacion de periodo supercritica.

Bifurcacién por duplicacion de periodo subcritica

Un ciclo limite inestable de periodo doble colisiona con otro estable y lo inestabiliza. En la
Figura 1.14 se ha incluido una representacion grafica de este proceso. Parece que el ciclo de periodo
doble cruza consigo mismo por la proyeccién en dos dimensiones. Tampoco se cruzan en este caso.

p<0 p>0

Figura 1.14: Representacion grafica una bifurcaciéon de duplicacién de periodo subcritica.

1.5. Rutas al caos

Existen tres rutas para que en un sistema aparezca un atractor cadtico: duplicaciéon de periodo,
intermitencia y cuasiperiodicidad.

Duplicacion de periodo

La ruta por duplicaciéon de periodo se basa en la sucesién de infinitas bifurcaciones de duplica-
cién de periodo supercriticas hasta la llegada al caos. Una vez aparece, hay zonas sin caos llamadas
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ventanas. La mas grande se corresponde con la de periodo tres. Esto se verd claramente en un
diagrama de bifurcaciéon. Una linea se ird duplicando hasta presentar caos, el cual tendra ventanas
claras.

En la Figura 1.15 se ha incluido el diagrama de bifurcacién de uno de los ejemplos que se han
estudiado en el trabajo. Para obtenerlo se ha usado una seccién de Poincaré calculada a través de
una interpolacion entre los valores de x donde z3 sufriese un cambio de signo y la derivada cumpliera
23 > 0. Mas adelante se entrard en detalle en el sistema estudiado y el ejemplo escogido.

Se parte de dos condiciones iniciales diferentes (representadas en azul y negro), correspondientes
a dos ciclos limites diferentes, en g = 4,5. Poco después de superar ¢ = 5 es cuando ocurre la
primera duplicacién de periodo. En la rama mas baja es incluso posible ver una segunda bifurcacién
de duplicacién de periodo antes de la entrada al caos. Posteriormente, vuelven a aparecer ciclos
limites con otra bifurcaciéon. El sistema sale y entra en el caos hasta finalmente terminar en un
Unico ciclo limite alrededor de g = 6,5. También es posible observar la ventana de periodo tres
entre g=6y g =6,2.

5_

X2

4.5 5.0 3.5 6.0 6.5 7.0

Figura 1.15: Diagrama de bifurcacién del primer evento cadtico encontrado en un sistema de cuatro
neuronas.

Transicion desde la cuasiperiodicidad

En 1944, Landau propuso que era posible llegar a un estado turbulento tras una infinita secuen-
cia de bifurcaciones de Hopf generalizadas, donde cada una anade una frecuencia fundamental al
sistema al crear un toro de una dimensién superior. Fue en 1978 cuando Ruelle, Takens y Newhouse
concluyeron matematicamente que sistemas con movimiento regular se vuelven inestables a mostrar
caos al pasar por 3 bifurcaciones de Hopf generalizadas.

Esta manera de llegar al caos se conoce como escenario Ruelle-Takens. Partiendo de una érbita
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periédica, el sistema puede sufrir una bifurcacién para crear una érbita cuasiperidédica de dos fre-
cuencias y otra mas para una de tres frecuencias. Posteriormente, se crea el atractor cadtico.

Otro escenario posible es el descrito por el modelo de Curry y Yorke [5]. En esta ruta por
cuasiperiodicidad el atractor cadtico proviene de un régimen cuasiperddico de dos frecuencias, al
contrario que en el de Ruelle-Takins que era de tres. La ruta no ocurre por destruccién del toroide
sino por desestabilizacién.

Estos cambios se reflejan en los exponentes de Lyapunov (A, A2, A3, A4, ...). Estos permitiran
discernir entre escenarios. Como se mencioné en la Tabla 1.1, los ciclos limites presentan unos

exponentes (0, —, —, —,...). Sin embargo, la cuasiperiodicidad a dos frecuencias anula el segundo
exponente también (0,0, —, —, ...) y la de tres el tercero (0,0, 0, —, ...). Finalmente, el atractor cadtico
hace positivo el primer exponente de Lyapunov (4,0, —, —, ...).

Ruta de la intermitencia

Por debajo del parametro critico p. el atractor es una érbita periddica. Cuando el parametro de
control p se hace un poco superior que p,, la situacién es similar a dicha 6rbita pero esta interrum-
pido por rafagas finitas e intermitentes de comportamientos aperiédicos y cadticos. Finalmente, se
alcanza un atractor cadtico.

En este caso el ciclo no es reemplazado por otro como en el caso de la duplicaciéon de periodo,
sino que es o destruido o convertido a inestable (puesto que en las réafagas se va lejos del mismo).
Esto puede ocurrir por una silla-nodo de ciclos, una Hopf subcritica o una bifurcacién de duplicacién
de periodo subcritica. Estos tres casos se corresponden a los tipos I, II y III de transiciones por
intermitencia.



2. Modelos de neuronas

Nuestra capacidad para respirar, sentir y recordar depende de nuestro sistema nervioso. Se
trabaja mediante la conduccién de impulsos eléctricos y quimicos a través de neuronas y células
gliales. Las neuronas son las que envian y reciben dichos impulsos y las gliales forman la estructura
del cerebro como tal [6].

Las neuronas estan formadas por un cuerpo celular
que contiene su nucleo y del que salen las dendritas
y el ax6n. El nicleo es el encargado de controlar a la
célula, el axén envia los mensajes por sus terminales
y las dendritas reciben la informacién. El proceso de

Dendritas

Cuerpo celular

comunicacién ocurre a través de la sinapsis, que es Nicleo
el espacio entre el axén de una célula transmisora y
las dendritas de una receptora. En la Figura 2.1 se
ha recogido un dibujo de la neurona con las partes
mencionadas.
—— Ax6n

A mediados del siglo XX se hizo claro que el pro-
cesamiento de la informacién en el cerebro implicaba
una actividad de una gran parte de la poblacion de
neuronas y no era un proceso individual. Ademas, por

Terminales
la complejidad del sistema, se estableci6 la necesidad del axén
de simplificarlo y realizar aproximaciones estadisticas Sinapsis

a un nivel que no se dejase de apreciar el funciona-

miento del mismo [7]. Figura 2.1: Dibujo esquemaético de una neu-

rona co1n sus partes.

Actualmente, los modelos tedricos de neuronas si-
guen a la orden del dia. Es un tema cautivador para la comunidad cientifica, que sigue publicando
articulos sobre cémo interaccionan las neuronas y cémo nos afecta esto a nuestra memoria [8].

2.1. Modelo de Wilson-Cowan

Uno de los modelos mas importantes es el de Wilson y Cowan (1972), donde tratan con un
sistema que estudia la actividad representando la proporcién de poblacién local de neuronas activas
o enviando senales en el momento. Hoy en dia, es mas comin que la variable de actividad sea algo
fisico, ya sea la tasa de disparo (firing rate) o un potencial electroquimico de un grupo de neuronas.

Las ecuaciones de la actividad en los articulos de Wilson-Cowan tienen la forma:

15
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Tdi = —a; + (1 — rai)fi Zwi]’a]’ + Ii(t) (2.1)
J

Donde a; es la actividad de la neurona 4 (0, més bien, de un grupo de neuronas o rate neuron),
T es una constante que denota el tiempo de decaimiento, r es el periodo refractario (tiempo antes
de que la neurona pueda volver a excitarse), f; es la funcién de activacién o de transferencia, w;;
es la matriz de acoplo (cada elemento informa sobre como interacttian las neuronas i y j entre si)
y I; es un input externo.

Es interesante recordar la forma de las ecuaciones de Wilson y Cowan dado que el modelo con
el que se va a trabajar, Sompolinsky-Crisanti-Sommers (SCS), sigue una forma muy similar.

2.2. Modelo de Sompolinsky-Crisanti-Sommers

El modelo de SCS [9] consiste en un sistema de N neuronas donde cada una lleva asociado un
campo local z, tal que se partird de {x;}i=1,. n, cuyo comportamiento viene determinado por una
funcién no lineal ¢(x;(t)). El andlogo bioldgico de la variable x serfa el potencial de membrana de
las células nerviosas y la funcién no lineal estaria relacionada con la tasa de disparo (firing rate).
La dindmica viene dada por el sistema de EDOs:

N
i =i+ gy Jio(rs) (2.2)
j=1
Donde g es un parametro constante real que mide la no linealidad de la respuesta neuronal y J
es una matriz cuyos elementos J;; se corresponden con la fuerza y el signo del acoplamiento entre
las neuronas ¢ y j. La funcién no lineal ¢(x;(t)) se suele tomar como la tangente hiperbélica como
funcién genérica impar.

Dada esta naturaleza impar de la funcién ¢(z;(t)), la ecuacién (2.2) se muestra invariante bajo
la transformacién x; — —x;.

La matriz de acoplo J tiene ciertas caracteristicas importantes a tener en cuenta:

= Se propone que sus elementos sigan una distribuciéon gaussiana de media cero y varianza

0? = 1/N. La media cero permite que no haya preferencia entre una conexiéon excitatoria
(Jij > 0) o inhibitoria (J;; < 0) entre las neuronas. La varianza toma ese valor para que
se garantice una distribucién normal en el limite termodinamico N — oo de acuerdo con el

teorema del limite central [10].

= Para nuestro interés la matriz J no debe ser simétrica o, lo que es lo mismo, J;; # Jj;. Si lo
fuera, el sistema (2.2) mostraria un comportamiento relajacional [11]:

dl’i . 8E(x1,...,xN)

dt N 81‘2

Donde se evolucionarfa a los minimos locales de energia E(x1,...,xy) tras cierto tiempo.
Implicando que los tinicos atractores presentes serian puntos fijos. Aunque pudiera mostrar
una estructura compleja de puntos estables e inestables, en este trabajo nos interesa ampliar
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también a otros fenémenos como ciclos limite o caos. Al igual que en el articulo original de
(2.2), Jij y Jji son estadisticamente independientes.

= La diagonal principal de la matriz J es nula. Dado que las neuronas no pueden acoplarse
consigo mismas, J;; = 0. Esto resultard muy interesante para los exponentes de Lyapunov.
Como ya hemos adelantado, la suma de todos ellos debe coincidir con la traza de la matriz
jacobiana J de la EDO linealizada. Partiendo de la EDO del modelos SCS y de la definiciéon
del sistema linealizado a través de la jacobiana de la ecuacion (1.3), se puede obtener el valor
de la traza de la jacobiana.

Como la diagonal principal de J es nula, la forma de la de J vendra dada por la primera
parte de la EDO, correspondiente al vector dx multiplicado por la menos identidad:

o1 ox1 0 v e
(5.”:”'2> :j((sf'?) =-1-0x+ ( DL :>-6x
0T N dx N e 0

Esto hard que para cualquier matriz J y para cualquier valor de IV, la suma de los exponentes
de Lyapunov cumpla 25:1 A = —N.

Modelo SCS para el limite termodinamico

En el caso donde N es pequena, el sistema puede pasar por todos los atractores y bifurcaciones
que se han mencionado en la Introduccién en funciéon de la matriz de acoplo J. No obstante, para
el limite N — oo existe un comportamiento muy distinto.

Segun el teorema del circulo, en el limite termodinamico, los autovalores de una matriz aleatoria
(no simétrica) convergen a una densidad constante en el disco unidad del plano complejo [12].
Recordando la relacién de la matriz de acoplo con la jacobiana en x = 0 (¢/(0) = 1), sabemos que
J = =1+ gJ, de forma que los autovalores de la jacobiana convergeran al disco de radio g con
centro en -1. Se ha incluido un esquema de lo descrito para g > 1 en la Figura 2.2.

Im(A)

J

Figura 2.2: Esquema de la densidad de los autovalores de la matriz J y de la jacobiana J evaluada
en x = 0 del modelo SCS.

Para el caso donde g < 1, todos los autovalores tendran su parte real negativa, lo que implicara
que el origen sea estable.

Sin embargo, si g > 1, habra infinitos autovalores con parte real mayor que cero. Esto provocara
que no se cumplan las condiciones necesarias para las bifurcaciones ya descritas. En esos casos, solo
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cruzan al semiplano derecho de C uno o dos de los autovalores, manteniéndose el resto alejados del

eje imaginario.

El resultado de esto es que no hay ruta al caos estandar. Al contrario se observa una transicién
directa desde punto fijo a caos. Su comprension es tema de estudio [13] [14].



3. Métodos

El trabajo se ha basado principalmente en la clasificacién de los estados del sistema simulado
mediante su espectro de exponentes de Lyapunov. Para ello se ha seguido la Tabla 1.1.

Para la realizacion de las simulaciones, se ha usado el lenguaje de programaciéon de Python. Se
ha montado una base del programa donde se creaba la EDO a resolver en un formato que incluyera

las variables x; de la ecuacién (2.2) seguidas de las perturbaciones infinitesimales v,,, que siguen la
EDO:

= —vi +g > Jiid (@), (3.1)
J

Donde v}, es la componente ¢ de la perturbacién infinitesimal n.

De esta forma, se ha trabajado con una lista del estilo 1, ..., xy, v%, e U{V, R v%. Siendo
N el niimero total de neuronas y m el niimero de perturbaciones infinitesimales calculadas (debe

cumplirse m < N).

Para obtener un espectro de exponentes de Lyapunov frente al pardmetro g (medidor de la no
linealidad de la EDO) se ha comenzado por generar la matriz J y las condiciones iniciales de x y las
perturbaciones v,,. La matriz J encapsula toda la dindmica del sistema. Por esto, es necesaria la ca-
pacidad de recuperacion de la misma cuando se recojan los datos de un gran niimero de simulaciones.

En general, se han trabajado con valores de g entre 0 y 20, con saltos de entre 0,1 a 0,25.
Valores més grandes de g provocaban que se perdiese la condicién de que la suma de los exponentes
de Lyapunov fuese equivalente a —N. De esta manera, para cada valor de g, se ha resuelto la EDO
integrando por Runge-Kutta de cuarto orden y aplicado el método de Bennetin y otros para obtener
los exponentes de Lyapunov [15] [16].

En los cambios de g se han mantenido los tltimos valores de las perturbaciones v,, y x. Aunque
a estos ultimos se les ha anadido una pequena cantidad, 0,001, para sacarles del punto fijo del
origen en el caso de que hubieran caido, evitando que se mantengan en el mismo. Esto permite que
el sistema pueda acceder a dindmicas més complejas como atractores cuasiperiédicos o ciclos limites.

Seguidamente se discutiran los métodos de integracién, generacion de la matriz J y las condi-
ciones iniciales aleatorias, obtencién de los exponentes de Lyapunov por el método de Bennetin y
clasificacién de los sistemas seguin los valores de sus exponentes.

19
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3.1. Runge-Kutta de orden 4

A la hora de integrar la ecuacién diferencial ordinaria se ha optado por el método de Runge-
Kutta de orden 4 [17], usualmente utilizado en problemas de valores iniciales del tipo:

{xz £(t,x) 52)

x(t =0) = xo

De manera que es posible obtener el valor de x(h), con h el paso de tiempo de integracién
mediante de 4 pasos:

o

1= hf(t:O,X :Xo)
ko = hf(%axo + ?)
ks = hf(%,x0 + %)
k, = hf(h, X0 + kg)

x(h) = xo + (k1 + 2ks + 2ks + ky)

Asi, a partir de xq es posible iterar hasta llegar a x(kh) con k un niimero entero.

En las simulaciones, se ha tenido en cuenta la necesidad de disminuir h, aumentando la precision
de los calculos, para mayores g para mantener la estabilidad numérica. De esta forma, se ha tomado
h como el minimo entre 0,05 y 0,2/g, llegdndose a h = 0,01 para g = 20.

3.2. Generacion aleatoria de la matriz J y las condiciones iniciales

La libreria de Python numpy, especializada en calculo numérico y analisis de datos, tiene una
serie de funciones para generar nimeros aleatorios mediante las rutinas numpy.random [18].

Para generar las condiciones iniciales del estado del sistema y de las perturbaciones infinitesi-
males se ha usado la funcién random__sample(size), que devuelve un array de floats aleatorios del
tamaiflo indicado entre 0 y 1.

Para crear las matrices J se ha usado la funcién normal(loc, scale, size) que devuelve niimeros
aleatorios que siguen una distribuciéon gaussiana de media loc y desviacién tipica scale. Como ya se
ha comentado, se ha usado media 0 y desviaciéon 1/v' N, siendo N el ntimero de neuronas.

Cuando se realizaban simulaciones grandes, se ha seleccionado una semilla seed mediante la
funcién seed(seed) para poder reproducir los casos méas tarde si asi se deseaba.

3.3. Calculo de los exponentes de Lyapunov: método de Bennetin

En la ecuacion (1.6) se definieron los exponentes de Lyapunov. No obstante, esta forma de ob-
tenerlos no es para nada trivial. Para calcularlos se ha optado por aplicar el método de Bennetin.

La idea se basa en que la suma de los exponentes de Lyapunov mide la contracciéon del volumen
del sistema N-dimensional en el espacio de fases. Sabiendo ademés que el volumen de un paralele-
pipedo con n dimensiones (n < N) aumenta o disminuye exponencialmente segun la relacion:
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V() =~ V,(0) ﬁ et (3.4)
j=1

De esta forma, la suma total de exponentes de Lyapunov equivaldré a:

n

1 Vi)
2>”‘£$¥mwmm (3:5)

=1

Siendo V,,(0) el volumen inicial del paralelepipedo.

Para aplicar el método de Bennetin, se han partido de unas perturbaciones infinitesimales aleato-
rias (aunque ortogonales entre si) v; con i = 1,2, ...,n. Siendo n el niimero de exponentes a calcular.
Posteriormente, se ha dejado actuar a la EDO (3.1) durante un tiempo de transicién. Para evitar
overflows por crecer exponencialmente, se llevaran a cabo ortonormalizaciones de los vectores cada
cierto tiempo 7. Cada vez que se ortonormaliza se obtiene a su vez un valor de los exponentes.

Esto se ha realizado un niimero significativo de veces para obtener n) “exponentes de Lyapunov
de tiempo finito”, de manera que se ha realizado un promedio de todos ellos para obtener el resultado
final:

1 &
A= Ay 3.6
iy 220 (3.6)

En nuestro caso, se ha trabajado con un tiempo de transicién de 40 unidades de tiempo, un
tiempo entre ortonormalizaciones 7 de 4 unidades de tiempo y un nimero de exponentes de Lyapu-
nov de tiempo finito ny = 40 para hacer su media.

Se ha incluido la funcién usada en el apartado de Cédigo del trabajo. Esta viene incluida en
una clase con los atributos N (nimero de neuronas) y nly (nimero de exponentes de Lyapunov a
calcular), entre otros.

El procedimiento de calculo de los exponentes de Lyapunov es diferente para el primero que
para el resto.

Primer exponente de Lyapunov

Una vez pasado el tiempo de transicién, las perturbaciones han evolucionado v’;. A partir de
ellas es posible obtener el primer exponente de Lyapunov tomando logaritmos:

1
M) = —nl[vii)l] (3.7)

Donde ||v' 1(j)|| es la norma del vector v’1, primera de las perturbaciones una vez ha pasado j
veces el tiempo de transiciéon 7. Una vez obtenido el exponente, se normaliza el vector a la unidad

Vi) = Vg /IVagll-

, i . , ) , . .
Asi, v"y(j) funcionard como vy(;1) en el proximo cdlculo del exponente de tiempo finito.

)
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Resto de exponentes de Lyapunov

Para obtener el resto de exponentes, se ha usado la misma ecuaciéon paso previo por una orto-
gonalizacién con respecto a los vectores ya obtenidos:

vi,=v, — (V' Vi)Vt — o = (Vi V')V (3.8)

De forma que, paran # 1, A\, ;) = %ln ||VJ‘n(j)||. Finalmente, se ha normalizado vln(j) a norma

n(j)
unidad v"p,(j) = Vy(j11) = vln(j)/Hvln(j)H antes de obtener el siguiente exponente de Lyapunov
An(j+1) (de nuevo para evitar overflows por el crecimiento exponencial).

En la Figura 3.1 se ha incluido una representacién de lo descrito para un caso en dos dimensiones.

(z, y+dy)  (z+dz, y+dy)
v, ~~ A\ v, /_\”
VLQ\ Voo
\ ‘/,II1
(z,y) YV (v+dz, y)

Figura 3.1: Representacion grafica del funcionamiento del método de Bennetin en dos dimensiones

para calcular los exponentes de Lyapunov.

3.4. Clasificacion de eventos en las simulaciones

Siguiendo la Tabla 1.1 y considerando que el cero de los exponentes de Lyapunov de las simu-
laciones llevaba un error de aproximadamente 0,05, se han clasificado los eventos de la siguiente
manera:

= Punto fijo: Primer exponente de Lyapunov menor que cero. Considerando la precisién, menor
que —0,05.

= Ciclo limite: Primer exponente de Lyapunov igual a cero. Para evitar errores, se ha traducido
esto a que el primer exponente \; se encontrasen en el intervalo cerrado [—0,05,0,05] para dos
g seguidas.

= Caos: Primer exponente de Lyapunov positivo y segundo igual a cero. De la misma manera
que las anteriores veces, que el primero fuera superior a 0,05 y el segundo dentro del intervalo
cerrado [—0,05,0,05].

Aunque existen mas sucesos que los descritos, estos se corresponden a la mayoria de los casos.
Cabe decir que uno no es excluyente del otro. En un mismo sistema se puede dar que haya un ciclo
limite en una g y en una diferente se vaya a un punto fijo.

También se han distinguido entre puntos fijos en el origen y fuera del mismo. Para ello se
ha tenido en cuenta que el punto fijo en el origen tiene las coordenadas en el intervalo cerrado
[—0,005,0,005].



4. Resultados

En esta parte del trabajo se detallaran algunos de los casos obtenidos resultado de las simulacio-
nes realizadas del modelo en la ecuacién (2.2). Se introducirdn en orden ascendente de ntimero de
neuronas comenzando por el minimo que puede presentar caos, tres. Se incluird en cada seccién las
estadisticas finales de nimero de ciclos limite, puntos fijos distintos de cero, caos y demas atractores.

4.1. Tamano N =3

A continuacién se verdn tres ejemplos de comportamientos que se pueden dar en un sistema de
tres neuronas. Finalmente, se daran estadisticas completas para una simulaciéon de 1000 realizacio-
nes.

Ejemplo de punto fijo y bifurcaciéon pitchfork

El ejemplo propuesto se corresponde con la siguiente matriz J:

0 03082 —0,3323
J~ (06939 0 05071 (4.1)
0,3815 —0,0637 0

En las Figuras 4.1 y 4.2 se han incluido retratos de fase del sistema para ¢ = 0y g = 10,
respectivamente. Partiendo de una condicién inicial aleatoria, en ambos casos, el sistema evoluciona
hasta un punto fijo, representado por un punto negro, y se mantiene ahi.

g:(} g=10

0.60
0.55
0.50 .,
0.45 ™
0.40
0.35
0.30

X3

Figura 4.1: Retrato de fase del ejemplo de punto Figura 4.2: Retrato de fase del ejemplo de punto
fijo para g = 0. fijo para g = 10.

23
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Ambas representaciones se corresponden con 80 unidades de tiempo, las 40 primeras (lo que
llamarfamos tiempo de transicién) pintadas de rojo. En el caso de g = 0, el sistema se mueve in-
mediatamente al origen nada méas comenzar la simulacién y se mantiene ahi. Para ¢ = 10 hay un
movimiento previo a la llegada al punto fijo, al que llega tras 20 unidades de tiempo.

Estos retratos no solo nos permiten observar el comportamiento de un punto fijo descrito en
la Introducciéon. También es posible comprender algunas decisiones tomadas en los Métodos. Al
comenzar con g = 0, se ha comprobado como el sistema cae rapidamente al origen por ser un punto
fijo estable, por lo que se anade esa pequena cantidad al cambiar de g, para evitar que se mantenga
ahi si el origen se vuelve inestable. También se justifica, al menos en este caso, la elecciéon del tiempo
de transiciéon antes de obtener valores de los exponentes de Lyapunov, mucho mayor que el necesario
en esta ocasién para caer al atractor.

Igualmente, en la Figura 4.3 se ha representado la suma de las variables del campo x frente a g.
Se puede ver en la imagen como la suma sigue una linea y no una nube de puntos, mostrando como
cambia al aumentar la g. Cuando la suma de las variables = se comienza a alejar del cero, ocurre
una bifurcacion tipo pitchfork. Se crean dos puntos fijos simétricos y el sistema se mueve a uno de
ellos. En el diagrama se ha omitido el punto fijo con signo opuesto.

16

14 -

12

=
[=]
1

X1+ X+ X3

0 - —

T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12,5 15.0 17.5 20.0
g

Figura 4.3: Representaciéon grafica de la suma de las variables x; frente al pardmetro g para el caso
de un punto fijo en un sistema de tres neuronas con la matriz de acoplo (4.1).

Por dltimo, se ha incluido en la Figura 4.4 la dependencia de los exponentes de Lyapunov frente
a g. Se puede ver como comienzan todos en -1 y el primero se separa al aumentar g acercandose
al cero. En el punto donde se anula ocurre la bifurcacién tipo pitchfork. Al seguir aumentando g el
sistema se mantiene en un punto fijo (aunque cambian sus coordenadas con cada g) y los exponentes
se mantienen todos en -1. Esto concuerda con lo observado en las Figuras 4.1 y 4.2. También se
puede ver el punto donde ocurre la bifurcacion pitchfork, aproximadamente g = 2, lo que coincide
con lo visto en la Figura 4.3. Destaca que la suma de los tres se conserva en -3, como se habia
predicho en la ecuacién (1.7) al introducir el modelo SCS.
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Exponentes de Lyapunov
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Figura 4.4: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a g en un sistema de tres neuronas con
matriz de acoplo (4.1).

Ejemplo de ciclo limite y bifurcacién de Hopf supercritica

El ejemplo propuesto se corresponde con la siguiente matriz J:

0  —0,1101 —0,1738
J~ | —00465 0 06381 (4.2)
04562 02180 0

En la Figura 4.5 se ha representado el retrato de fase
del ciclo limite de ejemplo con una condicién inicial aleatoria g=10
y g = 10. De nuevo, en rojo se encuentra la evoluciéon del
sistema en transicion y en negro el atractor al que llega. Se
puede observar la semejanza con el esquema de la Figura 1.3
de la Introduccion.

En la Figura 4.6 se ha recogido un barrido de la suma
de las variables x1, x2 y z3. En ella se puede ver como, en
g = 6, el sistema pasa por una bifurcacién de Hopf supercri-
tica y se generan un ciclo limite. De esta manera, la suma
oscila entre un maximo y un minimo para cada g. Es posible
observar también como va aumentando el tamano del ciclo
al aumentar g.

El comportamiento de los exponentes de Lyapunov en Figura 4.5: Retrato de fase del ejem-
funcién de g se puede ver en la Figura 4.7. Como se adelanté plo de ciclo limite para g = 10.
en la Tabla 1.1, el primer exponente de Lyapunov en el caso
de un ciclo limite se anula y el resto son negativos. Partiendo de g pequeno, lo que se ve en la
representacion es que dos exponentes (correspondientes a los autovalores A = p + iw de la matriz
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jacobiana evaluada en cero) aumentan hasta anularse alrededor de g = 6, queddndose uno de ellos
en el cero (con oscilaciones pequenas debido a la precisién de las simulaciones). Asi pues, existe
total concordancia entre las Figuras 4.6 y 4.7.

X1+ X3+ X3
o
1

-6 T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

g

Figura 4.6: Representaciéon grafica de la suma de las variables xz; frente al pardmetro g para el caso
de un ciclo limite en un sistema de tres neuronas con la matriz de acoplo (4.2).

— A Az — A3 — )

0.04
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Exponentes de Lyapunov
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1 1

—2.5 4

—3.0 4

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Figura 4.7: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a g en un sistema de tres neuronas con
matriz de acoplo (4.2).
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Ejemplo de bifurcaciéon de Hopf subcritica

En el caso de 3 neuronas también pueden darse situaciones mucho méas complejas que las des-
critas. El ejemplo propuesto para estudiar se corresponde con la siguiente matriz J:

0  —0,9923 —1,0845
J~ | -00000 0 00151 (4.3)
0,7358 0,8856 0

Se ha incluido en la Figura 4.4 la dependencia de los exponentes de Lyapunov frente a g. El
sistema muestra una bifurcacién pitchfork en g = 2 y una Hopf cerca de g = 7,5.

0.0 1

|
o
w
L

|
=
Q
1

Exponentes de Lyapunov
Lol
o w
1 1

|
J
w
1

_3.0 -

T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
g

Figura 4.8: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a g en un sistema de tres neuronas con
matriz de acoplo (4.3).

En la Figura 4.9 se ha incluido un barrido de la suma de las variables x; frente a g. En la misma
se puede ver la transformacion del punto fijo a ciclo estable. Existe una discontinuidad en la misma.
El tamano del ciclo no coincide con lo visto en el ejemplo del ciclo limite por bifurcacién de Hopf
supercritica en la Figura 4.6.

Los exponentes de Lyapunov en este caso muestran un comportamiento distinto al calcularlos
aumentando o disminuyendo g. En la Figura 4.8 se ha recogido el caso donde se va aumentando
g. Como la diferencia no es apreciable a la escala de g con la que se ha trabajado, se han recogido
también en las Figuras 4.11 y 4.10 los casos disminuyendo y aumentando g, respectivamente, en
escala aumentada.

No se han incluido leyendas en estas representaciones por simplicidad, coinciden con las ya re-
cogidas en las Figuras 4.4 y 4.7.

En la Figura 4.11 el primer exponente se anula un poco antes que en la Figura 4.10. De esta
manera, es posible ver que la transicién de mayores a menores g ocurre mas tarde que en el sentido
contrario. Esto es signo de que la bifurcacion de Hopf que se muestra es subcritica puesto que
muestra histéresis.
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X1+ x2+ x3
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Figura 4.9: Representacién grafica de la suma de las variables x; frente al parametro g para el caso
de una bifurcacién de Hopf subcritica en un sistema de tres neuronas con la matriz de acoplo 4.3.
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Figura 4.10: Exponentes de Lyapunov (y su su-
ma) frente a g (aumentando) para el caso de una
bifurcacién de Hopf en un sistema de tres neuro-
nas. Escala aumentada.
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Figura 4.11: Exponentes de Lyapunov (y su su-
ma) frente a ¢g (disminuyendo) para el caso de
una bifurcacién de Hopf en un sistema de tres
neuronas. Escala aumentada.

También destaca en la Figura 4.9 que el ciclo final es simétrico respecto al cero. La simetria
en el ciclo es posible explicarla mediante la presencia de una biestabilidad. Es decir, que exista un
valor de g donde convivan los puntos fijos simétricos con un ciclo limite estable. Para discernirlo, es
necesario observar la forma de las trayectorias para distintos valores de g.

En la Figura 4.12 se ha incluido un retrato de fase del ciclo limite y los puntos fijos para
g = 7,665. Se han encontrado para distintas condiciones iniciales en un mismo valor de g. Destaca
en la figura la simetria de los puntos y del propio ciclo limite respecto al origen. Asimismo, en la
Figura 4.13 se ha dibujado el mismo retrato de fase pero a escala aumentada mostrando que los

puntos no se superponen a la trayectoria del ciclo.
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Cualitativamente, los puntos fijos se alejan del origen conforme aumenta ¢ hacia el propio ciclo
limite. Cuando se aumente g un poco mas, los puntos se inestabilizaran, dejando al ciclo limite solo.

g=7,665 g=17,665

Figura 4.12: Retrato de fase de la triestabili- Figura 4.13: Retrato de fase de la triestabili-

dad del ciclo limite y los dos puntos fijos para dad del ciclo limite y los dos puntos fijos para
g="17,665. g = 7,665 en escala aumentada.

Estadistica total

Se han simulado 1000 casos. Se han recogido en la Tabla 4.1 el nimero de eventos de cada suceso:
puntos fijos (distintos o igual al origen), ciclos limites y caos.

Es importante destacar que no se encontré ningtin evento que mostrase caos. Ni en los 1000
eventos que se han considerado en la estadistica final, ni en todas las pruebas previas mientras se
desarrollaba el c6digo, que se hicieron en un sistema de 3 neuronas por ser el menos complejo con
el que se ha trabajado.

Atractor Numero de “eventos”
Solamente punto fijo (x1,x2,x3) = (0,0,0) 92
Punto fijo distinto del origen 667
Ciclo limite 379
Caos 0

Tabla 4.1: Ntumero de eventos de cada atractor en un sistema de 3 neuronas para un total de 1000
realizaciones.

El nimero de eventos de puntos fijos, ciclos limite y caos por separado no suma un total de
1000. Esto se debe a que un mismo sistema puede mostrar mas de un tipo de atractor para distintos
valores de g. Un ejemplo de ello es la bifurcaciéon de Hopf del ejemplo 4.3. El sistema muestra dos
puntos fijos y, a partir de cierto valor de g, un ciclo limite.
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En el caso del sistema (2.2) no es posible encontrar cuasiperiodidad para N = 3. Esto se debe al
signo de la traza de la jacobiana . El volumen del sistema disminuye exponencialmente respecto al
tiempo si la traza es negativa de la forma V = V(0)et2(7)!, Recordando la ecuacién (1.7), la traza
en nuestro sistema siempre es negativa. De esta manera, si se parte del toro en tres dimensiones
como volumen inicial, no es posible que disminuya al ser cerrado. En el caso de mas dimensiones, el
toro no encierra un volumen N-dimensional (N > 3) por lo que podrha existir cuasiperiodicidad.

4.2. Tamano N =14

A diferencia de los sistemas de tres neuronas, con N = 4 se observaron realizaciones con caos
en las simulaciones. Los dos obtenidos se correspondian con una ruta al caos por duplicacion de
periodo.

Caos por duplicacion de periodo
El ejemplo propuesto para estudiar a continuacion se corresponde con la siguiente matriz J:

0  —0,0583 0,0247 0,3245

[ —0,3089 0  —0,4295 —0,3745
J& | _1hs08 —05712 0 02010 (4.4)

0,4251 10,2888 0,5302 0
Se han recogido en la Figura 4.14 la dependencia de los exponentes de Lyapunov en funcién
del parametro g para este caso. Tras una rotura de simetria por bifurcaciéon pitchfork en g = 2 y
una bifurcacién de Hopf supercritica en g = 4, el primer exponente se hace positivo hasta en dos
ocasiones.

— M A2 — A — A — A

Exponentes de Lyapunov

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Figura 4.14: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a g en un sistema de cuatro neuronas con
matriz de acoplo (4.4).

'De una forma similar a las ecuaciones de Lorenz [19].
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Los diagramas de bifurcacién son una gran herramienta para diferenciar las ruta al caos. A este
ejemplo corresponde el incluido en la Figura 1.15 de la descripcion de la ruta al caos por duplicacion
de periodo de la Introduccién. Se han recogido algunos de los retratos de fase comentados en ella en
la Figura 4.15. En g = 4,5 se tiene un ciclo limite que duplica su periodo para g = 5,05. El sistema
muestra caos para g = 5,5. Pero, en g = 5,7 vuelve a ser un ciclo limite. También se ha incluido la

ventana de periodo tres en g = 6,1 y el ciclo limite final en g = 7.

g =5,05

|
NLOHNW&
X2

Figura 4.15: Retratos de fase del sistema de cuatro neuronas con matriz de acoplo (4.4).
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Se denomina crisis cuando ocurren cambios significativos en un atractor extrafio al variar un
parametro por encima de su valor critico [20]. Existen dos tipos, interior y exterior. En la crisis
exterior el atractor se destruye llegando a una zona de caos transitorio previa a la caida a otro
atractor (punto fijo, ciclo limite, otro atractor extrano, etc.). En la crisis interior el tamano del
atractor cambia de forma discontinua.

En el diagrama de bifurcacién de la Figura 1.15 se muestran dos atractores diferentes para dis-
tintas condiciones iniciales. Sin embargo, para g > 6,2 colisionan y se vuelven un tnico atractor de
mayor tamafno. Este caso se puede identificar con una crisis interior puesto que no existe un estado
transitorio.

En las Figuras 4.16 y 4.17 se han dibujado los atractores antes de fusionarse en g = 5,49 y
después en g = 6,4. Se ha mantenido el color azul para la condicién inicial dibujada en azul en el
diagrama de bifurcacién de la Figura 1.15 y viceversa.

g=549 g==6,4

EX

Figura 4.16: Retrato de fase de los dos atractores Figura 4.17: Retrato de fase de los dos atractores

extrafios del sistema con matriz de acoplo (4.4) extrafios del sistema con matriz de acoplo (4.4)
antes de la fusién. después de la fusion.

Estadistica total

Se han simulado 2000 casos. Se han recogido en la Tabla 4.2 el nimero de eventos de cada suceso:
puntos fijos (distintos o igual al origen), ciclos limites y caos.

Atractor Numero de “eventos”
Punto fijo distinto del origen 1425
Ciclo limite 922
Caos 2

Tabla 4.2: Ntmero de eventos de cada atractor en un sistema de 4 neuronas para un total de 2000
realizaciones.
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Se han mostrado algunos casos de caos aunque de manera extremadamente infrecuente. Por
esto, se han simulado més casos que para N = 3 para obtener una estadistica algo significativa.

Los dos sistemas con caos encontrados seguian una ruta por duplicacién de periodo. No obstante,
es posible que existieran méas casos para g mayores. Se ha optado por estudiar solo hasta g = 20
por razones de computacion. Para g mayores, aparte de tardar cada vez méas en simular, el siste-
ma estd demasiado forzado y puede dejar de cumplirse numéricamente la condicion de la traza (1.7).

En la tabla no se han incluido los sistemas que permanecen en el punto fijo del origen. Para N = 3
se obtuvieron considerando los sistemas donde no ocurrieran el resto de atractores de la Tabla 4.1.
Pero, para N = 4 los atractores posibles aumentan, pudiendo presentar también cuasiperiodicidad.
Sin embargo, no se ha encontrado un ejemplo que describir para N = 4.

4.3. Tamano N =5

A continuacién se estudiard un ejemplo de atractor cuasiperiédico.

Atractor cuasiperiédico
El ejemplo propuesto para estudiar a continuacién se corresponde con la siguiente matriz J:

0 —0,2122 0,1526 0,6214 0,5285
—0,5258 0  0,5691 —0,2846 —0,3177

J =~ | —0,0472 —0,6720 0 —1,1106 0,5004 (4,5)
—0,4086 0,0141 0,3051 0  —0,5560
0,4545 —0,1835 0,3994 1,0721 0

Se han recogido en la Figura 4.18 la dependencia de los exponentes de Lyapunov en funcién del
pardametro g para este caso.

— A N — A — A — A — 34

Exponentes de Lyapunov

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Figura 4.18: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a ¢ en un sistema de cinco neuronas con
matriz de acoplo (4.5).
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El sistema sufre una bifurcacién de Hopf en ¢ = 2,5 cuando se anula el primer exponente de
Lyapunov y presenta un ciclo limite. En ¢ = 12 parece que el segundo y tercer exponente se acer-
can al cero pero no llegan a anularse. Y, en g = 13, se anula el segundo exponente de Lyapunov,
apareciendo un atractor cuasiperiddico de dos frecuencias como se habia visto en la Tabla 1.1.

En la Figura 4.19 se han recogido retratos de fase desde distintas perspectivas del atractor
cuasiperiodico formado para g = 13. Se debe tener en cuenta que el sistema es de N = 5 y se esta
representando en 3 dimensiones. Por tanto, las intersecciones son debidas al efecto de proyectar en
3 dimensiones.

Xq

Figura 4.19: Retratos de fase del sistema de cinco neuronas con matriz de acoplo (4.5) para g = 13.

Finalmente, se ha obtenido la seccién de Poincaré del atractor en el plano 9 = 0. Se ha incluido
en la Figura 4.20. Como se puede apreciar, aunque los retratos de fase pueden parecer cadticos, la
secciéon sigue una forma regular. Si el atractor fuera cadtico, los puntos difuminarian los bordes de
la trayectoria.

Como la cuasiperiodicidad continia més alld de g = 20, se simularon los exponentes para valores
de g mayores para comprobar que no ocurria la ruta al caos por cuasiperiodicidad. No hubo muestra
de caos.

Lo que se observo es que el sistema salia de la cuasiperiodicidad alrededor de g = 27 y volvia a
entrar poco después. Estas ventanas se observaron un par de veces mas para g = 30 y g = 36. En las
Figuras 4.21 y 4.22 se han incluido las secciones de Poincaré en el mismo plano xo = 0 para g = 25
y g = 27,5, respectivamente. En la Figura 4.22 se ve como la trayectoria pierde la cuasiperiodicidad.
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Corta el plano en algunos puntos concretos y no forma una estructura toroidal.

Es necesario recordar que la forma de la secciéon es muy distinta de la Figura 4.20 por la dife-
rencia en los valores de g.

Las tres secciones de Poincaré se han obtenido a través de una interpolacion lineal entre los
valores de x donde x9 sufriese un cambio de signo. No se ha anadido la condicién a la derivada
como en el diagrama de bifurcacién de la Figura 1.15.

-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.20: Representacién de la secciéon de Poincaré en el plano zo = 0 obtenida para el sistema
con matriz de acoplo (4.5) para g = 13.
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Figura 4.21: Representaciéon de la secciéon de Figura 4.22: Representacién de la seccién de
Poincaré en el plano x93 = 0 obtenida para el Poincaré en el plano x9 = 0 obtenida para el sis-
sistema con matriz de acoplo (4.5) para g = 25. tema con matriz de acoplo (4.5) para g = 27,5.

En las Figuras 4.23 y 4.24 se han incluido los retratos de fase para ambos casos, g = 25 y
g = 27,5. Se puede ver que el primero trata de llenar la superficie mientras el segundo forma un
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ciclo cerrado sin recorrer toda la superficie. Esto es lo que provoca que la seccién de Poincaré sean
puntos y no una curva cerrada.

g=25 g=275

Figura 4.23: Retrato de fase de los dos atractores Figura 4.24: Retrato de fase de los dos atractores
extranos del sistema con matriz de acoplo (4.5) extranos del sistema con matriz de acoplo (4.5)
con g = 25. con g = 27,5.

Estadistica total

Se han simulado 500 casos. Se han recogido en la Tabla 4.3 el nimero de eventos de cada suceso:
puntos fijos distintos al origen, ciclos limites y caos.

Suceso Niumero de eventos
Punto fijo distinto del origen 348
Ciclo limite 273
Caos 6

Tabla 4.3: Nimero de eventos de cada atractor en un sistema de 5 neuronas para un total de 500
realizaciones.

El ntimero de realizaciones con caos aumenta en proporciéon mas de 10 veces respecto al caso
de N = 4. Sin embargo, los ejemplos observados muestran de nuevo la ruta al caos por duplicacién
de periodo. Es posible que las transiciones por cuasiperiodicidad ocurran a g mas altas que las
trabajadas. Sin embargo, el caso mas prometedor de los estudiados se corresponde con el ejemplo
descrito y no parecia que lo mostrase para g mas altas.

Aparte, el aumento del nimero de neuronas ha facilitado encontrar una mayor variedad de
dindamicas como el atractor cuasiperiédico descrito.
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4.4. Tamano N > 10

Como ya se ha adelantado en la explicacién del modelo SCS de Modelos de neuronas, el com-
portamiento del sistema de neuronas es muy diferente en el limite termodindmico. En el mismo, la
transicion al caos es abrupta desde un punto fijo. En esta parte del trabajo se ha estudiado esta
transiciéon al caos en funcién del tamano de la red. Para ello se hard un andlisis cualitativo de los
resultados del nimero de caos encontrado frente a N y de las distribuciones estadisticas del valor
minimo de g donde presentan caos (geaos) €n funcién de N en forma de histogramas. También se
vera un ejemplo de hipercaos y se hard un analisis cuantitativo de los valores del gcq0s promedio y
su mediana mediante una ley de potencias.

Por razones computacionales, no es posible llegar a valores de N suficientemente grandes como
para imitar el limite termodindmico o acercarnos a ello. Por falta de tiempo, se ha recurrido a ob-
tener el nimero de caos y el valor de g en el que lo muestran para 100 realizaciones de poblaciones
de neuronas con N = 10, 20, 40,80 y 160. Con los datos de gcq0s Se ha podido obtener el promedio
con su error y la mediana de la distribucién. Se han recogido los datos en la Tabla 4.4.

N Numero de caos < Geaos > ggi‘;
10 15 77+1,1 —
20 31 7,3£0,7 -
40 83 5,42 + 0,25 5,3
80 97 3,20 + 0,11 3,0
160 100 2,35+ 0,04 2,24

Tabla 4.4: Tabla de datos de las simulaciones de 100 realizaciones con el niimero de neuronas,
nimero de realizaciones con caos, g promedio en el que lo han mostrado con su error (< gegos >) ¥

mediana de g (g7¢%).

Se pueden comprobar cualitativamente los comportamientos esperados. Al aumentar el niimero
de neuronas, el nimero de casos con caos aumenta significativamente. De la misma manera dis-
minuye el < geq0s > necesario para que llegue al caos. Los resultados obtenidos para N = 10 son
los Unicos que tienen un < geqos > méas bajo de lo esperado. Esto estd causado por el ntimero tan
bajo de caos mostrado en las 100 realizaciones. Para poder obtener una estadistica significativa se
necesitarian més casos. Por esto, no se va a considerar en un analisis cuantitativo posterior. La
mediana se ha calculado considerando también las realizaciones sin caos. De esta manera, se han
omitido los valores de la mediana para N = 10 y N = 20 por el niimero tan bajo de realizaciones
con caos.

La forma de las distribuciones de g.q0s dan también mucha informacion sobre el comportamien-
to de la transicién. En las Figuras 4.25, 4.26 y 4.27 se han incluido los histogramas del nimero de
realizaciones frente al gqq0s para N = 40, N = 80 y N = 160, respectivamente. Se han usado los
mismos limites de escala para g.qos para facilitar la comparacién.
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Las tres distribuciones presentan un pico claro con un ge..s con muchas realizaciones. Al au-
mentar la IV, el pico se va desplazando a valores mas pequefios gcqos- lambién se puede ver que
aumentan las realizaciones de dicho pico, haciendo la distribucién cada vez maés estrecha.

201

15 A

10 A

Numero de realizaciones

Qraos

Figura 4.25: Histograma del ntimero de realizaciones frente al g.q.0s que muestran para un total de
100 realizaciones con N = 40.

35 4

Numero de realizaciones

Gcaos

Figura 4.26: Histograma del ntimero de realizaciones frente al g.q0s que muestran para un total de
100 realizaciones con N = 80.
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Figura 4.27: Histograma del nimero de realizaciones frente al g.q.os que muestran para un total de
100 realizaciones con N = 160.

Cabe destacar que todas las realizaciones para
N = 160 muestran caos. Al menos 15 de ellas tam- g=4
bién muestran lo que se conoce como hipercaos. Para
facilitar la clasificacion del caos en baja dimensién se
ha incluido la condicién de que sea nulo el segun-
do exponente de Lyapunov. Sin embargo, para alta
dimension, puede haber més de un exponente de Lya-
punov positivo, lo que se conoce como hipercaos.

En la Figura 4.28 se ha incluido un retrato de
fase de uno de los ejemplos observados de hipercaos
para N = 160 y g = 4. No se ha incluido la matriz de
acoplo J correspondiente al ser una matriz 160 x160.
Como en casos anteriores, se debe tener en cuenta
que el sistema se corresponde con N = 160 y se esta
representando en 3 dimensiones. Figura 4.28: Retrato de fase del atractor ex-

trano del sistema con hipercaos con N = 160

Se han recogido en la Figura 4.29 la dependencia Y 9 = 4.
de los cuatro primeros exponentes de Lyapunov en
funcién del pardmetro g para este caso.

Se puede ver como los exponentes parten todos de -1 y se acercan al cero casi a la vez. Cuando
el primero se anula se comienzan a separar y se van haciendo mayores que cero en orden.
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Figura 4.29: Exponentes de Lyapunov (y su suma) frente a g en un sistema de 160 neuronas que
muestra hipercaos.

La dependencia del promedio y la mediana de g.q.0s frente al niimero de neuronas se puede
ajustar a una ley de potencias de la forma:

k
Ycaos = 1+ m (46)

Para comprobarlo, se hard un ajuste lineal tomando logaritmos de la forma 1og (geqos — 1) =
logk —vlog N.

En la Figura 4.30 se ha incluido la representacién del ajuste por minimos cuadrados para geqos
promedio. Se han obtenido unos valores de v = (—0,80 + 0,04) y logk = (1,89 4+ 0,07). Los errores
de los puntos se han obtenido por propagacién a partir del error estandar de la media. El valor del
coeficiente de correlacién es de R = 0,99501, practicamente la unidad.

En la Figura 4.31 se ha incluido la representacién del ajuste por minimos cuadrados para geqos
mediana. Se han obtenido unos valores de v = (—0,90 £ 0,12) y logk = (2,05 £ 0,23). El valor
del coeficiente de correlacién es de R = 0,99133, de nuevo muy cercano a la unidad. No se han
considerado los resultados para N = 20 por el ntimero tan bajo de realizaciones con caos.

El interés del estudio de la mediana reside en que esta se ha obtenido teniendo en cuenta también
los casos donde no se ha encontrado caos, tratdndoles como si lo encontrasen en el infinito. Esto nos
permite obtener un valor que tenga en cuenta las 100 realizaciones.
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Figura 4.30: Representacion grafica de la dependencia del logaritmo de < geqos > —1 frente al
logaritmo del nimero de neuronas N. El ajuste a la recta se corresponde con log (< geqos > —1) =
(—0,80 4+ 0,04) - log (N) + (1,89 £ 0,07) con un coeficiente de correlacion R = 0,99501.

0.6 1

0.5 1

0.4 4

0.3 A L]

log(ged — 1)

0.2 4

0.1 °

16 1.7 1.8 19 2.0 2.1 2.2
logN
Figura 4.31: Representacién grafica de la dependencia del logaritmo de ¢g7¢¢ — 1 frente al logaritmo
del niimero de neuronas N. El ajuste a la recta se corresponde con log (97¢¢ — 1) = (—0,90 +0,12) -

log (N) + (2,05 £+ 0,23) con un coeficiente de correlacién R = 0,99133.






5. Conclusiones

Las simulaciones realizadas a lo largo del trabajo segiin el modelo de Sompolinsky-Crisanti-
Sommers han permitido observar muchos de los casos més clasicos de atractores y bifurcaciones de
la dindmica no lineal en baja dimensién, asi como obtener informacién sobre la transicién al caos
en funcién del tamano del sistema.

Para baja dimension se ha comenzado introduciendo los atractores mas comunes junto con las
bifurcaciones que suelen sufrir para llegar a los mismos. Se ha introducido asi para N = 3 un punto
fijo por bifurcaciéon pitchfork y un ciclo limite por bifurcacién de Hopf supercritica. También se
ha incluido un ejemplo menos comun, una bifurcacion de Hopf subcritica, cuyo interés reside en
su diferente comportamiento aumentando o disminuyendo g. Como se coment6 en la Introduccién,
presenta histéresis. Cuando el parametro de control supera el punto de la bifurcacién, como solo
queda el ciclo limite estable como atractor, comienzan oscilaciones de gran amplitud. Cuando han
comenzado, no es suficiente con volver hacia atras al mismo punto para frenarlas. Se debe disminuir
el pardmetro de control g por debajo del punto de bifurcaciéon. Como en el ejemplo de la Introduc-
cién, la bifurcacién en la que se destruyen las oscilaciones es de tipo silla-nodo de ciclos.

Aumentando NN, también se han podido observar un atractor cadtico y un atractor cuasiperiédi-
co. Ambos se han descrito justo para una dimensién més de la que es posible su existencia, pero por
diferentes razones. En el caso del atractor cadtico, se ha encontrado un caso para N = 4, aunque
tedricamente es posible a partir de N = 3. Esto puede deberse a dos razones: la probabilidad de caos
es tan baja que es casi imposible encontrar un ejemplo o que es directamente imposible. Esto tltimo
no esta demostrado. En el caso del atractor cuasiperiddico, se ha encontrado un caso para N = 5,
aunque tedricamente es posible a partir de N = 4. Seguramente se deba tnicamente a la casualidad
y si exista un caso de cuasiperiodicidad para N = 4. Sin embargo, el c6digo fue evolucionando con
la dimensién y no se guardaron imagenes de los exponentes calculados para la clasificacién hasta
N = 5. Esto facilité enormemente encontrar un caso de cuasiperiodicidad.

En las estadisticas totales de las Tablas 4.1, 4.2 y 4.3 es posible ver que el sistema evoluciona a
un punto fijo distinto del origen en aproximadamente un 70 % de las ocasiones y a un ciclo limite
entre un 40 % y 50 % de las veces (aumentando la probabilidad con la dimensién). En algunas oca-
siones se presentaban bifurcaciones de pitchfork y de Hopf supercriticas en valores bajos de g antes
de mostrar caos u otro tipo de bifurcaciones para valores méas altos de g.

Para terminar las conclusiones para baja dimensién es necesario comentar las rutas al caos ob-
servadas. En los ejemplos estudiados la principal ruta al caos era la de duplicaciéon de periodo.
Aunque solo se ha detallado el ejemplo con matriz de acoplo (4.4), el resto de caos recogidos en las
estadisticas totales de las Tablas 4.2 y 4.3 eran también por duplicacién de periodo.
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No ha sido posible encontrar un ejemplo de ruta por cuasiperiodicidad. Posiblemente ocurrian
para un g mayor del estudiado para algunos de los casos de atractores cuasiperiédicos, pero, al
menos para el ejemplo de la matriz de acoplo (4.5) no a un g alcanzable numéricamente.

Sin embargo, la ruta por intermitencia si se ha observado. Este tipo de ruta al caos es diferente
de las otras dos. El sistema no sufre ciertas bifurcaciones especificas en un orden determinado hasta
el caos. El ejemplo descrito para duplicacién de periodo de hecho muestra también la ruta por inter-
mitencia en las ventanas del diagrama de bifurcacién de la Figura 1.15 al disminuir g. Seguramente
se trate de la ruta tipo I, silla-nodo de ciclos, pero seria necesario un andlisis mas exhaustivo para
comprobarlo.

Cuando se ha aumentado la dimensién, se han estudiado el nimero de realizaciones (de un total
de 100) que presentan caos y el valor minimo de g en el que lo hacen (geq0s) para poblaciones de
neuronas con N = 10, 20, 40, 80 y 160. Se han recogido los datos en la Tabla 4.4. Dado que el tiempo
de simulacién aumenta drasticamente con N, no ha sido posible recoger méas datos. En la tabla se
ha visto cualitativamente como aumenta la probabilidad de mostrar caos con IN. Adicionalmente,
en los histogramas de las Figuras 4.25, 4.26 y 4.27 se ha observado como la distribucion de geq0s S€
estrecha y se desplaza hacia valores mas bajos. Esto significa que el sistema cae mas rapido al caos
y en un valor de geqos més definido. En el limite termodindmico (N — 00), geaos tiende a la unidad.

Adicionalmente, se ha podido observar un ejemplo de lo que se conoce como hipercaos. En la
Figura 4.29 se ha recogido la dependencia de los cuatro primeros exponentes de Lyapunov frente al
parametro de control g. En ella se puede ver como se van haciendo positivos en orden al aumentar g.

Finalmente, se han ajustado los promedios y medianas de g.q0s de acuerdo a una ley de potencias
que describa la transicién al caos en funcién del tamano de la red V. El ajuste obtenido en ambas
presenta un coeficiente de correlacién muy cercano a la unidad. Los valores obtenidos del exponente
~ se solapan, con una discrepancia del 12,5 %. Sin embargo, para obtener una ley més precisa seria
necesario simular hasta N mas grandes y con un nimero mayor de realizaciones.
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Caédigo

def renorm_ly(self, lista_xv, Tly):
7N
Recibe una lista de elementos del campo local x y de vectores de Lyapunov v en
forma de lista_xv y el tiempo entre ortonormalizaciones Tly. Ortonormaliza los
vectores v por el método de Gram—Schmidt y guarda las normas para obtener los
exponentes de Lyapunov por el método de Bennetin.

Args:

lista_xv: Lista de elementos x y de vectores v (x1, x2, ..., xN, vll, vl2, ,
vIN, wvnlyl, vnly2, ..., vnlyN).

Tly: Tiempo entre ortonormalizaciones.

Returns:

lista_xv: Lista de los mismos elementos x y de vectores v ortorenormalizados.
ly: Lista de vectores de Lyapunov (1, ..., n)

997 9

# Se crea una lista vacia para los exponentes de Lyapunov
ly =11

# Sumatorio en el nimero de exponentes (y vectores) a calcular
for i in range(self.nly):

# Se generan los indices de la lista_xv del vector i

a = self N + self N x i

b = self N + self N x (i + 1)

# Se ortogonaliza a los vectores anteriores (el primero no entra en el bucle)
for j in range(i):
# Se generan los indices de la lista_xv del vector j
¢ = self N + self N x j
d = self N+ self N * (j + 1)
# Se resta al vector i el j por el producto escalar de los vectores i, j
vector = lista_xv[a:b]
RESTAvectorGSI = np. multiply (lista _xv[c:d], np.dot(lista_ xv[c:d],
lista_xv[a:b]))
lista_xv[a:b] = [el — e2 for el, e2 in zip(vector, RESTAvectorGSI)]
# Se recoge su norma para obtener el exponente de Lyapunov i
ly .append(1/Tly = np.log(np.linalg .norm(lista_xv[a:b])))
# Se renormaliza el vector i a la unidad
lista_xv[a:b] = lista_xv[a:b] / np.linalg.norm(lista_xv[a:b])

return lista_xv, ly

Listing 5.1: Codigo de la funciéon de ortonormalizacion de los vectores de Lyapunov para obtener
los exponentes \;.
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