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Resumen

Las redes probabilisticas son técnicas de aprendizaje automatico basadas en pro-
babilidad que permiten modelar problemas multivariados a partir de conjuntos de
datos. Estos modelos utilizan grafos para extraer y representar de forma automatica
las relaciones relevantes entre las variables, y probabilidad para definir una proba-
bilidad conjunta consistente con las dependencias. Estas técnicas han sido aplicadas
exitosamente en distintas disciplinas, pero su aplicacién en clima es reciente y limi-
tada.

En este trabajo de fin de grado se ha explorado la aplicacion de las redes pro-
babilisticas para la modelizacién de datos climéaticos (en particular datos globales
de temperatura para un periodo de 30 afios) y la identificacion de causalidad en
teleconexiones (correlaciones de largo alcance). Para ello se han estudiado los mé-
todos mas extendidos para detectar causalidad en series temporales, en particular
causalidad de Granger y nuevas técnicas empiricas basadas en redes probabilisticas
dinédmicas. Para problemas de alta dimensionalidad (como el problema de clima tra-
tado en este trabajo) se ha visto que las redes probabilisticas dindmicas ofrecen una
metodologia eficiente, que permite identificar teleconexiones que estan de acuerdo

con el conocimiento de causalidad que se tiene del problema.

Palabras clave: Redes probabilisticas, aprendizaje automatico, causalidad, clima,

temperatura global, teleconexiones.

Abstract

Probabilistic networks are probability-based machine learning techniques for mo-
delling multivariate problems from data. These models use graphs to automatically
extract and represent the relevant relationships between variables, and probability
to define a joint probability consistent with the dependencies. These techniques have
been successfully applied in different disciplines, but their application in climate is

recent and limited.

This thesis has explored the application of probabilistic networks to model clima-
te data (in particular global temperature data for a 30-year period) and to identify
causality in teleconnections (long-range correlations). For this purpose, the most
widespread methods for detecting causality in time series have been studied, in
particular Granger causality and new empirical techniques based on dynamic pro-
babilistic networks. For high-dimensional problems (such as the climate problem

discussed in this work), dynamic probabilistic networks have been found to offer an



efficient methodology, which allows us to identify teleconnections that coincide with
the knowledge of causality that we have of the problem.
Key words: Probabilistic networks, machine learning, causality, climate, global

temperature, teleconnections.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacidon

Las redes probabilisticas son técnicas de inteligencia artificial (en concreto de
aprendizaje automético, o de representacion del conocimiento) introducidas hace
cuatro décadas por J. Pearl (1988)). Estas técnicas permiten extraer las relaciones
relevantes entre un conjunto de variables a partir de una muestra de datos y repre-
sentarlas cualitativamente en un grafo, y cuantitativamente por medio de un modelo
probabilistico asociado (de ahi el nombre de redes probabilisticas), permitiendo el
analisis y prediccion del problema subyacente. Estas técnicas han sido aplicadas exi-
tosamente en distintas disciplinas, pero su aplicacion en clima es reciente y limitada
(Graafland, 2022 Gutiérrez et al., 2004).

El sistema climatico (en particular la atmosfera) es un sistema dindmico no li-
neal regido por las leyes fundamentales de la Fisica (dinamica de fluidos para la
atmosfera, incluyendo conservacion de masa, momento y energia). Estas leyes se
expresan en forma de ecuaciones en derivadas parciales que describen la compleja
evolucion de la atmosfera sobre el globo terrestre, con fenémenos que se manifies-
tan en distintas escalas temporales y espaciales (Santos Burguete et al., 2018]), y
nos ayudan a modelar y entender el tiempo y el clima. Por ejemplo, la atmosfera
muestra una gran sensibilidad a las condiciones iniciales y, por tanto, la predicciéon
a partir de unas condiciones iniciales dadas es posible s6lo para un tiempo finito
(tipicamente dos semanas). A escalas mayores de tiempo, la evolucion del sistema
climético responde a procesos de gran escala mas lentos (con duracion de meses),
que modulan el comportamiento sincronizado de regiones distantes e introducen de-
pendencias/correlaciones entre puntos alejados, denominadas “teleconexiones”. Un
ejemplo muy conocido es El Nino-Southern Oscilation (ENSO), caracterizado por

un calentamiento de la superficie del Pacifico central y oriental, que fuerza una va-
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riacion de la atmosfera a gran escala, en particular en zonas tropicales con efectos
en todo el globo (Gutiérrez et al., |2004).

Identificar teleconexiones es un problema de gran interés en clima porque estas
dependencias de larga escala coexisten con las fuertes dependencias locales propias
de los campos meteorologicos (por ejemplo, la temperatura) y definen las propieda-
des globales del clima. Ademas, establecer la causalidad de las mismas (qué zona es

la que influye a qué otra) permite entender los mecanismos fisicos subyacentes.

En este trabajo de fin de grado se explora la aplicaciéon de las redes probabi-
listicas para la modelizacion de datos climéticos, en concreto para la busqueda de
teleconexiones y la identificaciéon de causalidad en las mismas. Para ello se estu-
dian los métodos mas extendidos para detectar causalidad en series temporales, en
particular causalidad de Granger y también nuevas técnicas empiricas basadas en
redes probabilisticas dinamicas, para estudiar su aplicabilidad a este problema. Més
concretamente se trabaja con un ejemplo practico introducido en |Graafland (2022)
que consiste en datos de anomalias mensuales de temperatura en una rejilla global
de 36 x 18 puntos para un periodo de 30 anos.En este trabajo se extienden los resul-
tados de este trabajo previo para introducir causalidad en estos modelos teniendo

en cuenta el tiempo.

1.2. Objetivos del TFG

El objetivo final de este trabajo de fin de grado es estudiar las posibilidades que
ofrecen las redes probabilisticas para el estudio de causalidad en problemas de alta
dimension, analizando un ejemplo practico en clima. Concretamente, se pretende es-
tudiar la aplicacion y limitaciones de las redes bayesianas dindmicas, que permiten
introducir una componente temporal en las redes probabilisticas analizadas previa-

mente para aplicaciones en clima.

1.3. Organizaciéon de la memoria

El resto de la memoria esta organizado como sigue: En primer lugar, en el capitulo
2] se introducen distintos conceptos de probabilidad, y se explica la evolucion de los
modelos probabilisticos, desde los sistemas expertos hasta las redes probabilisticas,
en concreto las redes bayesianas. En el capitulo|3|se expone el concepto de causalidad

y se desarrolla sobre distintos métodos para detectar relaciones causales, centrandose
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més en las redes bayesianas dindmicas. En el capitulo|d|se desarrolla la parte practica
del trabajo, el aprendizaje de redes bayesianas y redes bayesianas dindmicas y su
posterior analisis. Finalmente, en el capitulo [5] se presentan las conclusiones del

trabajo realizado.



Capitulo 2

Sistemas inteligentes y redes

probabilisticas

En este capitulo se introducen los modelos utilizados en este trabajo (redes pro-
babilisticas) en el contexto de la Inteligencia Artificial y, mas concretamente, de
los sistemas inteligentes. Se comienza introduciendo distintos conceptos de proba-
bilidad, incluyendo algunos bésicos, para asentar las definiciones y la notacion; a
continuacion, se exponen los conceptos de dependencia e independencia condicio-
nal, que son de gran importancia para entender los sistemas expertos/inteligentes
probabilisticos. Posteriormente, se expone la evolucién de estos sistemas, desde los
primeros sistemas expertos (con estructuras ad-hoc basadas en distintas hipotesis),
hasta modelos basados en datos (data-driven), como las redes probabilisticas, que se

aprenden a partir de una muestra de datos que caracterizan el problema en estudio.

2.1. Conceptos de probabilidad

A continuacion, se presentan algunos conceptos de probabilidad que serédn em-

pleados posteriormente.

Sea p una probabilidad, { X7, ..., X, } un conjunto de variables aleatorias discre-
tasy Val(X;) el conjunto de las posibles realizaciones de la variable X;. Denotaremos

con {z1,...,x,} a una de las posibles realizaciones de {X7,..., X, }.

Definiciéon 1 (Funcion de probabilidad de las variables { X, ..., X,,}). Una funciéon
de probabilidad de las variables { X}, ..., X,,} se define como

p(xy, ..., x,) =p(X1 =21,..., X;y = xp) (2.1)

Definiciéon 2 (Funcion de probabilidad marginal). La funcion de probabilidad mar-
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ginal de la variable X; viene dada por
p(z;) = p(X; = 2;) = Z p(z1, ..., x,) (2.2)
z;€Val(X;);j#i
Definicién 3 (Probabilidad condicional). Sean X, Y dos conjuntos disjuntos de va-
riables aleatorias de {X7,..., X,,} v = e y posibles realizaciones de las variables de
dichos conjuntos, tales que p(y) > 0. Entonces, la funciéon de probabilidad condicio-

nada, p(z|y), se obtiene de la siguiente manera

p(z,y)
pzly) =p(X =2)Y =y) = 2.3
(z]y) = pl | ) o) (2.3)
Por lo tanto, la funciéon de probabilidad de X, Y se puede escribir como
p(z,y) = p(y)p(zly) = p(z)p(y|z) (2.4)

La probabilidad condicional puede emplearse para calcular la probabilidad mar-

ginal como sigue: dados X, Y dos conjuntos de variables aleatorias,
px)= Y plly)py) (2.5)
yeVal(Y)
Definiciéon 4 (Independencia probabilistica de dos variables). Dados dos subcon-

juntos disjuntos X, Y del conjunto de variables aleatorias { X7, ..., X,,}. Se dice que

X es independiente de Y si y solo si:

p(zly) = p() (2.6)

para todas las realizaciones posibles z,y de X, Y. En caso contrario, se dice que X
es dependiente de Y.

La condicion p(y) > 0 se verifica, puesto que solo se consideran las realizaciones
posibles de Y y por lo tanto, su probabilidad es mayor que cero. Por lo tanto, es
posible combinar (2.4]) y (2.6 para obtener otra definicion de independencia, ya que,

que la variable X sea independiente de la variable Y es equivalente a:

p(x,y) = p(x)p(y) (2.7)

Por lo tanto, la relacion de independencia es simétrica y se dirda simplemente que
dos variables son independientes.

Esta nocion se puede extender a mas de dos variables de la siguiente manera:

Definiciéon 5 (Independencia probabilistica de un conjunto de variables). Se dice

que las variables aleatorias X1, ..., X} son independientes si y solo si:

p(xy, ..., xp) = Hp(xl) (2.8)

para todas las realizaciones posibles de Xi,..., X;. En otro caso, se dice que son

dependientes.
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Definiciéon 6 (Independencia probabilistica condicional). Dados X, Y, Z, conjuntos
disjuntos de variables aleatorias, se dice que X es condicionalmente independiente
de Y dado Z si y solo si:

p(zlz,y) = p(z|z) (2.9)
para todas las realizaciones posibles x,y,z de X,Y,Z y se denota I(X,Y|Z). En

otro caso, X e Y son condicionalmente dependientes dado Z, lo cual se escribe
D(X,Y|Z).

Otra definicién alternativa pero equivalente es

p(z,yl2) = p(z|z)p(ylz) (2.10)
La equivalencia entre (2.9)) y (2.10) es andloga a la equivalencia entre (2.6) y ([2.7))
Extendiendo esto al caso multivariado, se tiene que, si X1,..., X}, son condicio-
nalmente independientes dado Yi,...,Y,, entonces
k
p(z1, . x|y, - ye) = Hp(xi|y1, e Yr) (2.11)

=1

La independencia (no condicional) puede ser entendida como un caso concreto de
independencia condicionada, escribiendo I(X,Y|()) para denotar que X e Y son in-

condicionalmente independientes, con () el conjunto vacio.

A partir de las ecuaciones ([2.3)), (2.4) y (2.5)), se obtiene un resultado muy famoso
de teoria de probabilidad, el Teorema de Bayes.

Teorema 7 (Teorema de Bayes). Sean X,Y dos conjuntos disjuntos de variables.

Entonces

~pl@)plylr)  pl)plylz)
Pl =) T T S () (2.12)

En el caso de que X es una unica variable e Y es un subconjunto de variables, se

tiene
p(%)p(h, e ;$k|xz)

— L (@, )

A continuacion, se enuncian y demuestran algunas propiedades de independencia

condicional.

Proposicion 8 (Propiedades independencia condicional). Sean X,Y,Z, W conjun-
tos de variables aleatorias. Las siguientes propiedades las cumple todo modelo pro-

babilistico p.

1. Simetria. Si X es condicionalmente independiente de Y dado Z, entonces' Y

es condicionalmente independiente de X dado Z .
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Demostracion. Si X es condicionalmente independiente de Y dado Z, por

(2.10), se tiene que
p(z,y|2) = p(z]2)p(yl2) = p(y|2)p(z|2) = p(y, 2|2)

para todas las realizaciones posibles de X, Y, Z y por lo tanto Y es condicio-
nalmente independiente de X dado Z 0

2. Descomposicion. Si X es condicionalmente independiente de Y U W dado
Z, entonces X es condicionalmente independiente de Y dado Z y X es con-

dictonalmente independiente de W dado Z.

Demostracion. De acuerdo con [Pearl (1988]), la notacion se interpreta como
sigue: (X, Y UW|0D) es equivalente a

pX=xY=yZ=2)=pX=x)p(Y =y,Z =2)

Veamos que X es condicionalmente independiente de Y dado Z. Sean x,y, z

tres realizaciones cualquiera de X,Y, Z. Entonces

p(ryls) = D playwz)= Y plelz)p(e,ylz) = pe]2)p(y|)

weVal(W) weVal(W)

y asi, se tiene I(X,Y|Z). De forma anéloga se prueba para W. ]
3. Unidn débil. I(X,Y UW|Z) = I(X,Y|ZUW) y I(X,W|ZUY)

Demostracion. Sean x,y, z, w cuatro realizaciones cualesquiera de X,Y, Z, W
respectivamente. Por ser X independiente de Y U W dado Z se tiene

p(zly, w, z) = p(z]z)

Por otra parte, por la propiedad de descomposicion, como [(X,Y UW|Z), se
obtiene I(X,Y|Z) y [(X,W|Z) y asi

plelw, z) = p(z[z) = p(zly, w, )

Para cualquier realizacion de las variables, de forma que se concluye que
I(X,Y|Z UW). De forma analoga se demuestra que I(X,W|Z UY) O

4. Contraccion.I(X,Y|Z) y (X, W|ZUW) = I(X,Y UW|Z).
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Demostracion. Sean z,y, z, w cuatro realizaciones cualesquiera de X,Y, Z, W

respectivamente. Por ser X independiente de W dado Z UY se tiene

p(r|w,y, z) = p(zly, 2)

y por ser X independiente de Y dado Z, se obtiene

p(zlw,y, 2) = p(zly, 2) = p(z]2)
Se concluye que X es independiente de Y U W dado Z. O
Por ultimo, se introduce la regla de la cadena, que permite factorizar una funcion

de probabilidad mediante probabilidades condicionales. Esta se obtiene aplicando

(2.4) tantas veces como sea necesario.

Definicion 9 (Regla de la cadena). Dados X = {X3,... X,,} un conjunto de varia-
bles y {Y1,...Y,} una particion de X, cualquier funciéon de probabilidad de X puede

ser factorizada como .
p(1,...2p) = Hp(yz|zz) (2.14)
i=1
donde Z; = {Y7,...Y;_1} son las variables previas a Y;.

Ejemplo 10 (Factorizacion e independencia). Sean X, Xs, X3, X, cuatro variables
binarias, con I(X4, X3|X3). Por la regla de la cadena, su funcion de probabilidad se

puede factorizar de la siguiente manera

p(fh cee ,$4) = P($1)P($2|$1)P($3|901» $2)p($4|$17 T, 903)

la cual depende de 2* — 1 = 15 parametros. Debido a que I(X,, X3]/X3), se obtiene

p(ﬂil, ce ,56'4) = p($1)p(x2|$1)p(£€3|3¢1, xz)P($4|fE1, CCQ)

que depende de 1+ 2 + 4 44 = 11 parametros.

En esta idea se basan los modelos probabilisticos para reducir el nimero de para-
metros de la funciéon de probabilidad mediante las independencias e independencias

condicionales que existen entre las variables en el conjunto de datos.

2.2. Sistemas expertos probabilisticos

El campo de la inteligencia artificial comienza a desarrollarse en los anos 50 del
siglo XX y con ello surgen los primeros sistemas expertos. Estos se pueden definir co-

mo sistemas informéaticos (hardware y software) que simulan a los expertos humanos
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en un area de especializacion dada (ver Castillo et al., |1996)) y se pueden clasificar
en deterministas o estocéasticos. Los primeros tratan problemas deterministas y se
conocen como sistemas basados en reglas. En cambio, los segundos tratan problemas

con incertidumbre y se basan en probabilidad.

Los sistemas expertos estocésticos que tratan la incertidumbre mediante la pro-
babilidad se denominan sistemas expertos probabilisticos y su base de conocimiento
consiste en un conjunto de variables, {X,..., X, } y una funcién de probabilidad
definida, p(z1, ..., z,), que describe las relaciones entre ellas. El motor de inferencia
de estos sistemas emplea la base de conocimiento y evidencia, es decir, datos, para
obtener nuevas conclusiones realizando evaluaciones de probabilidades condiciona-

das.

Una de las principales criticas a los primeros sistemas expertos probabilisticos
es que la funcién de probabilidad dependia de un ntmero muy alto de parametros
(en el caso de n variables binarias, p depende de 2" pardmetros), por lo que resul-
taban inmanejables desde el punto de vista practico. No obstante, en su aplicacién,
suele ocurrir que subconjuntos de variables son independientes o condicionalmente
independientes entre ellos, por lo que es posible reducir el nimero de parametros
factorizando la funcién de probabilidad en funciones que involucran un menor ni-

mero de parametros, sin perder representatividad (ver ejemplo [10)).

En un principio, se emplearon diversos modelos ad hoc en los que se imponian
distintas hipotesis de dependencia e independencia para reducir el nimero de para-
metros. Una de las areas de mayor aplicaciéon de los sistemas expertos fue el campo
de la medicina; se introdujeron distintos modelos probabilisticos para el problema
del diagnostico médico (que también se generalizaron a otras areas). En este pro-
blema, se tienen n sintomas binarios Si,..., S, y una variable aleatoria E, que solo
puede tomar como valor una de las enfermedades eq,...,e,. El problema del diag-
nostico consiste en calcular la enfermedad que tiene mayor probabilidad de padecer
un paciente que presenta un conjunto de sintomas dados S;, = si,,..., 5, = Si,-
Para ello se puede modelar a partir de los datos disponibles una funcién de pro-
babilidad conjunta de los sintomas y la enfermedad p(e, sy, ..., s,); sin embargo,
como se coment6 anteriormente, en su forma mas general esta probabilidad depende
de muchos pardmetros y no resulta de utilidad practica. Por ello, se introdujeron
distintos modelos simplificados, considerando distintas hipotesis de independencia e

independencia condicional entre sintomas y/o enfermedad.

1. Modelo de sintomas dependientes (MSD)
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Para este modelo se supone que las enfermedades son independientes entre ellas

dados los sintomas, los cuales si son dependientes entre ellos. Por lo tanto, por

[.3) v ([2.4) se obtiene

Pleissi, o ysn) _ pleaplss,- - saled)
p(S1, .-, 5n) p(S1,- -5 8n)

pleilst, ..., sn) =

Entonces, la informacion necesaria para el MSD es las probabilidades p(e;)
para todos las realizaciones de F y la probabilidad condicional p(sq, ..., s,|e;)
para todas las combinaciones posibles de enfermedades y sintomas, mientras

que p(si,...,S,) es una constante de normalizacion.

Asi, para determinar la funciéon de probabilidad de F, son necesarios m — 1
parametros en el caso de m enfermedades, y para determinar la probabili-
dad condicionada p(si, ..., ss|e;), son necesarios m(2" — 1) (hay n sintomas
binarios), 2" — 1 para cada enfermedad. Por lo tanto, este modelo depende
de m(2" — 1) + m — 1 = m2™ — 1 parametros, que es un nimero demasiado
alto como para ser manejable. Para dar solucién a este problema, se imponen

nuevas hipotesis: que los sintomas son independientes entre si.

. Modelo de sintomas independientes (MSI)

Ahora se supone que los sintomas son independientes entre si, dada una enfer-
medad, es decir, son condicionalmente independientes dada FE. Por ([2.11]) se

obtiene
n

p(S1-..,8Snle) = Hp(sj\ei)

j=1
y asi
ple)p(si,. .. sale;)  pled) ITj—i p(sjle:)
p(S1,. .-, Sn) (s, 8n)
Este modelo depende de m — 1 pardmetros, correspondientes a la probabilidad

pleilst, ..., sn) =

marginal de £ y de mn, por p(s;|e;) para cada sintoma y cada enfermedad. Por
esto, el MSI depende de mn+m—1 = m(n+1)—1 parametros. Comparado con
el modelo anterior, para m = 50, n = 100 (50 enfermedades y 100 sintomas),
el MSD depende de méas de 103! parametros, mientras que el MSI lo hace de
5049.

. Modelo de sintomas relevantes independientes (MSRI)

En este modelo se supone que los sintomas son independientes entre si y que
cada enfermedad tiene un ntimero reducido de sintomas relevantes, es decir, que
para el resto de los sintomas, esa enfermedad e; es independiente de estos. Para
la enfermedad e;, sus sintomas relevantes son Sy, . . ., S;, y aquellos irrelevantes

s0on S(r—&-l)m ceey Sm
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Por lo tanto, se tiene que

ples) [T5_; p(sjler)  plea) IT;Ly, p(sjled) IT5(in), P(sjles)
plei|st, ..., 8n) = - _
p(s1,...,5,) p(S1,-. ., 5n)

p(e;) H;z:h p(sjle:) H;'l;(wrl)i kj
p(S1,---,8n)

donde dado j, k; = p(sjle;) tiene el mismo valor para todos los sintomas s

irrelevantes para e;.

Entonces, se necesita conocer las probabilidades marginales de p(e;) (m — 1
parametros), las probabilidades condicionales p(s;|e;) para cada enfermedad
y cada valor posible de sus sintomas relevantes (> ;" r; parametros) y las
probabilidades p(s;le;) = k; para cada e; que tiene algin sintoma irrelevante
(n — a parametros, donde a es el numero de sintomas que son relevantes para
todas las enfermedades). Asi, el MSRI depende de m —14+n—a+>." r;

parametros.

4. Modelo de Sintomas Relevantes Dependientes (MSRD)
El modelo anterior consigue reducir el niimero de pardmetros de manera no-
table, pero no es realista suponer que los sintomas relevantes para una enfer-
medad son independientes entre si. Este modelo es similar al anterior, con la
diferencia de que no impone que los sintomas relevantes sean independientes
entre si dada la enfermedad, solamente lo seran aquellos que son irrelevan-
tes para esta. Con la notacién anterior, para la enfermedad e;, sus sintomas

relevantes son S, ..., S, y los irrelevantes S(,41),, . . ., Sy,. Entonces,

plei)p(st, ..., snle)) ple)p(si;s - -5 Srlei) H;L;(T+1)i p(sjlei)
p(S1, .- Sn) p(S1, .-, 5n)

pleils1, ... sn) =

Para el MSRD, es necesario conocer las probabilidades marginales de p(e;)
(m — 1 parametros), las probabilidades condicionales p(sy,,. .., s, |e;) para las
posibles enfermedades y sus sintomas relevantes (2" — 1 parametros para cada
enfermedad e;) y las probabilidades p(s;|e;) para las enfermedades que tengan
algin sintoma irrelevante (n — a parametros, donde a es el numero de sinto-
mas que son relevantes para todas las enfermedades). Asi, el ntumero total de
parametros para el MSRD esm—1+(3_" 2" — 1)+n—a =n—a—1+> " 2"

Pese a conseguir reducir el nimero de parametros, estos modelos siguen presen-
tando un problema: solo se pueden aplicar en situaciones particulares, ya que la
funcién de probabilidad se obtiene imponiendo ciertas hipdtesis, que en ocasiones
pueden no ser ciertas. Una soluciéon a este problema son las redes probabilisticas,

una alternativa dirigida por datos, que permite factorizar la funcién de probabilidad
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en otras de probabilidad condicionada mas sencillas, en funciéon de las relaciones de

independencia entre las variables que se obtengan a partir del conjunto de datos.

2.3. Redes probabilisticas basadas en grafos

Las definiciones de esta seccion se basan en |Castillo et al.| (1996)). Para comenzar,

se introducen los conceptos de modelo de dependencia y modelo probabilistico.

Definiciéon 11 (Modelo de dependencia). Un modelo M de un conjunto de variables
{X1,..., X,} es un modelo de dependencia si permite saber si la relacion 1(X,Y]7)

es cierta o no, para cualesquiera X, Y, Z subconjuntos disjuntos.

Definicién 12 (Modelo probabilistico). Un modelo de dependencia M es un modelo
de dependencia probabilistico si contiene todas las relaciones de independencia dadas

por una funcion de probabilidad p(z1, ..., z,).

Un enfoque para definir modelos de dependencia probabilisticos es hacerlo me-
diante grafos, ya que tienen la ventaja de que sus enlaces expresan de una manera
directa y cualitativa relaciones de dependencia y las conservan para cualquier asigna-
cion de parametros numéricos. Estos modelos se conocen como redes probabilisticas
y se obtienen a partir de conjuntos de datos empleando grafos, que representan ex-
plicitamente las dependencias e independencias entre las variables (los nodos del
grafo) y una factorizacion de la funcién de probabilidad conjunta, que proporciona

una descripcion completa de dichas relaciones.

Para describir las estructuras de independencia y dependencia que contiene un
grafo como relaciones de independencia condicional son necesarios criterios de sepa-

racion gréafica. En el caso de grafos no dirigidos, se emplea el criterio de u-separacion.

Definicion 13 (Criterio de u-separacion). Dados X, Y, Z conjuntos disjuntos de
nodos de un grafo G no dirigido, se dice que Z separa X e Y si y solo si cada camino
entre nodos de X y nodos de Y contiene un nodo de Z. Cuando Z separe a X e Y,
se denotara I(X,Y|Z)s para indicar que la relacion de independencia se obtiene a
partir de un grafo y en caso contrario se denotarda D(X,Y|Z)s para indicar que X
e Y son condicionalmente dependientes dado Z en el grafo G. En los casos en los

que la relacion venga dada por el modelo, se escribira I(X,Y|Z)a.

Para grafos dirigidos se utiliza otro criterio de separacion gréfica, el criterio de

d—separacion. Antes de definirlo, se introduce otro concepto.

Definicién 14 (Nodo de aristas convergentes en un camino). Dado un grafo dirigido

y un camino no dirigido (...— C—-A -B —...), el nodo A se conoce como un nodo
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de aristas convergentes en este camino si el grafo dirigido contiene las artistas C —
AyA<+—B

Definicion 15 (Criterio de d—separacion). Dados X, Y,y Z tres subconjuntos dis-
juntos de nodos en un grafo aciclico dirigido G, se dice que X e Y son condicional-
mente independientes dado Z en el grafo y se denota [(X,Y|Z)q, si y solo si a lo
largo de todo camino no dirigido entre cualquier nodo de X y cualquiera de Y existe

un nodo W que satisface Gnicamente una de las siguientes condiciones:

1. W es un nodo de aristas convergentes en el camino y ni W ni ninguno de sus

descendientes estan en Z
2. W no es un nodo de aristas convergentes en el camino y W esta en Z

En caso contrario, X e Y son condicionalmente dependientes dado Z en el grafo G
y se denota D(X,Y|Z)¢.

Todo grafo da lugar a un modelo de dependencia, sin embargo, no para todos los
modelos de dependencia existe un grafo G tal que, cada relaciéon de independencia
que contiene (7, esta también esta contenida en el modelo y viceversa. Si esto ocurre,

el grafo debe ser un mapa de independencia minimal.

Definiciéon 16 (Mapa de independencia). Un grafo G es un mapa de independencia

de un modelo de dependencia M si
I(X,Y|Z)e = I(X,Y|Z)n

lo cual implica
DX, Y|Z)y = D(X,Y|Z)c

Definiciéon 17 (Mapa de independencia minimal). Un grafo G es un mapa de inde-
pendencia minimal (I-mapa minimal) de un modelo de dependencia M si es un mapa

de independencia de M, pero deja de serlo si se elimina cualquiera de sus aristas.

El siguiente teorema permite concluir que, dado un grafo dirigido aciclico , al
construir su funciéon de probabilidad asociada p como el producto de las probabi-

lidades condicionadas de las variables dados sus padres, el grafo sera un I—mapa
para p.

Teorema 18. Dado un grafo aciclico dirigido G que describe las dependencias entre
las variables { X1, ..., X} y p(z1,...,2,) un modelo probabilistico de dichas varia-

bles, son equivalentes:

1. G es un mapa de independencia de p(xq,...,xy,)
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2. p(x1,...,x,) se puede factorizar como

n

p(x1,...,x,) = Hp(x,|7rz) (2.15)

=1

donde m; son los padres de la variable i en el grafo G

Demostracion. 1. = 2. Supongamos sin pérdida de generalizacion que Xi,... X,
es un orden topoldgico de las variables consistente con G, tal que si existe la arista
X, — X, en el grafo, entonces i < j. Por la regla de la cadena [2.14] se tiene

n

p(xy, ..., x,) = Hp(a:i\:cl, e Tio)
i=1
Dadoi € {1,...,n}, aplicando el criterio de d-separacion, se tiene I(X;, ND(X;)|m)c

con ND(X;) el conjunto de variables que no son descendientes de Xj.

Como G es un mapa de independencia de p(xy,...,z,), todas las relaciones

de independencia que contiene G, las contiene también p y por lo tanto se tiene

Debido al orden topologico de las variables, m; C {Xy,..., X; — 1} = A, mien-
tras que los descendientes de X; no pueden estar en dicho conjunto. Por lo tanto,
A =mUB, con B C ND(X;), asi, existe un conjunto C' C {Xj,..., X, } tal que
ND(X;) = BUC. Entonces, aplicando la propiedad de descomposicion de indepen-

dencia condicional, se tiene
Esto es equivalente a I(X;, {Xy,...,X;-1} \ m|m) y se concluye

p(zilzy, ... ximy) = pla|m;)

de forma que
n

p(x1,...,x,) = Hp(:z:l|7rz)

i=1
2. = 1. Queremos ver que, si la funcién de probabilidad factoriza de la siguiente

manera
n

plar,. . an) = [ [ plwilm)

i=1
entonces toda independencia que contiene el grafo, esta también contenida en la pro-
babilidad p, equivalente a demostrar que I(X;, ND(X;)|m)e = [(X;, ND(X;)|mi),.
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Debido a que {Xi,...,X; 1} € {X;, ND(X;)}, pero la igualdad no tiene por
qué darse, se reordenan las variables de forma que {X;, ND(X;)} = {Z,...,Zn},
coni <my Zy, = Z; y siendo esta nueva ordenaciéon un orden topologico. Sea «;

los padres de la variable Z; en G,

n n

p(x1,...,x,) = Hp(xz]m) =p(z1,...,2p) = Hp(zﬂai)

i=1 i=1

Por lo tanto, aplicando el teorema de Bayes

p(ND(X;)) P21, 2me1) TR plzilow)

= p(2m|am) = p(zi|m:)

Por lo tanto, se tiene que I(X;, ND(X;)|m;), y G es un mapa de independencia. [J

Es decir, para construir modelos probabilisticos a partir de grafos, se aplican
criterios de separacion grafica para inferir un modelo de dependencia que represente
la estructura cualitativa del modelo y se obtiene una factorizaciéon de la funcién de

probabilidad que define su estructura cuantitativa.

Los modelos de dependencia que emplean grafos no dirigidos se conocen como
redes de Markov y los que emplean grafos aciclicos dirigidos, redes bayesianas. En

este trabajo nos centraremos en redes bayesianas,

2.4. Redes bayesianas

La principal desventaja de las redes de Markov es que no es posible representar
dependencias no transitivas. La propiedad transitiva establece que si una variable A
es dependiente de B y B es dependiente de otra variable C, entonces A es depen-
diente de C. Aunque este tipo de dependencias son muy comunes, también existen
otras en las que dos variables A y C' no son marginalmente dependientes aunque
tengan una dependencia comun B, sino condicionalmente dependientes cuando se
conoce B. Este tipo de relaciones no transitivas no es posible en redes de Markov

(pues A - B - C implica que A y C son dependientes).

Las redes bayesianas permiten definir relaciones transitivas y no transitivas me-
diante la direccion de las aristas (A — B — C, frente a A - B « (') resultando asi
més expresivas para modelar distintos conjuntos de datos reales en los que coexisten

este tipo de relaciones.



16 SISTEMAS INTELIGENTES Y REDES PROBABILISTICAS

Definicion 19 (Red bayesiana). Una red bayesiana es un par B(#) = (G, P(0)),
donde G es un grafo dirigido aciclico y P(0) = {p(z1|m1;61),...,

p(zn| Tp;0,)} es un conjunto de n funciones de probabilidad condicionada, una para
cada variable. #; es un conjunto de parédmetros correspondientes a la funciéon de
probabilidad condicionada p(z;|m;) y m; es el conjunto de padres del nodo X; en G. El

conjunto P(#) define una funcion de probabilidad asociada mediante la factorizacion

n

p(ry, ..., xp;0) = Hp(a:i|7ri; 0;) (2.16)

i=1
con § = {6q,...,0,}, el conjunto de parametros de la funcién de probabilidad con-
junta. El grafo dirigido aciclico G es un I-mapa minimal de p(x;...,x,). En los

casos en los que la referencia al conjunto de pardmetros no sea necesaria, se deno-

tard B = (G, P)

Por el teorema todas las relaciones de independencia que se infieran del grafo
mediante el criterio de d—separacion, también estaran incluidas en el modelo pro-

babilistico asociado.

Figura 2.1: Grafo empleado para construir red bayesiana

Ejemplo 20 (Red bayesiana). Sean X7, X, X3, X4 cuatro variables binarias y consi-
dérese el grafo de la figura 2.1 Este define una red bayesiana junto a una funcion
de probabilidad, la cual es factorizada en funciones de probabilidad condicionadas

de la siguiente manera:

p($1,$27$3,$4) = p(xl)p(@’xl)p@ﬂxh$2)p(l‘4|$1,xz)

Esta factorizacion coincide con la que se obtuvo en el ejemplo [10| y depende de 11

parametros. Este grafo es un mapa de independencia minimal de p. Las funciones de
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probabilidad condicionadas se corresponden con tablas de probabilidad, que recogen
las posibles combinaciones de valores que pueden tomar las variables. El grafo, junto

a dichas tablas (los pardmetros), determinan una red bayesiana.

Dependiendo de las variables del grafo, discretas, continuas o ambas, y de la dis-
tribucion que se considere para ellas, existen distintos tipos de redes bayesianas. En
este trabajo se emplearan redes bayesianas multinomiales, que tienen tnicamente
variables discretas y cuyas probabilidades condicionadas asociadas son multinomia-
les. Por otra parte, la dimension de una red bayesiana B = (G, P(f)) es el ntimero
de parametros necesarios para definir la funcién de probabilidad P(6) y se denota

como dim(B).

2.5. Aprendizaje de redes bayesianas

En la practica, es habitual que tanto la estructura cualitativa como la cuanti-
tativa del modelo probabilistico no se conozcan y por lo tanto, se infieren a partir
de un conjunto de datos la estructura de dependencia, las funciones de probabili-
dad condicionada asociadas y los parametros de los que depende. Este proceso es
conocido como aprendizaje y consta de dos fases: el aprendizaje estructural, que
consiste en definir la estructura de dependencia grafica (qué aristas incluir en el
grafo) y el aprendizaje paramétrico, que consiste en determinar las probabilidades
(parametros) de P. La parte més compleja de este proceso es el aprendizaje estruc-
tural, que es un problema NP-completo (véase Koller y Friedman| (2009)). Una vez
se obtiene el grafo que represente las relaciones de dependencias entre las variables,
se puede conocer la factorizacion de la funcion de probabilidad y es posible estimar

sus valores.

2.5.1. Aprendizaje paramétrico

Los enfoques para obtener los parametros de la funcién de probabilidad asociada
al grafo G, a partir del conjunto de datos D = {Dy,..., D,}, se dividen, principal-
mente, en dos tipos: basados en estimadores de maxima verosimilitud y basados en
métodos bayesianos. En este trabajo utilizaremos el estimador de méxima verosimi-
litud (MLE), que se basa en obtener los parametros 0 que maximicen la funcién de

verosimilitud, es decir,

L(0|G, D) = maxy L(|G, D) (2.17)

donde
L(0|G, D) = p(D|G, 0) (2.18)
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El conjunto de parametros es 0 = {0, :i € {1...n}, je{l,...r}, ke {l...s}},
donde n es el nimero de variables, r; es el nimero de posibles valores que puede
tomar la variable X;, s; es el ntimero de posibles realizaciones de los padres de X; (m;)
y 0iji es la probabilidad de que la variable ¢ tome su valor j-ésimo y sus padres en
el grafo G tomen su k-ésima realizacion, 0;, = p(X; = z;,|m; = wy,). Asi, asumiendo

que los datos son independientes e igualmente distribuidos, se tiene que

p(DIG,0) = [[p(DilG,0) = T T 6isn - x(i. 5.k = Do) (2.19)
l L 1,5,k

n o r; S

_.III]:[Ieugk (2.20)

con N, el nimero de casos en los que la variable X; toma el valor j-ésimo y sus

padres toman los valores de la realizacion k-ésima y y la siguiente funciéon

o 1 siX;=uz; ym=wgen D,
x(i, 4, k= Dy) = ’ (2.21)
0 en otro caso

Habitualmente, se maximiza el logaritmo de la verosimilitud, puesto que es mas
sencillo que maximizar la verosimilitud (los productos se convierten en sumatorios)
y puesto que el logaritmo es una funcién mondtona, ambos procedimientos son
equivalentes. En este caso, la formula del logaritmo la verosimilitud que se debe

maximizar es la siguiente:

((0)G, D) ZiZNz]klog 0, (2.22)

En el caso de redes bayesianas multinomiales, la asignaciéon de parametros que la
maximiza se corresponde con las propias frecuencias empiricas en el conjunto de
datos, es decir, 0 = {f;p i€ {1...n}, je{l,...r;}, ke {1...s}}, con

. Niix
O, = —Ik (2.23)
N Nig

siendo V;; el niimero de veces que los padres de la variable X; toman su k-ésima

realizacion en el conjunto de datos. Para mas detalles consultar Koller y Friedman

(2009).

Sin embargo, este método presenta un claro inconveniente. Si la muestra de datos
no es suficientemente grande, o el tamano de los dominios de las variables es muy
extenso en relacién con los datos, puede darse el caso de que algunos parametros
sean estimados como nulos debido a que no ocurran ciertas configuraciones en los

datos.
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2.5.2. Aprendizaje estructural

Existen tres enfoques principales para obtener la estructura gréafica: el primero es
el aprendizaje basado en restricciones, que consiste en realizar tests de independencia
y dependencia sobre los datos para después encontrar la red que mejor represente las
relaciones obtenidas, el segundo es el aprendizaje basado en puntuaciéon y biisqueda,
sobre el que se desarrollard a continuacion, puesto que es el que se utiliza en este
trabajo, y por tltimo, el aprendizaje hibrido, que es una combinaciéon de los dos

anteriores.

Aprendizaje basado en restricciones

El aprendizaje basado en restricciones tiene como objetivo encontrar el grafo que
mejor represente las relaciones de independencia de los datos, es decir, encontrar el
mejor mapa de independencia minimal. Para encontrar dichas relaciones emplean
tests de independencia condicional, que determinan si, dadas dos variables A y B,
son condicionalmente independientes dado un conjunto de variables S = {5y, ... Sy},
es decir, si se tiene I(A, B|S) o D(A, B|S). También se determina la dependencia o
independencia no condicionada con S = (). El tamano del conjunto S esta limitado
dependiendo del problema (habitualmente, un méaximo de tres o cuatro variables,

Koski y Noble (2012))), para que el algoritmo sea realizable.

Aprendizaje basado en puntuaciéon y bisqueda

El aprendizaje basado en puntuacion y busqueda aplica técnicas de optimizacion
para encontrar de manera iterativa la estructura de red que mejor se adapta a los
datos y consta de dos elementos: un algoritmo de biisqueda, que permita recorrer
el espacio de grafos candidatos, y una medida de calidad, que permita evaluar cada
uno de ellos. Cabe mencionar que, de acuerdo con [Koller y Friedman| (2009), dado
que este tipo de aprendizaje estructural considera la estructura entera de la red, es
menos sensible a fallos individuales y es mejor en equilibrar las dependencias entre
las variables y el coste de anadir nuevas aristas. Sin embargo, no siempre es posible
encontrar la red de mayor calidad, pero si maximos locales. Existen distintas estra-
tegias para iterar en el espacio de grafos, siendo la opcién més simple la que emplea
el algoritmo K2 (Cooper y Herskovits| (1992)), que comienza con un grafo de nodos
ordenados, sin aristas, y las anade vorazmente (sin crear ciclos), hasta que la calidad

de la red no aumenta anadiendo enlaces o el grafo es completo.

En este trabajo se emplea el algoritmo Hill-Climbing (Heckerman et al.| (1995))),

ya que estudios previos que han analizado el comportamiento de distintos algorit-
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mos para aplicaciones en clima concluyen que es el mas adecuado y eficaz (para més
informacion consultar (Graafland| (2022)). Hill-Climbing puede iniciar la busqueda a
partir de cualquier grafo, sin embargo suele comenzar con uno vacio y en cada ite-
racion considera todos los grafos vecinos del actual, aquellos que se pueden formar
eliminando, anadiendo o cambiando la direcciéon de una arista en la red actual. Si no
existe ningin vecino que aumente la calidad de la red, se ha llegado a un maximo
local (en ocasiones global). Para evitar obtener un méaximo local poco favorable,
se realizan reinicios locales, en los que se aplican cambios aleatorios al grafo en el
méaximo local, para después reiniciar el algoritmo desde ahi. Para mas informacion

sobre distintos algoritmos de puntuacion y busqueda consultar |Kitson et al. (2023)

Por otra parte, dada una red bayesiana B = (G, p(f)) y un conjunto de datos
D, una medida de calidad Q(B|D) permite evaluar las distintas redes y debe dar
el mismo valor a redes que codifiquen la misma estructura de independencias. A
continuacion se describen distintos tipos de medidas de calidad para redes bayesianas

multinomiales.

Medidas de calidad bayesianas Las medidas de calidad basadas en estadistica
bayesiana, consisten en designar a cada red un valor proporcional a la probabilidad
del grafo dados los datos, p(G|D). Por el teorema de Bayes ([2.12)),

_ p(Gp(DIG)

p(G|D) (D)

x p(G)p(D|G) (2.24)
ya que p(D) es igual para todas las estructuras gréaficasypor lo tanto es una constante
de normalizacion. Entonces, tomando logaritmos, se define una medida de calidad

bayesiana como

@Q5(G, D) = logp(D|G) + log p(G) (2.25)

donde el término p(D|G) permite tener en cuenta que los parametros también son

variables aleatorias,
WDIG) = [ oD Cp(61 D)9 (2:26)
0

Las medidas que se obtienen mediante estadistica bayesiana son equivalentes a otras
més simples, basadas en teoria de la informacién. Para mas informacién sobre me-

didas de calidad bayesianas, consultar Castillo et al. (1996]).

Medidas de informacién Otro tipo de medidas de calidad son las medidas de
informacion. Estas se basan en elegir la estructura de red que mejor representa los

datos, con una penalizacioén proporcional al nimero de parametros que se necesitan



2.5 APRENDIZAJE DE REDES BAYESIANAS 21

para definir la funciéon de probabilidad asociada, dim(B), para asi evitar sobreajus-
tes. Utilizando la notacion empleada en [2.5.1] se introduce su férmula general:

Ti Si

Qi(B, D) =logp(G)+ > > Y Nylog ]]VV—J: — dim(B) f(N) (2.27)

i=1 j=1 i=1

donde N es el nimero de casos que tiene el conjunto de datos D, f(N) es la funcion
de penalizacion (f(N) > 0). Es habitual que p(G) sea una distribucién uniforme.

Ademés,
n

dim(B) =Y (r;— 1) - s; (2.28)

=1

En este trabajo se emplean las siguientes medidas de calidad de informacion:

1. Criterio de méxima verosimilitud de informacion (LL). (f(N) = 0). Se basa en
encontrar la estructura G que maximice la verosimilitud de los datos dada la
red . Para conseguir esto se emplean los parametros obtenidos mediante
MLE para ese mismo grafo, ya que, como se ha visto en maximizan

la verosimilitud. Es decir, en el caso de redes multinomiales, se aplican los

parametros (2.23)) en (2.19), vy, al tomar logaritmos, se obtiene

n T Si NZ
LL(B,D) =logp(G)+ Y Y > Nijlog Né: (2.29)

i=1 j=1 i=1
Puesto que la penalizacion es nula, favorece las estructuras completas.

2. Criterio de informacion de Akaike (AIC). (f(N) =1).

AIC(B, D) = LL(B, D) — dim(B) (2.30)
3. Criterio de informacion bayesiano (BIC). (f(N) = 3log N).

AIC(B,D) = LL(B, D) — %dim(B) log N (2.31)

Una vez se obtiene la estructura grafica, es posible estimar los parametros de su

funcion de probabilidad asociada.



Capitulo 3

Causalidad

3.1. Causalidad en términos probabilisticos

Durante la segunda mitad del siglo XX, las principales teorias de causalidad se
basaron en la idea de que la causa debe aumentar la probabilidad de sus efectos. A
continuacion, se introducen distintas definiciones para la causalidad desde un punto

de vista probabilistico.

El concepto probabilistico mas basico de causalidad es que A es la causa de B si
p(B|A) > p(B|A) (Kleinberg| (2013))). Sin embargo, esto no es ttil para establecer
relaciones causa-efecto, ya que puede existir una relacion causal que no lo verifique o
viceversa. Una alternativa es el principio de causa comin. Este establece que, dados
dos sucesos correlacionados, A y B, o bien uno es la causa del otro, o tienen una
causa comin C'. Se dice que C' es una causa comun anterior de A y B si y solo si se

verifica

1. I(A, B|C)
2. p(A|C) > p(A|C)

3. p(B|C) > p(B|C)

No obstante, puede darse el caso en el que dos sucesos A y B estén correlaciona-
dos pero ninguno sea causa del otro y que su correlacién no pueda ser explicada por
una causa comun. Esto puede ser porque dicha causa no existe, o porque, habiendo
una causa comun C| se tiene que D(A, B|C') (consultar Hitchcock y Rédei| (2021))

para contraejemplos).

Por otra parte, tomando en consideracion el tiempo, Hans Reichenbach establece
que, dados C* y EY, dos sucesos que tienen lugar en ¢ y t' respectivamente, C* es

/ . .
causa de E' siy solo si
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Lt'>t
2. p(EY|C?) > p(EY|C?)
3. No existe ningtn suceso D*" con ¢ < t tal que I(E", C*|D'")

En [Hitchcock| (2021)) se detallan otras muchas definiciones de causalidad, las
cuales permitieron su entendimiento desde un punto de vista probabilistico, pero
no produjeron métodos para identificar relaciones causales. En este trabajo nos
centramos en modelos causales para series temporales, como son la causalidad de

Granger y las redes bayesianas dinamicas.

3.2. Causalidad de Granger

Uno de los métodos mas extendidos para determinar relaciones causales en datos
de series temporales, especialmente en economia, es la causalidad de Granger, que
permite determinar si dadas dos series temporales, una puede predecir la otra. La
definicion, dada por |Granger| (1980) establece que X es causa en el sentido de
Granger de X si

p(XTTH W) 2 p((XTH W\ X5) (3.1)

es decir, si X!™ y X% son condicionalmente dependientes dado W%\ X,
D (Xerl’ XS:t ‘ WO:t \ Xg:t) (32)

donde X! es el valor de la variable X; en el tiempo ¢, X?* es el conjunto de va-
lores de la variable X; para cualquier tiempo igual o anterior a ¢, es decir X =
{XE X0 X0} y WO es el conjunto de toda la informacion disponible hasta el

tiempo ¢ (incluido).

Utilizar todas las variables posibles, durante un periodo infinitamente largo de
tiempo, no es factible, por lo que existen distintas adaptaciones. Una de ellas es el test
bivariado, que se puede aplicar mediante el uso de un modelo autoregresivo, el cual
difiere de la definicién original, ya que no utiliza toda la informacién disponible, sino
solo aquella relativa a las variables que se corresponden con la causa y el efecto (C'
y E respectivamente). Si los coeficientes de los valores retardados de C' son distintos
de cero, se dice que C' es causa Granger de E. De acuerdo con [Kleinberg (2013), para
calcular el valor de una variable en un tiempo ¢, un modelo de autoregresion de m
retrasos utiliza valores retardados hasta el tiempo t — m, es decir, para los tiempos
t—1,...,t—m, las variables X; y X, influyen sobre el valor de X!, mientras que

utilizando la definicién original, m tendria que ser infinito. Mediante un modelo de
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autoregresion lineal de m retrasos, se puede representar la variable X; de la siguiente
manera;
m m
Xi=) ALXTT+ ) ALXT + ¢ (3.3)
j=1 j=1
donde los coeficientes A;; representan el efecto que tiene la variable X; sobre X;, y €
es una variable aleatoria (habitualmente con media cero) que representa el error. Se
comprueba si X, es causa, en el sentido Granger, de X; estudiando si, para valores
distintos de cero en los coeficientes Ay, se produce una reduccion estadisticamente

significativa para la varianza del error frente a cuando sf son nulos.

Sin embargo, este test bivariado no tiene en cuenta causas comunes a ambas
variables o relaciones indirectas para establecer relaciones causa-efecto. Una alter-
nativa es utilizar un test multivariado, incluyendo el resto variables en el modelo.

El modelo de autoregresion lineal aplicado a n variables es el siguiente:

X'=) AX'"T e (3.4)
=1
donde A" son matrices de coeficientes de dimension n x n, X* = (X{,..., X})

es un vector que contiene los valores de todas las variables para un tiempo ¢ y

et = (et ... et

rn

) es un vector que contiene el error para cada variable. De acuerdo
con [Shojaie y Fox| (2022), las relaciones de causalidad en el sentido de Granger se

corresponden con los elementos distintos de cero en los coeficientes de autoregresion.

A pesar de que el test multivariado permite considerar mas variables, compu-
tacionalmente, es inviable aplicarlo para un nimero moderado de variables y series
temporales, raramente se utiliza con mas de seis. Por este motivo, cuando se aplica

el test de Granger, habitualmente se corresponde con el bivariado (Kleinberg (2013))).

3.3. Redes bayesianas dindmicas

Las redes bayesianas dindmicas son una extension de las redes bayesianas que
introducen otra dimension, el tiempo, que en este trabajo sera discreto. Habitual-
mente, hay una primera red que muestra las relaciones entre las variables en un
tiempo t, y otras en los tiempos t + 1, t 4+ 2, ... con relaciones entre las redes de se-
ries temporales distintas, mostrando las dependencias entre nodos del tiempo inicial

y aquellos de tiempos futuros.
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Para la forma més general de una red bayesiana dinamica, su funcién de proba-

bilidad factoriza como:

T
p(XO . XT) = p(XO) [ [ p(x7 X% (3.5)
t=1
donde X' = {X}, ..., X!} es el conjunto de todas las variables en un tiempo ¢.

En este trabajo, se trabajan con redes bayesianas dindmicas que verifican las

siguientes condiciones:

1. La suposicion de Markov. Esta establece que, dado un proceso dinamico, un

tiempo t solo esta condicionado por el anterior, t — 1, es decir, dado t € N
[(Xt—H XO:t—l |Xt)

Esto es equivalente a que en la red bayesiana dinamica solo haya enlaces entre

series temporales consecutivas (ademés de enlaces estaticos).

Este concepto se puede extender con la suposiciéon de Markov de orden «, con
a € N, que consiste en que un instante de tiempo ¢ esta condicionado por los

a anteriores. Es analogo a

](Xt-l-l-l—a’ XO:t—1|Xt:t+oz)

2. Proceso estacionario en el tiempo. Un proceso dindmico, estocéstico y de Mar-

kov de orden «, se dice que es estacionario si, para todo ¢, € NT se tiene
p<Xt+a ’ Xt:t+a71> — p(Xt/+a ‘ Xt'?t/Jra*l) (3.6)

es decir, que todas las redes bayesianas entre distintas series temporales tienen
la misma estructura, por lo que si esta condicién se verifica, es posible hacer

representaciones basadas en plantilla. En este trabajo a = 1, por lo que

p<Xt+1 |Xt) — p(Xt'-i-l | Xt') (37)

La red bayesiana dinamica més sencilla es aquella para la cual se suponen ciertas
estas dos hipotesis, y se representa con el par B =< By, B, > donde By es la red
bayesiana inicial, que describe las relaciones sobre X° y define p(X°), mientras que
B_, es la red bayesiana que describe las relaciones entre las variables en los tiempos
sucesivos, y se conoce como red de transicion. La red B_, define la probabilidad con-

dicionada p(X* | X*) y contiene tanto enlaces estacionarios, entre variables en un
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mismo tiempo ¢, como enlaces dinamicos, entre variables en un tiempo ¢ y variables
en el tiempo anterior ¢ — 1, los cuales representan causalidad. Dado que se verifica

la suposicion de Markov, por se tiene que
T
p(X° ... X XO[[p(x* X" (3.8)
t=1
Por otra parte, de acuerdo con [Murphy| (2002)
p(X* [ XY = [[ (X! ) (3.9)
i=1

donde 7! son los padres de la variable X!, los cuales pueden estar en la misma serie
temporal t 0 en la anterior, t — 1. Entonces, se obtiene que la funciéon de probabilidad

que define la red bayesiana < By, B_, >, viene dada por

T n

p(X° . XT) = p(XO) [T T ] p(XF I ) (3.10)

t=1 i=1

3.3.1. Aprendizaje de redes bayesianas dinamicas

Los métodos de aprendizaje para redes bayesianas dindmicas son muy similares
a los de redes bayesianas, con la diferencia de que, en el caso dindmico, hay que
conocer la estructura y los parametros de dos redes, By y B.. En este trabajo
emplearemos el algoritmo hill-climbing con los criterios de informacion de Akaike y
bayesiano para el aprendizaje estructural, y el estimador de méxima verosimilitud

para el aprendizaje paramétrico.

Aprendizaje paramétrico

Al igual que en las redes bayesianas, se va a emplear el estimador de maxima
verosimilitud, el cual se basa en obtener los parametros que maximizan la verosi-
militud de los datos , que en este caso son los conjuntos 0° y é", los cuales
se corresponden con los parametros de las redes By y B_ respectivamente. En las
redes dinamicas, la funciéon de verosimilitud a maximizar descompone como sigue
(Friedman et al.| (2013)):

2016, 0) =i 0) = [T TTTL @)™ TLILTL (o)™ )

i=1 j=1k=1 i=1j'=1k'=1

donde la primera parte de productos se corresponde con los pardmetros de By, y la
segunda con los de B_,. La notacion empleada es muy similar, o la misma, que para el

caso de redes estaticas, concretamente, n es el nimero de variables, r; es el nimero
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de posibles valores que puede tomar la variable X; y s; es el niimero de posibles
realizaciones de los padres de X;. Por otra parte, N° i €s el nimero de ocurrencias
en los datos en las que la variable X; en el tiempo ¢t = 0 toma su valor j-ésimo y
sus padres toman los valores de su k-ésima realizacion, N, es el nimero de veces
que en los datos, la variable X, para cualquier tiempo ¢ € {1,...7T}, toma su valor

J-ésimo y sus padres toman su k-ésima realizacion. Por tltimo,

O = DX = ai)|m) = wi) ¥ O = p(X] = i, |7} = wy)

con 00 = {0 i €{l...n},je{l,...nh k€ {l...s;}} y 0~ = {0y : 1 €
{1...n},je{1,...r}, ke {1...s;}}. Al igual que se hace para las redes bayesia-

nas, se tiene que el logaritmo de la verosimilitud es

((0|G, D) = p(D|G, ) = Ziz ]klogOZ]k+Zi:Z N log 07, (3.12)

i=1 j=1 k=1 i=1 j/'=1k'=1

En el caso de distribuciones multinomiales, los parametros que maximizan la vero-

similitud vienen dados por las siguientes expresiones

N? k
ij
~ N_>/ /
07 = ik (3.14)
7k k’ 1 Nl]’k’

Aprendizaje estructural

Los algoritmos de aprendizaje estructural basados en puntuacion y busqueda
que se emplean para redes bayesianas, se aplican de la misma manera para redes
bayesianas dinamicas. No obstante, las medidas de calidad se han de adaptar. Al
igual que en el caso estatico, los criterios BIC y AIC se corresponden con el loga-
ritmo de la verosimilitud de los datos junto a una penalizacién, proporcional a la
complejidad del modelo, sin embargo, ahora se ha de tener en cuenta la calidad de
ambas redes, la inicial y la de transicion. Sea dim(B) la dimension del modelo, con
dim(B) = dim(By) + dim(B_) y, Ny y N_, el numero de instancias en los conjuntos
de datos utilizados para entrenar By y B_ respectivamente (Dy y D). Entonces,

los criterios BIC y AIC para redes dindmicas son los que siguen.

1. BIC.
BIC(B, D) = BIC(B,, Do) + BIC(B_,D_.) (3.15)

donde, aplicando (2.31)) independientemente a cada red, se obtiene

T 1
BIC(By, Dy) = Z > Z Delog 60, — 5 dim(Bo) log No (3.16)

i=1 j=1 k=1
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- 1
BIC(B.,D.) ZZ Z g log 0 — Sdim(B.)log N (3.17)

i=1 j'=1k'=

2. AIC.
AIC(B, D) = AIC(By, Dy) + AIC(B., D_) (3.18)

y, procediendo igual que en el método anterior, se tiene

AIC(By, Dy) = 222 N, log 0%, — dim(By) (3.19)

i=1 j=1 k=1

& 1
AIC(B.,D.) Z > Z Nijie log 05 — Sdim(B-)log N.. (3.20)

i=1 j'=1k=



Capitulo 4

Experimentos y resultados

4.1. Datos climaticos de temperatura

Las observaciones de estaciones meteorolégicas proporcionan registros histoéricos
que describen la evolucion de distintos parametros climéticos (como la temperatura
o la precipitacion). Sin embargo, estos datos estan disponibles solo para localidades
puntuales donde se emplazan estaciones meteorolégicas y no permiten caracterizar
las condiciones climaticas de forma regular (por ejemplo, sobre una cuadricula glo-
bal). Por lo tanto, para poder analizar de manera homogénea el clima a nivel global,
se utilizan datos creados por un reanalisis. Estos productos son simulaciones llevadas
a cabo por modelos globales del clima, que asimilan las observaciones disponibles
para un dia dado y proporcionan una estimacion del estado de las variables sobre
la rejilla regular del modelo (con una resolucion tipica de decenas de kilometros);
estos datos se consideran pseudo-observaciones y constituyen una de las referencias
més utilizadas para estudiar la evolucion del clima. En este trabajo se utilizan da-
tos producidos por el reandalisis ERA-Interim, realizado por el Centro Europeo de
Prediccion a Medio Plazo, que proporciona valores diarios (agregados mensualmente
en este trabajo) para un periodo de 30 anos (1981-2010) representativo del clima
actual; en este trabajo se utiliza la temperatura media sobre una red regular de
10°, correspondiente a una resolucion espacial de 1000 km aproximadamente. Por lo
tanto se obtiene una rejilla espacial con p = 36 x 18 = 648 casillas con datos para

una serie temporal mensual de longitud n = 30 x 12 = 360.

En la figura se pueden observar los datos proporcionados por el reanélisis, con
la media de las temperaturas mensuales en y las temperaturas para dos meses
concretos, enero de 1998 [4.1b] durante el cual tiene lugar el fenémeno de El Nifo, y
enero de 1999 [4.1d, en el que no. Por ello, se puede apreciar que la temperatura en

los tropicos en enero de 1998 fue més elevada que en enero de 1999, un ano después.
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(a) Media de las temperaturas mensuales
(1981-2010)

(b) Temperaturas globales de enero de 1998 (c) Temperaturas globales de enero de 1999

dadas por el reanalisis ERA-Interim dadas por el reanélisis ERA-Interim

(d) Anomalias globales en enero 1998 para la (e) Anomalias globales en enero 1999 para la

discretizacion en tres estados discretizacion en tres estados

(f) Anomalias globales en enero 1998 para la (g) Anomalias globales en enero 1999 para la

discretizacion en cinco estados discretizacion en cinco estados

Figura 4.1: Mapas con distintas representaciones de la temperatura media y de las

anomalias de esta para dos meses particulares: enero de 1998 y 1999.
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4.1.1. Preprocesamiento de los datos: Anomalias

Como los datos diarios de temperatura varian estacionalmente, es comiin eliminar
este factor considerando anomalias. Dada una casilla i, sean T = (1} 1, ..., T;,) sus
temperaturas mensuales; definimos la anomalia de temperatura como A; = T} — T},
con T; la media de temperatura para cada mes del afio (en la casilla 7). Es decir,
dado k € {1,...,360}, que se corresponde con el mes m € {1,...,12} de un ano yy,

la anomalia de la casilla i para la serie temporal k es A, =T} ) — 22021<Ti,y-M/30)'

4.1.2. Discretizacion de los datos

Debido a que se van a emplear redes bayesianas multinomiales y los datos son
continuos, se realizan dos discretizaciones de estos mediante métodos no supervi-
sados. Se han dividido en tres y cinco intervalos, calculando los terciles y quintiles
para cada variable en cada casilla, y clasificando los datos después. Para el primer
caso, el dominio de cada nodo es anomalia positiva (1), anomalia negativa (—1) o
anomalia nula (0), mientras que para el segundo, el dominio de cada variable es
anomalia positiva (2), anomalia positiva leve (1), anomalia negativa (—2), anomalia

negativa leve (—1) o anomalia nula (0).

En la figura se encuentran la representacion de las anomalias para ambos
conjuntos de datos discretos. Por una parte, las figuras y muestran las
anomalias en cada casilla del mapa para la discretizacion en tres estados, también
para enero de 1998 y 1999 respectivamente. En las figuras y se representan
las anomalias de temperatura en esos mismos meses, pero para el conjunto de datos
discretizado en cinco estados, por lo que hay un mayor nivel de detalle. En ambas
discretizaciones se observa que en enero de 1998, mes en el que tuvo lugar el fenémeno
El Nino, son més frecuentes las anomalias positivas en los tropicos, en contraposicion

con enero de 1999.

4.2. Aprendizaje de redes bayesianas

Se han entrenado distintas redes bayesianas mediante el paquete bnlearn de R,
utilizando el algoritmo hill-climbing (HC), puesto que como se ha mencionado ante-
riormente, distintos estudios concluyen que en el caso del clima es el méas adecuado.
Para ello se han considerado distintas medidas de calidad de calidad de la red, como
son el criterio de maxima verosimilitud de informacion (LL) (2.29), el criterio de
informacion de Akaike (AIC) (2.30) o el criterio de informacion bayesiano (BIC)
([2.31)), aplicado a ambos conjuntos de datos discretos.
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4.2.1. Niveles de discretizacion

En la figura se muestra la evolucién del criterio de maxima verosimilitud
de informacién a medida que se anaden enlaces a las redes bayesianas entrenadas
con dicha medida y el algoritmo hill-climbing, para la discretizacion en tres y cinco
intervalos respectivamente. Las lineas verticales se corresponden con el tamano de
las redes que se obtienen aplicando, a cada conjunto de datos, los criterios AIC

(rojo) y BIC (verde), sobre las cuales se profundiza mas adelante en [£.2.3]

LL con discret.en 3 LL con discret.en 5
— T o - qereanes
o o o0 Lot
(=] ..o' — e
o Loo* R
2 8
@ 4 2 S |
Q o7 Q o
@ N ...°" « LL @ u“? . o L
S —— BC 4 e — BIC
o | -* -
2. —— AC 8 1 . — AC
o™ - o -
b T T T T T @ T T \ T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 D0 1000 2000 3000 4000 5000
n® aristas n® aristas
(a) Discretizacion en tres (b) Discretizacion en cinco

Figura 4.2: Graficas de evoluciéon de la medida de calidad de una red bayesiana en

funcién del namero de aristas, usando el criterio LL.

La medida en términos absolutos difiere entre ambas discretizaciones, lo cual es
esperable teniendo en cuenta que poseen un nimero distinto de posibles estados.
También es de esperar la diferencia en el nimero de enlaces de las redes bayesianas
utilizando los criterios AIC y BIC (las lineas verticales roja y verde respectivamen-
te). Esto se debe a que para definir la funcion de probabilidad para la discretizacion
en cinco estados son necesarios mas parametros (para definir la probabilidad con-
dicional de un nodo con dos padres son necesarios 3% pardmetros con 3 estados y
3% con 5), y estas medidas tienen una penalizaciéon proporcional a esa cantidad, lo
que hace que paren antes. No obstante, estructuralmente tienen un comportamiento
similar, con un crecimiento inicial muy rapido y finalizando alrededor de 5000 enla-
ces. Por lo tanto, en el resto del trabajo, todas las redes seran entrenadas utilizando

la primera discretizacion, en tres intervalos.

Dado que LL es una medida de calidad que no penaliza la complejidad de la
red, anade alrededor de 5000 aristas en ambos casos. No obstante, a pesar de que la
puntuacion de la red es creciente, parte de estos enlaces son redundantes, como se

vera a continuacion.
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4.2.2. Validacion cruzada

La validacién cruzada es una técnica muy utilizada en el aprendizaje automético
para comprobar la capacidad de generalizaciéon un modelo, si este permite extrapolar
informacion correctamente a partir de datos nuevos, que no pertenecen al conjunto de
entrenamiento. Un modelo esta sobreajustado si explica muy bien los datos utilizados
para entrenarlo pero no generaliza, es decir, no es capaz de realizar predicciones

acertadas con nueva informacion.

Validacion Cruzada: LL, HC

< | .’ ”
(o] "
+ | .
@D -l-
q- ] -i'
._."' — BIC
o PLE — AIC
i * Enfrenamiento
D . Validacion
[ [ [ [ [
0 1000 2000 3000 4000
n® aristas

Figura 4.3: Medidas de maxima verosimilitud, LL(B;, D;) y LL(By, D,), respecto al

numero de enlaces de la red Bp

El método se aplica entrenando el modelo, la red bayesiana, con la mitad de
los datos, y evaluandolo utilizando la otra mitad. Los datos se separan de mane-
ra aleatoria en el conjunto de validaciéon, Dy, y en el de entrenamiento, D, para
después entrenar una red By utilizando Dy, el algoritmo hill-climbing y el criterio
LL. Para evaluar como se ajusta el modelo a los datos se utiliza LL, calculando
LL(Br, Dr)y LL(By, Dy) (2:29), como se muestra en la figura[d.3] Se puede obser-
var que LL(By, Dr) es consistente con la puntuacion de la red utilizando el conjunto

de datos completo, que se muestra en la figura [4.2a]

Por otra parte, a pesar de que la verosimilitud es creciente también para el con-
junto de validacion, la separacion que existe respecto a los datos de entrenamiento
es debido a un sobreajuste en el modelo. Esta diferencia es pequena debido a que los

datos son muy homogéneos (estan discretizados en solo tres estados) y tienen una
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fuerte dependencia espacial, por lo que el modelo es muy robusto. El sobreajuste
comienza alrededor de los 1000 enlaces, y aumenta en torno a los 1500. Después, se
mantiene constante a medida que crece la red, puesto que estos enlaces nuevos son
simplemente redundantes, pero no empeoran la generalizaciéon del modelo, siguen

explicando bien el test.

Para comprobar cémo crece la red anterior se realizan distintos histogramas para
representar la distribucion de distancias de sus enlaces. En la figura [£.4] se observa
como el algoritmo comienza anadiendo enlaces cortos, los locales, para conseguir
representar la consistencia espacial de los datos. Una vez ha anadido los enlaces
cortos, comienza a ser méas ventajoso incluir enlaces largos, que se corresponden con
las teleconexiones (dindmica de la circulacion que relaciona regiones distantes), los
cuales comienzan alrededor de los 700 enlaces. El histograma [4.4d] se corresponde
con el momento en la figura en el que comienza a aumentar la diferencia entre
la verosimilitud del conjunto de entrenamiento y la del conjunto de validacion. Se
puede apreciar que, principalmente, se estan anadiendo nuevos enlaces largos. Pos-
teriormente, la red contintia anadiendo mas enlaces de este tipo, al igual que otros
de longitud media (entre dos y cuatro kilometros), los cuales no empeoran el ajuste
de los datos de validacion, pero no son necesarios, ya que aumentan excesivamente

la complejidad del modelo.

El objetivo de utilizar redes bayesianas es obtener un modelo que proporcione
un balance entre su capacidad de generalizacion y su complejidad, que extraiga las
caracteristicas del sistema mas relevantes, ya que en un sistema complejo como es
el clima, tener demasiados parametros conlleva que sea dificil de analizar. A pesar
de que la calidad de la red sea creciente al aumentar el nimero de aristas, emplear
el modelo obtenido con el criterio LL supone trabajar con 6213 parametros. Por lo
tanto, se puede concluir que la red entrenada con el criterio LL no es un modelo
adecuado, lo cual queda reflejado en

Es conveniente encontrar un modelo que sea informativo, en el que haya un
balance entre la complejidad y el ajuste a los datos, por lo que se emplearan medidas
de calidad que penalicen la estructura en funcion de los parametros que necesite para

definir la funcién de probabilidad asociada, es decir, BIC y AIC.

4.2.3. Modelos con AIC y BIC

Como se puede observar en la figura [4.3], las redes bayesianas entrenadas con los
criterios BIC y AIC, dejan de anadir enlaces antes de que se produzca un sobreajus-

te. A continuacion, en la figura [4.6] se muestran dichas redes junto a histogramas



4.2 APRENDIZAJE DE REDES BAYESIANAS 35

LL, aristas totales:400

MuUmero de aristas
200 400

0

1T T T 1 1T 1T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)
(a) Histograma de la red con 400 enlaces

LL, aristas totales:1000

200 400

MNUmero de aristas
0

—r1 T 1 1 1T T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)
(c) Histograma de la red con 1000 enlaces

LL, aristas totales:1998

MNuUmero de aristas
200 400

0

1 T T 1 1T 1T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)

(e) Histograma de la red con 2000 enlaces

LL, aristas totales:700

Mumero de aristas
200 400

0

1 1 T 1 T 1T T 71T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)
(b) Histograma de la red con 700 enlaces

LL, aristas totales:1400

200 400

0

MUmero de aristas

—r1 1 T T 1 T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)
(d) Histograma de la red con 1400 enlaces

LL, aristas totales:3975

MNumero de aristas
200 400

0

1 1 T 1 T T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)

(f) Histograma de la red con 4000 enlaces

Figura 4.4: Histogramas de la distribucién de los enlaces en una red bayesiana en

funcion de su longitud, para distinto nimero total de aristas.
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Figura 4.5: Red bayesiana entrenada con LL

de sus enlaces en funcion de su longitud. Las redes estan representadas sobre un
mapamundi, en las que los enlaces representan relaciones de dependencia entre las
temperaturas en los correspondientes puntos, y cuyo color varia en funciéon de la dis-
tancia entre estos. Cuando se habla de enlaces cortos, se hace referencia a aquellos
que conectan puntos a una distancia igual o menor a 2000km, siendo los largos el
resto. En ambas redes, se encuentran mas enlaces cortos horizontales que verticales,
debido a que los puntos en un mismo paralelo tienen la misma latitud y por ello el
sol incide con el mismo éngulo en estos, por lo que sus tiempos de insolaciéon y la

intensidad de la radiacion son los mismos.

En la figura [4.0] esta reflejado que BIC permite menos enlaces en la red, casi la
mitad que AIC, debido a que penaliza mas el numero de pardametros (la penaliza-
cion de AIC es la dim(B), y la de BIC es 3dim(B)log N). Ademas, emplear BIC
conlleva que el aprendizaje de la red finalice cuando se estan empezando a anadir los
primeros enlaces largos, mientras que AIC continia anadiendo tanto enlaces cortos,
como largos. No obstante, dado que BIC si que anade enlaces largos en la zona de
los tropicos, a pesar de que sigue pudiendo anadir cortos (como contintia haciendo

AIC), queda reflejada la importancia de las teleconexiones para explicar el clima.

Por otra parte, la distribucion de los enlaces de las redes en funcién de su distancia
es similar a la que sigue la red entrenada con LL (figura|4.4)), pero no idéntica, puesto
que el orden en el que se anaden los enlaces no es el mismo con los distintos criterios.

Dado que AIC y BIC penalizan el niimero de parametros necesarios, es previsible
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que anadan antes enlaces que no supongan que un nodo tenga numerosos padres,
mientras que LL simplemente anade los enlaces que mas informacioén proporcionen.
Debido a que el score BIC restringe demasiado la complejidad de la red, y por ello
anade menos enlaces, se utilizara el score AIC para las redes dinamicas, obteniendo

asi un mejor equilibrio entre la explicabilidad del modelo y su complejidad.

4.3. Analisis de causalidad

4.3.1. Causalidad de Granger

Aplicar la definicion de Granger para comprobar si las relaciones presentes
en un conjunto de datos son causales es similar a aplicar tests de independencia en
el aprendizaje basado en restricciones para redes bayesianas (ver Sec. . Sin em-
bargo, en vez estudiar la independencia condicional de dos variables, condicionadas a
un conjunto reducido de otras (tipicamente limitado a tres o cuatro), se tendria que
realizar el test condicionando a todas las variables del sistema, que en este caso son
648, para todas las series temporales anteriores a la actual. Este método no es viable
estadisticamente, ya que al estar condicionado a tantas variables, con 360 instancias
en los datos, la incertidumbre es muy alta, por lo que disminuye considerablemente

el poder de deteccion.

De acuerdo con Runge et al.| (2019)), los métodos mas utilizados para detectar
relaciones causales entre series temporales en sistemas dindamicos complejos (como
es el caso del clima) son modelos de autoregresion lineal implementados en el marco
de la causalidad de Granger. Sin embargo, como ya se ha comentado, la alta di-
mension de los datos conlleva un poder de deteccion muy bajo. Por otra parte, en
Wismiiller et al. (2021)) se introduce un método de Granger no lineal y multivariado
para series temporales a gran escala, pero atn aplicado a datos de poca dimension,
con un maximo de 34 variables, por lo que para este problema, con 648 variables,

no es una opciéon adecuada.

Ademas, en|Zou y Feng (2009)), se realiza una comparacién entre la capacidad de
las redes bayesianas dindmicas y de la causalidad de Granger (mediante un modelo
multivariado) para detectar relaciones causales en series temporales. El estudio con-
cluye que, para problemas en los que el conjunto de datos es grande, el método de
Granger proporciona mejores resultados, pero para aquellos en los que el conjunto

de datos es menor, son mas adecuadas las redes bayesianas dinamicas.

Dado que para el problema que se trata en este trabajo el nimero de variables es
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elevado, 648, y el conjunto de datos es pequeno, 360, se van a aplicar redes bayesianas
dindmicas para detectar relaciones causales, puesto que es previsible que obtengan

mejores resultados que la causalidad de Granger.

4.3.2. Redes bayesianas dindmicas

En base a los resultados obtenidos en la seccion [4.2.3] sobre distintas configu-
racions de los métodos de aprendizaje de redes bayesianas, para el aprendizaje de
redes bayesianas dinamicas se aplica el algoritmo hill-climbing y la medida de cali-
dad basada en la medida de informacién de Akaike (AIC), [3.18 Se han entrenado
diferentes redes con desfases temporales (DT') distintos (entre uno y seis meses). Por
ejemplo, las figuras y muestran los resultados para desfases de uno y cinco

meses, respectivamente.

En cada figura se muestran tres mapas cuyos titulos indican qué series tempo-
rales conectan los enlaces de la red representada y el ntmero total de aristas de
la red bayesiana dinamica completa. El mapa superior se corresponde con la red
inicial, By, puesto que representa las relaciones intratemporales del tiempo T0. Los
dos restantes, juntos, componen la red de transicion B_,. No obstante, se muestra
separada en dos figuras para facilitar su comprension. En la del medio estan repre-
sentados los enlaces intratemporales, estaticos, de la red de transicion. La de abajo,
en cambio, representa los enlaces intertemporales, dinamicos, que conectan nodos
que se encuentran en series temporales consecutivas (puesto que se asume la suposi-
cion de Markov). Estos enlaces son aquellos que representan relaciones causalidad,
y por ello estan representados con flechas, para poder distinguir causa y efecto en
la representacion, que se corresponden con el pasado y el futuro respectivamente.
En el estudio realizado por [Zou y Feng (2009), se consideran como relaciones de
causa-efecto aquellas existentes entre series temporales distintas que se verificaban
para un 95% de la poblacion. Sin embargo, en este trabajo no se realizara dicha

comprobacion.

Ademas, junto a la representacion de las redes, también se presentan los histo-
gramas de la longitud de sus enlaces, estando separados de la misma manera que la
estructura grafica. Por una parte se muestra la distribucion de los enlaces de By y

después la de la red de transicion, otra vez, separada en aristas dinamicas y estaticas.
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En la figura se encuentra la estructura gréfica de la red bayesiana dinamica
para la cual el desfase temporal es de un mes (DT = 1), es decir, la diferencia tem-
poral entre los nodos de la red inicial y los de la red de transicion es de un mes. Los
histogramas de sus enlaces se muestran en la figura [£.9 Respecto a la distribucion y
numero de los enlaces de la red inicial, se puede observar como el histograma es
practicamente idéntico al histograma[4.6d] de la red bayesiana entrenada con AIC. Es
posible que las pequenas diferencias que hay entre ambas se deban a que el conjunto
de entrenamiento de By difiere respecto al de la red bayesiana no dinamica. Por
otra parte, también se muestra como, de los 413 enlaces intertemporales que tiene
la red, aproximadamente 175 son locales, de 1000km o menos. Esto es coherente con
que la diferencia entre las series temporales es de solo un mes y asi, la persistencia
del tiempo, la tendencia de las condiciones meteorolégicas a mantenerse en tiempos
sucesivos, v la fuerte dependencia espacial local de los datos siguen teniendo impor-

tancia. El resto de enlaces, de mayor longitud, representan las teleconexiones.

También se ha entrenado una red bayesiana dindmica con un desfase temporal de
cinco meses (DT = 5). La estructura de la red bayesiana dinamica obtenida se pre-
senta en la figura[4.8] y los histogramas de sus enlaces en funcion de la distancia en
Comparando esta red con la que se obtiene empleando T'S = 1, se observa que
una de las principales diferencias esta en la distribucion de los enlaces dinamicos. En
el caso T'S = 1, de los 413 enlaces dindmicos que tiene la red, alrededor de 175 son
de locales. Sin embargo, si T'S = 5, la diferencia temporal es de cinco meses, y en el
histograma se puede apreciar como apenas existen enlaces dinamicos locales,
primando los que cubren distancias més largas. Esto se debe a que las dependencias
locales debido a la persistencia ya no se mantienen, al ser cinco veces mayor la di-

ferencia temporal, en cambio, las teleconexiones si que continiian siendo importantes.

A continuacion, la figura muestra el distinto nimero de enlaces para cada
red dinamica, dependiendo del desfase temporal empleado para entrenarla. Los en-
laces se muestran agrupados segtin pertenecen a la red inicial By, a la parte estatica
de la red de transicion o a su parte dinamica. En esta esta reflejado como los enla-
ces dindmicos de B_, disminuyen a partir de un desfase de dos meses, para después
estabilizarse, perdiendo los enlaces locales, puesto que deja de haber persistencia, y
conservando tnicamente las teleconexiones. Esto tiene un efecto en la parte estéti-
ca de la red de transiciéon, ya que aumentan los intratemporales si disminuyen los
intertemporales. Respecto a la red inicial, la cantidad de enlaces varia ligeramente,
debido a las diferencias en los conjuntos de datos mediante los cuales se realiza el

entrenamiento.



4.3 ANALISIS DE CAUSALIDAD 43

TOTO aristas totales:1455 T1T1 aristas totales:1147

w w

[ i)

£ g z 3

@ m

@ @

T o T o

o o o o

z o g o

£ £

2 o] % [=]

z T T T T T 1 T T T T T ]

0 4000 8000 12000 16000 20000 0 4000 8000 12000 16000 20000
Distancia de las aristas (km) Distancia de las aristas (km)

(a) Histograma de las aristas de By  (b) Hist. de las aristas estaticas de B_,

TOT1 aristas totales:413

200 400

[ _

I T T T T 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Numero de aristas

0

Distancia de las aristas (km)
(c) Hist. de las aristas dinamicas de B,

Figura 4.9: Histogramas de la longitud de los enlaces de la red representada en

TOTO aristas totales:1458 T5TS aristas totales:1266

w w

[ i)

z 3 2 8

@ m

@ @

e o - [=]

o o o o

z o g o

£ £

2 o] % [=]

z T T T T T 1 T T T T T ]

0 4000 8000 12000 16000 20000 0 4000 8000 12000 16000 20000
Distancia de las aristas (km) Distancia de las aristas (km)

(a) Histograma de las aristas de By (b) Hist. de las aristas estaticas de B_,

TOTS aristas totales:310

200 400

Numero de aristas

l

[ I I I I i 1
0 4000 8000 12000 16000 20000

Distancia de las aristas (km)
(c) Hist. de las aristas dinamicas de B,

Figura 4.10: Histogramas de la longitud de los enlaces de la red representada en



44 EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

1500 -

1000- Step
M -

M-

| E

4

5

500 - . 6

Ndmera de enlaces

0-

I
Enlaces Red Inicial Enlaces Trans. Dindmicos  Enlaces Trans. Estaticos
Tipo de enlaces

Figura 4.11: Grafica de barras del nimero de enlaces de distintas redes dindmicas,

segun el tipo.

Adicionalmente, se ha probado otro método para realizar el aprendizaje de las
redes bayesianas dinamicas, cuyos resultados se muestran en [4.12| Este consiste en
realizar primero el aprendizaje de la red bayesiana inicial, By, y después asumir que
los enlaces estaticos de esta son los mismos que aquellos en la red de transicion,
B_.. Entonces, las relaciones entre los nodos en una misma serie temporal no varian
respecto al instante inicial. Por ultimo, se anaden los enlaces dinamicos de la red de
transicion. Utilizando esta técnica se obtienen menos enlaces dindmicos, puesto que,
al imponer la red estéatica de By en B_,, se consigue que las relaciones de los datos
estén suficientemente explicadas, perdiendo importancia y capacidad de explicacion
los enlaces dindmicos. Concretamente, su aplicacion con el criterio AIC produce tan
solo un tnico enlace dinamico, que ademés es de un nodo consigo mismo y por lo
tanto, no sale reflejado en la figura [1.12] pero si en el histograma correspondiente
(aunque es dificil de apreciar, se trata de un pequeno punto sobre el cero del

eje horizontal).

Respecto a la causalidad en las redes bayesianas dinamicas en la aplicaciéon en
clima, los enlaces intertemporales para desfases temporales de dos meses se corres-
ponden con teleconexiones y estas son, fisicamente, relaciones causales. Para confir-

mar tedricamente si esa causalidad se da, es necesario algin criterio o definicién de

causalidad. Como ya se ha mencionado, en |Zou y Feng (2009) se consideran como
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causales aquellos enlaces intertemporales que se verifican para un 95 % de los datos,

pero existen otros métodos (ver Eichler y Didelez| (2012)).




Capitulo 5
Conclusiones

En la actualidad, uno de los métodos méas extendidos para detectar relaciones
causales en clima es la causalidad de Granger. Sin embargo, para conjuntos de datos
de alta dimension, como es el caso del problema estudiado a lo largo de este trabajo,
se ha visto que tanto aplicar métodos basados en Granger, como utilizar la definicion
original para realizar tests de independencia no es apropiado. La gran cantidad de
variables, unido a que el conjunto de datos disponible es pequeno, causa que estas

técnicas tengan un muy reducido poder de deteccion.

Como alternativa a la causalidad de Granger, se ha estudiado una opcién mas
practica, las redes bayesianas dindmicas, una extension de las redes bayesianas en la
que se introduce la dimension del tiempo. En estas, las relaciones causales quedan
determinadas mediante relaciones de dependencia entre series temporales distintas,
en las cuales el tiempo establece la causa y el efecto (pasado y futuro respectiva-

mente).

Tras analizar y explorar la aplicacion de redes probabilisticas, en concreto redes
bayesianas, para la modelizacion de datos climéticos (en particular datos globales
de temperatura para un periodo de 30 afios), se concluye que el método que mejor
equilibrio proporciona entre la complejidad del modelo y su explicabilidad es aplicar
el algoritmo hill-climbing, basado en puntuaciéon y busqueda, y el criterio de infor-
maciéon de Akaike, una medida de calidad basada en teoria de la informacion. Por

lo tanto, esta metodologia es la que se ha empleado en las redes bayesianas dinamicas.

Utilizar redes bayesianas dindmicas para detectar relaciones causales ha produ-
cido los resultados esperados, detectando teleconexiones que modulan el comporta-
miento del clima de regiones distantes para distintos desfases temporales y omitiendo

los enlaces locales debidos a la persistencia, a partir de un desfase de dos meses. Es-
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tas relaciones coinciden con el conocimiento fisico que se tiene del sistema y se deben
a procesos causales. No obstante, para analizar mas en detalle dicha causalidad, son

necesarios criterios adicionales.
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