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Resumen

Este trabajo esta dedicado al calculo de aproximaciones del volumen de conjuntos semi-
algebraicos. Estos conjuntos estdn formados por una unién finita de conjuntos definidos
mediante ecuaciones y desigualdades polinomicas. Para ello, se proporcionaran los teore-
mas y proposiciones necesarios para acotar el volumen de conjuntos semi-algebraicos que
esten contenidos en cubos de R" y se explicaran distintos algoritmos con el objetivo de
calcular dichas aproximaciones.

Palabras Clave: Conjunto semi-algebraico, Aproximacion, Volumen , Algoritmo.

Abstract

This work is devoted to the computation of volume approximations of semialgebraic sets.
These sets are formed by a finite union of sets defined by means of equations and polyno-
mial inequalities. For this purpose, the theorems and propositions necessary to bound the
volume of semialgebraic sets contained in R™ cubes will be proved and different algorithms
to compute these approximations will be explained.

Palabras Clave: Semialgebraic Sets, Approximation, Volume, Algorithm.
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Introduccion

El célculo de areas y volumenes ha estado presente en las matematicas desde la Antigua
Grecia. Arquimedes, en el siglo III A.C., afirmé que el volumen de la esfera es igual a dos
tercios del volumen del cilindro circular circunscrito a ella. Esta afirmacion se basa en el
método de exhaucién de Eudoxo el cual, 2000 anos mas tarde, desembocé en el calculo
intregral. En esta misma época se empezaron a plantear problemas cotidianos usando
conceptos geométricos como la tangente a una curva, que dieron origen a lo que actual-
mente conocemos como calculo infinitesimal. Estos problemas no encontraron métodos de
resoluciéon hasta el siglo XVII de la mano de Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz
que, al sintetizar y unir sus ideas, dieron los primeros pasos del calculo diferencial.

El célculo diferencial junto al calculo integral tienen mucha importancia en el célculo
de areas, volimenes y en el estudio de los conjuntos y sus propiedades. Por un lado,
el calculo integral se encarga del estudio de las integrales, a partir de estas se pueden
calcular volimenes, areas, resolver ecuaciones diferenciales o analizar comportamientos
y propiedades de las funciones. Por el otro lado, el célculo diferencial es una parte del
calculo infinitesimal y estudia como cambian las funciones continuas usando principal-
mente la nocién de derivada, lo cual permite hacer un analisis de los comportamientos de
las funciones.

El avance del conocimiento matematico ha dado lugar a muchos tipos de conjuntos,
alguno de ellos de gran complejidad, lo que complica su estudio y en consecuencia el
calculo de su tamano. Ejemplo de ello son los conjuntos semi-algebraicos, que al estar
formados por una unién finita de conjuntos definidos mediante ecuaciones e inecuaciones
polinémicas, da lugar a un gran abanico de conjuntos, desde los conjuntos mas basicos y
de facil estudio como la esfera, hasta otros tan complejos que resulta imposible calcular
su volumen de forma analitica. En este trabajo se va a intentar realizar una aproximacion
del volumen de los conjuntos semi-algebraicos cuando esta acotacion sea posible y que sea
util para conjuntos cuyo calculo requiera una gran dificultad.

El desarrollo de la informatica ha tenido un papel fundamental en la investigacién
matematica, en concreto en la matemédtica computacional, que es la rama encargada de
la resolucion de problemas mediante la simulaciéon por ordenador. En el siglo XVII, el
matematico y filésofo Blaise Pascal crea la primera méaquina capaz de realizar calculos.
Este invento es el precursor de las calculadoras y computadoras modernas, pero no es
hasta mediados del siglo XX cuando aparecen los primeros ordenadores electronicos y
los primeros lenguajes de programacién, que evolucionaran hasta llegar a los lenguajes



actuales. En este trabajo se usara la plataforma de programacién y calculo ntimerico,
Matlab, que junto a un algoritmo permitird obtener aproximaciones de los volimenes de
distintos conjuntos semi-algebraicos.

Este problema se puede ver desde el punto de vista de estimar el volumen de un
conjunto semialgebraico o, como indica el titulo de este TFG, de estimar el nimero de
puntos enteros en conjuntos semialgebraicos: ambos son versiones equivalentes del mismo
problema, puesto que el volumen se estima como la proporciéon de puntos en una rejilla
en el conjunto frente al total, y mediante una homotecia de la razén apropiada, esto es
equivalente a contar puntos enteros en el conjunto resultante. Durante el desarrollo del
trabajo nos ha parecido mas natural centrarnos en el estudio desde el punto de vista del
volumen, por lo que mantenemos esa version del problema en el resto de la memoria.

Por tanto, en base a los conocimientos matematicos desarrollados en las distintas ra-
mas como el calculo integral, calculo diferencial y matematica computacional se realizara
este trabajo.

En el primer capitulo se definirdn los conjuntos semi-algebraicos y se enunciaran sus
principales propiedades. También se explicaran otras caracteristicas de los conjuntos que
permitaran comprender mejor su comportamiento.

En el segundo capitulo, se realizara la demostracion de que el volumen de un conjunto
semi-algebraico contenido en [0, 1]™ esta acotado, para posteriormente mostrar y explicar
dos algoritmos que aproximen su volumen. También se explicara como aproximar el vol-
umen de conjuntos semi-algebraicos acotados pero que no estédn contenidos en [0,1]™.

Finalmente, se pondra en practica lo visto en el segundo capitulo. Para ello, se realizan
varios ejemplos de distinta dificultad. Este proceso se hard mediante un cédigo en Matlab
que simule uno de los algoritmos. Con los resultados obtenidos se observara la precision
y eficacia del algoritmo.



Capitulo 1

Conceptos basicos

Este primer capitulo va a estar destinado principalmente a definir los conjuntos semi-
algebraicos, sobre los cuales se va a desarrollar este trabajo, ademéas de exponer sus
caracteristicas y detallar sus principales propiedades.

Por otro lado, se dard una introduccién a otras propiedades necesarias para poder de-
mostrar los distintos teoremas utilizados para acotar el volumen de dichos conjuntos.

1.1 Conjuntos semi-algebraicos

En este trabajo se va a tratar de calcular o aproximar el volumen de conjuntos semi-
algebraicos. Estos conjuntos tienen unas ciertas caracteristicas que van a ser utiles a la
hora de aproximar su volumen mediante un algoritmo. A continuacién, se van a definir
los conjuntos semi-algebraicos, ademas de explicar algunas de sus principales propiedades.

Definicién 1.1.1 (Conjunto semi-algebraico). Un conjunto semi-algebraico estd for-
mado por una union finita de conjuntos semi-algebraicos basicos.

Definicién 1.1.2 (Conjunto semi-algebraico bésico). Un conjunto semi-algebraico
bdsico es un subconjunto S C R™ definido por una cantidad finita de ecuaciones polinomicas
de la forma P(x1,...,x,) = 0 y de desigualdades de la forma Q(x1,...,x,) > 0. Un con-
Jgunto semi-algebrdico bdsico se puede expresar de la siguiente forma.

{r eR":pi(x) =0,...,p(x) =0,q1(x) >0, ..., gm(x) > 0}

Donde py(x), ..., pr(x), ¢1(2), ..., gm(x) son polinomios en n incognitas 1, ..., T,.

Una de las cualidades de estos conjuntos es la facilidad para saber si un punto pertenece
al conjunto o no. Es decir, sea E un conjunto semi-algebraico y sea x € R™ un punto,
entonces x € E si verifica las ecuaciones y desigualdades vistas en la anterior definicion.

Aparte de esta caracteristica, los conjuntos semi-algebraicos tienen méas propiedades,
las cuales van a ser detalladas a continuacién siguiendo el trabajo de M. Coste en [Cos98|.
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Proposicién 1.1.3. (Propiedades de los conjuntos semi-algebraicos.)

i) Los conjuntos semi-algebraicos son cerrados bajo las operaciones de union, interseccion
y complementario. Fs decir, sean A y B dos conjuntos semialgebraicos. Entonces A U B,
AN By A¢ son conjuntos semi-algebraicos.

it) Los conjuntos semi-algebraicos son cerrados bajo transformaciones afines. FEs decir,
sea A un conjunto semi-algebraico y sea f una transformacion afin, entonces f(A) es un
congunto semi-algebraico.

iii) (Teorema de Tarski-Seidenberg). Sea A un conjunto semi-algebraico de dimension
n y sea m < n. Entonces, considerando la proyeccion, © : R* — R™, la imagen de A
por la proyeccion, w(A), es un conjunto semi-algebraico.

iv) Un conjunto semi-algebraico es un conjunto medible Lebesgue.

Demostracion.

i) Sean A y B dos conjuntos semi-algebraicos, formados por una cantidad finita de con-
juntos semi-algebraicos basicos definidos de la siguiente manera.
A, ={reR":pi(x)=0,q; >0}
B, ={z eR": fy(x) =0,g; > 0}

Entonces, se tiene que ver que los conjuntos S = A U B y S’ = A N B son conjuntos
semi-algebraicos. Viendo como estan definidos los conjuntos A y B y siendo N y M dos
nimeros naturales, podemos definir S de la siguiente forma.

S = (UiV:OAn) U (U%:OBm>

Por definion este conjunto es semi-algebraico.
El conjunto S’ se va a definir de la siguiente forma.

S = (UnN:OAn) N (Urj\r/{:OBm>

Entonces S’ se define como el conjunto que contiene todos los puntos que pertenecen a
ambos conjuntos. Como estos conjuntos estan formados por la unién finita de conjuntos
definidos mediante una combinacién de ecuaciones y desigualdades, entonces dicha inter-
seccién se podra definir como una unién finita de conjuntos dados por una combinacion
de ecuaciones y desigualdades. Concluyendo que por definicién S’ es un conjunto es semi-
algebraico.



Ahora se comprobara si el conjunto complementario de A es un conjunto semi-algebraico,
para ello se definirdn los conjuntos semi-algebraicos basicos que lo forman como A¢, me-
diante la siguiente expresion.

A={o ¢ At ={zeR":0<pi(x) o pi(x) >0 0 ¢; <0 0 ¢; =0} =
={reR":p(x)>00 —qg; >0 0 —pi(z) >0 0 g =0}

Entonces queda visto que A€ se puede expresar como una combinacién de ecuaciones
y desigualdades, siendo A° un conjunto semi-algebraico.

Si A es un conjunto semi-algebraico cualquiera, su complementario es la interseccion
de los conjuntos semi-algebraicos dados por el complementario de los conjuntos semi-
algebraicos basicos que forman A. Por lo tanto, A¢ es tambien semi-algebraico.

ii) Una transformacién afin es una aplicacién entre dos espacios afines tal que f(x) = Ax
+ b. Entonces, sea A un conjunto semi-algebraico el cual estda formado por una unién
finita de conjuntos semi-algebraicos béasicos expresados mediante una cantidad finita de
ecuaciones p;(x) = 0 y de desigualdades g;(x) > 0. Si se aplica la transformacién afin f a
un conjunto A;, se obtendra un conjunto definido por la siguiente expresion.

A = f(A) = {z € R : py(F(2)) = 0, oo e[ £(2)) = 0, @u(F(x)) > O, o (£ () > 0}

El conjunto A’; esta definido por una cantidad finita de ecuaciones e inecuaciones, por
tanto se puede concluir que es un conjunto semi-algebraico basico. Entonces el conjunto
A’ esta expresado de la siguiente forma:

Por la Definicion [1.1.1], se puede concluir que A’ es un conjunto semi-algebraico.
iii) Véase en [Cos02].

iv) Para esta demostracion se van a usar dos propiedades de los conjuntos medibles. La
primera dice que los conjuntos cerrados y abiertos son conjuntos medibles Lebesgue y la
segunda indica que la unién y la interseccién finitas de conjuntos medibles Lebesgue es
un conjunto medible Lebesgue. ([FF02])

Entonces usando la Definicion [I.1.2]de conjunto semi-algebraico bésico, dicho conjunto
esta formado por una union finita de conjuntos abiertos y de conjuntos cerrados expresados
por las ecuaciones y desigualdades que definen los distintos conjuntos semi-algebraicos
basicos. Entonces los conjuntos semi-algebraicos basicos son medibles Lebesgue y cémo
un conjunto semi-algebraico es una unién finita de conjuntos semi-algebraicos basicos,
es decir, una unién finita de conjuntos medibles Lebesgue, se concluye que un conjunto
semi-algebraico es un conjunto medible Lebesgue. O
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Observacion 1.1.4. Un conjunto algebraico es el conjunto de ceros de un conjunto de
polinomios. Entonces, un conjunto algebraico es un conjunto semi-algebraico bdsico pero
el reciproco no se cumple.([AM95])

Un ejemplo de un conjunto semi-algebraico basico que no es un conjunto algebraico es el
conjunto:

S ={(z,y) €eR*y>1/x Az >0}

Este conjunto es semi-algebraico badsico, pero no es un conjunto algebraico ya que no puede
ser descrito como la solucion de un niumero finito de ecuaciones polinomiales.

Figura 1.1: Ejemplo de conjunto semi-algebraico béasico que no es algebraico. Dicho
conjunto se expresa mediante la ecuacién {(z,y) € R%y > 1/z Az > 0}.

Por 1ultimo, se van a mostrar algunos ejemplos de conjuntos semi-algebraicos, con sus
respectivas ecuaciones y desigualdades que los definen.

Ejemplo 1.1.5. i) En R cualquier intervalo de la forma (a,b) con a,b € R y a <
b es un conjunto semi-algebraico. FEstos intervalos se pueden definir mediante la
siguiente expresion.

{reR:a<xz<b}

i) El conjunto S = {(z,y) € R? : 2% +y? < 1} ,es decir, es el circulo de centro (0,0) y
radio 1.



ii1) El conjunto S = {(z,y,2) € R® : x® +y*+ 22 < 1,2 > 0}. Este conjunto representa
la mitad superior de la bola cerrada de centro (0,0,0) y radio 1.

iv El conjunto S = {(z,y,2) € R®: 22 +y* — 22 < 1 }, es decir, el hiperboloide de una
hoja.

v) El cono de revolucion es un conjunto semi-algebraico, ya que este conjunto es for-
mado por los puntos que satisfacen que: {(z,y,z) € R® : 2?2 +¢y> — 22 < 0,2 >

0,y =+Vvz—2?}

Figura 1.2: Ejemplo de conjunto semi-algebraico. Representa el circulo de centro (0,0) y
radio 1 y viene definido por la expresién {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}.

Figura 1.3: Ejemplo de conjunto semi-algebraico. Representa el hiperboloide de una hoja
definido por la ecuacién {(z,y,z) € R3: 2% + y? — 22 < 1}.



1.2 Algunos conceptos topolégicos.

La topologia es la rama de las matematicas encargada de estudiar las propiedades de las
figuras o conjuntos que permanecen invariantes cuando dichos objetos son deformados o
plegados, de forma que no se pierden puntos ni aparecen nuevos puntos en el conjunto.
Estos conjuntos son transformados mediante funciones continuas. Una de las propiedades
que estudia la topologia es la conexidad de los conjuntos, y este concepto va a ser impor-
tante en este trabajo.

Una de las ideas principales para obtener la aproximacion del volumen de conjunto E, es
obtener la cantidad de componentes conexas que tiene E cuando se interseca con una linea
paralela a un eje de coordenadas. Por tanto, es importante definir que es un conjunto
conexo, para ello se introduciran primero algunos conceptos topoldgicos.

Definicién 1.2.1 (Topologia). Una topologia sobre un conjunto X es una coleccion ¥
de subconjuntos de X que verifica:

1)), xe%

2) La union de elementos de T pertenece a X.

3) La interseccion finita de elementos de T pertenece a %,

Definicién 1.2.2 (Espacio topolégico). Un espacio topoldgico es un par (X,%) donde X
es un conjunto y T es una topologia sobre X. Los elementos de ¥ se denominan conjuntos
abiertos de la topologia.

Intuitivamente, un conjunto se considera conexo si aparece como una unica pieza, es
decir, no puede dividirse en dos o mas componentes.

Definicién 1.2.3 (Conjunto conexo.). Sea un subconjunto C C X de un espacio
topolégico (X,%) se dice conexo si no existen dos conjuntos abiertos disjuntos no vacios
Uy VenX tales que C = UU V.

Despues de detallar que es un conjunto conexo, otra propiedad importante de los
conjuntos sobre los que se va a aproximar su volumen es que son conjuntos acotados.

Definicién 1.2.4 (Conjunto acotado.). Un conjunto S C R"™ se dice que es acotado,
st existe un valor v > 0, tal que, existe una bola contenida en R™ de centro 0 y radio r
que contiene al conjunto S.

Ir>0:5CB0,r)

Como los conjuntos sobre los que se van a trabajar estan contenidos en un cubo de R",
es facil ver que existe una bola de centro 0 en R™ que contiene a dicho cubo, bastaria con
tomar el radio r como la mayor distancia del centro a un punto del cubo. Por tanto, dicha
bola contiene cualquiera de dichos conjuntos, de forma que estos conjuntos son acotados.



Capitulo 2

Aproximaciéon del volumen de
conjuntos semi-algebraicos

En este capitulo, primero se va a realizar la demostracién de que el volumen de los con-
juntos semi-algebraicos acotados, los cuales se denotaran por E, va a estar acotado por
un valor obtenido en funcién de la dimension en la que se trabaje y de las ecuaciones que
definan dicho conjunto.

Después se van a generar distintos algoritmos que aproximen con la mayor exactitud
posible el volumen de los conjuntos. Por lo tanto, se va a calcular una aproximacion del
volumen en funcién de ¢, siendo € > 0 y obteniendo un valor que difiere del volumen del
conjunto E en una cantidad maxima de e.

Los distintos teoremas, proposiciones, lemas con sus correspondientes demostraciones
y los algoritmos que se van a ver en este capitulo estan basados en [SS98] y en [Koi95|

2.1 Acotacion del volumen de E.

La idea para calcular el volumen de E es contar el niimero de puntos de una cuadricula
que pertenecen a dicho conjunto. Para ello, se va a considerar E un conjunto acotado, ya
que esta contenido en un cubo de R™, con la propiedad de que, para toda linea L paralela
a uno de los ejes de coordenadas, el nimero de componentes conexas de la interseccién L
N E es menor a una constante.

Definicién 2.1.1. Sea E C R"™, se define k(E) como el mdzimo nimero de componentes
conezxas de E N L, siendo L una linea paralela a algin eje de coordenadas.

En particular, en dimensién 1, k(E) es el nimero de componentes conexas de E. A
continuacién, se va a acotar el valor de k(E) para cualquier dimensién n.

Proposicién 2.1.2. Sea E C R™ un conjunto semi-algebraico definido por una cantidad
finita (s) de ecuaciones y de desigualdades polindmicas con grado, respecto una variable,
a lo sumo d. Entonces k(E) < sd+ 1.



Demostracion. Sea L una recta paralela a un eje cualquiera, entonces la interseccion L N
E viene dada por una combinacién de s ecuaciones y desigualdades polinémicas de grado
maximo d. Las raices de estos polinomios estan limitadas en niimero por un valor igual a
sd y determinan un méaximo de sd+ 1 intervalos. Cada uno de estos intervalos estdn en E
o en su complementario, con lo cual se demuestra de forma directa que k(E) < sd+1. [

Se pueden obtener limites superiores exponenciales para k(E), si en la expresién que
define el conjunto intervienen funciones exponenciales. Esto es una consecuencia directa
de los resultados de Khovanskii en [Kho91].

Ahora se va a considerar un conjunto E C [0, 1]", con el objetivo de aproximar su vol-
umen, el cual se va a denotar por v(E). Para ello, se considera un niimero natural N € N
y su inverso h= % A partir de estos valores se va a definir una cuadricula G contenida
en [0,1]" dada por los puntos (y1,...,y,) con y; € {0,h,2h,...,(N-1)h}. De esta forma, se
genera una cuadricula con una finura h, la cual contiene N™ puntos y se quiere estimar,
en funcién de v(E), la proporcién de puntos de ellos pertenece a E, a esta proporcién se
la va a denotar por u(E).

La finura de la cuadricula G, va a tener una gran importancia en la precisién del algo-
ritmo, ya que, a medida que h es mas pequeno N es mas grande y entonces la cuadricula
contiene mas puntos y, por tanto, la proporcién py,(E) que va a dar el algoritmo es més
proxima al volumen de E.

Para ver esto, se van a mostrar dos ejemplos de cuadriculas en R? que muestren la
diferencia de puntos en funcién de la finura.

En la primera cuadricula vamos a tomar un N igual a 3 mientras que en la segunda N es
igual a 10. El objetivo es observar como la finura disminuye proporcionalmente a medida
que aumenta N. En cambio, el nimero de puntos contenidos en la segunda cuadricula au-
menta cuadraticamente respecto a la primera. Esto es debido a que el niimero de puntos
es igual a N siendo en este caso n=2.



Figura 2.1: Cuadricula contenida en el cuadrado [0,1]> € R%. Con una finura h= %, con
N= 3 y contine 9 puntos.

Figura 2.2: Cuadricula contenida en el cuadrado [0,1]*> C R% Con una finura h= 0.1, con
N= 10 y contine 100 puntos.

A continuacion, se va a empezar a aproximar el volumen de un conjunto E de di-
mensién 1y que esté contenido en el intervalo [0,1]. Para ello se va a calcular la diferencia
entre py,(E) y el volumen de E.

Lema 2.1.3. Sea E C[0,1] un conjunto medible tal que k(E) es finito. Entonces se verifica
que:
[ (E) —v(E)| < h - k(E)

Demostracion. En el caso unidimensional, todo conjunto conexo es un intervalo, luego el
conjunto E se puede escribir como unién disjunta de x(E) intervalos I, ... , Ly(g).
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Para aproximar el volumen de E, bastaria con aproximar el volumen de cada intervalo
I; con j=1,...,k(E) y usar la siguiente desigualdad.

k(E)
[ (E) —v(E)| < Z [ (1;) — v()]

Sea I; cualquiera de las componentes conexas de E y sea k la cantidad de puntos de la
cuadricula G contenidos en I;. Entonces el volumen de v(/;) satisface que:

(k—1)-h < o(l;) < (k+1)-h

Siendo h la finura de la cuadricula y k la cantidad de puntos de la cuadricula que
pertenecen a I;.

Por otro lado, uy es igual a hk. Entonces se deduce que para todas las componentes
conexas I; de E se cumple que |p,(I;) — v(I;)| < h. En consecuencia, se demuestra que
un(E) = o(E)| < h- w(E) O

Con este lema y su correspondiente demostracién queda aproximado el volumen de un
conjunto E contenido el intervalo [0, 1].

A continuacién, se va a realizar la misma demostracién en dimensién n, es decir, el
conjunto E va a estar contenido en [0,1]™.

Teorema 2.1.4. Sea E C [0,1]" un conjunto medible tal que k(E) es finito. Entonces se
cumple:

n(E) = v(E)| < n-h-r(E) (2.1)

Demostracion. Esta demostracién se va a realizar por inducciéon. Como hemos visto ante-
riormente en el Lema este Teorema se cumple para n=1. Entonces, se va a considerar
que n> 2.

El conjunto E se puede definir mediante su funcién caracteristica f; y obtener el vol-
umen mediante la siguiente integral.

v(E) = fe(z1, oy xp)dey, ...y day,

[0,1]"

Por otro lado, se sabe que para n=1 p; = Z;(j) pn(L;), con pp(l;) = k- h siendo k el

nimero de puntos de G contenidos en I;. Entonces, para n> 2, se tiene que:
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N-1

i1 50eyin=0

Con estas dos igualdades es facil obtener que |us(E) — v(E)| es igual a

N-1
n
h E fE(hll’7h’1n) - fE(Il,,xn)dxl,,dxn
14eeyin=0 [0,1]™
Este valor absoluto como maximo es
N-1

fe(z, .y xy)dxy, ... dx, — h Z / fe(hiyxo, ... xy)dxs, ..., Ty
=0 J0.1nt

[0,1]»

N-1 N-1

hZ/[;)l]n1fE<h/iax27-.-7xn)dx2,...,xn_hn Z fE(l’Lll”hln)

=0

+

124eyin=0

A continuacién, se van a acotar ambos términos, para obtener el resultado del teorema.

Primero se va a trabajar sobre el primer término. Para ello se van a invertir el orden de
los simbolos de suma y de integracién obteniendo la siguiente acotacion.

N-1

fe(xy, .oy xy)dxy, ... dx, — h Z/ fe(hi, zo, ..y xy)dzs, ... 2y
0,11

[0,1]™ i=0

< SUP(zs,...x7) € [07 1]n—1

1 N-1
/ Te(x1, oy xy)day —hZfE(hi,xg,...,xn)
0 i=0

Para cualquier punto (as, ...,a,) € [0,1]""!, y para el conjunto G, generado por la inter-
seccién de E y la linea dada por x3 = as, ..., z,, = a, , es decir, G = E N {xy = ag, ..., z,, =
an}, se tiene que k(G) < k(E). Entonces aplicando el Lema 2.1.3 se obtiene que el valor
de
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1 N-1
/ fe(z1,a0...,an)dxy — h ZfE(hi,ag, ey U)
0 i=0

es como méaximo hx(E), de lo cual se deduce que el supremo estd acotado por hx(E). De
esta forma queda acotado el primer término.

Para acotar el segundo término, se va a tomar y = Xs,...,x,, v de esta forma facilitar la
comprension de esta demostracion. Entonces, este término va a estar de la siguiente forma.

N-1 N-1 N-1

=0 1=0 12,...,in=0

N-1 N-1
< h Z /[ | fe(hi,y)dy — h"~ Z fe(his by, o i)
i=0 |/ [0,1]" ! i9y0rrrin=0

Para cualquier i < N — 1 se va a considerar el hiperplano H;, el cual esta formado por
todos los puntos de R™ cuya primera coordenada x; es igual a h;, es decir, la ecuaciéon que
define H; es {1 = h;}. Se toma el conjunto F dado por la interseccién de E y H;, por lo
cual F = E N H; C [0,1]"! y satisface que x(F) < x(E). Por hipdtesis inductiva, se tiene
que |un(F) —v(E)| < (n—1)hs(F). Esto implica que:

N-1 N_1
DM AN
i=0 [0 i9y0errin=0

< hN[(n — 1)h(F)] < (n — 1)hx(E).

La ultima desigualdad se verifica porque h es el inverso de N, entonces hN = 1, y
como se habia visto anteriormente x(F) < k(E).

Tras haber acotado ambos términos, se concluye que:

lpn(E) —v(E)| < ha(E) + (n — 1)hk(E) = nhk(E).
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2.2 Algoritmo para calcular la aproximacion del vol-
umen de E.

En este apartado, se van a mostrar dos algoritmos para obtener una aproximacion del vol-
umen de E. Para ello, se van a usar las caracteristicas de los conjuntos semi-algebraicos
explicadas en el Capitulo [ y los diferentes teoremas, proposiciones y lemas descritos en
la seccién anterior, Capitulo [2.1]

La definicién de los conjuntos semi-algebraicos (Definicion , indica una de las
principales caracteristicas de los conjuntos semi-algebraicos, v es que estan definidos por
una cantidad finita de ecuaciones e inecuaciones. Esto permite obtener de manera muy
sencilla cuando un punto pertenece a dicho conjunto o no, basta con comprobar si el punto
cumple todas las ecuaciones y desigualdades. Esto serd muy util para saber que puntos
de la cuadricula estan contenidos en el conjunto E.

Ademas de esta propiedad, el Teorema acota el valor de la proporcién u,(E) de
puntos de la cuadricula G, que pertenecen a E mediante la siguiente desigualdad.

v(E) — nha(E) < pp, < v(FE) 4+ nhi(E). (2.2)

Para cualquier conjunto medible E con k(E) finito. Como E es un conjunto semi-
algebraico, la Proposicién permite remplazar x(E) por ds+1 siendo s la cantidad de
ecuaciones y desigualdades que definen E y siendo d el mayor grado de sus respectivos
polinomios. Entonces se va a sugerir un algoritmo para resolver el siguiente problema.

"Sea E C [0,1]" un conjunto semi-algebraico definido por una cantidad s de ecuaciones
e inecuaciones polinomicas de grado mazimo d y sea € > 0, se va a obtener el valor v tal
que v —v(E)| < e

A continuacion se va a definir el algoritmo para luego explicarlo en mayor profundidad.

Ejemplo 2.2.1. (Algoritmo I)

Input (€)

N = Bnt(™&D)
=t

v'=10

for 4y,...,1, = 0 to N:
if (hiy,....hin) € E

v'=v'+1;
end if
end for
output v = ]\1;—;
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El primer paso para realizar este algoritmo, es declarar el valor de ¢, el cual va a
indicar la precision del valor obtenido. A la hora de dar ese valor se tendra en cuenta
que a medida que se requiera mas precision, es decir, € es un valor muy proximo a 0, el
algoritmo necesitara mas tiempo para obtener el valor v.

Tras haber determinado el valor de ¢, se obtiene el valor de N y el de su inverso h.
Ademas, como n es la dimensién en la cual se encuentra el conjunto, el valor N nos de-
terminara el nimero de puntos de la cuadricula y el nimero de iteraciones que realizara
este algoritmo. También, se establecera un contador v’, que al final determinara la aprox-
imacion deseada.

Con los valores obtenidos, se realizara el bucle for, el cual determinard que porcentaje
de puntos de la cuadricula, pertenecen al conjunto E. Para ello se tomaran n variables, tan-
tas como la dimension en la que se trabaje. Estas variables se denotaran como iy, is, ..., iy,
las cuales van a tomar los valores de todos los ntimeros enteros desde 0 hasta N. Para
cada i;, se va a tomar un valor h;; = i; - h, generando el punto (h;,, ..., hs,). Si este punto
pertenece al conjunto E, es decir, verifica la ecuaciones y desigualdades que definen E,
se suma 1 al contador v’, siendo v’=v’+1, en caso contrario no se suma 1 al valor de v’.
Este proceso se ejecutara N™ veces, obteniendo el nimero de puntos de la cuadricula que
pertenecen a E.

Por 1ltimo, el algoritmo da el valor v = ]\1;_/”7 que corresponde al porcentaje de puntos
de la cuadricula que pertenecen al conjunto E y que el Teorema [2.1.4] garantiza que es
una aproximacién de su volumen.

Este algoritmo es fiable, preciso y sencillo, pero si se va a pedir una gran precision a la
aproximacion del volumen, el niimero de iteraciones es muy grande, ademas de tener un
crecimiento exponencial a medida que la dimension se hace mayor. Por tanto, este algo-
ritmo, no es muy util para conjuntos en una dimensién grande, como se va a mostrar en
los siguientes ejemplos sobre el nimero de iteraciones necesarias para distintos valores de €.

Ejemplo 2.2.2. i) Sea bola en R? de centro (0.5,0.5) y radio 0.5 contenida en el
cuadrado [0,1F, la cual es expresada por la siguiente ecuacion.

C={(z,y) €R*: (x —0.5)2+ (y — 0.5)? < 0.5}
St para este conjunto, queremos obtener su volumen con una precision de € = 0.1,
entonces, N = 60. Por tanto, se necesitaran 3600 iteraciones para obtener la aprox-
imacion del volumen.

Si en cambio, se desea una precision de e = 0.01, entonces, N= 600 y se necesitarian
360000 iteraciones.

ii) Sea la bola en R? de centro (0.5,0.5,0.5) y radio 0.5, definida por la siguiente ex-
presion.
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C={(z,y,2) €eR*: (z - 0.5)*+ (y — 0.5)* + ( — 0.5)* < 0.5°}

Tomando una precision de € = 0.1 se obtiene que N = 90. Entonces se necesitardn
729000 iteraciones para obtener la aproximacion del volumen.

Si en cambio, se desea una precision de € = 0.01, entonces, N= 900 y se necesitarian
729000000 iteraciones.

Vista la cantidad de iteraciones necesarias para calcular el volumen de conjuntos con-
tenidos en R? y R3, y con una precisién no muy exigente, se va a tratar de encontrar un
algoritmo de una precisién similar para el cual no se necesiten tantas iteraciones.

El principal objetivo, de este nuevo algoritmo es reducir las iteraciones del algoritmo
anterior. Para ello, se va a escoger aleatoriamente los puntos de la cuadricula. De esta
forma, es posible eliminar la dependencia exponencial de n y al mismo tiempo conseguir
una buena dependencia del error muestral .

La entrada del nuevo algoritmo serd de la forma (¢,6), donde § € R es un nimero
positivo. De nuevo, se va a aproximar el volumen de E hasta e, pero ahora se incluira una
probabilidad de al menos 1—4§. Entonces con estas premisas se va a considerar el siguiente
algoritmo.

Ejemplo 2.2.3. (Algoritmo II)

Input (€,0)

m = Ent(log(w))
N=2m

=t

k= Ent(51In2)
v'=10

for j = 1to k:

randomly chose (iy,...,i,) € N™
if (hiy,ohin) € E
v'=v"+1;
end if
end for

v

output v =

El primer paso de este algoritmo es determinar la precision que se va a requerir y
también se va a declarar el valor del error muestral que se va a querer admitir, siendo este
valor 1 — 4.

Con los valores de € y 9, se van a obtener la finura de la cuadricula que es el valor de
h y el nimero de iteraciones que se van a realizar que es el valor de k. Estos valores se
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obtienen con la férmulas mostradas en el algoritmo.

Después de determinar los valores necesarios, se realiza un bucle de k iteraciones, en el
cual se van a tomar puntos de la siguiente forma, (i1, ...,%,), siendo i; un nimero natural
entre el 0 y N y siendo j= {1,...,n}. Entonces, se obtendran k puntos de la cuadricula
cuyos valores seran (hy,, ..., h;,) con hy, = i; - h y al igual que el algoritmo anterior se
comprobara si dicho punto pertenece a E o no. En caso de que el punto si pertenezca a
E, se sumara 1 al contador v’.

Tras realizar todas las iteraciones se obtendra la cantidad de puntos aleatorios de la
cuadricula que pertenecen a E. Tras dividir dicha cantidad v’ entre el nimeros de puntos
que se ha seleccionado se obtendra la proporciéon de puntos contenidos en E, y dando
como resultado el valor v, que por el Teorema [2.1.4) se demuestra que es la aproximacion
del volumen de E.

Entonces con este algoritmo se ha conseguido, que el niimero de iteraciones k se deter-
mine en funcién de un polinomio en log(%) y se ha eliminado la dependencia exponencial de
n. Sin embargo, la dependencia en € continua siendo grande, ya que k es proporcional a E%

La mejoria de este algoritmo respecto el primero se va a mostrar en el siguiente teo-
rema.

Teorema 2.2.4. El seqgundo algoritmo obtiene un valor v que satisface que |[v—v(E)| < €
con una probabilidad de al menos 1 -6. El nimero de iteraciones, es decir, las veces que
se comprueba st un punto estd contenido en E estd acotado por Ent(g2 ln%) y cada uno

2n(ds+1) )

de los puntos se obliene entre un mdzximo de n - Ent(log opciones aleatorias.

Demostracion. Por construccién, h satisface que,

h< _ ©
~ 2n(ds+1)

Por el Teorema [2.1.4] para la cuadricula G C [0,1]" de finura n, la proporcién p,(E) de
puntos pertenecientes a E satisface que,

|n(E) —v(E)| <

N

Por otro lado, si se escogen k niimeros aleatorios en G y denotando Sy el niimero de esos
puntos que pertenecen a E, se tiene que:

P

S
i—wwﬂz

DO ™

k

) _pr (|5k o (B)| > %)

&2

272
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Esta desigualdad se cumple por lo demostrado en el Capitulo 15.3 de [SS98]|, el cual habla
sobre la distribucién Binomial.

Por lo tanto, si se desea un error muestral menor a 1-9, basta con tomar k que satisfaga,

2. 2

Con ambas desigualdades tanto de k como de h queda demostrado el Teorema [2.2.4. [

Tras comprobar que este algoritmo reduce el nimero de iteraciones, se va a comparar
las iteraciones de este algoritmo con los vistos en el Ejemplo 2.2.2]

Para ello vamos a tomar § = 0.01 para trabajar sobre una probabilidad del 99% y
sea € = 0.01. Entoces, k = 6%lno_—%l = 105966.3473. Por tanto, se realizarian 105967
iteraciones que son mucho menores que las 360000 y las 729000000 que se necesitaban en

el otro algoritmo con una precision similar.

2.3 Aproximacion del volumen de conjuntos no con-
tenidos en [0,1]".

Anteriormente se ha visto como se puede aproximar el volumen de conjuntos semi-
algebraicos contenidos en [0,1]™. Sin embargo, este método también es valido para otros
conjuntos de mayor volumen. Esto es posible gracias a los efectos que producen las trasla-
ciones y las homotecias en los conjuntos acotados, ya que se puede obtener un conjunto
proporcional al original contenido en [0,1]™.

Por tanto, aplicando alguno de los algoritmos vistos en el Capitulo [2.2] se calculard el
volumen del conjunto obtenido mediante estas transformaciones y solo faltara multipli-
carlo por un factor de proporcién para obtener la aproximacion del volumen del conjunto
inicial.

En primer lugar, se van a definir los conceptos de traslacién y homotecia junto a los
cambios que producen en los conjuntos.

Definicién 2.3.1 (Traslacién). Una traslacion es una isometria, aplicacion entre dos
espacios métricos que conserva la distancia entre puntos, caracterizada por un vector v,
tal que a cada punto x de conjunto se le hace corresponde el punto x’ definido por:

T:R" — R"

xr = 2=z+7
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En términos de coordenadas se tiene que ©” = (x1+v1, ..., Ty, +vy), siendo T = (1, ..., Ty)
yv = (U17 Vg, "'7Un)

Figura 2.3: Traslacién de un conjunto en R2.

Al aplicar una traslacién a un conjunto acotado, este mantiene su forma y volumen.
Este tipo de transformacion geométrica es una isometria, es decir, solo varia la posicion
del conjunto en funcién de la direccién y magnitud del vector ¢. Con esta aplicacion, se
puede mover cualquier conjunto semi-algebraico acotado sin variar su volumen. Entonces,
si un conjunto esté contenido en un cubo de la forma [py,p; + 1] X ... X [pn,pn + 1], se
puede mover dentro de [0,1]"™ para asi poder aplicar los algoritmos de la seccién precedente.

En caso de que el conjunto no pueda estar contenido en un cubo de esas caracteristicas,
se tendra que realizar primero una homotecia, obteniendo un conjunto de volumen pro-
porcional y con la misma forma que el conjunto original.

Definicién 2.3.2 (Homotecia). Una homotecia es una transformacion geométrica iso-
morfa que amplia o reduce el tamano de un objeto en relacion de un punto O llamado
centro de la homotecia y de un valor k denominado razon de la homotecia.

De esta forma, cada punto A del conjunto se le asignard un punto A’ del siguiente modo:

H:R" — R"
A A=kxOA+0

En términos de coordenadas el punto A’ = k(A1 — On, ..., Ay, — Oy) + (Ox, ..., 0,,) siendo
A = (Ay, ..., A,) el punto inicial, O = (O, ...,0,,) el centro de la homotecia y k la razén
de la homotecia.
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A D

Figura 2.4: Homotecia de un conjunto en R?.

Proposicién 2.3.3. (Propiedades de las homotecias.)

i) El centro de la homotecia O es el inico punto que se transforma en si mismo, es decir,
no varia.

ii) Las homotecias mantienen proporcionalmente la distancia. Si dos puntos estan sepa-
rados por una distancia d, los puntos transformados también estardn separados por una
distancia d’ = k-d.

ii1) Conservacion de la colinealidad, es decir, si 8 puntos estan alineados en la figura orig-
wmal, tras la homotecia los puntos continuardn alineados.

iv) La razon de la homotecia k, indica la proporcionalidad del drea y el volumen de la figura
obtenida. Si |k| > 1 el drea y el volumen aumentan y si |k| < 1 los valores disminuirdn.

v) Homotecia directa. Si k > 0 en este caso los puntos homotéticos se encuentran en el
mismo lado que los puntos originales respecto el origen O.

vi) Homotecia inversa. Si k < 0 en este caso los puntos iniciales y los puntos homotéticos
se encuentran en lados opuestos respecto el origen O.

Entonces, para los conjuntos semi-algebraicos acotados que no estén contenidos en
[0,1]™ 0 en un cubo de la forma [p;,p1 + 1] X ... X [pn,pn + 1], se puede aplicar una
homotecia con origen en el punto O = (0,0,...,0) y con una razén k que disminuya su
volumen lo suficiente para que estén acotados por alguno de los cubos descritos.

Al estar los conjuntos acotados, existe un valor maximo y minimo en cada una de las

dimensiones. Dichos valores se van a denotar de la siguiente forma; limites inferiores como
ly,...,],, y limites superiores como uy,...,u,,. De estos mismos se va a obtener el valor L =
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min(ly,...,1,) y el valor U = méax(uy,...,u,), siendo estos valores maximos y minimos para
cualquier dimensién. Por tanto, se va a tomar el cuadrado, cubo o hipercubo (dependi-
endo la dimension) de la forma [L,U]" ,el cual, por construccién va a contener el conjunto
semi-algebraico.

Por 1ltimo, se debe determinar el valor de la razén de la homotecia. De forma que,
al aplicar la homotecia a dicho conjunto, su volumen se reduzca lo suficiente para estar
contenido en el cubo [0,1]". Aplicando lo visto en la Proposicion la proporcionalidad
del volumen viene determinado por k. Entonces, como el volumen del cubo [0,1]" es igual
a 1y el volumen del cubo [L,U]" es igual a (U-L)", se deberd tomar k como (UIT)

En conclusién, para obtener el volumen de un conjunto semi-algebraico E C [L, U]",
se tiene que realizar una homotecia de razén k y una posible traslacion, obteniendo un
conjunto E’ proporcional a E. Posteriormente se calcula el volumen de E’ con lo visto en
la seccién anterior (Capitulo , de forma que el volumen de E quede definido segun la

siguiente ecuacion:

W(E) = v(E) - — (2.3)
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Capitulo 3

Aplicacion practica del algoritmo.

En este capitulo se va a explicar de forma mas grafica toda la parte tedrica sobre cémo
aproximar el volumen de conjuntos semi-algebraicos vista en el Capitulo Para ello se
va a desarrollar el Algoritmo I en Matlab siguiendo los pasos vistos en el Ejemplo [2.2.1]
Ademas hay que aclarar que como se ha desarrollado para dimensién 2, los resultados
obtenidos son aproximaciones de las dreas de los distintos conjuntos.

El principal objetivo es mostrar ejemplos practicos de como funciona dicho algoritmo.
Pero ademas se va a poder comprobar la precisién de dicho proceso y la diferencia de
tiempo que requiere en funcion de las iteraciones necesarias.

En Matlab se ha generado una funcion, a la cual se le dan los valores; € la precisién
requerida, n la dimension en la que se trabaja que en este caso va a ser 2, d el maximo
grado de las ecuaciones y desigualdades polindmicas que definen el conjunto y s el nimero
de ecuaciones y desigualdades.

Después se calculan los distintos valores necesarios con las expresiones del Algoritmo

I (Ejemplo [2.2.1]) y los puntos de la cuadricula G.

Por tultimo, se comprueba si los puntos de la cuadricula pertenecen al conjunto o no y
se obtiene el valor v definitivo.

El cédigo de Matlab varia en funcién del conjunto, del cual se calcula su area. Esto es
debido a que, a la hora de comprobar que puntos de la cuadricula pertenecen al conjunto,
se deben introducir las ecuaciones y desigualdades que definen el conjunto para ver si los
puntos de la cuadricula cumplen o no las ecuaciones y desigualdades. Las imagenes de
los distintos cédigos usados se pueden ver en el Apéndice A .

3.1 Ejemplos practicos del Algoritmo 1.

El primer conjunto semi-algebraico, del cual se va a calcular su area, es el circulo de radio
0.5 y de centro el punto (0.5,0.5), ademéds en el Ejemplo [2.2.2] se han visto el ntimero de
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iteraciones necesarias para realizar este proceso. Asi, se podra ver el tiempo que requiere
la funciéon de Matlab para realizar ese nimero de repeticiones.

Ejemplo 3.1.1. (Circulo de radio 0.5)

El circulo viene definido por la siguiente expresion:

Ci={(z,y) €R?: (z - 0.5)? + (y — 0.5)* < 0.5%}

1
2

cuyo area es:

A(C1) =m-1* = 7-0.5* = 0.7853981634.

1
2

Entonces, los primeros valores necesarios para el algoritmo, que obtenemos de la ex-
presién anterior, son el méximo grado de los polinémios (d) que es igual a 2 y el nimero de
ecuaciones y desigualdades (s) que también es igual a 2. Los otros dos valores necesarios
son la dimensién en la que se encuentra dicho objeto que es en R? y la precisién requerida
(€), la cual va a ir variando para obtener y comparar més resultado.

Se va a lanzar el programa (ver en Figura 3.2) para 3 diferentes valores de e que van
a ser 1072,1073 y 10~*. De los cuales se van a observar el drea obtenida, el tiempo de
ejecucion y la diferencia con el area real.

Para e = 1072, se han obtenido los siguientes resultados (ver en Figura 3.3):
La aproximacion del area obtenida es 0.785343, el tiempo que ha tardado es 0.020399 se-
gundos y la diferencia respecto el resultado real es 5.52-:107°. Se observa que el resultado
obtenido es mas preciso de lo requerido y se ha realizado en poco tiempo.

Para € = 1073, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.4):
La aproximacién del area es 0.78539659, el tiempo requerido ha sido 0.395988 segundos y
la diferencia es de 1.57-107%. Se observa una mejoria en la aproximacion, que sigue siendo
bastante mejor que la precisién requerida, pero a su vez el tiempo se multiplica por 20
aproximadamente.

Para e = 10, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.5):
La aproximacion del area es 0.7853981023, el tiempo requerido ha sido 34.533409 segundos
y la diferencia es de 6.11-107%. Para este valor de € se observa un aumento considerable
del tiempo requerido, esto ocurre debido a que el aumento de las iteraciones es cuadratica
como se ha visto en Ejemplo 2.2.21 Ademds, la mejoria del resultado no es grande en
comparacion con el aumento del tiempo.

En conclusién, los resultados obtenidos para este conjunto son bastante exitosos, sobre

todo para los valores de € igual a 1072 y 1073, ya que se han obtenido buenas aproxi-
maciones en poco tiempo. Ademads se ha observado que la precisién de los resultados es
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mayor a la requerida.

Por otro lado, con este resultado se puede demostrar lo visto en el Capitulo Por
ejemplo, para obtener el area de circulo de radio 1, que es igual a m ~ 3.14159265, pode-
mos aplicar una homotecia de razon 2 y usar la ecuacion . Entoces, tomando el mejor
resultado se obtiene el siguiente valor.

1
22
A(Cy) =0.7853981023 - 4 = 3, 14159240

A(Cy) = A(C)

Entonces se ha obtenido una aproximacion del area del circulo de radio 1 de un precision
de en torno a 2*¥1077.

Ejemplo 3.1.2. (Regidn de la funcion f(z) = 2> + 0.4 en [0,1])

En este ejemplo se va a aproximar el area de la regién encerrada por la funcién
f(x) = 2° + 0.4 en el intervalo [0,1]. Este conjunto va a estar definido por la siguiente
expresion:

5
CZ{(x,y)€R2:y20,y§1,y—§ < 0.4}

08

06

024

-02 o 032 04 06 [iR:] 12 14

Figura 3.1: Regién de la funcién f(x) = 2° 4 0.4 en [0,1]

Para ello, primero se va a obtener el area real a través de la siguiente integral:

1.5
/ 5 + 0.4 = 0.48333 (3.1)
0
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Tras ver como es el conjunto y calcular su drea real, se va a usar el algoritmo (ver en
Figura 8.6 ), para aproximar su volumen, siguiendo los mismos pasos que en el ejemplo
anterior (Ejemplo).

Para este conjunto, el méximo grado de los polinomios (d) es 5, el niimero de desigual-
dades (s) es 3 y la dimensién es 2. Entoces se va a ver los resultados obtenidos.

Para ¢ = 1072, se han obtenido los siguientes resultados (ver en Figura 3.7):
La aproximacién del area obtenido es 0.483438, el tiempo que ha tardado es 0.0396769
segundos y la diferencia respecto el resultado real es 1.05-107%.

Para e = 1073, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.8):
La aproximacién del area es 0.4833428, el tiempo requerido ha sido 1.667074 segundos y
la diferencia es de 9.79-1079.

Para e = 107, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.9):
La aproximacion del area es 0.48333421, el tiempo requerido ha sido 163.311885 segundos
y la diferencia es de 1.21-1075.

Para este conjunto se vuelven a obtener buenos resultados para los valores de € igual
a 1072 y 1073, en cambio, para 10~* se encuentra un resultado insatisfactorio. Esto es
debido a que no se encuentra gran mejora en el resultado obtenido, pero si se encuentra
una gran diferencia en el tiempo empleado, el cual pasa de tardar cerca de un 1 segundo
a mas de 2 minutos.

Respecto al Ejemplo [3.1.1 se observa un pequeno aumento en el tiempo de los dos
primeros casos y un gran aumento en el tercer caso. Esto se produce por el aumento
de los valores d y s. Ademas en el aumento cuadratico de las iteraciones se observa un
aumento cuadratico en el tiempo requerido.

Se puede observar que, aunque se estd usando la cota sd+1 para x(E), en ambos caso
se ve directamente que k(E)= 1, puesto que cualquier linea intersecada con un circulo
es un conjunto conexo. De todos modos, se utiliza directamente la cota que nos da la
Proposicion 2.1.2 para utilizar exactamente el resultado y el algoritmo descrito en la
memoria.

Tras estos dos ejemplos queda comprobada la eficacia del algoritmo, ya que se han po-
dido comparar las aproximaciones de las areas obtenidas con los resultados reales, siendo
estos resultados satisfactorios. Entonces, se va a usar este método para un conjunto cuyo
area sea muy dificil de calcular analiticamente. Este conjunto va a estar definido por la
siguiente expresion:
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24a 2?4+ 11
S = {(x,y) € R? : det <yx_y y_j) S [—g,g]} (32)

Este es el conjunto de los (x,y) tales que esa matriz definida a partir de x e y tiene deter-
minante en el intervalo [—%, ).

Ejemplo 3.1.3. (Area del conjunto S)

El conjunto S se puede expresar mediante dos desigualdades, para ello se debe calcu-
lar el determinante de la matriz definida anteriormente. Tras esto se obtiene la siguiente
expresion.

1
S:{(m,y)€R2:y3—y2x+y2+ya¢2—x3—x22—g,
1
y3—y2x+y2~|—y:v2—x3—x2§§}

Figura 3.2: Representacién gréfica del conjunto S.

Con la representacién grafica se observa que el conjunto no esta acotado. Por tanto
se va a calcular la drea de este conjunto contenida en el cuadrado [-3,3] x [-3,3], porque
es la parte més representativa del conjunto. Entonces, por lo visto en el Capitulo
se deberia realizar una homotecia y una traslacion a este conjunto para poder usar el
algoritmo, pero debido a la complejidad de las desigualdades que definen al conjunto y
que se puede observar en la Figura 3.2, se va a optar por modificar el codigo de Matlab
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para calcular el area del conjunto S.

El principal cambio es generar una cuadricula en el cuadrado [—3,3]? en vez de en
[0,1]2. Para ello, los puntos (z;,;;) de la nueva cuadricula se van a obtener de la siguiente
manera.

Sea N es numero de iteraciones que se van a realizar, sea h el inverso de N y sean 1i,]
dos variables, las cuales toman valores desde el 0 hasta el N-1 , entonces x; e y; toman
los siguientes valores.

y; = (6h-j)—3

De esta se forma, se genera una cuadricula en [-3,3]? proporcional a una cuadricula de
finura h en [0,1]?. Esta nueva cuadricula tiene una finura de valor 6-h, esto es debido a
que el lado del nuevo cuadrado es 6 veces mayor que el lado del cuadrado [0,1]2, y el -3
indica el valor minimo de la cuadricula respecto un eje, que en este caso coinciden.

Con este nuevo codigo, se va a obtener el porcentaje de puntos de la cuadricula que
pertencen al conjunto S. Entonces para obtener la aproximaxion del area se deberd mul-
tiplicar el valor obtenido por el area del cuadrado, siendo este igual a 36.

Tras ver como se puede aplicar el algoritmo en este conjunto, se va a usar el cédigo
modificado (ver en Figura 3.11) para una precisién de 1072 y 1073,

Para ¢ = 1072, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.12): La proporcién de
puntos que pertenecen a S es 0.0599796, es decir, aproximadamente un 6%, entonces el
area de S es 2.159265 y el tiempo requerido ha sido de 0.7346 segundos.

Para ¢ = 1073, los resultados obtenidos son (ver en Figura 3.13): La proporcién de
puntos que pertenecen a S es 0.0599798, entonces el drea de S es 2.159276 y el tiempo
requerido ha sido de 77.9360 segundos.

En este ejemplo, la primera aproximacion es bastante buena, ya que se obtiene un
resultado similar al de la segunda aproximacién en mucho menos tiempo. Ademas, este
ejemplo muestra como a medida que la complejidad y el grado de los polinomios de las
igualdades y desigualdades que definen el conjunto aumentan, el tiempo requerido es cada
vez mayor y entonces no se puede pedir una gran precision.

3.2 Conclusién del cédigo.

Tras los resultados obtenidos, se puede concluir que el algoritmo obtiene una buena aprox-
imacién del area de los conjuntos . Esto se observa claramente en que la diferencia entre
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el valor real y el valor aproximado ha sido pequeno y ademés en los dos primeros ejemplos
mejora la precision requerida. Ademas el algoritmo es 1util para conjuntos cuya area es
muy dificil de obtener analiticamente como se observa en el Ejemplo 3.1.3

En cuanto al tiempo requerido, se observa un gran aumento cuando € es igual a 1074,
como se explica anteriormente esto ocurre porque el valor del nimero de iteraciones au-
menta cuadraticamente. Ademads dicho nimero, aumenta cuando € disminuye o cuando el
grado maximo de los polinomios y el niimero de ecuaciones aumenta. Entonces, a medida
que se requiera mayor precisién y el conjunto aumente en complejidad, el algoritmo sera
cada vez menos factible para su uso en la practica.

En conclusién, este algoritmo para conjuntos en R? y un valor de € en torno a 1073
es bastante bueno, debido a que su rapidez y las buenas aproximaciones que obtiene. En
cambio, para un conjunto que se encuentre en una dimensién mayor no es aconsejable
usarlo, ya que, si se ha observado un gran aumento de tiempo con un exponente igual a
2, el crecimiento del tiempo aumentara con un exponente mayor.
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Apéndice A: Cdédigos Matlab.

En este anexo, se van a mostrar las funciones de Matlab creadas para obtener el volumen
de los distintos ejemplos del Capitulo |3 ademéas se mostrard la ventana de comandos
donde se encuentra el valor obtenido por el algoritmo y el tiempo que ha tardado en
realizar el proceso.

Cdédigo para Ejemplo

| 7] or - € esktop\TFG\tfg.m
| tfg.m |+ |
| 1 function[v]=tfg(eps,n,d,s)
2 tic
3 N=floor((n*(d*s+1))/eps);
4 h=1/M;
5 v=@;
6= for i=0:N
7 x(i+1) = h*i;
8 end
9 for j=@:N
10 y(3+1)= h=3;
11 end
12 = for i=@:N-1
13% for j=@:N-1
14 if (x(i+1)-8.5)"2 + (y(j+1)-8.5)"2 <= 8.5"2
15 v=y+l;
16 alse
17 =y
18 end
19 | end
20 end
21 v=v/(N"n)
22 A=pi*@.52;
23 diff=abs(v-A)
24 L toc

Figura 3.3: Cdédigo usado para la aproximacion del area del Circulo de radio 0.5.

Resultados para Ejemplo

Command V w

v
»» tfg(0.01,2,2,2)

0.785343000000000

diff =
5.516339744326571e-05

Elapsed time is 0.02039%9% seconds.

Figura 3.4: Resultado para e = 1072,
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Command Wi

>> tfg(0.001,2,2,2)

0.785396590000000

diff =

1.573397448328961le-08

& Elapsed time is 0.395988 seconds.

Figura 3.5: Resultado para e = 1073,

Command W

»> tEg(0.0001,2,2,2)

v =

0.785398102300000

diff =

6.109744832283326e-08

fe Elapsed time is 34.53340% seconds.

Figura 3.6: Resultado para e = 1074

Cdédigo para Ejemplo |3.

Ei Editor
| tfg.m |+
" 1[  function[v]=tfg(eps,n,d,s)
2 tic
3 N=Ffloor((n*(d*s+1))/eps);
4 h=1/N;
5 v=@;
6] for i=@:N
7 x(i+l) = h*i;
8 end
9= for j=@:N
10 y(3+1)= h=3;
11 end
12 [= for i=@:N-1
13% for j=@:M-1
14 if x(i+l)»=0 && x(i+l)<= 1 8& y(j+1)-8.5%x(i+1)"5 <= 8.4 && y(j+1)>=8
15 v=y+l;
16 alse
17 V=V
18 end
19 end
20 end
21 v=v/(N"n})
22 A=0.483333; %X Area real
23 diff=abs(v-A)
24 L toc

Figura 3.7: Cédigo para el calculo del area de la regién definida por f(x).

30



Resultados para Ejemplo |3.1.2

Command Window
»» tfg (10~ (-2),2,5,3)

v =

0.483437988281250

diff =
1.049882812499958=-04

Elapsed time is 0.396769 seconds.

Figura 3.8: Resultado para e = 1072,

Command Windc

>» tfg(10%(-3),2,5,3)

0.48334278%9062500

diff =

9.789062499987455e-06

JX Elapsed time is 1.667074 seconds.

Figura 3.9: Resultado para e = 1073,

Command Window

>> tfg (10" (-4),2,5,3)

0.483334212988281

diff =
1.212988281262817e-06

Jt Elapsed time is 163.311835 seconds.

Figura 3.10: Resultado para e = 1074
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Cdédigo para Ejemplo [3.1.3

function[v]=tfg(eps,n,d,s) A
tic
N=floor((n*(d*s+1))/eps);
h=1/N;
v=@;
for i=0:N
x(i+l) = (6*h*i)-3;
end
for j=@:N
y(3+1)= (6*h*3)-3;
end
for i=@:N-1
for §=0:N-1
if (w(3+1)"3-x(1+1)"3-x(i+1) 24y (J+1) "2+ (A+1)M(2) *y (G+1) - (e (i+1 )y (F+1)°2)) <= 1/8 &% (y(J+1)"3-x(i+1)"
v=v+l;
else
v=\;
end
end
end
v=v/(N"n);
A=v*36
toc
b

Figura 3.11: Cdédigo para el célculo del area del conjunto S.

Resultados para Ejemplo [3.1.3

Command Win

5> tfg(l0%-2,2,2,3

2.158265306122448
Elapsed time is 0.73435% seconds.
ans =

0.059979591836735

Figura 3.12: Resultado para e = 1072

»> tEg(10°-3,2,2,3

2.159275955183673

Elapsed time is 77.936039 seconds.

ans =

0.058979887755102

Figura 3.13: Resultado para e = 1073.

32



Bibliografia

[AMO95]

[Cos02]
[Cos98|
[FF02]

[Kho91]

[Koi95]
SS98]

A Joyal and 1. Moerdijk. Algebraic set theory. Press Syndicate of the University
of Cambridge, 1995.

M. Coste. An introduction to semialgebraic geometry. RAAG Network, 2002.
M. Coste. Real algebraic geometry. Springer-Verlag, 1998.

J.A. Facenda and F.Jose Freniche. Integracion de funciones de varias variables.
Grupo Anaya S.A, 2002.

A.G. Khovanskii. Fewnomials (Translations of Mathematical Monographs. Amer-
ican Mathematical Society, 1991.

P. Koiran. Approzimating the volume of definable sets. 1995.

L. Blum F. Cucker M. Shub and S. Smale. Complexity and Real Computation.
Springer, 1998.

33



	Resumen
	Introducción
	 Conceptos básicos
	Conjuntos semi-algebraicos
	Algunos conceptos topológicos.

	Aproximación del volumen de conjuntos semi-algebraicos
	Acotación del volumen de E.
	Algoritmo para calcular la aproximación del volumen de E.
	Aproximación del volumen de conjuntos no contenidos en [0,1]n.

	Aplicación práctica del algoritmo.
	Ejemplos prácticos del Algoritmo I.
	Conclusión del código.

	Bibliografía

