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ABsTrACT. The objective of this memory is to give a purely algebraic proof of the Sauer-
Shelah-Perles Lemma (inspired by the elegant proof in [FrPa,1983]), based only in duality
in the Q—algebra Q[V,] of polynomial functions defined on the zero-dimensional algebraic
variety of subsets of the set [n] := {1,2,...,n}. In fact, two different proofs of this lemma
will be given. Furthermore, we prove how several other classical results from Combinatorics
are particular examples of a Trace (Inversion) Formula in finite Q—algebras. For instance,
one of this results is the general form of the Inclusion-Exclusion Principle (both with direct
and reverse order associated to subsets inclusion). This approach also allows us to show a
basis of the space of null t—designs, which differs from the one described in Theorem 4 of
[DeFr,1982]. All results are still true if we replace Q[V,] by K[V,], where K is a perfect
field of characteristic different from 2. This memory has then the underlying purpose of
connecting two fields of mathematical knowledge that are not usually connected, at least not
in this form.

KEeEY worDs. Sauer-Shelah-Perles Lemma, Combinatorics, Duality in artinian K —algebras,
Trace (Inversion) Formula, Exclusion-Inclusion Principle.

Resumen. El objetivo de esta memoria es dar una demostracién puramente algebraica
del Lema de Sauer-Shelah-Perles (inspirada en la elegante demostracién que aparece en
|FrPa,1983]), basada unicamente en técnicas de dualidad en la Q—algebra Q[V,] de fun-
ciones polinomiales definidas en la variedad algebraica cero-dimensional de subconjuntos del
conjunto [n] := {1,2,...,n}. De hecho, se daran dos demostraciones distintas de este lema.
Ademaés, demostramos co6mo algunos otros resultados clasicos de la combinatoria son ejemplos
particulares de una Formula (de Inversion) de la Traza en Q—algebras finitas. Por ejemplo,
uno de estos resultados es la forma general del Principio de Inclusion-exclusion (considerando
tanto el orden usual como el orden reverso asociado a la inclusién de subconjuntos). Este
enfoque también nos permite presentar una base del espacio de null t—designs, que difiere
de la proporcionada en el Teorema 4 de [DeFr,1982]. Todos los resultados siguen siendo
ciertos si reemplazamos Q[V;,] por K[V, ], donde K es un cuerpo perfecto de caracteristica
distinta de 2. Asi, esta memoria tiene el propdsito subyacente de conectar dos campos del
conocimiento matemético que no suelen estarlo, al menos no de la forma aqui presentada.

PavaBras cLave. Lema de Sauer-Shelah-Perles, Combinatoria, Dualidad en K —Aalgebras
artinianas, Formula (de Inversion) de la Traza, Principio de Inclusién-exclusion.
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CAP{TULO 0

Introduccién y Resumen de Contenidos de la Memoria

Indice
0.1. Introduccién i
0.1.1. Apéndices Finales vi
0.1.2. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG vii

0.1. Introduccién

El presente Trabajo de Fin de Grado pretende completar, hasta hacer auto-contenida, revisar
y exponer los resultados esenciales que se exponen en el trabajo [Pa,2023]. En palabras de su
autor, [Pa,2023] es una “stravaganza” y un “divertimento”, concebido como una composiciéon
musical para divertirse, cuya excentricidad reside en proponer una demostraciéon del Lema de
Sauer-Shelah-Perles desde una postura puramente algebraica. En palabras de M.F. Atiyah,
la Dualidad en matemdticas no es un teorema, sino un “principio”. Este trabajo pretende,
siguiendo esta filosofia, mostrar una serie de resultados clésicos de “Extreme Combinatorics”
como casos particulares de propiedades relacionadas con la dualidad en algunas K —algebras
artinianas. No se pretende asi concluir nuevos resultados, sino adaptar (proporcionando nuevas
pruebas) algunos resultados clasicos al marco de la dualidad. Este trabajo estd inspirado y
motivado por la prueba del Lema de Sauer-Shelah-Perles dada en [FrPa,1983]. De hecho, po-
driamos resumir este trabajo como sigue: Asi como otros resultados de Combinatoria, la prueba
del Lema de Sauer-Shelah-Perles dada por Frankl-Pach puede re-escribirse como un resultado
de dualidad en el contexto de las K—dlgebras finitas. No se pretende simplificar las pruebas
existentes sino explorar cémo este tipo de enunciados puede ser reconsiderado en un contexto
abstracto en términos de dualidad y traza en K —algebras cero-dimensionales. Pretendemos que
el presente trabajo sea lo mas autocontenido posible, proporcionando descripciones detalladas
de cada argumento presentado.

El Lema de Sauer-Shelah-Perles es un resultado clasico de combinatoria, que enunciaremos mas
adelante (cuando la terminologia necesaria haya sido introducida). Inicialmente fue demostrado,
simultaneamente e independientemente, por N. Sauer (en [Sa,1972], quien se lo atribuye a
M. Perles) y por S. Shelah en [Sh,1972]. El resultado fue retomado por V. Vapnik y A.
Chervonenkis en [VaCh,1971]. Aunque Vapnik y Chervonenkis rehacen la prueba, la relevancia
de su contribucion es que usan ese Lema de Sauer-Shelah-Perles en relacién con la nocion hoy
conocida como dimensién de Vapnik-Chervonenkis. Esta nocién es esencial para fundamentar
el Aprendizaje Computacional moderno. La dimensién de Vapnik-Chervonenkis determina, el
tamano suficiente de una muestra para que se puedan realizar algoritmos de aprendizaje a clases
de funciones caracteristicas de subconjuntos de un conjunto fijado. Se considera esa relacion
como el Fundamento del Aprendizaje Computacional moderno. Posteriormente, autores como
Pollard, Nataranjan o Smale, entre otros muchos, trataran de generalizar la idea de Vapnik-
Chervonenkis a otras clases de funciones y muestras. Pero este trabajo de Fin de Grado no
pretende entrar en esa conexién ni en esas generalizaciones. El lector puede consultar el Trabajo
de Fin de Grado [Za,2022].

La prueba original de Sauer y Shelah era un argumento puramente inductivo (una descripcion
detallada puede verse en el TFG [Za,2022]). También era de este estilo la prueba de Vapnik
y Chervonenkis. Por la relevancia de sus implicaciones, muchos autores se han volcado histéri-
camente en revisar dicho Lema y en dar una prueba alternativa que ayude a entender mejor el

i
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significado y el impacto de los sencillos argumentos usados originalmente. Obviamente, se per-
sigue comprender mejor las generalizaciones potenciales que caractericen el Aprendizaje; pero
este asunto, como ya hemos dicho, se escapa de los objetivos de este TFG. Entre los autores
que han explorado las pruebas originales y las alternativas de este Lema técnico podemos citar
a D. Haussler en [Ha,1995], L. Hu, R. Wu, T. Li y L. Wang en [HWLW,2017], P. Frankl
en [Fr,1983], T. Gowers (course notes) o G. Kalai en su blog sobre “Extreme Combinatorics”.
Entre las variaciones y exploraciones mas recientes podemos citar [BCDMY,2022] y las refe-
rencias alli expuestas. El Trabajo [Pa,2023] en el que se basa este TFG se une a esa tendencia
con una aproximacién distinta basada en elementos de traza, dualidad y una variaciéon que
denominaremos dimensién VC en términos de rango, que introduciremos mas adelante.

El trabajo que centra el nuestro se enmarca en lo que T. Tao denomina en [Ta,2014] “‘The
Polynomial Method”. Simplificando, el “Polynomial Method” consiste en explorar la interaccion
entre resultados relativos a polinomios, ecuaciones y K —algebras en resultados de combinatoria.
El lector interesado en otros resultados del estilo puede acudir al survey de T. Tao ya citado o
a alguno de los resultados expuestos en [PaSe, 2022]. Tampoco es proposito de este trabajo
explorar el contexto del “Polynomial method” sino, simplemente, exponer un ejemplo més.

Los conceptos de dualidad y traza a considerar en este texto pueden ser introducidos de la
siguiente forma: Sea K un cuerpo perfecto (i.e. toda extension finita es separable) de carac-
teristica distinta de 2 y A una K —algebra artiniana. Los elementos de A tienen definida una
Traza y una Norma (véase la Definicion 9), definida a través del K —endomorfismo que definen
en A. Esto permite establecer una forma bilineal simétrica

TrA: AxA — K
(x,y) +— Tr(zy),

donde Tr(xy) es la traza de zy € A. Nos centraremos en el caso en el que A = K[W] es el
anillo de funciones polinomiales con valores en K sobre una variedad algebraica K —racional
cero-dimensional W (i.e. W C K™ es un conjunto finito de puntos). En este caso, la traza sobre
K[W] es una forma simétrica bilineal no degenerada determinada por los puntos de W (véase
el Capitulo 2 para méas detalles). La traza aqui considerada es la clasica nociéon algebraica y
difiere de la terminologia usada en [Fr,1983].

Como W es un conjunto algebraico cero-dimensional, tenemos que K[W] = K" (i.e. toda
funciéon de W en K es polinomial) y, adicionalmente, por el clasico Teorema Chino de los
Restos (ver Teorema A.2.1), tenemos que

dimg (K[W]) = deg(W) = (W),

donde deg(W) es el grado de W (véase [He,1983], por ejemplo). En particular, toda base £ de
K[W] puede indexarse en W: Si B C K[W] es una base de K[W] como K —espacio vectorial,
los elementos de Z pueden describirse de la siguiente forma:

B :={v, : €W}
Una base dual de # respecto de la traza es cualquier base #* := {w, : y € W} tal que

TrK[W] (Vg, Wy) = g4,

donde 4, , es la delta de Kronecker con indices en W. Probamos en el presente texto que si
W es una variedad algebraica K —racional cero-dimensional, toda base %2 de K[W] admite una

base dual respecto de su traza (una prueba elemental de este hecho se da en la Proposiciéon
2.2.4).

Dada una base & := {v, : z € W} de K[W] y una funcién polinomial f € K[W], definimos
la transformada dual de f respecto de la base # como la funcién polinomial f}, € K[W] dada
por la siguiente identidad:

Fola)=Te o (foo) €K, Vo € W,

Observamos que la transformada dual es simplemente la funcién (polinomial) que describe los
coeficientes de f respecto de una base dual de #Z. Lo anterior queda descrito por la Formula
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(de Inversi6n) de la Traza (2.3.2) : Dada una base % y una base #* := {v; : y € W}, dual
de % (respecto de la traza), se satisface la siguiente igualdad:

(0.1.1) F=3 e,

zeW

Concluimos que, para cada z € W se tiene la Formula (de Inversion) de la Traza:

(0.1.2) FE) = 3 faleie) = 30 T (Fre)us (e).

zeW zeW
Denominamos a la anterior identidad Férmula de Inversiéon de la Traza porque, en algunas de
nuestras aplicaciones de la misma, se comporta como la Férmula de Inversiéon de Mdbius. Esta
formula se sigue inmediatamente de la existencia de base dual respecto de la traza y, posterior-
mente a su introduccién en este trabajo, estudiamos cémo se relaciona con la Combinatoria.

Dado [n] := {1,...,n} un conjunto finito de n elementos, definimos 2[" como el conjunto de to-
dos sus subconjuntos, y definimos la siguiente variedad algebraica Q—racional cero-dimensional:

Vi i={(z1,...,0,) €Q" : 2? —2; =0, 1 <i<n}.

Ahora, consideramos la Q—algebra Q[V;,] de funciones polinomiales definida en V;, con valores
en Q. Hemos elegido Q por simplicidad, pero, en realidad, todos nuestros resultados se cumplen
para K[V,,] donde K es un cuerpo perfecto de caracteristica distinta de 2. Consideramos ademaés
el ideal

I(V,) :={f €Q[X1,...,X,] : f(V,)) =0} = (X —X1,..., X2 - X,.),

obteniendo la identificacién clasica Q[V,,] = Q[X1, ..., X,]/I(V,). Como V,, es finito tenemos
de manera evidente que Q[V,] = Q.

Se observa de manera inmediata que existe una biyeccion entre V, y 2["! y, por ende, denotare-
mos de manera indistinta los puntos Y € V,, y los subconjuntos ¥ C [n]. Teniendo en cuenta
nuestra hipodtesis, concluimos que la traza Trn =Tr es una forma bilineal simétrica no

Q[Vn]
degenerada definida sobre Q[V,,] x Q[V,,].

En el presente trabajo, estudiamos algunas bases de Q[V},] como Q—espacio vectorial:

e La base monomial, definida como sigue: Para cada subconjunto S € 2! consideramos
el monomio
Ps(X1,..., Xp) = [[ Xi € QIXy,..., X0],
€S
donde Q[X71,...,X,] es el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en Q.
Este monomio define una funcién polinomial pg : V;, — Q, dada por pg := Ps+I1(V,,).
Se tiene que la siguiente es una base de Q[V},] como Q—espacio vectorial:

%1 :=A{ps : 5 Cn]} CQVn].

e La base anti-monomial, definida como sigue: Para cada subconjunto S € 2™ consi-
deramos el polinomio multivariado

Qs:= [[ 0-X)eQXy,.... X,

ie[n]\S

donde [n]\S es el complementario de S en [n]. Cada uno de estos polinomios define una
funcién polinomial gg : V,, — Q que, como antes, se define como gs := Qg+ I(V,,) €
Q[V»]. La siguiente es pues otra base de Q[V;,] como Q—espacio vectorial:

By = {gs : SC[n]} C Q.

Las bases duales &} := {p§ : S C [n]} y %5 :={q¢5 : S C [n]}, respectivamente de #; y
HBs, se estudian en las Proposiciones 3.4.1 y 3.5.1, aplicando el método de calculo de una base
dual descrito en la Seccién 2.4. Una vez establecidas estas bases, estamos en posicién de probar
algunos resultados clasicos de Combinatoria, que serdn simplemente aplicaciones concretas de
la Formula (de Inversion) de la Traza (0.1.2) anterior.
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i) En el Corolario 3.4.2 probamos que la Formula (de Inversion) de la Traza descrita en
(0.1.2) aplicada a la base %; y a su base dual %7 es, esencialmente, el Principio general
de Inclusion-exclusion (de orden reverso). Es decir, la Identidad (0.1.2) se puede
interpretar como el siguiente resultado: Para cada Y C [n] y para cada f € Q[V,,], se
tiene:

FOY) = (15 (5) = Y0 ()RS | Y A(T)

YCS YCs sCcT

ii) En el Corolario 3.5.2 probamos que la Formula (de Inversion) de la Traza (0.1.2)
aplicada a la base %, y a su base dual %5 es, esencialmente el Principio general de
Inclusion-exclusion. Es decir, la Identidad (0.1.2) se puede intepretar como el siguiente
resultado: Para cada Y C [n] y para cada f € Q[V,,], se tiene:

FOY) =Y (PO fE (5) = Y (DR | Y A(T)

SCY SCY TCS

iii) Por otro lado, en la Proposicion 3.6.1 probamos que la siguiente es una base del
Q-—espacio vectorial formado por los “null ¢—designs” ! asociados a [n] (como aparecen
definidos en [FrPa,1983]):

P = {py : F C[n],4(F) > t}.

Observamos que éste es un subconjunto de la base dual #; de la base monomial ;.
Ademas, la base anteriormente proporcionada difiere de la citada en [FrPa,1983],
descrita en el Teorema 4 de [DeFr,1982].

Tras estas consideraciones, estudiamos lo que clasicamente se conoce como la dimensiéon VC
(de Vapnik y Chervonenkis): Dada Y C [n], denotamos a la clase de sus subconjuntos como
2Y :={S C[n]: S CY} (que es una subvariedad de 2/"). Ahora, dada .# C V,, y dado Y C [n]
podemos definir la siguiente aplicacion:
py : 20— 9V
T — TnNnY.

Decimos que .# fragmenta (shatters) Y si py (%) = 2¥. Se define, finalmente, la dimensi6n de
Vapnik-Chervonenkis de % como:

VCD(F) := max{#(Y) : py (F) =2"}.

Con esta nociéon introducida, estamos en condiciones de enunciar el ya nombrado Lema de
Sauer-Shelah-Perles, en la versién que probaremos en el trabajo:

LEMA 0.1.1 (Lema de Sauer-Shelah-Perles). Con las notaciones precedentes, dada una
subvariedad & C 'V, se tiene la siguiente cota para el cardinal de F :
ven)
F) <
w2 3 (7):
donde VCD(F) es la dimension VC de F.

Para encaminarnos hacia la prueba de este resultado, volvemos a la base %s5. Las funciones
polinomiales de dicha base son especialmente interesantes en nuestro contexto. Antes de nada,
consideraremos una forma mas simple de la cota superior proporcionada por el Lema de Sauer-
Shelah-Perles. Dado .# C 2["!, consideramos los siguientes subconjuntos de funciones polino-
miales:

(0.1.3) Qz :={qr : Fe.Z}CQ[V,].

Podemos considerar en V,, la distancia de Hamming dg : V,, x V,, — R, y tomar en este
contexto las bolas cerradas de centro 0 € V,, definidas por dicha distancia:

W= Bu(0,d):={Y €V, : du(Y,0) < d}.

IHemos preferido mantener el término en inglés de “null t—design” en lugar de su traduccion literal al
espaifiol porque nos parece menos descriptiva y menos elegante. Pedimos disculpas por ello al lector.
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Se tiene la siguiente cadena ascendente de bolas cerradas (que son subvariedades algebraicas
finitas) de Vj,:
WoCWi CWo C--- CW, =V,.

@ es una familia de funciones linealmente independientes, de cardinal igual al cardinal de
Z. Dado i € {0,...,n}, podemos definir el conjunto de las restricciones a W; de las funciones
polinomiales en Q #:

Qz,i={ar|,, : FeF} QW
Notamos que Qg , = Q. Para cada i € [n], consideramos también el Q—espacio vectorial
Q(Q# i) generado por Qz; en Q[W;].
Como W; C W, tenemos un epimorfismo de Q—algebras, i : Q[W;+1] — Q[W;], definido
simplemente como la restriccion a W; de las funciones polinomiales en Q[W;;1]. Por ende, la
siguiente es una sucesion creciente de dimensiones:

dimg (Q(Q#,:)) < dimg (UQ7,i+1)) -

Por lo tanto, tiene sentido introducir la siguiente nocién:

DEFINICION 1 (Dimensiéon del Rango de VC). Con las notaciones precedentes, definimos la
Dimensidn del Rango de VC de F como el minimo r tal que Q # , es una familia Q—linealmente
independiente de funciones polinomiales en Q[W,]. Es decir, el minimo r tal que

dimg (Q(Qz +)) = dimg (Q(Q# n)) = #(F).
Lo denotamos por RVCD(.7).

El término “rango” se utiliza porque RV C D esté relacionado con el rango de algunas matrices
dependientes de las funciones polinomiales de Q.. En el Lema 5.2.1 mostramos que se da la
siguiente igualdad:

RVCD(Z) :=min{r € {0,...,n} : rank(Mg,) = (%)},

donde Mg, € Myxsq)(Q), N = 4(F) y é(r) = §(W;), es una matriz construida a partir de
los elementos de la familia Qg evaluados en los puntos S € W, (véase el Capitulo 5 para una
descripcion més precisa de esto altimo).

Como Q(Q # ;) es un subespacio vectorial de Q[W;], el siguiente Corolario se sigue directamente
de las definiciones previas:

COROLARIO 0.1.2. Sir = RVCD(F), se tiene que §(F) = #(Qz.n) = dimg (Q(Q= ). Por
tanto, se tiene que

RVCD(#) /.
) = dimo (Q1Q5,) < dimg @) = 07) = > (7))
i=0
Consideramos el siguiente ideal principal como herramienta de trabajo en lo que prosigue:

qy = (qv) == {fay : fe€QV,]} CQ[V4],

es decir, el ideal principal generado por gy € %5 en Q[V,], donde Y C [n]. Este ideal qy es
isomorfo (como Q—espacio vectorial) a la Q—4lgebra Q[2Y] formada por todas las funciones
polinomiales definidas en el conjunto 2¥ C V;, formado por todos los subconjuntos de Y (véase
el Lema 4.2.1). Por ende, todo lo que queda por probar para llegar al Lema de Sauer-Shelah-
Perles es la desigualdad VCD(%) > RVCD(%). Esta tltima desigualdad se concluye en el
Corolario 5.2.3 usando un argumento que involucra algunos aspectos desarrollados en resultados
precedentes.

Por ultimo, en la Seccién 5.3 damos “otra” prueba del Lema de Sauer-Shelah-Perles. La dife-
rencia con la prueba propuesta en la Seccion 5.2 anterior es que, en ella, solo se usaran técnicas
de dualidad aplicadas al ideal qy. La prueba es algo mas compleja que la dada en la Seccion
anterior, pero tiene importancia porque exhibe cémo la linea general de este trabajo entiende
a un plano de abstraccién superior lo que, inconscientemente, subyace a las ideas expuestas en
[FrPa,1983].
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Recordamos las bases %, y %2 y sus bases duales A} y #;. Introducimos ahora dos “trans-
formadas duales” (que son, de hecho, automorfismos de Q[V;,] como Q—espacio vectorial de
dimension finita):
e La transformada dual basada en la base monomial %;:

f — (f),@l )

donde, para cada S C [n] se tiene:

P()(S) =T (f.ps).

y ps es el elemento de %, determinado por S C [n].
e Otra transformada dual basada en %3, que llamamos transformada dual de Frankl-
Pach:

(0.1.4)

donde, para cada S C [n] se tiene:
Zo()(S) = Tr (f,q3).

y ¢% es el elemento de la base dual %5 determinado por S C [n].

(0.1.5)

Denominamos a %, la transformada dual de Frankl-Pach por estar ésta implicita en la prueba
principal de [FrPa,1983]. De hecho, la idea esencial en la prueba del Lema de Sauer-Shelah-
Perles dada en [FrPa,1983] se puede reescribir en nuestro lenguaje de la siguiente manera:

PRropPOSICION 0.1.3. Con las notaciones precedentes, P> es la inversa de Z,: FEs decir, para
cada f € Q[V,] se tiene que

f=9(D2(f)) = P2 (21 (f)) -

Ademds, para cadaY C [n], las restricciones al ideal qy de 91 y Do son también automorfismos
de Q—espacios vectoriales sobre qy, uno inverso del otro.

Este altimo enunciado se prueba en la Proposicién 5.3.2 de la Seccién 5.3. A partir de esta tltima
proposicion, en el Corolario 5.3.3, concluimos que VCD(.%) > RV CD(&) usando tnicamente
técnicas de dualidad y la Proposicion 0.1.3. Y, por tanto, el Lema de Sauer-Shelah-Perles queda,
de nuevo, probado.

El presente trabajo se estructura de la siguiente forma: El Capitulo 1 se dedica a introducir los
anillos y médulos de Artin, asi como algunos resultados fundamentales relevantes. El Capitulo
2 se dedica a las nociones béasicas y a algunos resultados clasicos sobre dualidad y traza en
K —algebras finitas. El Capitulo 3 se dedica a establecer los resultados y conceptos principales
relacionados con la variedad algebraica V,,. En las Secciones 3.4 y 3.5 probamos dos formas del
Principio de Inclusién-exclusién, que son consecuencia directa de la Formula (de Inversion) de la
Traza. En el Capitulo 4 estudiamos el ideal principal qy, los ideales q#, y algunas propiedades
de éstos. Por ultimo, en el Capitulo 5 comenzamos introduciendo la nocién de Dimension del
Rango de VC, para luego probar el Lema de Sauer-Shelah-Perles (véase el Corolario 5.2.3).
Finalmente, en la Seccién 5.3 se introducen las pruebas de la Proposicion 0.1.3 y del Corolario
5.3.3, haciendo patente la inspiracion de este trabajo en [FrPa,1983].

Insistimos en el objetivo principal de este trabajo: Conectar dos areas del conocimiento matemé-
tico habitualmente inconexas (y que, cuando han sido conectadas, no ha sido de la manera aqui
presentada).

0.1.1. Apéndices Finales. El trabajo presentado se finaliza con el Apéndice A. Di-
cho Apéndice esta dedicado a completar ciertos contenidos basicos de Algebra Conmutativa
que pueden ayudar a la lectura del trabajo: se proporciona una introduccién al concepto de
R—algebra, asi como al concepto de radical de Jacobson (y algunas propiedades), y al de pro-
ducto tensorial de R—modulos, asi como el enunciado del fundamental Teorema Chino de los
Restos.



0.1. INTRODUCCION vii

0.1.2. Sobre el estilo y la ortografia usados en este TFG. En algtn caso precedente
se ha discutido el estilo y la ortografia de las memorias presentadas como Trabajo de Fin de
Grado en Matematicas. En evitacion de intervenciones innecesarias, queremos clarificar algunos
aspectos relativos al estilo elegido en este texto. Se ha elegido el formato de libro (book) de
la American Mathematical Society (AMS). Aunque el idioma utilizado es el espafiol, hemos
tratado de seguir lo mas fielmente posible las recomendaciones del Libro de Estilo de esta
asociacién 2 , juntamente con las reglas de estilo recomendadas por D. E. Knuth y co-autores
para la Mathematical Association of America (MAA) 2.

Especificamente, hemos tratado de seguir atentamente las siguientes dos reglas:

e “Numbered theorems, lemmas, etc. are proper nouns and, thus, are capitalized: Theo-
rem 2.8, Lemma 8.1, Figure 4.5” (p. 79 del AMS Style Guide).

e “Rule 19. Capitalize names like Theorem 1, Lemma 2, Algorithm 3, Method 4” (en
D. E. Knuth et al.).

2M. Letourneau, J. Wright Sharp, AMS Style Guide, Journals, October 2017, AMS, Providence, 2017
3D. E. Knuth, T. Larrabee, P. M. Roberts, Mathematical Writing, MAA, 1989



CAPIiTULO 1

Unas palabras sobre anillos y mé6dulos de Artin
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1.1. Introduccién

El matematico austriaco Emil Artin se incorpora a la Universidad de Gétingen en 1921. Alli
coincidird con D. Hilbert y colaborara con E. Noether y H. Hasse, hasta su marcha, en 1923, a
la Universidad de Hamburgo y su exilio en Princeton, por causa del nazismo, en 1937. Mientras
se encuentra en Gottingen, colabora en el seminario de E. Noether. Noether introdujo en dicho
seminario la condiciéon de cadena numerable descendente para ideales en anillos, como nocién
dual de sus propias ideas sobre la condicién de cadena ascendente numerable (el testimonio
proviene del texto historico [VAW, 1985], cuyo autor fue testigo privilegiado de aquél tiempo).

En 1927, ya en Hamburgo, Artin generaliza el Teorema de Wedderburn de 1908 sobre nimeros
hipercomplejos (es decir, una teoria de algebras sobre cuerpos arbitrarios). La generalizacion
de Artin en [Ar,1927] reposa sobre esa condicion de cadena descendente numerable de Noether
(de nuevo, segin testimonio de [VAW, 1985]). Nuestro objetivo es hablar de K —élgebras de
Artin y, por extension, de anillos y mddulos de Artin, que seré el objeto de este capitulo.

La estructura de este capitulo es asi la siguiente: se dan en la Seccién 1.2 las definiciones de
anillo y médulo artiniano o de Artin, asi como algunos resultados fundamentales. En la Seccion
1.3, daremos una demostraciéon del Teorema de Jordan-Holder, introduciendo la terminologia
adecuada previamente. Tras ello, en la Secciéon 1.4 probaremos el Teorema de Akizuki junto con
algunos resultados sobre la estructura de los anillos de Artin relevantes para nuestro desarrollo.
Por ultimo, en la Seccién 1.5, daremos una demostracion de las Proposiciones 1.5.1 y 1.5.2, que
se usaran en el capitulo siguiente.

1.2. Algunas propiedades de los anillos y médulos artinianos

Comenzamos recordando que siempre se asumird el Axioma de Eleccion Dependiente en la
posterior discusién:

DEFINICION 2 (Axioma de Eleccién Dependiente). Sea X un conjunto no vacio y R C
X x X una relacion. Supongamos que R satisface la siguiente propiedad:

Va € X,3be X : aRb.
Entonces, existe una sucesion {x, : n € N} C X de tal modo que x,, Rxp11,Yn € N.

Ahora, suponiendo el anterior axioma damos la siguiente equivalencia, que nos lleva a la Defini-
cién de Anillo de Artin.

PROPOSICION 1.2.1 (Anillos de Artin). Bajo el Azioma de Eleccion Dependiente, sea R un
anillo. Las dos propiedades siguientes son equivalentes:

1
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i) Toda cadena descendente numerable de ideales se estabiliza. Es decir, dada una cadena
descendente numerable de ideales de R:

Gp20a1 2 2a, 2

existe m € N tal que a, = a,,, Yn > m.
i1) Todo conjunto no vacio de ideales de R posee elemento minimal.

Los anillos que satisfacen cualquiera de estas dos propiedades equivalentes se llaman anillos de
Artin o artinianos.

DEMOSTRACION. Basta con tomar como relacién entre ideales de R la relacién “que invierte
el contenido”, i.e. dos ideales a,b C R estan relacionados si y solo si a 2 b. Ahora, probemos
la equivalencia:

e ii) = i) Seaay 2 a3 2 -+ 2 a, 2 ... una cadena descendente numerable de
ideales de R. Consideramos A := {a;};en el conjunto formado por todos los ideales
de la cadena precedente. Por ii), existe un elemento minimal a; de A, y se sigue
inmediatamente que, entonces, a; = a5 para cada j > k.

e i) = ii): Supongamos que toda cadena descendente numerable de ideales de R se
estabiliza. Sea ¥ una familia no vacia de ideales, y supongamos que no tiene elemento
minimal. Entonces, podriamos construir iterativamente una cadena descendente nu-
merable de ideales que no se estabiliza, y por ende, se llegaria a contradiccién con

O
Del mismo modo, podemos hablar de R—modulos de Artin:

PROPOSICION 1.2.2 (Mdédulo de Artin). Bajo el Azioma de Eleccién Dependiente, sea R un
anillo y M un R—mddulo. Las dos propiedades siguientes son equivalentes:
i) Toda cadena descendente numerable de submddulos de M se estabiliza. Es decir, dada
una cadena descendente numerable de submddulos de M :

MOQMI;)QMn27

existe m € N tal que M,, = M,,,, Yn > m.
i1) Todo conjunto no vacio de submddulos de M posee elemento minimal.

Los R—modulos que satisfacen cualquiera de estas dos propiedades equivalentes se llaman R—md-
dulos de Artin o artinianos.

DEMOSTRACION. Es anéloga a la precedente, pero trabajando con submoédulos en lugar de
con ideales. O

OBSERVACION 1.2.3. Como los submddulos de un anillo R son sus ideales, un anillo R es un
anillo de Artin si y solamente si es de Artin como R—modulo.

Damos ahora algunas propiedades elementales de los méddulos y anillos de Artin:

PROPOSICION 1.2.4. Con la terminologia precedente, los submddulos y los cocientes de R—mddu-

los artinianos son artinianos (y, por ende, también los cocientes de anillos de Artin son anillos
de Artin).

DEMOSTRACION. Es obvio que una cadena descendente numerable de submédulos de un
submoédulo N de un R—submoédulo M forma una cadena descendente numerable de submoédulos
de M, con lo que si M es artiniano, todo submédulo suyo es también artiniano. Para los
cocientes, baste con recordar la biyeccién entre los submoédulos de un cociente M/N y los
submoédulos de M que contienen a N. Asi, las cadenas de submoédulos numerables descendentes
del cociente M/N se trasladan a cadenas de M vy, usando la condicién de cadena descendente
numerable de M, concluimos que la cadena en M/N se estabiliza. O

PROPOSICION 1.2.5. Dada una sucesion exacta corta de R—mddulos:
0—M L M2 M —o,

entonces, M es artiniano (resp. noetheriano) si y solamente si M' y M" son artinianos (resp.
noetherianos).
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DEMOSTRACION. Lo probamos para el caso artiniano, siendo la prueba analoga para anillos
noetherianos. En primer lugar, si M es artiniano también lo son M’y M", ya que M’ es isomorfo
a un submodulo de M y M”, a un cociente de M. Reciprocamente, si M’ y M" son artinianos,
tendremos que probar que también lo es M. Consideramos una cadena descendente numerable
de submoédulos de M,

Moy2My 22D Mpy 2.
Ahora, tomamos las siguientes transformaciones sobre la cadena precedente, que definen las
aplicaciones g y f:
9(Mo) 2 g(My1) 2 -+ 2 g(Mp) 2+,

F7H M) 2 fTH M) 2 2 T (M) 2
Como M’ y M” son artinianos, estas dos cadenas se estabilizan. Tomando el méximo de los
indices donde estas cadenas se estabilizan podemos concluir que existe n € N tal que, para todo
m > n, se tiene

g(Mm) =g(M,) vy f_l(Mm) :f_l(Mn)'
Para concluir la prueba, basta probar que si se tienen las igualdades anteriores, M,, = M,
para cada m > n. Como M,, C M,, basta ver la otra inclusion. Si x € M,, entonces g(z) €
g(M,) = g(M,,), luego existe y € M,, tal que g(z) = g(y). Por tanto, g(x — y) = 0, y se tiene
que z —y € ker(g) = Im(f). Por tanto, existe z € M’ tal que f(z) = x —y. Por otro lado,
como M,, C M, x —y € M,. Por tanto, z € f~*(M,). Como f~*(M,) = f~(M,,), entonces
z € f~Y(M,,). Entonces, f(z) = v —y € M,,. Es decir, existe u € M,, tal que = — y = u.
Como u € M,,, e y € M,,, entonces x =y + u € M,,,, y la prueba esta terminada. O

PROPOSICION 1.2.6. Dado R un anillo artiniano, todo R—mddulo finitamente generado es un
R—mdodulo artiniano.

DEMOSTRACION. Vamos a proceder por induccién en el nimero de generadores: Sabemos
que si R es artiniano, también lo son sus cocientes R/a, para cualquier ideal a C R. Dado M
un R—moédulo generado por un solo elemento, se tiene que M es isomorfo (como R—moddulo) a
R/a, donde a es un ideal de R, y como R/a es R—moddulo artiniano, entonces también lo serd M.
Esto prueba el caso de R—modulos principales (base inductiva). Ahora si M es un R—médulo
generado por un conjunto de elementos finito {a1,...,a,}, consideramos el submodulo N de
M generado por {aq,...,a,—1} y la sucesion exacta corta:

0—N—M—"— M/N —0,

donde i es la inclusion y 7 es la proyecciéon canonica. Observemos que M/N es el R—moédulo
generado por la clase {a, + N}. Ahora, por hipdtesis inductiva, N es artiniano y M/N es
artiniano (ver la base inductiva). Aplicando la proposicién precedente, concluiremos que M es
artiniano. U

1.3. El Teorema de Jordan-Hélder: longitud y condiciones de cadena

En esta seccién, introduciremos el concepto de longitud de una serie de composicién de un
R—modulo. Asimismo probaremos el Teorema de Jordan-Hélder. El resultado es parcialmente
debido a Jordan en sus trabajos [Jo,1869] y [J0,1870] y a O. Holder (cf. [Ho,1889]). Sera
O. Schreier quien, entre otras muchas contribuciones, le dé su forma actual en [Sc,1928].

DEFINICION 3 (Series de Composiciéon (o de Jordan-Hoélder)). Se introducen las siguien-
tes mociones:

i) Un R—mddulo M se dice simple si no posee mds submddulos que 0 := R{(0) y M.
it) Una cadena finita estricta de submddulos de M es una familia finita de submddulos
que satisface:
0)SM S My G- C My—y C M,
Abreviaremos la expresion “cadena finita estricta” mediante SFC.
ii1) Dados dos cadenas finitas estrictas de submddulos de M :

(1.3.1) 0CM CMyC--C M,y CM =M,

(1.3.2) 0CN,CNaC---CN,_1 CN, =M,

=
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decimos que la cadena finita estricta descrita en (1.3.1) es refinable a la cadena finita
estricta descrita en (1.3.2) si s > r y existe una aplicacidn inyectiva

o:lr]=A{1,...,r} — [s] ={1,...5},

tal que

M; = Na(i)v Vi e [7“]
Es decir, si los submddulos que aparecen en la cadena descrita en (1.3.1) son algunos
de los submddulos que aparecen en la cadena descrita en (1.5.2).

iv) Una serie de composicion (o de Jordan-Holder) en un R—mddulo M es una cadena
estricta finita de submaddulos:

(O)ng_,C._MQg"'_,C«_MnflgMn:Ma

tal que los cocientes M;1/M; son R—mddulos simples para cada i € {0,...,n — 1}
(con My := (0)). Diremos que esta serie de composicion es de longitud n.

PRrOPOSICION 1.3.1. Si un R—mddulo M es artiniano y noetheriano, entonces posee una serie
de composicion.

DEMOSTRACION. La idea de la prueba es usar el Axioma de Eleccion Dependiente, junto
con las propiedades que definen a los médulos artinianos y noetherianos. Para cada submédulo
N de M consideremos el conjunto

S (N):={M'C N : M es submodulo de Ny M’ # N, M' # (0)}.

Comenzando con M, si (M) = (), entonces, tenemos una serie de composicion (0) € M.
Si (M) # 0, posee elemento maximal M; € (M) (por ser M noetheriano). Entonces,
M/M; ha de ser un modulo simple (ya que, en otro caso, M; no seria maximal en .7(M)).
Considerariamos asi la cadena
(0) C My C M.
Procediendo inductivamente, dada una cadena descendente numerable de longitud n,
(O)g«-Mng.Mn—l G- CM CM,

con M;/M; 1 simple, para 1 <i <n—1, si #(M,) # (), existird M, elemento maximal de
#(M,,) y una cadena de contenidos estrictos de longitud n + 1:

(O)gMn+1gMngMn—l_,C«_"'ng-,C«-M'

Si para cada m € N, .(M,,,) fuera no vacio, tendriamos una cadena descendente de submoédulos
de M que no se estabilizaria, contradiciendo que M es artiniano. Por ende, ha de existir m € N
tal que .(M,,) = 0. Esto significara que M,, es un R—modulo simple y tendremos una serie
de composicion:

(0) C My S My &---C M & M.

O

DEFINICION 4 (Longitud). Sea M un R—mddulo. Llamaremos longitud de M como R—mddulo
al minimo de las longitudes de sus series de composicion, si posee alguna. En otro caso, diremos
que M es de longitud infinita. Denotaremos por Lr(M) la longitud de M como R—mddulo.

TEOREMA 1.3.2 (Teorema de Jordan-Hélder (para médulos)). Si M es un R—mddulo
de longitud finita (i.e. que posee al menos una serie de composicion), entonces:

i) Todas las series de composicion de M tienen la misma longitud (y, por tanto, son de
longitud igual a Lr(M)).
i1) Toda cadena finita estricta tiene longitud menor que {r(M).
iii) Toda cadena finita estricta de submddulos de M puede refinarse hasta obtener una
serie de composicion de M.

En particular, un R—mddulo es de longitud finita si y solamente si es artiniano y noetheriano
a la vez.
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DEMOSTRACION. En primer lugar, observemos que si M es un R—moédulo de longitud
finita, todos sus submodulos son también de longitud finita y si N C M es un submodulo
propio de M, entonces £r(N) < ¢r(M): Es claro que si tenemos una serie composicién de M
de longitud minima:

0) S M My G- C My & My =M,

entonces tenemos una cadena de submoédulos de N:

O CMiNNCMsNNC---CM, 1NNCM,NN=N.
Ahora, en esta cadena, dado i € {1,...,n}, tenemos dos posibilidades: o bien M; N N =
M; 11NN, obien (M;11NN)/(M;NN) = M;11/M; porque M;11/M; es simple. Eliminando los
casos en los que M; NN = M;; N N, nos quedara una serie de composicién de N de longitud
menor o igual que n. Es decir, una serie de composicién

SN CEN S~ C Ny SN =N.

Si, eventualmente, r = n, tendriamos N; = M; N N para cada i € {1,...,n}, y una cadena de
contenidos estrictos

O CMINNCMsaNNC---C M, 1NNCM,NN=N.

Ahora, como M;;1/M; es simple y (M; 11 N N)/(M; N N) es un submddulo propio, entonces
tendremos
M1 /M; = (M1 N N)/(M; N N).
Tomando ¢ = 0, concluiremos que
My =M /(0)= (M NN)/((0)NN)=(M;NN).

Procediendo inductivamente, probariamos que M; N N = M; y, llegando al caso i = n, con-
cluiriamos que M,, "N = M,, = M, lo que contradice la hipotesis N C M.
Sea ahora ¢ := ¢r(M) la longitud de una serie de composicion de longitud minima de M, y sea
dada
OSM CM G- C My & My =M,

cualquier otra serie de composicién de M. Entonces, tendremos que n > ¢ porque ¢ es minimo
y, de otro lado, por la primera parte de la prueba,

0= (R(O) < KR(Ml) << ZR(Mnfl) < fR(Mn) = ER(M) =/.

Por tanto, necesariamente, n < ¢ y tendremos que cualesquiera dos series de composicién de M
tienen la misma longitud, lo que prueba la afirmacion i).

De otro lado, dada una cadena finita cualquiera de submoédulos de M,
N CNy1 - C N1 C No= M,
ha de satisfacer r < £ (M), por el mismo argumento antes indicado, lo que prueba la afirmacion

i).

Para la afirmacion #ii), comencemos considerando el siguiente conjunto:
(1.3.3)
% :={r € N : existe una SFC de longitud r, no refinable a una serie de composicién}.

Por la afirmacion i¢) precedente, sabemos que toda cadena finita estricta tiene longitud acotada
por £r(M). De otro lado, toda cadena finita estricta posee, por definicién, al menos dos términos
(0y M). Por tanto, € C [(r(M)] ={1,2,...,Lr(M)}. Ahora bien, £r(M) ¢ €. Para probarlo,
consideremos una cadena finita estricta

(1.34) M=My2M 22 M,.=0,

con r = {r(M). Entonces ha de ser una serie de composicion de M, porque si no lo fuera, ha de
existir ¢ tal que el R—modulo cociente M;/M;;1 no es un R—modulo simple. Entonces, existira
M C M; un submoédulo propio de M; tal que tenemos

(0) = Miy1/Mipr © Mi/Mipy & M;/Miyy.
Tendriamos asi una cadena finita estricta de submodulos de M de longitud r + 1 > ¢x(M):
M =My M 2 M QM DMy 22 M,
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lo que contradice 4i). Por tanto, € C [(r(M) — 1].

Supongamos que ¥ # 0 es un conjunto no vacio y sea r := max(%) < {r(M) su maximo.
Consideremos una cadena finita estricta de longitud r que no es refinable a una serie de com-
posicioén:

(1.3.5) M=Ny2N 22N, =0,

Por i), esta cadena no puede ser serie de composicion por no tener longitud ¢g(M). Por tanto, y
con el mismo argumento antes expuesto, existira ¢ € [r] tal que el R—modulo cociente N; /N, 1
no es un R—modulo simple. De nuevo, por los mismos argumentos anteriores, tendremos una
cadena de longitud r + 1 que refine a la cadena descrita en (1.3.5):

(1.3.6) M=Ng2N; 2---N; 2N/ 2Nj112---2N,.

Pero r+ 1 ¢ €, porque r = max(%), luego esta nueva cadena finita estricta puede ser refinada
a una serie de composicion de M. Pero si la cadena descrita en (1.3.6) se puede refinar a una
serie de composicion de M, entonces su subcadena descrita en (1.3.5) también se puede refinar
a una serie de composicion de M, con lo que r = max(%) ¢ €. Por tanto, necesariamente,
¢ = 0 y toda cadena finita estricta de submodulos de M puede ser refinada hasta obtener una
serie de composicion de M.

Para concluir con la dltima afirmacion del Teorema, procedemos como sigue: Ya hemos visto,
en la Proposicién 1.3.1, que si un R—moédulo es artiniano y noetheriano a la vez, entonces posee
una serie de composicién, y por ende, su longitud es finita. De otro lado, si su longitud es finita,
toda cadena ascendente o descendente no puede extenderse indefinidamente porque, entonces,
tendriamos cadenas finitas estrictas de cualquier longitud, contradiciendo 7). Por tanto, ha
de verificar las condiciones de cadena ascendente numerable ascendente y descendente para
submodulos, y por tanto, ser simultineamente artiniano y noetheriano. O

COROLARIO 1.3.3. Sea K un cuerpo y V un K—mddulo (0, equivalentemente, K—espacio
vectorial). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) V es un K—espacio vectorial de dimension finita.
i) V es un K—mddulo de longitud finita.
iii) V es un K—mddulo noetheriano.

i) V es un K—mddulo de Artin.

Ademds, en ese caso, se tiene que:
fK(V) = dimK(V).

DEMOSTRACION. Estudiamos cada implicaciéon de manera independiente:

e i) = ii): Si V es de dimension finita, con dimg (V) = n € N, tomemos una base
{v1,...,v,} C V. Entonces, se tiene la siguiente serie de composicion:

(0) € K(v1) € K(v1,v9) C -+ C K(v1,v2,...,0,) = V.

Y, por tanto, la longitud de V como K —espacio vectorial es finita, e igual a n por el
Teorema de Jordan-Holder.

e Las implicaciones i) = i) y it) = dv) son inmediatas por el Teorema de Jordan-
Holder.

e iii) = 7): Si 4) es falso, existe una sucesion infinita (z,),cn de elementos linealmente
independientes de V. Sea U, el K—espacio vectorial generado por zi,...,z,. En-
tonces, la cadena ascendente numerable Uy C Us € --- C U, € ... no se estabiliza, y
se tiene que 4i3) es falso, concluyendo por contrarreciproco.

e iv) = i): La prueba de esta implicacién es anéloga a la anterior, sustituyendo el
subespacio U,, por V,,, donde V,, es el subespacio generado por la sucesién infinita de
elementos {xx}32,, -

O
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1.4. Algunos resultados sobre la estructura de los anillos de Artin: El Teorema de
Akizuki
PROPOSICION 1.4.1. En un anillo de Artin R,
Spec(R) = MaxSpec(R),
es decir, todo ideal primo es mazximal.

DEMOSTRACION. Basta probar la inclusion Spec(R) C MaxSpec(R). Sea p un ideal primo.
Entonces, el anillo cociente R/p es un dominio de integridad. Sea z € R tal que z +p #0+p
en R/p. Veamos que x + p € (R/p)*: Consideremos la siguiente cadena descendente de ideales
de R/p,

(24+9) 2 (@ +9) 2 2 (" +p) 2 ...
Como R/p es artiniano, la cadena anterior se estabiliza, i.e., existe m € N tal que
(@™ +p) = (@™ +p).
Por tanto, podemos deducir que existe y + p € R/p tal que
yxm—i-l +p — xm +p
Como z + p # 0 + p, deducimos de lo anterior, teniendo en cuenta que R/p es dominio de
integridad, que

yr+p=1+p.
Por ende, deducimos que x + p es unidad en R/p, como se queria. De esto tltimo deducimos
directamente que R/p es cuerpo, es decir, p es un ideal maximal. O

Inmediatamente del anterior resultado, deducimos, por ejemplo, que el radical de Jacobson y
el nilradical de un anillo de Artin coinciden.

PROPOSICION 1.4.2. Si R es un anillo de Artin,

i) El espectro mazimal MaxSpec(R) es finito.
i) El nilradical de R (i.e., \/(0)) es nilpotente.
iii) El ideal (0) es un producto finito de ideales mazimales. Es decir, existen ideales
maximales my, ..., my y enteros positivos nq,...,ns € N tales que

(0) =m™ ... m".

DEMOSTRACION. Para probar ), tomemos el conjunto de todas las intersecciones finitas
de ideales maximales de R, i.e.,

A:={aCR:3JIreN r>1,3my,...,m. € MaxSpec(R),a =m; N---Nm,}.

Por ser R un anillo de Artin, el anterior conjunto no vacio de ideales (recordemos que la no
vacuidad del espectro maximal se deduce del Lema de Zorn) tiene elemento minimal. Sea dicho
elemento minimal m; N---Nm, € A. Entonces, para cada ideal maximal m, se tiene que

mN(myN---Nmy) =my N---Nmy,,

es decir, que cualquier ideal maximal de R contiene a la intersecciéon my N ---Nm,. Se deduce
de esto ultimo facilmente que m; C m para algan j € {1,...,n}. Por lo tanto, concluimos que,
como m; es maximal, m = m;, y se tiene i).

Por otra parte, consideremos la siguiente cadena descendente numerable de ideales:

©2V0) 220 2....

Como R es anillo artiniano la anterior cadena se estabiliza, i.e. existe m € N tal que a :=
\/@m = \/@n para cada n > m. Ahora, supongamos que a # (0), y consideremos el conjunto
¥ formado por todos los ideales b tales que ab # (0). Entonces, como X # ) (a € X), ¥ tiene un
elemento minimal ¢. Como ca # (0), se tiene que existe = € ¢ tal que za := {za : a € a} # (0),
con lo que deducimos que (z) € X. Por tanto, como (x) C ¢, se tiene, por minimalidad, que
¢ = (x). Se observa que el ideal (x)a pertenece a X, ya que (z)aa = (x)a? = (z)a # (0).
Ademas, (x)a C (z), y por tanto, por minimalidad, (x)a = (z). Concluimos asi que = = zy
para algin y € a, lo que implica que x = 2y* para todo k € N. Pero, por definicién de a,
Yy € \/@ Por ende, y debe ser un elemento nilpotente, lo que implica que existe p € N tal que
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x = zyP = 0. Pero esto contradice cémo se ha elegido z: Por tanto, por reduccién al absurdo,
concluimos que a = (0), probando 4i).

En cuanto a #ii), como {my,...,m.} = MaxSpec(R) = Spec(R) es finito, por el Teorema Chino
de los Restos (véase Teorema A.2.1) concluimos que

0)=mN---Nm =my...Mm,.
Ahora, por i), como el nilradical es nilpotente, se tiene que, para algin n € N,
(0)=+/(0) =mf...m.

Basta pues tomar las menores potencias de cada ideal maximal que satisfacen la propiedad
anterior para concluir el resultado. O

PROPOSICION 1.4.3. Sea R un anillo en el que el ideal (0) es un producto finito de ideales
mazximales, no necesariamente distintos. Entonces, son equivalentes:

i) R es un anillo noetheriano.
it) R es un anillo artiniano.

DEMOSTRACION. Primeramente, observemos que el anillo R es noetheriano (respectiva-
mente artiniano) si y solamente si es noetheriano (respectivamente artiniano) como R—modulo.
Por tanto, se trata de probar la siguiente equivalencia:

Con la misma hipoétesis sobre el ideal (0), son equivalentes:
e [) R es un R—moddulos noetheriano,
e II) R es un R—modulo artiniano.

Seguidamente, introduzcamos algunas notaciones a partir de la hipétesis. Existen ideales ma-
ximales my, ..., m, € MaxSpec(R), no necesesariamente distintos, tales que

(0) =mimg - - -m,.

Definamos los ideales de R dados por la siguiente identidad:
e nyg =R, n =my,
e Para ¢ > 2 sea
n i=myn_q =myg - -m,.
Notese que n, = (0). Ademas, se satisfacen las siguientes equivalencias:

e R es un R—modulo noetheriano (respectivamente artiniano)
e Los ideales ng,...,n, son R—moddulos noetherianos (respectivamente artinianos).

Probemos el caso artiniano porque, de manera analoga, se tendra el caso noetheriano. Obvia-
mente si ng, ..., n, son R—moédulos artinianos, como ng = R ya tenemos que R es un R—moédulo
artiniano. Reciprocamente, si R es un R—modulo artiniano, por la Proposicion 1.2.4, también
son artinianos sus ideales (i.e. submoédulos) y se tiene que ng, ..., n, son todos artinianos.

Por tanto, la equivalencia entre I) y II) queda reducida a probar, bajo nuestra hipotesis sobre
el ideal (0), la equivalencia entre las siguientes dos afirmaciones:

e A) Los ideales ng, ..., n, son todos R—modulos noetherianos.
e B) Los ideales ng, ..., n, son todos R—moddulos artinianos.

Consideremos ahora la familia de sucesiones exactas cortas de R—moédulos siguiente:

Ai—1 Ti—1
0 n; ni_1 n;_1/n; — 0,

donde A;_1 y m;_1 son, respectivamente, las inclusiones y proyecciones respectivas. Ahora
observamos que se verifica la equivalencia entre las siguientes afirmaciones:

e ng,...,n, son todos R—modulos noetherianos (respectivamente artinianos).
e Los R—modulos ng/ny,ny/na, ..., n._1/n,. son R—modulos noetherianos (respectiva-
mente artinianos).
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De nuevo, hagamos solamente el caso artiniano. Por la Proposicién 1.2.5, si todos los ideales
ng, ..., N, son artinianos, las sucesiones exactas cortas introducidas en (1.4) nos garantizan que
todos los R—modulos de la lista ng/ny,ny/na, ..., n._1/n, son artinianos.

Para el reciproco, procedamos inductivamente. Supongamos que todos los elementos de la lista
no/n1,ny/ng, ..., n._1/n, son artinianos. Como n,. = (0) y tenemos la siguiente sucesion exacta
corta:

A7‘—1 Tr—1
0—(0)=n —— M1 ——n1/n, — 0.

De lo anterior, concluimos que n,. = (0) y n,—1 2 n,_1/n, son R—modulos artinianos.
Supongamos, inductivamente, que hemos probado que son R—moédulos artinianos los ideales
n,,My_1,...,0; y tomemos, como hipdtesis, que n;_1/n; es un R—modulo artiniano. Tomemos
la sucesion exacta corta en el lugar ¢ — 1 descrita en la Ecuacion (1.4):

Aic1 Ti—1
0 n; ni—1 n_1/n; — 0,

Como n; y n;_1/n; son R—modulos artinianos, también lo serd n;_; por aplicacion de la Proposi-
cion 1.2.5 precedente.

Con esta ultima equivalencia, la prueba de la equivalencia expuesta en el enunciado queda
reducida a probar la equivalencia entre las dos afirmaciones siguientes:

e 1) Los R—modulos ng/ny,ny/ng, ..., n._1/n, son R—modulos noetherianos.

e 2) Los R—modulos ng/ny,ng/ng,...,n.—1/n, son R—modulos artinianos.
Para probar con la equivalencia entre 1) y 2) procedamos del modo siguiente:
Sea x(m;) := R/m; el cuerpo residual de R con respecto al ideal maximal m;. Ahora conside-
remos el R—modulo cociente

ni—l/ni = ni—l/mini—L

Este R—modulo cociente tiene una estructura natural de x(m;)—espacio vectorial dado por la
operacién externa siguiente:

KoL R/mi X ni—l/mini—l — ni—l/mini—l
(x—i—mz-,n—i—mmi,l) — n+mn;_q.

Ademas, es un ejercicio de fécil verificacién observar que los submodulos de n;_; /m;n;_1 como
R—modulo y los subespacios de n;_1 /m;n;_; como k(m;)—espacio vectorial son los mismos. Por
tanto, para cada ¢ se tiene la equivalencia siguiente

e Los submoddulos de n;_;/m;n;_; como R—mddulo verifican la condicion de cadena
numerable descendente como R—moébdulo.

e Los subespacios de n;_;/m;n;_; como k(m;)—espacio vectorial verifican la condicion
de cadena numerable descendente como k(m;)—espacio vectorial.

Y una equivalencia anadloga se da para el caso noetheriano. En conclusién, la equivalencia entre
1) y 2) queda reducida, en nuestro caso, a las equivalencias siguientes:

e /) Para cada i € {1,...,r}, el K(m;)—espacio vectorial n;_;/n; es noetheriano.

e P) Para cada i € {1,...,r}, el K(m;)—espacio vectorial n;_;/n; es artiniano.
Pero, en el caso de espacios vectorial (i.e. mo6dulos sobre un cuerpo) esta equivalencia se da,
bajo nuestras hipotesis, como consecuencia del Corolario 1.3.3 precedente.
Por tanto, &) <= #), lo que implica 1) <= 2) y, a su vez, esta ultima implica la equivalencia
A) < B). Estas equivalencias implican la equivalencia entre I) y II) y, finalmente, la
equivalencia entre las afirmaciones i) y ii) del enunciado. 0

TEOREMA 1.4.4 (Teorema de Akizuki). Un anillo R es artiniano si y solamente si se veri-
fican las dos propiedades siguientes:

i) R es noetheriano.

i1) Todo ideal primo en R es mazimal.

DEMOSTRACION. Aunque las partes méas dificultosas ya han sido estudiadas, probemos
cada implicaciéon separadamente:
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e —>: Supongamos que R es un anillo de Artin. Por la afirmacion iii) de la Proposicion

1.4.2, el ideal (0) es un producto finito de ideales maximales de R. Por la Proposi-
cion 1.4.3 precedente, si R es artiniano, entonces es neotheriano. Ademaés, por la
Proposicion 1.4.1, Spec(R) = MaxSpec(R).

<=: Por el Teorema de Lasker-Noether para anillos noetherianos (véase [Pa,2022],
[AtMc,1969]), como R es un anillo noetheriano, el ideal (0) posee una descomposicion
primaria irredundante:

0)=qmnN---Nqy,

donde cada ideal q; es un ideal m; —primario. Ademés, como Spec(R) = MaxzSpec(R),
todos los ideales primos asociados a esta descomposicién primaria irredundante son
maximales en R. Es decir, {my,...,m.} C MaxSpec(R). Ademés, como R es noethe-
riano, para cada ¢ € {1,...,r} existe un entero positivo n; € N tal que m;"* C q; (véase
la Proposicion 7.14 del Capitulo 7 de [AtM¢c,1969]). Por tanto, tenemos

O)Cmi*Nn---Nm CqrN---Ng, = (0).
Es decir, tenemos que
O0)=m*N---Nm>r.

Ahora observemos que los ideales maximales m; son dos a dos distintos (porque nuestra
descomposicion primaria es irredundante). Pero, ademas, dados i # j se tiene que

. n,
m +m? =R

Para probarlo, observemos que si m € MazSpec(R) es un ideal maximal que contiene
: n, 2
a la suma m}"" +m;”, se tendrd

m; Cm +m;7 Cm,

m}” Cml' + m;.” C m.

Tomando radicales en estas inclusiones, obtenemos:

m; =4 /m Cy/m=nm,

m; = 1/m}” CvVm=nm,

por las propiedades obvias del radical de un ideal. Como tanto m; como m; son ambos
ideales maximales concluirfamos que m; = m = m;, contradiciendo el hecho de que
m; # m;. En particular, no existe ningtn ideal maximal de R que contenga a la suma
m m;-” . Como en anillos noetherianos, asumiendo el Axioma de Eleccién Depen-
diente, todo ideal propio debe estar contenido en algin ideal maximal, concluimos que
la suma de ideales m* + m}” debe ser todo el anillo R y concluye la prueba de la
Igualdad (1.4.2).

Finalmente, el Teorema Chino de los Restos (cf. Teorema A.2.1) nos dice que si la
familia de ideales {m*,..., m? "} son dos a dos co-maximales, entonces la interseccion
de todos ellos es igual a su producto, es decir, se tiene:

m?l mmm:‘“ :m;”l m:‘lr
Por la Igualdad (1.4.1) concluimos que

En particular, R es un anillo noetheriano en el que el ideal (0) es un producto finito de
ideales maximales de R. Ahora podemos aplicar la Proposicion 1.4.3 y concluir que,
necesariamente, R ha de ser un anillo de Artin.

O
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1.5. K—algebras de Artin

En esta seccion consideraremos K un cuerpo, K su clausura algebraica. Sea ahora K[X7, ..., X,]
el anillo de polinomios en n variables con coeficientes en K. Fijamos los siguiente conceptos:

DEFINICION 5 (Variedad algebraica K —definible). Una variedad algebraica K — definible es
un subconjunto W C K" tal que existe una familia de polinomios f1,...,fs € K[X1,...,X,]
tales que

We=Valfi,... fs) ={z € K" : fi(z) == fs(z) =0}

DEFINICION 6 (Variedad cero-dimensional. Grado de una variedad cero-dimensional).
Una variedad algebraica K—definible W se dice cero-dimensional si W es un conjunto finito.
El cardinal de una variedad algebraica W se denomina grado de W, y lo denotaremos por

deg(W) = #(W).

DEFINICION 7 (Puntos K-—racionales. Variedad algebraica K —racional). Dada una
variedad algebraica K—definible W, definimos los puntos K —racionales de W como el conjunto
Wg :=WnK".

Ademds, si W = W, decimos que W es una variedad algebraica K—racional.

Asociamos, biyectivamente, a cada variedad algebraica K —definible W su ideal (radical) en
K[X1,...,X,] dado por la siguiente expresion:

(1.5.1) Ik(W) :={feK[X1,...,X,] : f(z)=0, Ve e W}.

Cuando no haya confusién sobre el cuerpo K que se esta considerando, simplemente escribiremos
I(W).

DEFINICION 8 (Funcién polinomial K—definible). Una funcidn polinomial K—definible
sobre una variedad algebraica K—definible W es una aplicacion v: W — K tal que existe un
polinomio f € K[Xy,...,X,] que satisface

v(@) = f(z1,...,2,), Ve = (21,...,2,) € W.
Denotamos por K[W] al anillo de todas las funciones polinomiales K — definibles sobre W (con
las operaciones de suma y producto de aplicaciones).

Notamos ademés que, dada una variedad algebraica K —definible W, K[W] cumple
(1.5.2) K[W] gK[Xl""’X"}/[K(W)'
Comenzamos observando la siguiente proposicion:
PROPOSICION 1.5.1. Con las notaciones y terminologia precedentes, son equivalentes para una
variedad V. C A™(K):
i) V es una variedad algebraica cero-dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos).
ii) K[V] es un K—espacio vectorial de dimensidn finita.
iii) K[V] es un K—mddulo de longitud finita.
iv) K[V] es un K—mddulo noetheriano en el cual Spec(K[V]) = MaxzSpec(K[V]).
v) K[V] es un K—mddulo artiniano.

Ademds, en este caso, la dimension de K[V es igual al cardinal de V, i.e.
dimg (K[V]) = §(V) = deg(V),

DEMOSTRACION. Las equivalencias ii) <= i) <= iv) <= v) se siguen del Corolario
1.3.3. Probemos i) = v): El Nullstellensatz de Hilbert nos garantiza que existe una biyeccion
entre los puntos de V' y los ideales maximales de K[V]. Por tanto, si V es finito, entonces
MaxzSpec(K[V]) es también un conjunto finito. Ademas, el anillo K[V] es un anillo de Jacobson
(véase la Proposicion A.3.3 de la Seccion A.3 del Apéndice), y por tanto el ideal cero satisface

(0)=/(0) ="V(0) = n
meMazSpec(K[V])
Pero, por el Nullstellensatz de Hilbert tenemos que
MazSpec(K[V]) = {m, : ( €V},
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donde m¢ = {v € K[V] : v(¢) = 0} es el ideal maximal de K[V] asociado al punto ¢ € V.
Luego, tenemos
0) =[] mc
cev

Por la Proposicion 1.4.3, como K[V] es un anillo noetheriano, entonces K[V] es un anillo artinia-
no y tenemos que la propiedad v) se sigue de todas las anteriores.

Para concluir, probemos iv) = 7): Como K[V] es noetheriano y Spec(K[V]) = MaxzSpec(K[V]),
deducimos (por el Teorema de Akizuki) que es artiniano y MazSpec(K[V]) es un conjunto finito.
Por el Nullstellensatz de Hilbert, existe una biyeccién entre los puntos de V' y los ideales maxi-
males de K[V], por lo que V es un conjunto finito.

La igualdad entre las dimensiones y los puntos se satisface gracias al Teorema Chino de los
Restos (véase Teorema A.2.1). Ya hemos visto que, bajo nuestras hipotesis, se tiene:

0)= [ ™.

Cev
Por el Teorema Chino de los Restos, tendremos el isomorfismo de anillos siguiente:

o KV]=K[V]/ncevme — [leev K[V]/m¢
v — (v4+me 2 CEV).

Ahora recordemos que, para cada ¢ € V, se tiene el siguiente isomorfismo de anillos y de
K—éalgebras:
pc: KV]/me — K
v+me  — v(Q).

Por tanto, tenemos inducido el siguiente isomorfismo de anillos y de K—espacios vectoriales,
donde V = {(1,...,(p}, siendo (; # (; para cada i # j:

P : K[V] = K[V]/ Neev M¢ —> HCGV K[V]/ﬁc ~ P
v — (v(¢1),-..,v(CDp)),
lo que implica la igualdad entre dimg (K[V]) y #(V) = deg(V). O

PROPOSICION 1.5.2. Con las notaciones y terminologia precedentes, son equivalentes para una
variedad V. C A™(K) tal que V =V NK":

i) V es una variedad algebraica cero-dimensional (i.e. un conjunto finito de puntos)
formada por puntos K—racionales.
it) K[V] es un K—espacio vectorial de dimension finita.
ii) K[V] es un K—mddulo de longitud finita.
iv) K[V] es un K—mddulo noetheriano en el cual Spec(K[V]) = MaxzSpec(K[V]).
v) K[V] es un K—mddulo artiniano.
vi) K[V] es un K—mddulo artiniano.

Ademds, en cualquiera de estos casos se tiene la igualdad siguiente:
dimg (K[V]) = §(V) = deg(V).
En particular, si se tiene cualquiera de estos casos, se tiene K[V] = K" .

DEMOSTRACION. Las equivalencias it) <= iii) <= iv) <= v) se siguen del Corolario
1.3.3. La equivalencia entre i) y vi) se sigue del mero hecho de ser V' cero-dimensional.
Veamos la implicaciéon i) = 4i): Como V es un conjunto finito, tenemos que K[V] es un
subespacio vectorial del K-espacio vectorial KV, que es un K —espacio vectorial de dimensién
finita igual a §(V'). Por tanto, se tiene que K[V] es un K —espacio vectorial de dimension finita.
Para la implicacion i4) = i), consideremos que K[V] es un K —espacio vectorial de dimension
finita. Consideremos, fijada i € {1,...,n}, el elemento x; := X; + Ix(V), y las potencias
siguientes:

{12,222, ...} ={a™ : m e N}.
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Como K[V] es un K—espacio vectorial de dimension finita, ha de existir un entero positivo
d; € N tal que zf es linealmente dependiente sobre K de los elementos {1,z;,...,24,—1}. En
particular, tendremos un polinomio f; € K[T] de la forma

F(T) =T% +af) T+ 4 a)T +a) € K[T),

tal que f;(X;) € Ix(V) con a;i) € K para cada j € {0,...,d; — 1}. Por tanto, como V =

Va(Ix(V)), tendremos la siguiente inclusion
VCW:={(z1,--.,20) €K" : fi(2z)=0,1<i<n}

Ahora bien, como f; # 0 es un polinomio univariado de grado d;, para cada i, el conjunto
{zi € K : fi(z;) = 0} C K es un conjunto de, a lo sumo, d; elementos de K. Por tanto, se
verifica que el conjunto W es un conjunto finito. De hecho

n
wWc H{Zz €K : fi(z) =0}
i=1
Y, por tanto, §(W) <[], d;. En particular, V' C W debe ser también un conjunto finito.
Para concluir el enunciado, observemos que si V' es una variedad de puntos K —racionales, y si
¢=1(z1,...,2n) € V, podemos considerar el ideal de K[V] siguiente:

n< = (X1*Z17...,anzn) gK[VL

donde X; — z; = (X; — #z) + Ik (V). Es sencillo verificar que se tiene
ne = {g e K[V] : g(¢) = g(21,...,2a) = 0},

que no es otra cosa que la contraccion a K[V] del ideal maximal m, de K[V] discutido en la

demostracion de la Proposicion precedente. Es decir, dada la inclusién K[V] C K[V] se tiene
que (M¢) = n;. Razonando como en la Proposicion anterior, como ¢ € K™, se tiene que

K[V]/nc = K)

y concluimos que n¢ es un ideal maximal.

De otro lado, como (0) = N¢eyme es un igualdad cierta en K[V], entonces, su contraccion
seguira siendo cierta en K[V]. Es decir, se tendra que

(0) = m ne,
cev

es una igualdad de ideales en K[V]. Finalmente, por el Teorema Chino de los Restos, el
isomorfismo ® restringido a K[V] seguira siendo un isomorfismo entre los anillos siguientes:

@:K[V] — [] K[V]/nc.
cev
Uniendo estas construcciones como en la demostraciéon de la Proposicién precedente, dado que
V es finito y esta hecho de puntos K-racionales, podemos suponer V = {(y,...,{p} C K"y
tenemos un isomorfismo de K —espacios vectoriales:
o: K[V] — [I2,K[V]/nc=KP

v — (U(Cl),'“,v(CD))'
Este isomorfismo es un isomorfismo de K —espacios vectoriales y, por tanto,

dimg (K[V]) =D = §(V).

Maés atin, como K[V] es un subespacio del espacio vectorial de dimensién finita KV, se tendra
K[V]=KV. ]
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2.1. Introduccion

A lo largo de este capitulo, K denotaréd a un cuerpo perfecto de caracteristica distinta de 2 y K a
su clausura algebraica. En este segundo capitulo, nos ocuparemos de exhibir notaciones basicas
y a probar, de manera auto-contenida, las propiedades elementales de la traza sobre K —algebras
de Artin, que serdn usadas en el resto de la memoria. Asi, para una variedad algebraica afin
K —definible V C A"(K) = K", denotaremos mediante K[V] al anillo de funciones polinomiales
K —definibles sobre V. Por la Proposicion 1.5.2, se sigue que K[V] es una K —algebra de Artin
(0, equivalentemente, un K —espacio vectorial finitamente generado) si y solamente si V es una
variedad algebraica cero-dimensional K —racional.

Por el interés de las aplicaciones que escribiremos en esta memoria, nos restringiremos asi al
caso en el que V' C A™(K) es una variedad algebraica cero-dimensional formado por puntos
K —racionales (i.e. V C A"(K) = K™). En este caso, como ya se ha mencionado, V es obvia-
mente K —definible y K[V] es un K —espacio vectorial de dimension igual a deg(V) = #(V)
(cardinal de V). Por ello, cada base # de K[V] como K —espacio vectorial puede indexarse a
partir de los puntos de V (es decir, siempre podemos escribir Z = {v, : € V'}, independien-
temente del modo en que elijamos los sub-indices). La idea que subyace es el Teorema Chino
de los Restos combinado con el Nullstellensatz, como ya se ha visto en el capitulo precedente.

Nuestro objetivo es estudiar algunas propiedades elementales de la traza canénica. Para ello, y
bajo las notaciones precedentes, para cada elemento v € K[V] consideramos el endomorfismo
de K[V] dado por la homotecia de multiplicacién por v € K[V]:
n: K[V] — K[V]
w — V- w.

Al ser un endomorfismo de un K —espacio vectorial de dimension finita, la traza canénica resulta
ser

Tr(v) :=Tr(n,) := Z v(z).
zeV
Usando la traza candnica como elemento base, podemos definir la forma bilineal simétrica
(conocida también como traza canoénica) dada mediante la forma siguiente:
TrV: K[V x K[V] — K
(v, w) — Tr(v,w) = Tr(vw),

donde v - w € K[V] es el producto en la K—algebra K[V] de los elementos v,w € K[V]. La
traza Try serd una forma bilineal simétrica no degenerada, lo que nos permitira usar el lenguaje
de dualidad con respecto de la traza.

14
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Asi, dada una base Z = {v, : x € V} de K[V] como K —espacio vectorial, una base %' = {w, :
x € V} se denominara base dual de Z con respecto a la traza si se verifica:

Try (vg, Wy) = 0y,

donde 6, 4 es la delta de Kronecker asociada a los puntos de V. El primer resultado elemental
que probamos en esta memoria es la Proposicion 2.2.4 que afirma que, bajo las restricciones
antes descritas, para cada base & de K[V] como K —espacio vectorial existe, al menos, una
base dual #* de K[V].

Una de las propiedades, y usos, habituales de la traza en K —algebras finitamente generadas
es la propiedad de inversion. Aqui hemos optado por la siguiente presentacion de esta idea
clasica. Bajo nuestras restricciones, dada f € K[V] y dada una base # de K[V] definiremos
la transformada de f con respecto a # y la traza como la funcién polinomial f}, € K[V] dada
por la siguiente identidad:

fo(@) = Trv(f,v.), Ve € V,B = {v, :x € V}.

Esta transformada dual simplemente significa la expresion de los coeficientes de f con respecto
a una base dual de & (ver Proposicion 2.3.1). Una forma alternativa de presentar esta misma
ideal es mediante la Formula (de Inversion) de la Traza:

PROPOSICION 2.1.1. Dada f € K[V] y una base B de K[V], para cada z € V se tiene:
F(2) =) fH@)i(z),

eV
donde B* = {v} : x € V} es una base dual de B.

Veremos como, en ciertas aplicaciones, esta sencilla formula se convierte en una Formula de
Inversion al estilo de la Formula de Inversion de Mdbius.

La Seccion 2.4, seccién final del capitulo, se dedica a escribir un sencillo procedimiento, que se
aplicard més tarde, para realizar la tarea siguiente:

PROPOSICION 2.1.2. Sean dadas W71,..., Wy, variedades algebraicas cero-dimensionales for-
madas por puntos K—racionales, W; C A" (K). Sea V. =W; x --- xW,, C A"(K), n =
niy+ -+ ny. Se tiene que V es una variedad algebraica cero-dimensional formada por puntos
K—racionales y K[V] =2 K[W1] @k -+ @k K[Wy,]. Entonces, dadas bases como K—espacio
vectorial {%; C K[W;] : 1 < i < m} y bases duales en K[W;], {#BF C K[W,] : 1 <1i < m},
podemos escribir bases B =HB1 Q-+ Q@ By, Yy B* = B @ --- @ B, de tal modo que B y B*
sean duales con respecto a Try .

Mostrar explicitamente esta construccion es lo que se hace en la Seccion 2.4 y sera de utilidad
més adelante.

2.2. Terminologia basica y propiedades generales

Sea K un cuerpo perfecto de caracteristica distinta de 2, K su clausura algebraica y A una
K —algebra Artiniana. Una K —algebra Artiniana (también llamada K —algebra cero-dimensional
o finita, dependiendo del contexto) se puede caracterizar como una K—algebra que es un
K —espacio vectorial de dimension finita (como se ha estudiado en el capitulo precedente). Para
todo elemento a € A, podemos considerar el endomorfismo de A como K —espacio vectorial, 7,
definido como la multiplicacién por a:

Na: A — A
x —> ax.
DEFINICION 9 (Traza y mnorma). Con estas notaciones, para cada a € A, definimos los
siguientes conceptos:

i) Llamaremos traza de a a la traza del endomorfismo 1,:

Tr(a) :=Traza(n,) € K.
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i1) Llamaremos norma de a al determinante del endomorfismo 1,:
Norm(a) := det(n,).
Definimos ahora la traza bilineal simétrica de la K-algebra A de la siguiente manera:

TrA : AXxA — K
(a,b) +— Tr(a,b) = Tr(abd).

Estamos ahora en condiciones de definir el siguiente concepto:

DEFINICION 10 (Base dual). Con las notaciones anteriores, sea % = {v; : i € I} una base
de A como K-espacio vectorial, donde (1) = dimg (A). Sea #B* = {w; : j € I} otra base
de A como K-espacio vectorial, indexada sobre el mismo conjunto I. Decimos que $B* es una
base dual de A respecto de TrA st se da la siguiente igualdad:

TI'A(Ul', wj) = 5i,j7 Vl,j € I,
donde 0; ; es la delta de Kronecker con indices en I.

Por otro lado, en el capitulo anterior, se prob6 que el hecho de que W fuera una variedad
algebraica afin cero-dimensional K —definible, era equivalente a que el anillo K[W] fuera una
K—algebra de Artin (ver la Proposicion 1.5.1). En dicha Proposicion 1.5.1, se probé implicita-
mente el siguiente resultado:

TEOREMA 2.2.1. Si W es una variedad algebraica K—definible cero-dimensional, el siguiente
es un isomorfismo de K—dlgebras:

o KW] — KHW)

(2.2.1) v — (v(z) @ zeW),

donde (v(z) : x € W) € KEW) es el vector fila cuyas coordenadas son los valores de la funcion
polinomial v € K[W] en los puntos x € W.

También se estudié, en la Proposicién 1.5.2, que eran equivalentes que W fuera una variedad
algebraica K —racional y que K[W] fuera un K —espacio vectorial de dimension finita (i.e. una
K —algebra de Artin), con lo que podemos particularizar la discusién inicial para este caso
concreto. El siguiente Corolario también se demostrd implicitamente en la Proposiciéon 1.5.2.

COROLARIO 2.2.2. Con las notaciones precedentes, si W es una variedad algebraica K —racional
cero-dimensional, el Teorema Chino de los restos implica que

d: KW — KHW)

(2.2.2) v — (v(z) : zeW),

es un isomorfismo de anillos y un isomorfismo de K -espacios vectoriales, donde (v(z) : = €
W) e K*W) es el vector fila cuyas coordenadas son los valores de la funcién polinomial v €
K[W] en los puntos x € W.

A partir de este punto, nos restringimos solamente al caso en el que W es una variedad algebraica
K —racional cero-dimensional. De todo lo anterior, deducimos que

dimg (K[W]) = dimg (K[W]) = deg(W) = #(W).
Luego, toda base Z de K[W] (como K —espacio vectorial) puede indexarse en W (sin importar
como los elementos de la base 2 estan relacionados con los puntos de W). Es decir, si Z C K[W]
es una base de K[W] como K —espacio vectorial, podremos describir los elementos de % de la
siguiente manera:
PB:={v, : €W}

Ademiés, el isomorfismo previamente construido es la clave para probar el siguiente resultado
clasico:

COROLARIO 2.2.3. Sea W C K™ una variedad algebraica K-racional cero-dimensional. En-
tonces, para cada v € K[W/, el endomorfismo n, es diagonalizable sobre K. Ademds, la forma
candnica de Jordan de 1, sobre K es la matriz diagonal Diag(v(z) : x € W) € Myw)(K) y
la traza y el determinante de n, satisfacen:

Tr(n,) = Z v(z) € K, det(n,) = H v(z) € K.

zeW zeW
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DEMOSTRACION. En primer lugar, supongamos que W = {x1,...,xp}. Tras esto, observe-
mos que, si ® es el isomorfismo descrito en el Corolario 2.2.2, ® on, 0 ®~1 : K#W — K#W ge
puede expresar en forma matricial, tomando en K#" = KP la base “canénica” {ei,...,ep},
de la siguiente forma:

v(xq) 0 e 0
0 w(xe) ... 0
0 0 e v(zy)
Lo anterior se sigue de la forma que toma ®on,o®: Dado (a1,...,ap) € K#¥W seaw € K[W]
tal que ®~!(a1,...,ap) = w. Ahora, teniendo en cuenta las definiciones de las aplicaciones,

(&)onvo&)_l) (a1,...,ap) = (‘507771) (w) =

= (v(z;) - w(z;): 1 <i< D)= (v(x;)-a;: 1 <i< D)€ KP.

Por ultimo, se tiene claramente que, para cada ¢ € {1,..., D},
(5 0Ny 0 ;I;_l) (e;) = v(z;) - €;.

Ahora, sabemos que, por ser ® isomorfismo, {®1(e;) : 1 < i < D} es una base de K[W].
Concluimos que, considerando la anterior base en K[W], Diag(v(z) : x € W) es la forma
canénica de Jordan de 7, : K[W] — K[W], concluyendo la prueba. O

Denotamos por TrW = TrK[W] a la forma bilineal simétrica sobre K[W] asociada a la funcion
traza descrita en la Ecuacion (2.2). Tal y como ya hemos descrito, dadas dos bases & := {v, :
xe W}ty B :={w, : € W} de K[W] como K —espacio vectorial, con indices en W,

decimos que & y #* son bases duales respecto de la traza si y solo si

Tr  (vg,wy) =0z, VT, y € W,

W

donde 6, 4, es de nuevo la Delta de Kronecker con indices en W.

PROPOSICION 2.2.4. Sea W C K™ una variedad algebraica K—racional cero-dimensional. En-
tonces, Tr« K[W] x K[W] — K es una forma bilineal simétrica no degenerada. Ademds,

para cada base B de K[W] como K—espacio vectorial, existe una base dual B* de B respecto
de Tr__ .
w

DEMOSTRACION. En primer lugar, probamos la existencia de una base dual #* para todo
base # de K[W]. Gracias al isomorfismo ® descrito en la Identidad (2.2.2), sabemos que una

lista de funciones polinomiales % := {v1,...,vp} C K[W] es base si y solo si la siguiente matriz
es regular:
1}1(1‘1) ’Ul(l‘D)
viM(#B) = . |,
vp(x1) -+ wvp(zp)
donde W = {z1,...,2p} y D = (W) = deg(W). Para cada i, 1 < i < D, sea e, el k—ésimo
vector de la base “canénica” de K. Sea w; := (w;1,...,w;,p) € KP la tnica solucién del

siguiente sistema de ecuaciones lineal:

Wi, 1
vdM (B) : =el,
Wi,D

donde el es la matriz transpuesta del vector e; (i.e. su presentacién en columna). Entonces,
usando el isomorfismo @ de la Identidad (2.2.2) existe w; € K[W] tal que:

fI)(wz) = (wi(xl), . ,wi(zD)) = ((.Oz"l,' . ,inD) = Wj.
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La familia * := {wy,...,wp} es la base “dual” de %, ya que

D wj(z1)
Tr,(vi,w;) = Zvi(ack)wj(xk) = (vi(z1), ..., vi(xq)) =0;,j-
b=t w;(zp)
Obviamente, el hecho de que %* es una base dual de % con respecto de TrW implica que TrW

es una forma bilineal simétrica no degenerada:
Sea v := Zle Aiv; € K[W]\ {0}, entonces existe j € {1,..., D} tal que \; # 0 y, por tanto,

D
TrW(v, w]-) = Z )\iTYW(’U“U}j) = >‘j 7£ 0,
i=1
lo que significa que TrW es una forma no degenerada y bilineal. g

2.3. La Formula (de Inversion) de la Traza

Con las mismas notaciones que en la Seccién precedente, nos restringimos al estudio de K[W],
donde, de nuevo, W C K™ es una variedad algebraica K-racional cero-dimensional (i.e. se da
la Proposicion 2.2.4). En esta seccién estableceremos la Formula (de Inversion) de la Traza,
que de hecho, es el elemento motivador de este trabajo. Esta férmula es una consecuencia casi
inmediata de la existencia de base dual ya vista, pero ain asi la probamos con detalle, para
fijar las notaciones a usar:

DEFINICION 11 (Transformada dual de una funcién respecto de Tryy y de una base
dada). Dada una base B := {v, : x € W} de K[W], y una funcién polinomial f € K[W],
podemos definir la transformada dual de f respecto de la base B y de TrW como la funcion
polinomial 3 € K[W] dada por la siguiente identidad:

fo: W — K

(2.3.1) r TrW(f’ V).

PROPOSICION 2.3.1. Con las notaciones precedentes, sea * := {v: : x € W} una base dual
de $B con respecto a TrW y sea f € K[W]. Entonces, los coeficientes de f como combinacidén
lineal de los elementos de B* son exactamente los valores de la transformada dual de f en los
puntos de W. Es decir, se tiene que

Fi= )0 A=Y o)l

zeW zeW
con Ay = foy(x) =Tr (f,v).
DEMOSTRACION. Supongamos que tenemos
f= Z AzUy,
zeW

con \; € K. Entonces, como TrW es bilineal y #* es una base dual de Z# respecto de TrW,
tenemos que:

TrW(f, vy) = Z )‘wTrW(U;aUy) = Z Azlay = Ay,
zeW xeW
como afirma el resultado. O

Introducimos ahora, basandonos en la Proposicion anterior, una Férmula (de Inversion) de la
Traza, objetivo final de esta seccién, que nos permitira evaluar la funciéon polinomial f € K[W]
de la siguiente manera:

Formula (de Inversiéon) de la Traza: Con las hipotesis precedentes, para cada f € K[W]
y para cada z € W tenemos

(2.3.2) F2)=) fala)i(z) =Y Try (five)vi(z).

zeW zeW
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2.4. Construccién de bases duales en el caso de variedades obtenidas como
producto cartesiano

Ya hemos probado, en la Proposicion 2.2.4, que toda base # de K[W] tiene una base dual.
Ahora, trataremos de presentar una forma explicita de construir una base dual en el caso
de variedades algebraicas cero-dimensionales obtenidas como producto cartesiano. Nos res-
tringimos, de nuevo, al caso de variedades algebraicas K-racionales cero-dimensionales.

Sea {W; C K™ : 1 < i < m} una familia de variedades algebraicas K—racionales cero-
dimensionales. Ahora, consideramos la variedad algebraica K —racional cero-dimensional dado
por el producto cartesiano W := [/, W; C K™, donde n := Y_!" | n;. Observamos que, en lo
que respecta al grado de W, se tiene que

deg(W) = (W) = Hdeg(Wo.

Ahora, consideramos la K —algebra K [W] de las funciones polinomiales sobre W. Esta K —alge-
bra viene dada por el producto tensorial de las K—algebras K[W1],..., K[W,,] (véase el Teo-
rema A.4.4 de la Seccion A.4 del Apéndice):

K[W] = K[W1] @k -+ @ K[Wp).

Como la dimension de K[W] como K —espacio vectorial es igual al grado de W, se tiene que
n
dimg (K[W)) = [ [ dimg (K[W;]) = deg(W).
i=1

Dada una lista de funciones polinomiales 1 € K[W1],..., pm € K[W,,], denotamos el producto
tensorial de estas aplicaciones por

Qi =1 Q- ® o € K[W].
El lector puede interpretar la funcién polinomial ®,¢; de la siguiente forma:
@i W=I[L, Wi — K
(gla"'vgm) — Hj:l @j(Cj)

De hecho, algunas autores prefieren la notacion [[\-, ¢; := @, p;. En este trabajo, usaremos
una u otra dependiendo del contexto.

(2.4.1)

Sea (D) := (D1,...,Dp,) € N™ una lista de nimeros enteros no negativos. Para cada lista de
naturales (k) := (k1,...,kn) € N™, escribimos (k) = (D) si y solo si 1 < k; < D, para cada 1,
1 <i<m. Dada (k) := (k1,...,kmn) 2 (D) y (r) == (r1,...,7m) = (D), denotamos por d(x),(r)
a la delta de Kronecker de valores (k) y (r), i.e.

5 __J1, siysolosik; =7, paracadai, 1 <i<m
(&) = 0, en otro caso.

Consideremos una familia de bases de cada K[W;] como K-espacio vectorial. Ademés, supon-
gamos que estas bases estan dadas por

B = {0, o0}, 1<i<m,

donde D; := deg(W;). Como el producto tensorial “conmuta” con la suma directa (ver Proposi-
cion A.4.3 de la Seccion A.4 del Apéndice) concluimos que la siguiente es una base de K[W]
como K —espacio vectorial:

(2.4.2) B = {0y = @110 (k) = (ki,... k) < (D)},
El siguiente resultado muestra cémo construir una base dual de Z respecto de TrW

ProrosicioN 2.4.1. Con las notaciones e hipdtesis precedentes, para cada i, 1 < i < m,
consideramos 27 C K[W;] una base dual de %; respecto de la traza Tr —en K[W;]. Asumamos

que los elementos de B} toman la forma siguiente:

B; =P, W)
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Entonces, la siguiente es una base dual de B respecto de la traza TrW en K[W]:

B =V =0 1 ()= (r. ) 2 (D)),
En particular, para cada (k), (r) =< (D), se tiene el siguiente resultado:
(243) Trw(q)(k), \11(7)) = 5(@7(7.).

DEMOSTRACION. El hecho de que W sea un producto cartesiano es crucial para nuestra
prueba. Procedemos por induccién sobre m. El caso m = 1 es inmediato; por ende, asumamos
que m > 2.

Tomemos @y € By V() € B* tales que (k),(r) = (D). Atendiendo a la definicién de la
funcién traza Tr—: K[W] x K[W] — K (y al Corolario 2.2.3), se tiene que

T (@), Ury) = Tr( @y - Uin) = D (R ¥in) () = D (219(9) (L) (€)) -
CEW CeEW
Adicionalmente, atendiendo a la definicion de los elementos de & y %*, tendremos que
Tr, (B0, Ue) = 3 (976) (O (@20 (0.
cew
Como W = [];", W;, de la Identidad (2.4.1) se tiene que

Tr (P i) = D 0 D (H@ )(ﬁwﬁ?(@))

G1eW, Cm €W

Como K es un cuerpo conmutativo, podemos reescribir la tltima identidad como

Tro (k) Vi) = > > H(@k (G )>~

G EWL Cm €W, i=1

Ademaés, tenemos que

Tr (CI)(k)a\Ij(r) Z 90(1) (1)(C1) Z Z H( () (Gi) 1/} ))

CG1EW: (2€W, Cm €W 1=2

Denotemos por R,,—1 a la siguiente suma

Ruv= [ 2 2 T1(0 @)

C2EW, Cm €W i=2

Sea W' := [[;Z, W; la variedad algebraica cero-dimensional que “olvida” Wi. Sea Tr . :
K[W’'] x K[W'] — K la traza de W', que es también un producto cartesiano. Fijamos las
siguientes notaciones:

e (D'):=(Ds,...,Dp).
o (k') :=(kay...,km).
o (1) :=(ro,...,Tm)-
Por la hipotesis, es claro que (k') < (D') y (r') < (D’). Siguiendo lo anterior, denotemos por
(I)(k/) = ®212(p](€? € K[W’] ( = ® 2()051) c K[W/]
Ahora, aplicando la hipétesis inductiva, lo siguiente se cumple:
Ry :=Tr ( Ry, Yrr)) = rr),)

donde 6z (/) es la delta de Kronecker, como anteriormente. Por lo tanto, hemos probado:

TYW((I)(k)"I’(r)) = Z <P Cl 1/J (C1) | Rn—1 =Trw, (ﬁpkl 7w(1)> ),
¢G1eW;

donde Trw, : K[W1] — K es la traza de K[W;]. Como % es la base dual de %, en K[W]
respecto de Tryy,, concluimos que

TrW((I)(kl,...,km)v \P(Tl,...ﬂ"nz)) = 5]61»7"15(k/)7(7") = 5(k) (r)
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donde dy, , es la funcion delta de Kronecker, y hemos probado la Identidad (2.4.3).
Concluimos de manera inmediata que Z* es una base y que es una base dual de 4 respecto de
la forma bilineal no degenerada ’ITW. O
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3.1. Introduccién

Este capitulo estd dedicado a trasladar los resultados principales estudiados en el capitulo
precedente a algunos resultados clasicos de Combinatoria. Bésicamente, el propésito consiste
en probar cémo algunos resultados clasicos de Combinatoria no son sino versiones particulares
de la Formula (de Inversion) de la Traza, dependiendo de las bases del K —espacio vectorial V
elegidas. Haremos la discusiéon para K = Q, aunque todos los resultados son vélidos si K es un
cuerpo perfecto de caracteristica distinta de 2.

Nuestro proposito trata de analizar algunas propiedades del conjunto 2"} formado por todos
los subconjuntos del conjunto [n] = {1,...,n}. Para comenzar, vemos 2/ como la variedad
algebraica cero-dimensional formada por puntos Q—racionales

Vo= {(21,...,2,) €Q" : 27 —2; =0, 1 <i<n}.

K3
La identificacién entre V,, y 2" es la obvia y escribiremos libremente Y € V,, para Y C
[n]. Denotaremos por Tr, = Try, a la forma bilineal definida sobre Q[V,,] que satisface las
propiedades descritas en el Capitulo precedente. Comenzamos trabajando con tres bases de
Q[V»] como Q—espacio vectorial (en las Secciones 3.3, 3.4 y 3.5).

En la Seccion 3.3 consideramos las funciones caracteristicas asociadas a puntos de V,,. Esto es,
dado S € V,, = 2[" definimos

{1, siS=T
T —
0, en otro caso.

(s}

Se observa que estas funciones polinomiales constituyen una base auto-dual con respecto a la
traza, que denotaremos por % := {X{S} : S C [n]}. La usaremos como base auxiliar cuando
convenga.

En la Seccion 3.4, consideraremos la base monomial de Q[V,,]. De hecho, esa base monomial
estd determinada por los subconjuntos de [n]. Es decir, consideramos para cada S C [n] la

22
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funcién monomial siguiente:

ps = <IIA%>'+IUQ)GQQWH'

i€S

Definimos la base %, := {ps : S C [n]} y construimos una base dual %; siguiendo el proce-
dimiento descrito en la Seccion 2.4.

Analizamos alguna que otra propiedad que serd de utilidad en Capitulos subsiguientes. Es
destacable observar que el Principio general de Inclusion-exclusion (en orden reverso) no es sino
una reformulacién de la Formula (de Inversion) de la Traza aplicada a la base %;:

PROPOSICION 1. Dada f € V,, = 2"l — Q cualquier funcién (f € Q[V,] por ser V,, finito), s
tiene que, para cada Y C [n] (i.e. Y € V,,),

=D p5(Y)f5,(8) = Y (1P g5 (5) = Y0 (~FSW [ Y (T

YCS YCS YCS scT

En la Seccién 3.5 nos ocupamos de otra base de Q[V,,] inspirada en [FrPa,1983]. La deno-
minaremos anti-monomial porque es dada como una cierta transformaciéon de la base monomial
antes descrita, tomando complementarios. Es decir, para cada S C [n], definimos

gs = | [ -X)|+1(Va)€QVal

i€[n]\S

Introducimos asi la base %o := {gs : S C [n]} de Q[V,,] como Q—espacio vectorial. Hallamos
una base dual %5 y probamos algunas de sus propiedades de uso ulterior en esta memoria.

De nuevo, destacamos otro resultado clasico de Combinatoria que no es sino una mera re-
escritura de la Formula (de Inversion) de la Traza en Q[V,,] usando la base anti-monomial %5
precedente. Nos referimos al Principio general de Inclusién-exclusion:

PROPOSICION 2. Dada f € V,, = 2"l — Q cualquier funcién (f € Q[V,] por ser V,, finito), s
tiene que, para cada Y C [n] (i.e. Y e Vo),

=D a5 5, (9) = D (FDF 5 (8) = Y (LR | YT A(T)

SCY SCY SCY TCS

La Seccién 3.6 se dedica a mostrar bases del subespacio vectorial de los null {—designs, que
difieren de las exhibidas en [FrPa,1983] y antecedentes. De nuevo, se trata de usar traza y
dualidad aunque, en este caso, para estudiar conceptos combinatorios un poco més sofisticados.

Los null ¢—designs son definidos en [FrPa,1983] del modo siguiente: Una funcién f : 20" — Q
se denomina un null ¢—design si para todo A C [n], #(A) < t, se verifica

> oY) =

ACY

Dado que V,, es finito, toda funcion f : 2" — Q es una funcién polinomial Q—definible.
Entonces, f € Q[V,] es un null ¢t—design si y solamente si [%, es idénticamente cero sobre
todos los conjuntos de cardinal acotado por ¢t. Pero, por la Férmula (de Inversion) de la Traza
eso es equivalente a que sus coeficientes en la base dual %] sean nulos para los elementos
{p% : A C [n],#(A) < t}, donde % es la base monomial de Q[ w] ¥y B; es su base dual. Por
tanto, una base de los null t—designs es dada por

(P AC [n], #(A) > t},

hecho que se prueba en la Proposicion 3.6.1 que cierra la Seccion 3.6.
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3.2. La variedad algebraica Q—racional de los subconjuntos de un conjunto finito

Sea [n] = {1,...,n} un conjunto de cardinal n. Denotamos por 2"} a la clase de todos los
subconjuntos de [n], y por Fo[[n]] a la Fy—&lgebra formada por todas las funciones caracteristicas
(tambien llamadas indicadores) Xy determinadas por los subconjuntos Y € 2. Consideramos
la siguiente variedad algebraica Q—racional cero-dimensional de grado deg(V,,) = 2™ (véase
[Pa,1995] para otros usos de esta variedad algebraica):

Vii={(z1,...,2,) €Q" : 27 —x; =0, 1 <i<n}=1{0,1}"CQ"

i
Se observa que los conjuntos 2™, Fy[[n]] y V;, estan biyectados: Identificamos Y C [n] con el
grafo Gr(x,,) € {0,1}" de su funcion caracteristica, visto como un punto en V,,. Para ayudar al
lector, denotaremos por el mismo simbolo al subconjunto Y C [n] y al punto Y := (y1,...,yn) €

V.., donde
L f1, siiey
Yi = 0, en otro caso.

Podemos asi ver una familia finita de subconjuntos .# C 2/"l como una subvariedad algebraica
Q-—racional cero-dimensional de V,,.

Denotemos por Tr := Tr% : Q[Vy] x Q[V,,] — Q a la forma bilineal simétrica no degenerada
definida por la traza sobre @[Vn] x Q[V,], como ya hemos visto en el Capitulo precedente. Por la
Proposicion 2.2.4, sabemos que toda base Z de Q[V,,] como Q—espacio vectorial tiene una base
dual 2" respecto de Tr 'y, ademds, la Férmula (de Inversién) de la Traza (2.3.2) se satisface
en Q[V,]. Finalmente, es claro que V, := {0,1}" es el producto cartesiano de n variedades
algebraicas Q—racionales cero-dimensionales. Con todas estas afirmaciones, podemos deducir
el siguiente corolario, que resume las principales propiedades que hemos probado anteriormente:

COROLARIO 3.2.1. Sea & := {vy : Y € 2"} una base de Q[V,] como Q—espacio vectorial.
Entonces, se tienen las siguientes propiedades:
i) Eriste una base dual B* = {vy : Y € 2"} de & en Q[V,] respecto de Tr .
i1) La Formula (de Inversion) de la Traza se satisface para la transformada dual. Es
decir, para cada f € Q[V,)] se satisface la siguiente igualdad en Q[V,):

f=> (0.
Y e2[nl

iii) El método de construccion de bases duales descrito en la Seccion 2.4 es aplicable a
bases de Q[V,,].

Tras este Corolario, procedemos a aplicar estas técnicas a varios ejemplos de bases de Q[V},]
que se usaran mas adelante.
3.3. Un ejemplo de base auto-dual: Funciones caracteristicas sobre atomos en 2"

Para todo S C [n], consideramos la funcion caracteristica (a veces llamada indicador) del &tomo
{S} € 2V» i.e. la siguiente funcion:

. — 9ln]
X R V,=2 — Q
(3.3.1) F, §iS=T
T —
0, en otro caso.

Es de procedencia remarcar que x
Fa[[n]].

PROPOSICION 3.3.1 (Bases auto-duales de atomos). Con las notaciones precedentes, la
funcion polinomial Xgy € idempotente en Q[V,] (i.e. (X{S})2 Xy = 0 en Q[V,,]). Ademds,

sy € Q[V3] es distinta de la funcién caracteristica X, €

i) El conjunto de las funciones caracteristicas de dtomos en V,, define una base %y de
Q[Vy] como Q—espacio vectorial, donde:

By = {X{S} : SeV, :2[”]}.



3.4. LA BASE MONOMIAL 25

it) La base %y es auto-dual (i.e. By es base dual de si misma). Es decir, si Tr es la
traza de Q[V,], para cada S, T € V,, tenemos que

Tr (X gy X)) = 95,1,
donde, como en secciones precedentes, 0s 1 es la delta de Kronecker.

DEMOSTRACION. Observamos que %y genera Q[V,] ya que para toda funcion f € Q[V,,] se

tiene que
Fi= 0 KX
SC[n]

Como #(%p) = 2™ = dimg(Q[V,,]), se tiene que %y debe ser una base de dicho Q—espacio
vectorial. Esto prueba 7).

Por el Corolario 2.2.3 sabemos que:
T =
(X gy Xery) = D Xy (VX (V)
YV,
y, por la definicion de las funciones x 5y Y Xy anteriores, concluimos inmediatamente que
Tr (X gy X(py) = Os,75
lo que concluye la prueba de 7). O

3.4. El ejemplo de la base monomial: Base dual, Férmula (de Inversion) de la
Traza y el Principio general de Inclusién-exclusién (de orden reverso)

Para todo subconjunto S € 2" consideramos el monomio

n
(3.4.1) Ps(X1,..., Xn) = [[ Xi = [[ X" € QX1,..., X,
ies i=1
donde el elemento S € V,, tiene coordenadas S = (1, ..., pn) € {0,1}". Este monomio define

una funcién polinomial en V,, que denotamos por ps := Ps + Ig(V,) € Q[V,,]. La siguiente
proposicién resume las principales propiedades que satisfacen estas funciones polinomiales:

PROPOSICION 3.4.1. Con las notaciones precedentes, se tienen las siguientes propiedades:
i) La funcidn polinomial pg : V,, — Q satisface para cada Y C [n]:

1, siSCY
(3.4.2) ps(Y) = {0, en otro caso.

En particular, toda funcidn polinomial ps es idempotente en Q[V,,].

i) El conjunto $, :={ps : S€V, = 2["}} formado por todas las funciones monomiales
es una base de Q[V,,] como Q—espacio vectorial.

iii) El conjunto % = {p§ : S € V,, = 2"} es una base dual de B, respecto de Tr ,
donde

ps=([JeXi-1) [[ 0-X))|+IL(Va) € QVal.

i€S Jj€M]\S

i) Las funciones polinomiales en la base dual anterior satisfacen:

. (DY) siy C S
(3.4.3) ps(Y) = { 0, en otro caso.

DEMOSTRACION. La afirmaciéon i) se prueba por mera verificacion. Por otra parte, la
afirmacion ii) se sigue del hecho de que {X? — X1,..., X2 — X,,} es una base de Gréebner del
ideal I (V;,) respecto de numerosos o6rdenes monomiales (como “degree-+lexicographic”, véase
[C0,1992] para una explicacion sobre esta terminologia, si fuera necesario). Para probar iii),
observemos que % es la base del producto tensorial Q[V,,] = Q[W1]®q- - -®qQ[W,,], construida
a través del método descrito en la Identidad (2.4.2), donde W; = {0, 1} y la base de Q[W;] elegida
es B, = {1+ Io(W;), X; + Io(W;)} (téngase en cuenta el isomorfismo descrito en (1.5.2), y
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que X; — 1 ¢ Ig(W;)). Sea Tr  la traza asociada a la variedad algebraica W;. Verificamos que
una base dual de % ; respecto de TrW viene dada por

i

B = {1 = Xi) + Io(Wh), (2X; — 1) + Io(Wi)}-

Para ello, observamos evidentemente que es base, usando argumentos ya citados, y que, usando
el Corolario 2.2.3, se tiene que

Trw, (1 — X;) + Io(Wi), 1+ Io(W3)) = Tr(na-x,)+rowy)) = (1= 1) + (1= 0) =1,
Trw, (1 = Xi) + Io(Wi), Xi + Ig(W3)) = Tr(nx,— x2)4 1ow,) = (1 = 12) + (0 = 0%) = 0,
Trw, ((2X; — 1) + Io(W;), 1 + Io(W3)) = Tr(nex, —1)+omw,)) = (2-1=1)+(2-0-1) =0,
Trw, ((2Xi — 1) + Io(Ws), X; + Io(W3)) = Tr(nexz—x,)+ 1ow)) = (2 P-1)+(2:0°-0) =1

Con lo anterior, aplicamos el método descrito en la Proposicién 2.4.1 de la Seccién 2.4, con-
cluyendo que la siguiente es una base dual de %; respecto de Trn:

#i =< [ [[exi-1) J] A-X;) | +1o(Va) €QV,] : S €2l
i€S JjEn\S
Por ultimo, iv) es inmediata a partir de la definicién de p%. O

La Formula (de Inversion) de la Traza para esta base %) es un “principio” habitual en combi-
natoria: El Principio de Inclusiéon-Exclusiéon (de orden reverso).

COROLARIO 3.4.2 (Dualidad, base monomial y Principio de Inclusién-exclusién (de or-
den reverso)) Con las notaciones precedentes, sea f € Q[V,,] una funcion polinomial definida
en 21", Se tienen las siguientes propiedades:

i) Para cada S C [n], la siguiente igualdad se satz'sface:
(fps) =D A(T
scr

En particular, si f2,; € Q[Vy] es la transformada dual de f respecto de la base %y y

de Trn, se tiene que:
f5.(8)=>_ AT
scT

= Z fél(S)Ps

5C[n]

i1) Se tiene que:

iii) Principio general de Inclusién-exclusion (de orden reverso): Para cada Y C
[n] tenemos que

FOY) = Y (1P f5 (5) = Y (FD)FSY | Y (T

YCs vYCs SCT
iv) Para cada T C [n] se tiene
(3.4.4) X(py = D (1) pg
TCS

DEMOSTRACION. La mayoria de afirmaciones son inmediatas a partir de las definiciones y
resultados anteriores. De todas formas, damos algunas indicaciones de la prueba para explicar
como se aplican dichos resultados precedentes. Por el Corolario 2.2.3, sabemos que:

(fips) =D fY
YeV,

Por la Identidad (3.4.2) de la Proposicion 3.4.1 sabemos que ps(Y) = 1 si y solosi S C Y,
siendo cero en otro caso. Por lo tanto, concluimos que

S, () =T (fps) = > f(Y)

SCY
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La afirmacion i) se sigue directamente de la Formula (de Inversion) de la Traza (2.3.2) ante-
riormente descrita. Por otra parte, ii¢) es simplemente i) usando la presentacion estandar del
Principio de Inclusién-Exclusién y la forma de evaluar la funciéon polinomial p§ descrita en la
Identidad (3.4.3).

Por dltimo, notamos que iv) es también otra forma de la Formula (de Inversion) de la Traza,
pero cambiando los roles de las bases %, y #;: Sabemos que existe una combinacién lineal tal

que:
X{T} Z AS TPS,
SC]

donde Ag 1 € Q. Ahora, como %7 es una base dual de %, respecto de la traza, tenemos que:
Asri=Te (xgry,ps) = Y xery(W)ps(W) = ps(T).
WC[n]
Por tultimo, de acuerdo con (3.4.3), concluimos la Identidad (3.4.4):
i J(DESND G T CS
Ast =ps(T) = { 0, en otro caso.

Esto concluye la prueba de la afirmacion iv). O

3.5. El ejemplo de la base anti-monomial: Base dual, Féormula (de Inversién) de
la Traza y la forma general del Principio de Inclusion-Exclusiéon

Consideremos ahora la siguiente aplicacion definida sobre la variedad algebraica V,,:

v Vi — V
3.5.1 " "
( ) (1, .y xn) — (1I—x1,...,1—x,).

Esta aplicacion es un isomorfismo birregular (i.e. su inversa también es una funcién polinomial)
cuya inversa es €l mismo, i.e., U (yy, ... un) = (1 —y1,-- ., 1 —vn) = Y(y1,...,Yn). Ademés,
para cada S € V,,, ¥(S) es el complementario de S en [n] (i.e. ¥(S) = [n]\S). Este isomorfismo
birregular induce el siguiente isomorfismo de Q—algebras, mediante la composicién:

w = \I/* : Q[‘/n} — Q[‘/”]
(3.5.2) F o fol.

Ahora, para cada S € V,, introducimos las siguientes funciones polinomiales gs € Q[V4,]:

(3.5.3) gs = | [ @=X)|+1(Va)€Qvil.

i€[n]\S
Con las notaciones precedentes, se tiene que la siguiente Identidad se satisface para cada S C [n]:
Y(ps) = qiu)\s-

En particular, como %, era una base (la base monomial), la clase %5 := {qs : S € V,,} también
una base de Q[V,,] como Q—espacio vectorial (por ser ¢ un isomorfismo de Q—algebras). El
siguiente resultado resume algunas de las propiedades que satisfacen los elementos de la base
ﬁgi

PROPOSICION 3.5.1. Con las notaciones precedentes, se tiene que:
i) La funcidn polinomial qs : V,, — Q satisface para cada Y C [n]:

1, siY CS
(3.5.4) as(Y) = {0, en otro caso.
En particular, para cada S C [n], la funcidn polinomial gs es un elemento idempotente
de Q[V4].
i4) Para cada S C [n], qs(Y) := p(np\s)(1 = Y), donde 1 = (1,...,1) € V,, estd asociado
a [n] como elemento de V, [ 1\ S es el complementario de S en [n].

iii) El conjunto Bo = {qs : S € V, = 2"} es una base de Q[V,] como Q—espacio
vectorial.
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) El conjunto B3 = {qs : S C [n]} es una base dual de B respecto de Tr , donde

s = HXz H (1-2X;) | + Ip(Va) € Q[Va]-

€S JEMI\S
v) La funcion polinomial en esta base dual satisface

C ol (LS siscy
(3.5.5) gs(Y) = { 0, en otro caso.

DEMOSTRACION. La afirmacion i) es obvia usando la definicién de gs. Pasamos ahora a
detallar la prueba de v): Sea Y C [n] y denotemos por Y al punto Y := (y1,...,yn) € Vp,
donde y; = 1 si y solo si i € Y. Consideremos las funciones polinomiales de la familia %5 :=
{g§ : SC[n]}. Si S CY, se tiene la siguiente igualdad:

GO0 =T[w [T 0-20) [ (-2m).
€S jeY\S ke[n]\Y
De esto ltimo, tenemos que:
e Siie SCY,entonces y; = 1y, por lo tanto, [[;cgvi = 1.
e Sij €Y \S, entonces y; =1y, por lo tanto, [,y s(1 —2y;) = (—1)FONS),
e Sik€[n]\Y, entonces y, = 0y, por lo tanto, [, cx\y (1 —2yx) = 1.
Por lo tanto, concluimos que si S C'Y tenemos que ¢%(Y) = (—1)¥\9).

Por otro lado, si S € Y, entonces existe i € S\ 'Yy, por tanto, [[,.g % = 0, lo que implica que
¢5(Y) = 0. Esto concluye la prueba del apartado v).

Con las notaciones precedentes (Y := (y1,...,Yyn) € Vi, tal que y; = 1 si y solosi i € Y),
observamos que:
gs(V)= [[ -y eQ
i€[n]\S
Por la definiciéon de los polinomios Pr (ver Identidad (3.4.1)) concluimos que

QS(Y) = p[n]\S(l — Y151 — yn) = p[n]\S(l - Y)7
y 1) queda probado.

Por otra parte, ya hemos comprobado que la siguiente aplicacion es un isomorfismo de Q—éalgebras:
Y QVn] — Q[Va]
f — f(1-Y).

Con lo anterior, observamos que la afirmacion i) implica que By := ¢(%1) y, por tanto, %5 es
una base de Q[V,,] visto como Q—espacio vectorial, concluyendo por ende la prueba de #ii).

Tras esto, tomando W; := {0,1}, nos percatamos de que V,, := [[_, W; = {0,1}" es una
variedad algebraica Q—racional obtenida como un producto cartesiano. Sea TrW la traza
asociada a la variedad algebraica W;. Existe una base de Q[W;], de construccion inmediata
dada por
B ={1,1-X;},

donde 1 :=1+I1(W;)y 1 — X; := (1—X;)+I(W;) son respectivamente las funciones polinomiales
en Q[WW;] definidas por 1 y (1 — X;). Comprobamos que la siguiente es una base dual de %5 ;:
Para ello, observamos que se tienen las siguientes igualdades:

Ter, (X, X;) =1, TrWi (X;,1-X;) =0,
TrWi(Yi, 1-2X;)=0, TrW (1-X;,1-2X;)=1.
Ahora, por la Proposicion 2.4.1, concluimos que la siguiente es una base dual de %Bs:

{1 ® - @by 1 ;€ B5;}

i
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Esta ultima base es simplemente el conjunto %5 = {¢% : S C [n|} ya descrito (siendo la prueba
de este hecho una mera comprobacion). Esto concluye la prueba de iv). O

Observamos también que la Formula (de Inversion) de la Traza aplicada a la base %, es, en
esencia, la forma general del Principio de Inclusién-Exclusion.

COROLARIO 3.5.2 (Dualidad, la base anti-monomial y el Principio de Inclusién-Ex-
clusion en su forma general). Con las notaciones precedentes, sea f € Q[V,] una funcion
polinomial definida sobre 2. Entonces, se tiene que:

i) Para cada S C [n], la transformada dual fZ; de f respecto de la base %o y de Trn,
satisface:

Fi,(8) =Tr (f,q5) =Y f(T).

TCS

i1) Se tiene que:

=" f5,(84s

SCln]

iii) Forma general del Principio de Inclusién-Exclusién:

FOY) =Y (PO fE (8) = YO (FDF | Y A(T)

SCY SCY TCS

iv) Para cada T C [n], se tiene que
(3.5.6) X(py = Z(—l)ﬁ(T\S)qs-
scr

DEMOSTRACION. La afirmacion 7) se sigue directamente de la Proposicion precedente. Por
otro lado, i) no es mas que la ya bien conocida Formula (de Inversion) de la Traza (2.3.2).
Tras esto, notamos que 4ii) se sigue de aplicar i) a cualquier subconjunto Y C [n]: Se tiene
que

FY) =) [ (S)as(Y).

SCin]

Ahora, de acuerdo con la Identidad (3.5.5) de la Proposicién anterior, sabemos que ¢5(Y) =0
siSZY yquegi(Y)=(-1)F3\9 si § CY. Por tanto, usando la afirmacién i) concluimos:

FOV) = (=1 g (§) = > (=1)FND [N (1) |

SCY SCY TCS
que es la forma usual de Principio de Inclusion-Exclusion.

El apartado iv) es también la Formula (de Inversion) de la Traza, pero cambiando los roles de
PBy y $B3: Ya sabemos que existe una combinacioén lineal tal que

X(py = Z As,14s,
5C[n]

donde Asr € Q. Como %5 es una base dual de %, respecto de la traza, concluimos, usando la
Formula (de Inversion) de la Traza, que

Asr="Tr (x(r} q5) = > Xy (W)gs (W) = g5(T).
WCln]

Atendiendo a la Identidad (3.5.5), concluimos (3.5.6):

N (—DHIS) s SCT
ST = 0, en otro caso.
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3.6. El ejemplo del subespacio vectorial de los “null t—designs: Otra base
explicita

En esta seccion, mostramos el papel de la base %; en Q[V,] que esta relacionado con los
llamados null t—designs. Definimos con precisién este iltimo concepto:

DEFINICION 12 (Null t—design). Con las mismas notaciones que en las secciones anteriores,

una funcion f : 2" — Q se denomina null t—design si para cada A C [n], tal que 4§(A) < t,
se satisface la siguiente igualdad:
> ) =0.

ACY
Recordamos ahora el concepto de distancia de Hamming;:
DEFINICION 13 (Distancia de Hamming en V,,). La distancia de Hamming sobre V,, es
una métrica, que denotamos por dg : Vi, x V, = R, definida de la siguiente manera: Dados
X =(x1,...,2n), Y = (y1,...,Yn) € Vo, ={0,1}", definimos
du(X,Y) = #{i € [n] : ; # yi}.
Es decir, la distancia de Haomming de X e Y no es mds que el numero de posiciones en las que

esas dos n—tuplas difieren.

Consideramos ahora W; := FH(O,t) C V, la bola cerrada de centro 0 y de radio ¢ respecto a
la distancia de Hamming en V,,, i.e.,

B(0,t) :={X €V, :dg(0,X) <t} ={X €V, : #(X) <t} CV,.
Entonces, tenemos el siguiente resultado:
PROPOSICION 3.6.1. Con las notaciones precedentes, las siguientes propiedades se cumplen para
toda funcion f : 2" — Q:
i) Una funcion f € Q[V,] es un null t—design si y solo si se cumple:

i1) Una funcion f : 20— Q es un null t—design si y solo si f pertenece al Q—espacio
vectorial generado por la siguiente familia de funciones polinomiales linealmente in-
dependientes:

P i=App : FCn,F¢W} ={pp : FCn],#(F) >t}

DEMOSTRACION. Por la afirmacién ¢) del Corolario 3.4.2, sabemos que para cada A € W,

se tiene que
Te (f,pa) = ) f(Y)=0.
ACY
Por lo tanto, ¢) es una tautologia.
En cuanto a i1), observamos que %7 es una base de Q[V,,] (se recuerda que la definicion de %
ya se ha dado en la Proposicion 3.4.1). Por ende, toda funciéon f € Q[V,,] puede expresarse de
la siguiente manera:
fi=>" wirk,
FC[n]

donde p} € Q. Supongamos que f es un null t—design: entonces, como %7 es la base dual de
% respecto de Trn, tendremos, usando la Formula (de Inversion) de la Traza, que

pa="Tr (f,pa) =0, VA€ W,

Por lo tanto, concluimos de manera inmediata que la clase de los null ¢—designs en Q[V},] esta
contenida en el Q—espacio vectorial generado por P;.

Ahora, probemos el resultado reciproco: Como %5 es una base dual de %, tenemos que
Tr (pp,pa) =0, VA#F.

En particular, si F ¢ W, y A € W, tenemos obviamente que A # F'y, por tanto, dado p}. € P/
se tiene:
Trn(p},pA) =0, VA e W,
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lo que prueba, por i), que p} es un null t—designs para cada F' C [n], F' ¢ W;. Concluimos
que P} es un conjunto finito de null t—designs. Ahora, si tomo f perteneciente al Q—espacio
vectorial generado por P;, f podra ser expresado como combinacién lineal de null t—designs,
i.e., podremos expresar f como sigue:

f="3" Arph
FeV,\W;
donde Ay p € Q. Sea ahora A C [n] tal que #(A) < ¢. Entonces,

D=3 X e | = Y Ar | Do ()| =0,

ACY ACY \Fev,\W, FeV,\W, ACY

por ser cada elemento de P un null t—designs. Por tanto, concluimos finalmente que f es un
null ¢t—design. O

Notamos que la base para el Q—espacio vectorial de los null ¢t—designs descrita anteriormente
difiere de la base que se puede encontrar citada en [FrPa,1983], descrita en el Teorema 4 de
[DeFr,1982].
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4.1. Introduccién

En este capitulo, comenzamos a tratar la dimensiéon VC (de Vapnik y Chervonenkis), cantidad
crucial para medir el tamafio requerido (tedricamente) de las muestras para tener control de
error en los algoritmos de aprendizaje aplicados a clasificadores. Los clasificadores sobre [n] son
las funciones caracteristicas x s asociadas a subconjuntos S C [n]. Por tanto, una familia de

hipotesis .% se puede identificar con una subvariedad .# C V,, = 2I"). Del mismo modo, dada
Y C [n], la clase de sus subconjuntos 2¥ := {S C [n] : S C Y} es también una subvariedad
algebraica de V,, = 27 Ahora, dada .Z C V, y dado Y C [n] podemos definir la siguiente
aplicacién:
py : 2l — 2y
T +— TnNY

Decimos que .# fragmenta (shatters) Y si py (%) = 2¥. Se define, finalmente, la dimensi6n de
Vapnik-Chervonenkis de .% como:

VOD(F) = max{#(Y) : py (F) = 2" ).

La idea de fragmentacion se relaciona bien con los elementos de la base %s introducida en el
Capitulo precedente. Para ello, dado % C V,,, definamos

Qz :={qr: F € F},
donde %y = {qs : S C [n]} es la base anti-monomial. Definamos, también, los ideales qy :=
(gy) generado por ¢y v qz := (qr : F € %) generado por los elementos de Q. Definamos
también el subespacio vectorial generado por los elementos de Qg, Wa = Q(qr : F € F).
Ademas, dados Y C [n], & C V,, definamos

Qzy ={aray : F € F} Cqy.
Nuestro primer resultado (Proposicion 4.2.2) prueba que la dimensioén de Vapnik-Chervonenkis
esta caracterizada por la siguiente identidad:

VCD(Z) = max{t(Y) : Qg es una base de qy como Q—espacio vectorial}.

De hecho, el ideal qy es isomorfo, como Q—espacio vectorial, a la Q—algebra Q[2Y] y esa es la
clave de esta primera relacion.

Una herramienta usada en [Ha,1995] y sus referencias, es la condicion de “closedness downward”
(que, amablemente, traducimos por “cerrado hacia abajo”) en su andlisis de la técnica del
“Shifting”. En esta Seccién 4.3 vamos a caracterizar la condicién de ser cerrado hacia abajo
para subvariedades .% C V,, a través de los ideales q& generados por los elementos de la base
anti-monomial %, indexados por % .

32
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Una subvariedad .%# C V,, se dice cerrada hacia abajo si dado F' € .% y dado Y C F, entonces
Y € %. Es decir, si es cerrada “hacia abajo” con respecto a la inclusion. Dado . C V,,, podemos
definir su clausura hacia abajo como “el conjunto de todos los subconjuntos de conjuntos en

—d
Z7. Esto es, denotando por %  a la clausura hacia abajo de .#, definimos
—d
F ={v el . 3Fecz v CF}.
Analizamos varias propiedades de esta construccién pero, posiblemente, merece la pena destacar
la Proposicion 4.3.4 que se resume en la siguiente:
PROPOSICION 4.1.1. Dados .F,9 C 2" dos familias de subconjuntos de [n], son equivalentes:
i) Los ideales qz y qw coinciden (i.e. 4z = qg ).
—d
i) F =9 .
En particular, existe una biyeccion entre los subconjuntos de 2" cerrados hacia abajo y los

ideales de la forma qg.

Dado que los ideales monomiales son un clésico de la literatura de la Teoria de la Eliminacion
moderna, vale la pena pensar en esos ideales generados por monomios en nuestro contexto. Un
ideal monomial es un ideal de la forma siguiente:

pr = (ps : S€F)CQVil,
donde .# C V,, y la base monomial #; = {ps : S C [n]} es la descrita en la seccion precedente.
Una subvariedad .#% C V,, se dice cerrada hacia arriba si satisface

VFe ,VY eV, FCY —=YeZ.

Esto nos permite también hablar de la clausura hacia arriba (upward closure) definiéndola
mediante:

F'={yeV,:IFeF FCY}
Y, de forma dual al caso de los cerrados hacia abajo, probamos la Proposiciéon 4.4.1 que,
sucintamente, afirma:

PROPOSICION 4.1.2. Dados .F,9 C 2" dos familias de subconjuntos de [n], son equivalentes:

i) Los ideales monomiales que determinan son iguales (i.e. pz = pg).
i) Z' =9".
En particular, existe una biyeccion entre los subconjuntos de 2" cerrados hacia arriba y los
ideales monomiales de Q[V,,].

4.2. Los ideales principales qy

Usando las mismas notaciones que en secciones precedentes, dado Y C [n], podemos con-
siderar la clase 2¥ C V,, de los subconjuntos de Y vista como una subvariedad algebraica
cero-dimensional de V,,:

2¥ i ={SeV, : SCY}={(x1,...,a0) €V, : 2, =0,Yj €Y},

donde, como en las secciones anteriores, identificamos los subconjuntos S C [n] y los puntos
S € V,,. Algunos autores prefieren denominar a la clase 2¥ como la caja (Y)—dimensional de-
terminada por Y. Denotamos por 1(2Y) C Q[V,,] al ideal formado por las funciones polinomiales
en Q[V,,] que se anulan en 2¥. Observamos que se tiene el siguiente isomorfismo:

Q[Vn]/l<23f> ~Q2¥]:={f:2¥ — Q : f es una funcién}.

El anterior isomorfismo se sigue, evidentemente, de que la aplicacién candnica siguiente es un
epimorfismo de anillos, de ntcleo I(2Y):

p: Q] — Q2]
f — f|2Y .
Anteriormente, también hemos identificado la clase 2 y la clase de las funciones caracteristicas

de los subconjuntos en 2Y:
2V = FoY]i={x, : SCY}.
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Ahora, dado Y C [n], podemos considerar la aplicacion restriccion siguiente:

py : 2l — 2Y
T — TNY.

Dado .# C 2, denotamos por ﬁ|y a la familia de restricciones py (%), i.e., a la clase formada
por la restriccién a Y de cada funcién binaria de .#.

DEFINICION 14 ([VaCh,1971]). Con las notaciones precedentes, dado Y C [n] y F C V,,
decimos que & fragmenta (shatters) Y siy solo si la siguiente igualdad se satisface:
py (F) =TFy[Y] =2".
Definimos la dimension de Vapnik-Chervonenkis de F (y la denotamos por VCD(.Z)) como
el mdzimo cardinal de cualquier subconjunto Y tal que F fragmenta Y, es decir,
VCD(F) =max{#(Y) : Y C [n], F fragmenta Y'}.

Tras fijar la terminologia anterior, introducimos el siguiente ideal principal en Q[V4,]:

(4.2.1) ay = (av) = {fav : f€QV,]},

donde gy es la funcién polinomial introducida en la Seccion 3.5.

LEMA 4.2.1. Para cada f € Q[V,], lo siguiente se cumple para cualesquiera S,Y C [n] :

(4.2.2) (fqy)(s):{f(S), siSCY (fpy)(s):{f(S), siy CS

0, en otro caso. 0, en otro caso.

En particular, podemos identificar fqy con la restriccion de f a 2Y (i.e. f‘QY € Q[2Y]), v
tenemos:

av ={f €QVa] : f(T)=0VT £Y} =1(0y),
donde Oy =V, \2¥ ={S €V, : qv(S) =0} es el conjunto (denominado abierto distinguido
por algunos autores) de todos los subconjuntos de [n] que no estén contenidos en Y. Ademds,
tenemos una descomposicion como suma directa de subespacios vectoriales de Q[V,,] dada por

(4.2.3) QVa] = ay @ I(2"),
la cual resulta en un isomorfismo de Q—espacios vectoriales entre Q[2Y] y qy .
DEMOSTRACION. Las identidades en (4.2.2) se siguen de manera inmediata de las defini-
ciones ya introducidas. Estas identidades implican, en particular, que qy C I(&y ). Reciproca-
mente, dado f € I(Oy) C Q[V,], consideremos la funcién polinomial g := fgy. Como f se
anula fuera de 2, las Identidades (4.2.2) implican que g(S) = f(S) para cada S € V,, y, por
tanto, f = fqy € qy. Por ultimo, para probar el isomorfismo de la Ecuacion (4.2.3), basta
observar que para cada f € Q[V,], se tiene que f — fgy € Ip(2Y) y que gy N Ig(2Y) = (0).
El isomorfismo de Q—espacios vectoriales entre Q[2Y] y qy se sigue directamente del Segundo
Teorema de Isomorfia. g

Para cada % C V,,, introducimos la siguiente clase de funciones:
(4.2.4) Qz ={qr : Fe ZF}.

Como Q # C %, (que es una base de Q[V},]; se recuerda que se definio esta base en la Proposicion
3.5.1), la familia Q4 es una familia de funciones linealmente independientes y su cardinalidad
es igual a la cardinalidad de .7 (i.e. $(Q.#) = #(.%)). Con las mismas notaciones, introducimos
también

(4.2.5) F(max) . {F € % : F es maximal en .% respecto de C} C .Z.

Finalmente, para cada subconjunto .# C V,, introducimos las siguientes notaciones:

e El ideal q# C Q[V,,] generado por Q z:
(4.2.6) gz = (qr : F € F).

e El espacio vectorial Wg C Q[V;,] generado por Qz:
(4.2.7) Wz :=Qgr : F €.7).



4.2. LOS IDEALES PRINCIPALES qy 35

Se tiene de manera obvia que qy es el ideal qgyy, que Wg C qz y que la dimensién de
W4 como Q—espacio vectorial es §(.%) ya que los elementos de Q& son linealmente indepen-
dientes sobre Q. Probamos ahora la siguiente proposicién que resume algunas otras propiedades
fundamentales del ideal principal qy:

PROPOSICION 4.2.2. Con las notaciones precedentes, se tiene:
i) Para cada Z,Y C [n], la siguiente propiedad se satisface en Q[V,] :

qz4qy = 4zny-
i1) Ademds, para cada Z,Y C [n] los siguientes son enunciados equivalentes:
(a) ZCY.
(b) qy divide a qz en Q[V,].
(¢) 9z Cay.
i) El isomorfismo entre Q[2Y] y qy es un isomorfismo de Q[V,,|—mddulos.
iv) Las siguientes son bases de qy como Q—espacio vectorial:

%O,ZY = {X{T} : T - Y}, %Q’QY = {QT : T - Y}
v) El ideal I1(2Y) es el anulador en Q[V,,] del ideal qy :
1(2Y) == Annqpy,)(ay) = {f € Q[Va] : fay =0},

y{gr : TLY}CI2Y).
vi) Dado &F C 20"y un subconjunto Y C [n], denotemos por Qzy a la clase de las
funciones polinomiales definida como sigue:

Qzy ={qrqy : F€ZF} Cqy.

Entonces, F fragmenta Y si y solo si Qzy es una base de qy como Q—espacio
vectorial. En particular, & fragmenta Y si y solo si

2™ <4 (Qzy).

En particular, la dimension de Vapnik-Chervonenkis se puede caracterizar como sigue:

VED(F) = max{t(Y) : 20 <£(Qzy)} =
=max{f(Y) : Q= es una base de qy como Q—espacio vectorial}.

DEMOSTRACION. Probamos cada afirmacion por separado:

e i): Se sigue de manera inmediata de la Identidad (3.5.4).

e ii): La equivalencia entre (b) y (c) es evidente atendiendo a la definicién de qy y qz.
La afirmacion i) nos permite probar de manera inmediata que (¢) = (c¢), ya que
ZNY =Zsi Z CY. Por dltimo, para la implicacién (b)) = (a), supongamos que
gz = fqy para algun f € Q[V,,]. Si Z € Y, entonces tendremos que:

1=qz(Z) = f(Z)av(Z2) = f(Z) -0 =0,

lo cual es imposible.
e iii): La proyeccién canénica ya introducida p : Q[V,] — Q[2Y] induce el siguiente
isomorfismo:
p: qy — Q2Y]
o= fly
Obviamente, el anterior es un Q[V,,]—isomorfismo.
e iv): En primer lugar, notamos que 2¥ puede identificarse con V;,, donde m = §(Y).
Se concluye ahora de manera directa usando las Proposiciones 3.3.1 y 3.5.1.
e v): Dada una funcién f € Q[V,], si f se anula en todos los puntos de S € 2Y, entonces,
se tiene que
fay(S) =0, vS € 2V,
Adicionalmente, sabemos que

fay(T) =0, VT ¢ 2Y.
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Por lo tanto, si f € Ip(2Y), entonces fqy € Q[V,,] es la funcién polinomial nula y, por
ende, f € Anngyy,1(qy ). Reciprocamente, si f € Aan[Vn](2y), entonces

0=fav(5) = f(5), VS CY,

y, por tanto, f € I(2Y).
La segunda afirmacion de este apartado es obvia por la Identidad (3.5.5).

e vi): Observamos que .# fragmenta Y si y solo si se satisface la siguiente igualdad
conjuntista:

Qzy ={gray : Fe F}t={¢s : SCY}

Por lo tanto, la implicacion = es obvia. La otra implicacién se sigue de que la dimen-
sion de qy como Q—espacio vectorial es igual a la dimension Q[2Y] y esta dimensién
es 2/Y) Por ende, si Q.z,y es una base de qy como Q—espacio vectorial, concluimos
que #(Qzy) = 2°¥). Como Qg y es siempre un subconjunto de {gs : S C Y}, si
ambos conjuntos finitos tienen el mismo cardinal ambos deben ser iguales y, por tanto,
Z fragmenta Y. La ultima afirmacion de vi) se sigue de los anteriores argumentos.

El altimo enunciado se sigue inmediatamente de vi). O

4.3. Subvariedades algebraicas de V,, cerradas hacia abajo que estan en biyeccion
con ideales de la forma qz C Q[V,)]

Esta secciéon explica el papel de los ideales gz introducidos anteriormente en términos de
sistemas de generadores cerrados hacia abajo.

DEFINICION 15 (Cerrado hacia abajo). Con las notaciones precedentes, sea % C V,. De-
cimos que % es una subvariedad cerrada hacia abajo si dados FF € F eY €V, si Y C F,
entonces Y € F.

Seguimos las mismas notaciones que en la seccién anterior.

LEMA 4.3.1. Sea F# C V,,. Entonces, tenemos que

47 = (qvi, -5 qv,) == qv; + - + Qv
donde
Fmax) — fy, Y, Y,
y FaxX) C F es el conjunto definido en la Identidad (4.2.5).

DEMOSTRACION. La inclusién D es obvia ya que gy, € Q4 para cada ¢ € {1,...,r}. Por
otra parte, dado F' € .%, debe existir un elemento maximal Y; tal que F' C Y;. Por el apartado
i) de la Proposicion 4.2.2, tenemos que gr = qrqy; € qy; ¥y la inclusion q# C qy, + - + qy.
queda probada.

O

Podemos introducir el concepto de clausura hacia abajo de un subconjunto .Z C 2" como
sigue:
DEFINICION 16 (Clausura hacia abajo). Dado .# C 2" definimos la clausura hacia abajo
de F de la siguiente manera:

7' =(yveo .3Fe 7 vCF.

El siguiente resultado resume las principales propiedades de los subconjuntos de V;, que son
cerrados hacia abajo:

PROPOSICION 4.3.2. Sea . C V,, una subvariedad algebraica de V,,. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

i) F es una subvariedad cerrada hacia abajo.
it) F es union finita de cajas, i.e., existen Zy,...,Zs € V,, tales que

F = 02%‘.

Jj=1
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iii) F es la union finita de las cajas determinadas por sus elementos mazimales, i.e.
T — Y;
F = 2%
J

=1
donde F(™2¥) = [y, ... )Y,}.

iv) El subespacio vectorial Wg asociado a F es un ideal en Q[V,,].
v) La siguiente igualdad se satisface:

Wz =dz =av, +-+ay, = (avi, - qv,),
donde F(™2¥) = [y, ...V, }.
vi) Para cada i € [n] y para cada F € F, (1 — X;)qr € Wg.
vii) Para cada i € [n] y para cada f € Wg, (1 —X,)f € Wg.
En particular, si % es una subvariedad cerrada hacia abajo se tiene
VCD(ZF) =max{#(F) : Fe.Z}=max{f(Y) : Y € Fm)},
Yy _
Z C By(0,VCD(F)),
donde FH(O,T) C V,, es la bola cerrada de centro 0 = () € V,, y radio r respecto de la distancia
de Hamming. FEn particular, si F es cerrado hacia abajo se satisface la cota del Lema de
Sauer-Shelah-Perles, es decir, se satisface
VOD(F)
#7) < # Buovenm) - 3 (1),
i=0
DEMOSTRACION. La equivalencia de las afirmaciones i), i) y ii¢) es inmediata. Estudiamos
las demés equivalencias en detalle:
e i) = 4v): Supongamos que .# es una subvariedad cerrada hacia abajo. Consideremos
ahora f € Wg y g € Q[V,,]. Como Q& es una base de Wz como subespacio vectorial
de Q[V,], existen {\p : F € #} C Q tales que

f= Z Arqr € We.
FeF

Por otra parte, B2 := {qy : Y C [n]} es una base de Q[V,,] como espacio vectorial.
Entonces, existen {uy : Y € V,,} C Q tales que

9= z Hy qy -
Yev,
Entonces, por la afirmacion 4) de la Proposicion 4.2.2 concluimos que
gf= > Aemvaray = Y Arpydaray.
FeZ,Y€EV, FeZ,YeV,

Como .Z es una subvariedad cerrada hacia abajo, para cada F € # y para cada
Y eV, FNY € Z y, por tanto, gqrny € Qg C Wg. Por tanto, concluimos que
gf € Wz y, por tanto, W4 debe ser un ideal en Q[V},].

e iv) <= v): : Por el Lema 4.3.1, ya sabemos que

47z =dy; + -+ qv, = (qvy, -, v, )-

Por tanto, como Wz C qz v {qv;,-.-,qv,.} C Qz C Wz, si W4 es un ideal, entonces
debe ser igual a q.#. El reciproco es inmediato.

e v) = vi): Suponiendo que Wz es un ideal, como 1 — X; € Q[V,] vy ¢r € W4 para
cada F € .7, deducimos que (1 — X;)gr € Wz y se sigue vi).

e vi) = 4): De nuevo por la afirmacion ) de la Proposicion 4.2.2, concluimos que

(1 - Xi)gr = qr\(i}-

Ademaés, observamos que para cada Z C [n], gz € W si y solo si Z € .%#. Detallamos
esto ultimo: Si gz € W4, existen {\p : F € #} C Q tales que

qz = Z AFqr.

Fez
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Por lo tanto, si Z ¢ .%, tendriamos una combinacion lineal no trivial de elementos de
la base %A, igual a 0:
lgz + Z (=Ar)gr = 0.
FeZz
Y esto dltimo no es posible. Por lo tanto, la afirmacién vi) significa que para cada
F € F yparacadai € [n], F'\ {i} € #. Obviamente, esto significa que dados F' € .%
eY C F, se tiene que Y € %, y por tanto, concluimos que .% es una subvariedad
cerrada hacia abajo.
e vi) < vii): Si f € W, entonces existen {\r : F € .#} C Q tales que

f=> Arar.

FeZ
Por lo tanto,
(1=X)f =Y Ar(l - Xi)gr,
Fez
y por vi), concluimos que (1 — X;)f € Wg. El reciproco es trivial.
En cuanto al ultimo resultado, si .# es una subvariedad cerrada hacia abajo, la dimensién de
Vapnik-Chervonenkis de .# esta determinada por el cardinal de la caja maximal 2¥ contenida
en # y la igualdad a probar se obtiene. De los enunciados ii) y #ii), se tiene claramente que si
7 es una subvariedad cerrada hacia abajo, todos sus elementos F' € .# pertenecen a alguna caja
2Yi y por tanto, §(F) < 4(Y;) < VCD(Z). Por ende, concluimos que .# C By (0,VCOD(F)),
como se queria. O

Mientras que el subespacio vectorial W4 esta determinado (y determina) la clase # (porque

Qg C A, es una familia de funciones linealmente independientes), el ideal q. esta determinado

(y determina) la clase .Z (™) de elementos maximales en .# C 2[". Ademas, el ideal q.z
. . . . . —d . N

esta determinado (y determina) la clausura hacia abajo .% . Esto se explica en los siguientes

resultados:

LEMA 4.3.3. Sean 7,9 C 2" dos subvariedades algebraicas de V,,. Entonces, g7 C qu si y
solo si para cada F € F existe G € 4 tal que FF C G.

DEMOSTRACION. Supongamos que se cumple la siguiente propiedad:
VFeZ,3Ge ¥, F CG.

Entonces, para cada gr € Qg existe G € ¢ tal que F C G. De acuerdo con la afirmacion i)
de la Proposicion 4.2.2, tenemos que qg | ¢r en Q[V,]. Por lo tanto, se tiene que Qz C qu, y
por tanto, q# C qg, como se queria.

Para probar el reciproco, supongamos que q# C qu y tomemos F' € .%. Entonces, qr € q¢ ¥,
por tanto, existen {fg : G € 9} C Q[V,,] tales que

ar =Y fod-
Gey

Como %, es una base de Q[V,,] como espacio vectorial, para cada G € ¢ existen {A\y,g:Y €
V.} C Q tales que
fa =Y Avcay.
YeV,
Por lo tanto, concluimos:

=Y, Avewqe= Y, Avcirne
Ge¥,YeV, Ge¥,YeV,
Si F' ¢ G para cada G € ¢ tendriamos una combinaciéon lineal no trivial de elementos de %o
igual a cero:
ar+ Y, (“Ave)avne =0,
Ge¥.YeV,

y lo anterior no es posible. Por tanto, debe existir algin Y € V,, y alguin G € ¥ tales que
F =Y NG@G. Por lo tanto, F' C G y el Lema queda probado. O
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PROPOSICION 4.3.4. Sean 7,9 C 2" dos subvariedades algebraicas de V,,. Entonces, las
siguientes propiedades son equivalentes:

i) 47 = qg.

“) y(max) _ g(max)'
vy —=d —d
i) F =9 .

En particular, la aplicacion F — q.z es una biyeccion entre los subconjuntos de 21" que estdn
cerrados hacia abajos y los ideales de la forma qg .

DEMOSTRACION. En primer lugar, la implicacion ii) = 4) se sigue directamente del Lema
4.3.1 anterior. Para probar la implicacién i) = 4i), supongamos que g = (g y tomemos
F e Z#(max) Por el Lema 4.3.3, como qz C qg, debe existir G € ¢4 tal que F' C G. Existira
también G/ € ¥™a%) tal que G C G’. De nuevo, como se tiene también que gy C qz, debe
existir F/ € .Z tal que G’ C F' y, entonces, F C G C G’ C F'. Como F € FmaX) g5
maximal en .%, se tiene que F = G = G’ = F’. En particular, F = G’ € 9™ obteniendo
Fmax) C g(max)  Inptercambiando ¥(™a¥) y Z(max)  concluimos la igualdad entre ambos
conjuntos, y, por tanto, i) se sigue de i). La equivalencia entre ii) y iii) es evidente ya
que dos conjuntos .%,%4 C 2" tienen la misma clausura hacia abajo si y solo si sus elementos
maximales son los mismos. d

Por ultimo, el siguiente resultado explica la diferencia entre el ideal q¢ y el subespacio vectorial
We.

COROLARIO 4.3.5. Dado .F C 2" se satisface la siguiente igualdad:
. —d
dimg (9.5/Ws) =2 (7") — 4 (W),

donde dimg significa la dimension como Q—espacio vectorial y .z /W denota al cociente como
Q—espacios vectoriales.

DEMOSTRACION. La prueba de este corolario es inmediata comparando la base Q. de q.#
y la base Q# de Wg. O

4.4. Ideales monomiales en Q[V,] y subvariedades algebraicas de V,, cerradas hacia
arriba

Los ideales monomiales son un tema usual de investigacién en métodos simbélicos utilizados
en Geometria Algebraica Computacional (véase, por ejemplo, [Te,2004], [MiSt,2005]). Un
ideal monomial en Q[V;,] es un ideal generado por un conjunto de algunos monomios de esta
Q-—algebra. Es decir, dado .# C V,,, el ideal monomial generado por los monomios asociados a
7 es el ideal:
pz=(pr : F€F)CQV,].

Sea 1 : Q[V,,] — Q[V4] el isomorfismo de Q—algebras introducido en la Identidad (3.5.2). Se
puede comprobar de manera sencilla que el anterior isomorfismo de Q—algebras satisface la
siguiente identidad para todo .# C V,:

(4.4.1) Y(pr) = qc(7);
donde C(#) :={[n]\ S €V, : S € F} CV, es la clase formada por los complementarios

de los conjuntos en .%. Esto motiva la idea de considerar subvariedades algebraicas de V,, que
sean cerradas hacia arriba.

DEFINICION 17 (Cerrado hacia arriba). Con las notaciones precedentes, un subconjunto
F CV, es una subvariedad cerrada hacia arriba si se satisface la siguiente propiedad:

VFe ,VY eV, FCY =Y eZ.
Observamos que para cada % C V,, % es una subvariedad cerrada hacia arriba si y solo si

C(%) es una subvariedad cerrada hacia abajo. De manera similar a como hicimos en la seccion
anterior, podemos considerar la clausura hacia arriba de un subconjunto .# C V,:

DEFINICION 18 (Clausura hacia arriba). Dado .# C V,, definimos la clausura hacia arriba
de F de la siguiente manera:

(4.4.2) FZ'={YeV,:3IFeF FCY}
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Notemos que, en el caso de los dtomos de la forma .% := {F'}, la clausura hacia arriba toma la
siguiente forma:
{F}":={v eV, : FCY}.
De la misma forma, podemos considerar la clase .# (™) de los subconjuntos minimales de un
subconjunto .# C V,, respecto de C. Se tiene que .# es una subvariedad cerrada hacia arriba si
y solo si se satisface la siguiente igualdad:
- U "
Fe . (min)

De hecho, observamos que se tiene la siguiente relacion entre las clausuras hacia arriba y hacia
abajo de cada .% C V,:

— ——d
7" ::C(O(ff) )
Teniendo en cuenta las anteriores identidades, concluimos a partir de la Proposicion 4.3.4 la

siguiente relacion entre ideales monomiales en Q[V;,] y subconjuntos cerrados hacia arriba en
2[nl;

PROPOSICION 4.4.1. Con las notaciones precedentes, sean .F,49 C 21" dos clases de subcon-
juntos de [n]. Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

i) Los ideales monomiales que generan son iguales, i.e. pg = py.
i) Ambos conjuntos tienen los mismo elementos minimales, i.e. .F(™in) = g(min)

iii) Las clausuras hacia arriba de ambos conjuntos coinciden, i.e. & =9 .

En particular, la aplicacion F —— pg es una biyeccion entre los subconjuntos cerrados hacia
arriba de 2I" y los ideales monomiales de Q[V,,).

Si bien esta secciéon no es utilizada para nuestra prueba del Lema de Sauer-Shelah-Perles,
creemos que tiene importancia en la comprensiéon de la conexién entre ideales generados por
elementos y las bases %, y %>. Remarcamos que, atn sin perder de vista la importancia de
la relacion de los ideales monomiales y los ideales del tipo p.#, solo usaremos en este trabajo
aquello que concierna a los ideales g y a su relacién con la combinatoria.
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5.1. Introducciéon

En este Capitulo culminaremos el Trabajo Fin de Grado escribiendo dos nuevas demostraciones
del Lema de Sauer-Shelah-Perles. Concretando, probaremos el resultado siguiente:

LEMA 5.1.1 (Lema de Sauer-Shelah-Perles). Con las notaciones introducidas en los capi-
tulos precedentes, dado .F C 2I"), se tiene la siguiente desiqualdad:

ven)
F) < ,
#(F) < Z:; ( 2)

donde VCD(Z) denota la dimension de Vapnik-Chervonenkis de F.

Como ya se ha indicado, este es un resultado clasico de Combinatoria “extrema” que concita
recurrentemente su interés por nuevas pruebas, en especial para la extensién a conjuntos de
funciones no dicotémicas (i.e. cuyos valores no estan en {0,1}). Muchos son los nombres que
podemos citar, aunque no aportan mucho mas a esta discusion. La mayoria de las pruebas
conocidas son demostraciones por induccién y, cuando se tratan de generalizar, acaban en no-
ciones incompletas como sucede con Natarajan o Pollard. Citemos, por ejemplo, el intento mas
reciente [ BCDMY ,2022] y sus referencias. Lo que sigue es s6lo una contribuciéon modesta mas,
inspirada en el trabajo de [FrPa,1983], pero dandole un contexto algebraico, y haciendo uso de
la Formula (de Inversion) de la Traza, y de los resultados expuestos en Capitulos precedentes.

Comenzamos introduciendo una variante de la dimensién de Vapnik-Chervonenkis introducida
en el Capitulo precedente. La denominaremos “dimensién, basada en el rango, de Vapnik-
Chervonenkis” (abreviada mediante RV CD) porque utiliza el rango de una matriz asociada a
las familias Q z introducidas anteriormente. Esencialmente, dada .# C V,, y dada la cadena
ascendente de bolas de Hamming en V,,

Wngl,CL"'gWrg"‘CVny

=

donde W; = By (0,7), consideramos las familias
Qgﬂ’ = {QF|W,. : F € f} g Q[Wr]v

y los subespacios vectoriales Q(Q# ) C Q[W,] que generan. Se define RVCD de .# como el
valor minimo 7 tal que

dimg(Q(Q# ) = dimg(Q(Q 7)) = dimg(Q(Q %)) = #(F),

dado que las funciones polinomiales en Q& son linealmente independientes. Asi, si r =
RVCD(%), se tiene:

#(F) = dimg(Q(Q# ) < dimg(Q[W,;]).

41
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Como dimg(Q[W,]) = #(W,) = >"i_, (), tenemos la determinacion obvia del cardinal de .#

i
mediante
RVCD(Z)

n
NEEESS ()
i=0
que es un preludio del Lema de Sauer-Shelah-Perles. La tunica diferencia es que, en esta de-
sigualdad, el Lema de Sauer-Shelah-Perles hace aparecer VCOD(.#) en lugar de RVCD(.%).
Por tanto, todo lo que resta es probar la desigualdad

RVCD(F) < VCD(ZF).

Esto se hace mediante dos demostraciones distintas. En la Seccion 5.2 se hace probando el
Corolario 5.2.3 que usa la relacion entre las funciones polinomiales atomicas x vy Y las anti-

monomiales gy .

En la Seccién 5.3 se pretende ser més “purista” usando esencialmente las propiedades de dualidad
ya descritas. Se definen dos transformadas duales:

D = ()*%1 D QVa] — Q[Va)
foo—= (Na,s
D = ()*%; D QVal —  Q[Vi]
usando, respectivamente, las bases #; (monomial) y %5 (dual de la anti-monomial). Se prueba

entonces el siguiente resultado:

PROPOSICION 5.1.2. Con las notaciones precedentes, P es la inversa de 2,: Es decir, para
cada f € Q[V,] se tiene que

f=21(2:(f) = 22(21 (f)) -

Ademds, para cadaY C [n], las restricciones al ideal qy de 91 y Do son también automorfismos
de Q—espacios vectoriales sobre qy, uno inverso del otro.

Con este sencillo resultado, cuya prueba reposa en la Formula (de Inversion) de la Traza, resulta
sencillo concluir que RVCD(F) < VCD() (como se hace en el Corolario 5.3.3) y, por tanto,
cerrar una segunda prueba del Lema de Sauer-Shelah-Perles.

5.2. El ideal principal qy y el Lema de Sauer-Shelah-Perles: La dimension del
Rango de Vapnik-Chervonenkis

Consideramos la siguiente cadena ascendente de bolas en V,, respecto de la distancia de Ham-
ming:
W0§W1§§W7§§Vn7

donde W; := By(0,i) C V,, es la bola cerrada de centro 0 € V,, y radio i respecto de la distancia
de Hamming. Tomemos la clase Q. C Q[V,,] definida en la Identidad (4.2.4).
Dado r € {0,...,n}, podemos definir el siguiente subconjunto de funciones polinomiales:

(5.2.1) Qzr={ar|,, : FeF}CQW,]

Notamos que Q# , = Q. Observamos también que toda inclusién 7, : W, — W1 induce
un epimorfismo natural de Q—algebras:

ir: QWrp] — QW]
f — Sy, -

Por ende, la siguiente es una sucesién creciente de dimensiones:

dimg (Q(Q# i) < dimg (UQz,i+1)) -

Por lo tanto, tiene sentido introducir la siguiente nocién:
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DEFINICION 19 (Dimension del Rango de VC). Con las notaciones precedentes, definimos la
Dimension del Rango de VC de F como el minimo r tal que Q  , es una familia Q—linealmente
independiente de funciones polinomiales en Q[W,]. Es decir, el valor r minimo tal que

dimg (Q(Q#.-)) = dimg (UQ#.n))

donde Q(Qz ;) es el subespacio vectorial generado por Q.z ; en Q[W;]. Denotamos por RVCD(%)
a la Dimension del Rango de VC de F.

El término rango se utiliza debido a que RVCD esté relacionado con el rango de algunas
matrices: Tomemos N := #(.%) € N, y para cada entero no negativo d € N definimos 6(d) :=
deg(Wy) = 4(Wy). Ahora, consideremos Mg g € My 5(4)(Q) la matriz cuyas filas pr g, para
cada F' € %, vienen dadas por la siguiente relacion:

pra = (qr(S) : S €Wy) e Q.

Por lo tanto, la matriz se puede describir como:

Mgz a:= (pr.d) peg € Anxsa)(Q).
El rango de esas matrices define claramente una funcién monétona creciente: Para cada d, se
tiene que:
rank(Mg q) < rank(Mg g41).

El siguiente lema muestra la relaciéon entre el RVCD y los rangos de esas matrices:

LEMA 5.2.1. Con las notaciones precedentes, se tiene que
i) rank(Mg ,,) = 8(.F).
i1) Se tiene que
rank(Mg ,) = dimg (Q(Qz ) -

En particular, tenemos que
RVCD(%) :=min{r € {0,...,n} : rank(Mg,) = {(F)}.

DEMOSTRACION. La afirmacion i) es inmediata (W,, = V,,) y i¢) es una consecuencia casi
inmediata del Teorema Chino de los Restos aplicado a Q[W,] (véase la Identidad (2.2.2)):
Tenemos un isomorfismo entre los elementos de Q[WW,.] y los vectores formados por sus valores
en los puntos de W,.:

qr < pry = (qr(S) : SeW,) e Q’™.
Por ende, la familia de elementos Q# , es linealmente independiente en Q[W,] si y solo si los
siguientes son vectores linealmente independientes en Q°("):

{pr,y + FeTF}

Esto es, simplemente, el enunciado 4:). La ultima igualdad es una consecuencia inmediata de
1) y de la definicién de RV CD. O

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente corolario:

COROLARIO 5.2.2. Sir = RVCD(%), entonces se tiene que §(.F) = #(Qz ») = dimg (Q(Q.z.)) .
Y, por tanto,

RVCD(F)

H(.F) = dimg (QQ.)) < dimg QW) =4 (W)= Y @

=0

DEMOSTRACION. Es inmediato por las definiciones. Como Q(Q.# ) es un subespacio vec-
torial de Q[WW,] y como la dimensiéon de Q(Q« ) es igual al cardinal de .#, se tiene de manera
obvia la desigualdad del enunciado. La tltima igualdad es evidente, ya que el cardinal de #(W;.)
representa el ntumero de subconjuntos de [n] de cardinal menor o igual que r. O

Para concluir ahora la forma estandar del Lema de Sauer-Shelah-Perles, solo necesitamos probar
que VCD(%) > RVCD(%) para cada .% C Q[V,]. Este ultimo paso se desarrolla en el
siguiente corolario, que incluye la forma clésica del Lema de Sauer-Shelah-Perles:



44 5. DOS NUEVAS DEMOSTRACIONES DEL LEMA DE SAUER-SHELAH-PERLES

COROLARIO 5.2.3. Con estas notaciones, VCD(F) > RVCD(%) y, por tanto, la siguiente
desigualdad se satisface:

vens)
2.2 F) < .
522 < > (})
DEMOSTRACION. Asumamos que r = RVCD(.%). Como RVCD es un minimo, tenemos
que:

e La familia Q& , es una familia Q—linealmente independiente de elementos en Q[V,,].

e La familia Q& ,_1 es una familia Q—linealmente dependiente de elementos en Q[V,,].
Por lo tanto, existen A\ := (\p : F € F) € Q%) \ {0} tales que si consideramos Q :=
> reg Arqr € Q[V,], las siguientes dos propiedades se satisfacen:

(5.2.3) Qly, € QW ]\ {0}.

(5.2.4) Q]WM =0.

Por lo tanto, debe existir algin Y € W, \ W,_; tal que Q(Y) # 0 y @ se anule en todos
los subconjuntos propios de Y. Teniendo en cuenta lo anterior, consideremos Qqy € qy. Se
observa que la siguiente igualdad se satisface:

QY )Xy, = Qay,
donde Q(Y) € Q\ {0} es un ntmero racional no negativo. Vemos esta ultima igualdad en
detalle:
e SiT C[n]estal que T €Y, entonces ¢y (T) =0y Qqy(T) =0.
e Por otro lado, si S C Y, entonces Q(S) = 0 y, por tanto, se tiene también que

Qqy (5) = 0.
e Finalmente, Qqy(Y) = Q(Y) = Q(Y)x{y}(Y), concluyendo que las dos funciones

polinomiales que estdbamos estudiando son iguales.
Por lo anterior, y usando la afirmacion ) de la Proposicion 4.2.2 tenemos que:

Q(Y)X{Y} = Qqy = Z AFPqrqy = Z AFQFNY = Z Z Ar | as.

Fez Fez SCY Fe7

FAY=5
Por otro lado, de la Identidad (3.5.6) sabemos que:
SCY
Por lo tanto, como {gs : S C Y} es una familia linealmente independiente de funciones

polinomiales, concluimos que para cada S C Y:

0£QY)- (~1FND = [ 3 A,

FeF
FNY =S

y por tanto, & fragmenta Y, con #(Y) = r (porque para cada S C Y, existe F' € Z tal que
FNY =S, debido a que el sumatorio de escalares anterior es no nulo). Esto implica, por la
definicion de VCD, que VCD(.%) > r como se pretendia. La desigualdad se sigue de manera
directa de la dada en el Corolario 5.2.2. O

5.3. La transformada dual de Frankl-Pach

En esta seccién, desarrollamos una prueba, distinta de la dada en la seccién precedente, del
Lema de Sauer-Shelah-Perles. Si bien esta prueba que se va a proporcionar es mas compleja
que la anterior, la incluimos en este trabajo por estar fuertemente inspirada en la ya nombrada
prueba del Lema de Sauer-Shelah-Perles dada en [FrPa,1983].

Con todas las notaciones ya introducidas en secciones anteriores, consideramos las siguientes
“transformadas duales”
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e En primer lugar, consideramos la transformada dual inducida por la base %;:
D = ()281 D QVa] — Q[Va)
[ (N,

e En segundo lugar, consideramos la transformada dual inducida por la base dual #3:

Do = ();,5’; : QVa] — QWA
Diremos que %, es la Transformada Dual de Frankl-Pach. Esta terminologia se ha elegido

teniendo en cuenta que dicha transformada dual es el objeto que explica la contribucién principal
del trabajo [FrPa,1983|.

LEMA 5.3.1. Con las notaciones precedentes, para cada subconjunto Y C [n], se tiene lo si-
guiente:

i) Para cada f € qy, Z1(f) € qy.
it) Para cada f € qy, Zo(f) € qy. Ademds, para cada f € qy se tiene la siguiente
tqualdad:

(5.3.1) F=Y Z(HW)aw, Vf € ay.
wCy
DEMOSTRACION. Probamos cada enunciado por separado:
e i): Por el apartado i) del Corolario 3.4.2, dados f € qy y S € Y, tenemos que:
(5.3.2) N(f)(S) =Y f(T).
scT

Notemos que, como S € Y, entonces T' Y, para cada T O S. Como f € gy,
concluimos que f(T) = 0, para cada T 2 Sy la ecuacion (5.3.2) implica 2, (f)(S) =0
para cada S € Y. Por lo tanto, por el Lema 4.2.1 concluimos que % (f) € qy y se
tiene el resultado.

e ii): Finalmente, debido a iv) de la Proposicion 4.2.2 sabemos que %oy := {qw
W C Y} es una base de qy como Q—espacio vectorial. Por ende, para cada f € qy
tenemos que:

=Y nwaw,

wCy
para algin pw € Q. Entonces, si S C [n] es tal que S € Y tenemos que:
Z()(S) =T (f,45) = Y nwTr (qw,qs) =0,
WCy

porque %5 es una base dual de %,. Por lo tanto, por el Lema 4.2.1 concluimos que
P5(f) € qy. Adicionalmente, para cada W C Y, concluimos también que

pw ="Tr (f,q) = Za(f)(W),
lo que implica la Identidad (5.3.1).
0

PROPOSICION 5.3.2. Con las notaciones precedentes, P> es la inversa de Z,: FEs decir, para
cada f € Q[V,] se tiene que

[F=2(2:(f)) = 22(2:(f)) = Z [z, (S)ps = Z fi2,(S)ds-
5Cn] SCn]
Ademds, para cada'Y C [n], las restricciones al ideal qy de 91 y Do son también automorfismos

de Q—espacios vectoriales sobre qy, uno inverso del otro.

DEMOSTRACION. Por el apartado ¢) del Corolario 3.4.2 y para cada W C [n], lo siguiente
se satisface:

91(Z2 (1)) (W) =T (Za(f),pw) = Y Za()(S).

wCs
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Como qs(W) =1si W C S (véase la afirmacion ) de la Proposicion 3.5.1) concluimos que:
P22 (D) (W) = Y Do(f)(S)as(W).
SCy

Se sigue, por la Formula (de Inversion) de la Traza, lo siguiente:

D1 (22 () (W) = f(W).
Por lo tanto, 25 o 24(f) = f para cada f € Q[V,]. Como los anteriores son Q—automorfismos
lineales, también tenemos 2y o Z5(f) = f para cada f € Q[V,] y se tiene el resultado. Las dos
ultimas igualdades son simplemente la Formula (de Inversion) de la Traza aplicada respectiva-

mente a %, y H-. La dltima frase de la Proposicién se sigue de manera inmediata del Lema
5.3.1. O

Nuestro ultimo resultado es una prueba alternativa de la desigualdad VCD(.%) > RVCD(%).
Vamos a aplicar la Proposicién anterior (inspirada en [FrPa,1983]) para dar otra prueba del
Lema de Sauer-Shelah-Perles. Notamos que, en la siguiente prueba, solo se usaran técnicas de
dualidad en su forma mas pura. Seguimos las notaciones de la Seccién 5.2 precedente.

COROLARIO 5.3.3. Con las notaciones precedentes, dado'Y C [n] tal quer = §(Y) = RVCD(%F),
entonces F fragmenta Y y VCD(F) > r.

DEMOSTRACION. Como ya se ha visto, si r = #(Y) = RVCD(.%), existe una lista de
coeficientes racionales A = (A\p : F € .#) € Q#(¥)\ {0} tal que la siguiente funcién polinomial

Q:=Qx= Y Argr € QVa]\ {0},
FeZ

es no nula en Q[V;,] con Q(Y) # 0, anulandose ademés en todo subconjunto propio S C Y.

Tras esto, consideremos S C Y y observemos que para cada W C [n], tenemos que Z(gs)(W) =
Trn(qqultv) = dg,w. En otras palabras,

- cv.
P2(4s) = X gy VS CY.

Consideremos G := 25(Qqy) € qy y denotemos por [ := %,(G) = Qgy € qy.
Aplicando i) del Corolario 3.4.2, podemos concluir facilmente que para cada S C [n], se tiene:

GS) =Y ()" @)D).
SCTCIn]

Como 21(G) = 21(22(f)) = f = Qqy, concluimos que, como ) se anula en todos los subcon-
juntos propios de Y,

GS) = > (=)' (1) = (~1))D f(v) = (~1)FD Q(v) £ 0.
SCTCY

Por otra parte, como en el Corolario 5.2.3, tenemos que

G =D(f) = 2(Qay) = 2 (Z AFQFQY) =D (Z AFQFmY) :

FeZF FeZ
Como % es lineal tenemos que

5 51 I SRV EYPSED o) 1) Siev PO

scy \ Fez SCy \ Fes

FNY=8 FNY=5§
Por lo tanto, para cada S C Y,

DS =] D Ar | =G(S) = (D) #0,

Fes
Ny =5

y, en consecuencia, Y esta fragmentado por # (porque para cada S C Y, existe F' € % tal

que FNY =5, debido a que el sumatorio de escalares anterior es no nulo). Por lo tanto,
VCD(Z) > 4(Y) y el resultado se sigue. O
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La prueba anterior difiere de la expuesta en la Seccién 5.2 en que se omite el tratamiento de
f = Qqy. En vez de eso, solo usaremos la Proposicién 5.3.2 y técnicas de dualidad. Si bien
la prueba de la Seccion 5.2 puede ser mas simple que la proporcionada justo anteriormente,
la dada es esta secciéon sigue la linea argumental subyacente (implicita pero no explicita) en
[FrPa,1983], y por eso creemos en la importancia de incluirla.
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A.1. El concepto de R—algebra

Dado R un anillo, recordamos la Definicién de R—éalgebra:

DEFINICION 20 (R—algebra). Dados R y A anillos, si f : R — A es un morfismo de anillos,
decimos que A es una R—dlgebra.

Podemos dotar a toda R—algebra de una estructura de R—modulo de manera natural:

PROPOSICION A.1.1. Dados R, B anillos, sea f : R — B un morfismo de anillos (o0, equiva-
lentemente, una estructura de R—dlgebra sobre B). Podemos definir sobre B una estructura de
R-mddulo sobre B mediante:
xf: RxB — B
(x,b) — x*xpb:=f(z) D,
donde - es el producto de B como anillo.

Damos algo méas de terminologia:

DEFINICION 21. Con las notaciones precedentes,

e Una R—dlgebra se dice finitamente generada si es isomorfa a un cociente de algun
anillo de polinomios R[X, ..., X,] por alguno de sus ideales.

e Una R—dlgebra se dice finita si es un R—mddulo finitamente generado (haciendo re-
ferencia a la estructura de R—mddulo ya introducida).

A.2. El Teorema Chino de los Restos

Enunciamos el conocido Teorema Chino de los Restos. Una prueba de este resultado troncal
puede encontrarse en [Pa,2022]:

TEOREMA A.2.1 (Teorema Chino de los Restos). Sea {a; : 1 < i < n} un conjunto finito
de ideales de un anillo R. Supongamos que son dos a dos co-mazimales (i.e. a; +a; = R,
Vi # j) y consideremos el morfismo de anillos:

d: R — 1=, (R/a;)
a +— (a+a,a+0ag,...,a+ay).
Se tiene:

i) © es un epimorfismo de anillos.

i1) El nicleo verifica:
n n

ker(®) = m a; = Hai.
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ii1) © induce un isomorfismo de anillos:

®: R/(Niiym) — [[= (R/a;)
z+ (N, @) — (z4a,z+as,...,2+a,).

A.3. El radical de Jacobson

La siguiente nocién fue introducida por N. Jacobson en [Ja,1945] y, a partir de [Kr,1951],
pas6 a conocerse como el radical de Jacobson.

DEFINICION 22 (Radical de Jacobson). Sea a un ideal de un anillo R. Llamaremos radical
de Jacobson de a a la interseccion de todos los ideales maximales de R que contienen a a. Es
decir,

Ya = ﬂ{m € MaxSpec(R) : m D a}.
Se denomina radical de Jacobson del anillo R al radical de Jacobson del ideal (0).

OBSERVACION A.3.1. Se tiene la siguiente inclusion obvia:

Va=[){p € Spec(R) : p2a} C Va.

La igualdad no siempre se verifica.

La siguiente es una de las propiedades al uso:
PROPOSICION A.3.2. Sea Ni = W el radical de Jacobson de un anillo R. Se tiene:
rENr <= 1—aye R*, Vy € R.
DEMOSTRACION. Véase [AtMc,1969],[Pa,2022]. O

DEFINICION 23 (Anillo de Jacobson). Un anillo R se dice anillo de Jacobson si para cada
ideal propio a se verifica la siguiente igualdad:

Va= {a

PROPOSICION A.3.3. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y V. C A™(K) una variedad
algebraica. Entonces, K[V] es un anillo de Jacobson. En particular, bajo estas hipdtesis,
K[X1,...,X,] es un anillo de Jacobson.

DEMOSTRACION. Probemos el resultado para K[X1,...,X,] y el resultado general se sigue
de manera obvia. Es claro que v/a C {/a porque esta propiedad se sigue para cualquier anillo.
Se trata de probar el otro contenido. Para ello, consideremos f € K[Xi,...,X,] tal que
fé&+a SeaV =V(a) = V(y/a) C A*(K), la variedad algebraica asociada. Por el Teorema
de Rabinowitsch, f ¢ I(V). En particular, existe un punto ¢ € V que no esta en la hiper-
superficie Vi (f) (o, equivalentemente, existe un punto ¢ € V(a) tal que f({) # 0). Por tanto,
f ¢ me € MaxSpec(K[X1,...,X,]), donde m¢ es el ideal maximal en K[Xj,...,X,] asociado
al punto ¢. Como ¢ € V(a), entonces m¢ 2 a 'y habremos concluido que existe un ideal maximal
que contiene a a y no contiene a f. por tanto, f € ¥/a y hemos probado el segundo contenido
buscado. O

A.4. El producto tensorial de R—moédulos

En esta seccion, dado R un anillo, desarrollamos el concepto de producto tensorial de R—moédulos.
Nos basamos principalmente en [Pa,2022].

Recordamos la definiciéon de funcién multilineal: Dada My, Ms, ..., My, N una lista finita de
R—médulos, una aplicaciéon f : My x My x --- x M, — N se dice multilineal si es lineal en
cada coordenada. El objetivo de introducir el concepto de producto tensorial de una lista
finita de R—moédulos M;, Ms,..., M, es el introducir un R—moédulo 7', solamente depen-
diente de My, M>,..., M,, tal que para cada R—moédulo N, las funciones multilineales entre
My, Ms,...,M, y N se puedan ver como morfismos de R—mddulos entre 7'y N. Es dicho
R—médulo T lo que llamaremos producto tensorial de My, Ms, ..., M,. Denotaremos a dicho
producto tensorial por M; @r My ®g --- @r M, y se caracteriza justamente por ser isomorfo
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como R—modulo al R—modulo que forman las funciones multilineales (en [Pa,2022] se detalla
la manera de dotar a dicho conjunto de estructura de R—modulo), i.e.,

HomR(M1 KRR M2 KRR - OR MP,N) = Multi—lin(Ml,Mg,...,Mp).

Pasamos a definir ahora, como tal, el producto tensorial de R—moddulos mediante una Propiedad
Universal.

TEOREMA A.4.1 (Producto tensorial de R—médulos). Sean My, My, ..., M, dos R-mddulos.
Entonces, existe un par (T, ®) formado por un R-mddulo T y una aplicacion multilineal
O : My x---x M, =T,
tal que se verifica la siguiente propiedad:
Para todo otro R-mddulo P y para toda aplicacion multilineal
fioMyx---x M, — P,

eziste un inico morfismo de R-mddulos f € Homg(T,P) tal que el siguiente diagrama es
conmutativo:

3 f
T'——P
O
® vf
My x - x M,

Ademds, existe un tnico (salvo isomorfismo) par (T,®) que satisface esta propiedad y que
llamaremos producto tensorial de los R-mddulos M y N. Denotaremos a ese inico R-mddulo
mediante M1 @r M2 ®r --- Qr M, y a la aplicacion bilineal ® la denotaremos mediante:

®®) My x---xM, — M QrM;®g - Qr M,
(T1,...,2p) TR ® Tp,

y su imagen serd un sistema generador de My, ®r My Qg -+ @g Mp. Llamaremos al par
(Mi®@rMo®pg- - ®g My, ®(”)) producto tensorial de los R—mddulos M, ..., M,. Usualmente,
simplicaremos escribiendo simplemente M, @ g My ®@p - -- Qr Mp, dando por sobre-entendida la
aplicacion multilineal.

DEMOSTRACION. Véase [Pa,2022]. O

Por lo visto en la Seccién A.1 precedente, podemos particularizar toda la discusion anterior
para el caso de R—élgebras, ya que podemos dotarlas de manera natural de una estructura de
R—moédulo.

Dados sistemas generadores de una lista finita de R—modulos, podemos construir, aprovechando
la multi-linealidad de ®®) un sistema generador del producto tensorial de los mismos:

PROPOSICION A.4.2. Sean dados My, . .., M, una familia de R—mddulos. Supongamos que para
cada i, 1 < i < p, tenemos un subconjunto F; C M;, que es sistema generador de M; como
R—modulo. Entonces, el siguiente conjunto es un sistema generador del producto tensorial
M, ®p - ®@r Mp:

Fio-@F ={a® --Qe,:e € F;,1<i<p}
DEMOSTRACION. Véase [Pa,2022]. O
Enunciamos algunas propiedades tutiles del producto tensorial:

PROPOSICION A.4.3. Dado R un anillo, se tienen las siguientes propiedades:
i) Dados M, N dos R—mddulos,

M®rN=NQ®grM.

it) Dado M un R—mddulo,
R@r M = M.
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i) Dada una familia {M; : i € I} de R—mddulos y dado N un R—mddulo, se tiene:

(@ M¢> ®r N = @(Mz ®r N).

i€l =
En particular, si M y N son R—mddulos libres, también es R—mddulo libre M @ N
y, en el caso de R—mddulos libres de rango finito, tendremos:
rank(M ®p N) = rank(M) - rank(N).
DEMOSTRACION. Véase [Pa,2022]. O

Planteamos una udltima construcciéon: Dados R, T dos anillos y M un R—méddulo, podemos
definir una estructura de T'—modulo en T'®gr M del modo siguiente:

T - TX(T@RM) — T®r M
()‘v Dier T ® mi) — D er(Azi) @ my,
para cada conjunto finito I, con x; € T, m; € M.

Ademsés, teniendo en cuenta lo anterior, si M es finitamente generado, entonces T ®gr M es
un T—modulo finitamente generado. De hecho, si {m; : i € J} es un sistema generador de M
como R—mobdulo, entonces el siguiente conjunto

{1T®mi:i€ J},

es un sistema generador de T®r M como T'—modulo. Se dice que T®pr M es el modulo obtenido
de M mediante extension de escalares.

Enunciamos un teorema que describe las funciones polinomiales sobre el producto cartesiano
de variedades algebraicas:

TEOREMA A.4.4. Sea K un cuerpo y K su clausura algebraica. Sean V' C A™(K), W C A™(K)
dos subvariedades algebraicas respectivamente de los espacios afines A" (K) y A™(K). Entonces,
el siguiente es un isomorfismo de K—dlgebras:

K[V]og K[W] = K[V x W],

donde K[V], K[W] y K[V x W] son, respectivamente, las K—dlgebras de aplicaciones polino-
miales K—definibles de V., W yV x W en K.

DEMOSTRACION. Véase [Pa,2022]. O
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