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RESUMEN

En 1957 los matemdticos japoneses Y. Taniyama y G. Shimura plantearon, sin demostrar, un resultado
que relacionaba las formas modulares con las curvas elipticas, dos objetos matematicos a priori inconexos.
Gracias al trabajo de A. Weil, se establecieron las bases que respaldaban la posible validez de la denomina-
da conjetura de Taniyama-Shimura-Weil, conocida actualmente como el teorema de la modularidad. Este
trabajo se centra en comprender de manera precisa todos los elementos que intervienen en el enunciado
de dicho teorema. Con este propdsito, se estudiardn las formas modulares que son funciones meromorfas
en el semiplano superior complejo que cumplen una cierta condicién de regularidad. En segundo lugar, se
presentardn los toros complejos y las curvas elipticas y se detallard la relacion que existe entre ambas nocio-
nes. Por dltimo, se introducirdn las curvas modulares, las dotaremos de una topologia y de una estructura
de superficie de Riemann y mostraremos como se pueden compactificar. Empleando estos elementos, se
enunciard la version analitico-compleja del teorema de la modularidad.

Palabras clave: grupo modular, forma modular, toro complejo, curva eliptica, curva modular, superficies
de Riemann, teorema de la modularidad.

ABSTRACT

In 1957 the Japanese mathematicians Y. Taniyama and G. Shimura formulated, without proving it, a result
that connected modular forms with elliptic curves, two a priori unrelated mathematical objects. Thanks to
the work of A. Weil, the foundations supporting the possible validity of the so-called Taniyama-Shimura-
Weil conjecture, now known as the modularity theorem, were established. This work focuses on understan-
ding precisely all the elements involved in the statement of this theorem. For this purpose, modular forms
which are meromorphic functions in the complex upper halfplane satisfying a certain regularity condition
will be studied. Secondly, complex tori and elliptic curves will be presented and the relationship between
both notions will be detailed. Finally, modular curves will be introduced, we will endow them with a topo-
logy and a Riemann surface structure and show how they can be compactified. Using these elements, the
analytic-complex version of the modularity theorem will be stated.

Key words: modular group, modular form, complex torus, elliptic curve, modular curve, Riemann sur-
faces, modularity theorem.



Capitulo 1

Introduccion

En términos generales, el teorema de la modularidad asegura que todas las curvas elipticas racionales pro-
vienen de formas modulares. El propésito de este trabajo es desarrollar la afirmacién anterior, es decir,
comprender en detalle todas las nociones que intervienen en el enunciado de este teorema. De entre las
distintas versiones de este resultado que existen, hemos elegido la analitico-compleja la cual se expresa por
medio de superficies de Riemann. Al adoptar este enfoque, obtendremos una visién amplia del problema al
mismo tiempo que accesible a partir de los conocimientos previos. Concretamente, la formulacién que se
abordara es la siguiente

Teorema de la modularidad. Sea E una curva eliptica compleja con j(E) € Q. Entonces existen N € N>
y una aplicacion holomorfa y sobreyectiva entre superficies de Riemann compactas desde la curva modular
Xo(N) a la curva eliptica E,

Xo(N) = E.

A esta funcion se le conoce como parametrizacion modular de E.

La importancia del teorema de la modularidad radica en que establece una conexion entre dos 4reas aparen-
temente alejadas de las matematicas: el andlisis arménico y la teoria de nimeros. De un cierto modo, podria
afirmarse que esta relacion aparece de forma esporddica en los trabajos de C. F. Gauss y L. Kronecker del
siglo XIX. Entre los resultados de C. F. Gauss en teorfa de nimeros que motivaron los hallazgos de los
siglos posteriores, cabe de destacar la ley de reciprocidad cuadratica. Esta ley afirma que si p es un nimero
primo, el nimero de raices cuadradas de un nimero entero n en aritmética médulo p depende sé6lo de p
modulo 4n. Por ejemplo, para comprobar si 3 es un cuadrado en aritmética médulo 672023 basta saber si 3
es un cuadrado médulo 11 porque 672023 = 12-56001 + 11. En gran medida, el estudio de los cuerpos de
nimeros algebraicos y sus anillos de enteros de los afios siguientes estaba ocasionado por el intento de ge-
neralizar la reciprocidad cuadrética para potencias superiores a la segunda. En particular, E. Artin demostrd
una version general en 1927 para la cual todas las leyes de reciprocidad conocidas hasta el momento eran
casos especiales.

Durante algunas décadas se pensé que la cuestidon estaba cerrada, pero, inesperadamente, en 1954, M.
Eichler encontr6 una ley de reciprocidad, para ecuaciones en dos variables, que no se deducia del teore-
ma de E. Artin. Un afio més tarde, inspirado por el trabajo de Eichler, Y. Taniyama planted, en forma de
pregunta, la conexién entre formas modulares y curvas elipticas que buscamos entender en esta memoria.
En 1957, junto con su colaborador G. Shimura, escribié de manera rigurosa esta cuestién estableciendo
el enunciado preciso que conocemos. Una década mds tarde, A. Weil redescubri6 la conjetura, estableci6
el marco tedrico y encontrd evidencias sélidas que apoyaban la veracidad de la misma. La conjetura de
Taniyama-Shimura-Weil, conocida actualmente como teorema de la modularidad, cambié el paradigma de
la teoria de ndimeros en la segunda mitad del siglo XX.

En el transcurso de los siguientes afios, se traté de demostrar la conjetura, aunque no se produjeron avances
significativos y el resultado parecia en cierta forma inalcanzable. Sin embargo, a mediados de la década de
los 80 se dio un nuevo impulso a la teorfa cuando se mostré que la veracidad de la conjetura implicaria la
validez del tltimo teorema de Fermat. Recordamos que el dltimo teorema de Fermat establece que para todo
n € N>3 la ecuacion x" 4+ y" = z" no tiene soluciones enteras con xyz # 0. En diferentes trabajos, G. Frey,



J.P. Serre y K. Ribet mostraron que si el dltimo teorema de Fermat fuera falso, es decir, si existieran n € N>3
y a,b,c € Z\ {0} con a" +b" = ¢", entonces la curva eliptica dada por la ecuacién y> = x(x — a")(x — b")
no verificaria la conjetura de Taniyama-Shimura-Weil.

En 1995, motivado por este resultado, A.Wiles, con la ayuda de R. Taylor, demostré la conjetura Taniyama-
Shimura-Weil en el caso de curvas elipticas semiestables. Esta version era suficiente para probar la veraci-
dad del ultimo teorema de Fermat. Basandose en el trabajo de A. Wiles, C.Breuil, B. Conrad, F. Diamond
y R. Taylor, abordaron los casos restantes hasta demostrar el resultado completo en 1999. Desde entonces,
las generalizaciones del teorema de la modularidad han sido objeto de una intensa investigacién. Como
sugirié R. Langlands en la década de 1970, cuando estableci6 las bases del conocido como Programa Lan-
glands, resulta que la conjetura Taniyama-Shimura-Weil puede reformularse como un caso especial de
un panorama mucho mas amplio. Las conjeturas del Programa Langlands relacionan las representaciones
n—dimensionales del grupo de Galois, que generalizan las representaciones dadas por las curvas elipticas,
con las funciones automorfas, que generalizan las formas modulares. Aunque hay pocas dudas sobre la
validez de estas conjeturas, la mayoria siguen sin haberse demostrado a dia de hoy. Para mayor informacién
sobre las referencias histéricas que acabamos de mencionar nos referimos al libro “Amor y mateméticas”
de E. Frenkel [5] y al articulo “Modular Arithmetic: Driven by Inherent Beauty and Human Curiosity” de
R. Taylor [8].

En la version del teorema de 1la modularidad, a la que nos referimos en esta memoria, intervienen esencial-
mente tres elementos fundamentales: las formas modulares, las curvas elipticas y, la nocién que comunica
ambos, las curvas modulares. Debemos sefialar que no trataremos en este texto con otros conceptos que
aparecen en la prueba del teorema o al enunciar otras versiones del mismo como son: las funciones L, las
representaciones del grupo de Galois o los operadores de Hecke.

En consecuencia, el trabajo se estructura en tres capitulos, uno para cada nocién, y un ultimo capitulo
donde completamos la informacién para poder enunciar el teorema de la modularidad. En concreto, en el
Capitulo [2] presentaremos el grupo modular y describiremos la accién del mismo sobre el semiplano supe-
rior complejo. Empleando este grupo estableceremos la condicién de modularidad que nos permitira definir
las formas modulares. Esta nocion serd, en ocasiones, demasiado restrictiva y necesitaremos limitar la con-
dicién de modularidad a ciertos subgrupos del grupo modular, conocidos como subgrupos de congruencias,
procedimiento que detallaremos en la dltima seccién del capitulo.

El Capitulo [3] se centra en el andlisis de la estructura de los toros complejos, los cuales se construyen
como el grupo cociente del plano complejo por un reticulo A = w(Z @ w,Z. Caracterizaremos los homo-
morfismos holomorfos entre toros complejos y veremos como agruparlos en clases de equivalencia. En la
segunda seccion introduciremos las funciones elipticas analizando el ejemplo fundamental de la funcién de
Weierstrass. Esta funcidn nos permitird parametrizar toda curva eliptica desde un toro complejo, vinculando
asi ambas nociones. Por medio de esta identificacién, podremos definir el invariante j de una curva eliptica.

Aunque las formas modulares estdn definidas en el plano superior complejo, dado que satisfacen la condi-
cién de modularidad, se puede considerar que su dominio natural es un espacio cociente del plano superior,
que denominaremos curva modular. En el Capitulo[d} se definiran con rigor las curvas modulares y veremos
qué relacién tienen con los espacios de moduli que clasifican las curvas elipticas, conectando de este modo
las dos nociones principales del trabajo. Analizaremos la topologia de estas curvas y mostraremos como se
pueden dotar de estructura de superficie de Riemann prestando especial atencién a los puntos elipticos.

Finalmente, para poder enunciar el teorema de la modularidad en su variante analitico-compleja, necesi-
taremos compactificar las curvas modulares. Llevaremos acabo esta tarea en el Capitulo [5] Para lograrlo
afiadiremos a las curvas modulares un conjunto de puntos denominados cuspides junto con las correspon-
dientes cartas. Concluiremos el trabajo presentando el teorema y comentando por encima su relacién con
otras versiones del mismo.



Capitulo 2

Grupo modular y formas modulares

El objetivo de este capitulo es introducir las nociones fundamentales de la teoria de formas modulares. Co-
menzaremos presentando el grupo modular y sus propiedades elementales. Empleando este grupo podre-
mos establecer la condicién de modularidad que nos permitird definir las formas modulares. En ocasiones
la condicién de modularidad se satisface solamente para un subgrupo propio del grupo modular. Lo que nos
conduce a una revisién mas débil de dicha condicién. En la Gltima seccidn, se aborda este problema a través
de los llamados subgrupos de congruencias. Salvo que se especifique lo contrario, en este capitulo hemos
seguido el libro “A first course in modular forms”de F.Diamond y J.A.Shurman [4].

2.1. Grupo modular

En esta seccién daremos la definicién del grupo modular y una serie de propiedades que nos permitirdn
conocer como actda este grupo sobre el plano superior complejo.

Definicion 2.1. Llamamos grupo modular al grupo especial lineal de orden 2 sobre los enteros, es decir,

SL, (Z) :{(Z Z) : a,b,c,deZyad—cb:l},

donde la operacion del grupo es el producto de matrices.

Cuando interpretamos las matrices de SL, (Z) como transformaciones del plano superior complejo resulta
que Yy —7 representan la misma transformacion. Por ello, algunos autores denominan grupo modular al
grupo proyectivo especial lineal PSL, (Z) que se obtiene identificando Yy —7y en SL; (Z), es decir, haciendo
el grupo cociente SL; (Z) sobre su centro Z (SLy (Z)) = {I, —I} donde I denota la matriz identidad. En
todo caso, debe entenderse que el termino *'modular’ proviene de su relacién con el espacio de moduli de
las curvas elipticas, que presentaremos en la Seccién y no de la aritmética modular.

Antes de estudiar la accién de grupo que define SL;(Z) sobre la esfera de Riemann, veamos que el grupo
modular se puede generar con dos matrices.

Proposicion 2.2. El grupo modular estd generado por
1 1 0 -1
(o) =0 0)

Demostracion. Como By a € SL, (Z) basta ver que dada y = (ccl b) una matriz cualquiera del grupo

d
modular, estd generada por § y a.
En primer lugar, probamos por induccién que para todo k € Z se tiene que

v (1 Kk
= (3 ).

Comprobamos también que O (8) = 4 y que 32 = —I. Empleando esta informacién tenemos que



» Sic=0ya=d=1,entonces y= a’.

» Sic=0ya=d=—1,entonces y= oe B>

= Si ¢ # 0 entonces, podemos dividir a entre ¢ y sabemos que existen g, r € Z Unicos tales que a = cq+r
con 0 < r < |c|. Observamos que
- —d
gy _
poty ( rob- qd> '

El Algoritmo de Euclides garantiza que tras un ndmero finito de iteraciones podemos lograr una
matriz con la entrada de la segunda fila y primera columna nula, es decir, una matriz de la forma de
los apartados anteriores. En otras palabras, existen m € Z, q1,...,q, € Z 'y 6 € {0,2} tales que

(Bo ) (Ba M) y=a™BS.
Despejando se tiene que ¥ = (fo~ 7! )_1 (B a_q")_l aB%, luego y estd generado por ay B. O

Consideramos C = C U {eo} la esfera de Riemann con la estructura estdndar de superficie de Riemann.
Recordamos que un automorfismo de la esfera de Riemann es una aplicacion de C en C biholomorfa.
Denotamos al conjunto de automorfismos por Aut(C). Existe una forma cldsica de identificar toda matriz
con coeficientes complejos invertible con un automorfismo, es decir, de definir una accién de grupo de
GL,(C) sobre C. Basta considerar

~

GL,(C) — Aut(C)
a b ~ a b at+b
Y= <c d) — T — y(r)—(c d>7_c’c+d'
Donde estamos teniendo en cuenta las consideraciones habituales sobre el infinito, es decir, si ¢ # 0, en-
tonces Y(—d/c) = ooy Y(e0) = a/c y si ¢ = 0 entonces Y(e0) = oo. Por ejemplo, las matrices @ y 3 de la
Proposiciénse corresponden con las transformaciones &(7) =7+ 1y E (t)=—1/7.
Observamos que se trata de una accién de grupo porque dadas i, > € GL(C) se tiene que nNp=nn

y porque I = I. Podemos considerar la restriccién de esta accién a un subgrupo I de GL,(C). En particular,
en este trabajo estamos interesados en considerar la restriccion de la accién a I' = SL,(Z).

Por otro lado, comprobamos de forma directa que el niicleo de la accién de grupo de GL,(C) sobre Cesel
conjunto de matrices escalares, es decir, a = d y b = ¢ = 0. En concreto, si consideramos la restricciéon a
SLy(Z) este niicleo resulta ser {I, —I}, luego 71, » € SLy(Z) definen el mismo automorfismo si y solo si
" = £7%. Con esta salvedad, abusaremos de la notacién y denotaremos por ¥ al automorfismo definido por
Y € SLy(Z) en lugar de escribir 7.

Veamos ahora que dada y € SLy(Z) la correspondiente transformacién define un automorfismo del plano
superior complejo en si mismo.

Proposicion 2.3. Sean H = {t € C: Im(t) > 0} el semiplano superior y 'y € SL, (Z). Entonces se tiene
que

1
paratodot € H Im(y(7)) = m con Y= <i Z) .

Por consiguiente, si Im(t) > 0 tenemos que Im(y(t)) > 0, luego la accién de SL;(7Z) sobre C envia el plano
superior en si mismo. De hecho, para todo t© € H se cumple la siguiente cota

n(y(e) < max {n(e). 1.

Demostracion. Observamos que Im(y(7)) = Im(at+ b/cT +d), multiplicando y dividiendo por el conju-
gado de ¢T + d obtenemos que

2 —_ —
Im(y(1)) = Im (ac|’c| —|—bc‘c+ad’c—|—bd)> _ Im(bcT + ad7)

leT+d|? leT+d|?

9



teniendo en cuenta que Im(7) = —Im(T) y que ad — bc = 1, concluimos que se cumple la igualdad.
Empleando esta igualdad, si [cT +d| > 1 entonces Im(y(7)) < Im(7). Por otra parte si |cT+d| < 1 entonces
necesariamente ¢ # 0. Como [Im(ct+d)| < |cT+d|y ¢ € Z se cumple que

1 1 1 1
< = = .
let+d)? ~ Im(ct+d)?> Im(ct)?  2Im(7)?

Por tanto, en este caso Im(y(7)) < 1/Im(7). O

2.2. Formas modulares respecto a SL,(Z)

En esta seccion estableceremos la definicién de modularidad débil y de forma modular respecto a SLy(Z).
Presentaremos varios ejemplos y estudiaremos algunas propiedades que nos permitan entender como actian
estas funciones en H.

Definicion 2.4. Sean k € Z y f : H — C una funcién meromorfa. Se dice que es débilmente modular de
peso k (respecto a SLy(7Z)) si

VTeH yVyeSLy(Z) setiene que f(y(t)) = (ct+d)* (1),
donde (c,d) es la segunda fila de 1.

Claramente, las funciones constantes son débilmente modulares de peso O y la tnica funcién débilmente
modular de peso k impar es la funcién nula porque f = (—1)*f tomando y = —I. Para dar ejemplos no
triviales de funciones que cumplen la condicién de modularidad débil, vamos a estudiar algunas propiedades
del factor que relaciona f(y(t)) y f(7) en la condicién de modularidad.

Definicion 2.5. Sean y € SL, (Z) y © € H. Llamaremos factor de automorfia a j(y,T) = ¢t +d, donde
(c,d) es la segunda fila de 7.

Lema 2.6. Paratodo T € Hy para todo 7,y € SL; (Z) se tiene que
a) j(vy, 1) =j(rY (1) i, 7).

b) dy(7) -1

dt i)

Demostracion. Dadas v,y € SL,(Z) con
a b a v : ad +bc" ab +bd'
r= (c d) yv= (c’ d’) se tiene que ¥y’ = (a'c+dc’ cb’erd’)
a) Desarrollando los tres factores
j(yY.t)=(dc+dcd)t+ (cb +dd') iy, 7)=cdt+d

107 (@) = (S +a).

‘ot +d
y multiplicando el segundo factor por el tercero obtenemos la igualdad con el primer factor.
b) Sea y(t) = (at+b)/(ct+d), derivando se obtiene
dy(t) a(ct+d)—clat+b) ad—cb 1

dt (cT+d)? (et +d)? j(y, )
O

Veamos que si f cumple la condicion de modularidad para un conjunto de elementos de SL;(Z), entonces
también la cumple para el subgrupo que generan.

Corolario 2.7. Sea f:H — C una funcion meromorfa. Si f cumple la condicion de modularidad para
U={",...,Y%} CSL:(Z). Entonces f cumple la condicién de modularidad para (y,...,%,).



Demostracion. Primero vamos a probar que cumple la condicién de modularidad para p = )/1 L. Como f
cumple la condicién de modularidad para 7y; entonces podemos descomponer f(p(7)) como

Fp(@) = f" () = Fn (1 (0) = j(n. ' (@) (o (x)).

Iterando el proceso r; — 1 veces obtenemos que

Fp(@) = Gy (@)iln, 12 (0) - i(n, 1) (7).

Aplicando la parte a) del lema anterior j(yi,%(7))j(%,7) = j(¥},7), por tanto iterando este proceso ry
veces se puede deducir que

fp(0) = j(A", ) f (7).
Por ende, f cumple la condicién de modularidad para p = )/1 !, Aplicando el mismo procedimiento, se

puede probar de forma directa que f cumple la propiedad de modularidad para p = ;! ...7/;", cualquier
combinacién lineal de U. O

En particular, gracias a la Proposicién sabemos que el grupo modular estd generado por o y 3. Por el
Corolario se prueba que si f cumple la condicién anterior para & y 3, entonces lo cumple para todo
Y € SL, (Z). Por tanto, podemos afirmar que f es funcién débilmente modular de peso & si y solo si para

todot€C, f(t+1)=f(1)y f(=1/7) =7*f (7).

Para precisar la nocién de forma modular necesitamos establecer una nocién adecuada de holomorfia en
infinito para las funciones que estamos considerando. Para ello, transformamos el semiplano superior en el
disco punteado como se muestra en el siguiente lema.

Lema 2.8. SeaD = {z€ C: |z <1} y D' =D\ {0}. Consideramos la funcién Z—periédica ¢ : H — D'
dada por ¢(t) = ™. Entonces

a) dado a € R se cumple que %131 o(1) = ™4 c §D.
a

b) Se tiene que lim ¢(7)=0.

Im(T)—>e0
Empleamos esta funcién auxiliar para asociar a toda funcién holomorfa en H una funcién sobre el disco.

Definicion 2.9. Sea f: H — C una funcion meromorfa y débilmente modular de peso k € 7. Definimos
g =gy : ' — C, la aplicacion (sobre el disco) asociada a f por

8a) = F(0 (@) = f (log(‘f)) |

27i

Obsérvese que como f es débilmente modular y como o € SL»(Z), f(t+1) = f(7), es decir, f es Z—periédi-
cay, por tanto, g estd bien definida. Si ademds f es holomorfa en H, tenemos que g es holomorfa en I/
porque el logaritmo es una funcién holomorfa en un entorno de cada punto. Por tanto, g admite un desarrollo
de Laurent en .

Definicion 2.10. Sea f : H — C holomorfa y débilmente modular de peso k € Z.. Decimos que f es holo-
morfa en infinito si la funcién asociada g : ' — C se extiende de manera holomorfa a g =0, es decir, si g
tiene una singularidad evitable en el origen.

Esta definicién de funcién holomorfa en infinito es diferente a la nocién habitual, en este caso solo requiere
que f se comporte de forma adecuada cuando nos aproximamos a infinito desde el semiplano superior.
Empleando estas definiciones, estamos en disposicién de introducir la nocién de forma modular.

Definicion 2.11. Seank € Zy f : H — C. Se dice que es una forma modular de peso k si
a) fes holomorfa en H.
b) fes débilmente modular de peso k.
c) fes holomorfa en infinito.

El conjunto de formas modulares de peso k se denota por My (SLy (7).



Noétese que si f es holomorfa en infinito, es decir, si g es holomorfa en ¢ = 0, podemos restringir su
desarrollo de Laurent en el origen a una suma sobre los naturales g(q) = ¥,,c7 a,¢". Por tanto, la funcién f
admite un desarrollo en serie de Fourier

=)

para cada T € H se cumple que f(7) = g(¢(7)) = Z an(f)e*mi™,
n=0

Veamos que la holomorfia en infinito se puede caracterizar en términos de un limite.

Teorema 2.12. Sea f una funcion débilmente modular y holomorfa en H. Entonces f es holomorfa en
infinito si 'y solo si existe el limp,, ﬁoof( ) y es finito.

Demostracion. Para empezar suponemos que f es holomorfa en infinito lo cual implica que g se extiende
de manera holomorfa a 0 y por tanto que g es continua cuando g = 0. Por el Lema se tiene que
limyy (7). @(7) = 0. Luego
lim f(t)=_lim g(¢(7))=limg(q),
Im(7)—e0 Im(7)—e0 q—0

el cual existe y es finito porque g es continua en g = 0.

Reciprocamente, por hipdtesis como existe el limyy(r)—,..f(7) y es finito podemos afirmar que g tiene una
singularidad evitable en ¢ = 0, luego en el origen se extiende de manera holomorfa, por consiguiente f es
una funcién holomorfa en infinito. O

El ejemplo, no trivial, mas simple de formas modulares viene dado por las series de Eisenstein. Para probar
que son formas modulares necesitamos un par de resultados auxiliares previos. Para el desarrollo de este
ejemplo se han seguido las notas de K. Conrad [2].

Lema 2.13. La serie |

L
(cd)e(z2)" (\/ 2+ d2> ’
converge donde (Z*)" =7\ {(0,0)}.

Demostracion. Seaa = (c,d) denotamos |a|> = V/¢* +d?. Paran € N»; consideramos la funcién de conteo
n)=#{a€ (Z*)*: |aj3 =n} y vemos que

Y o= L

ae(Zz)* a|2 aG(ZZ)* (‘a|%

1

o0 N
ra(n r(n
32 = Y 23(/2) = lim 23(/2)'
) n=1 Nﬁwn:l n
Para ello, consideramos el conjunto S(n) = #{a € (Z*)* : |a|3 <n} para cada n € N> . Por tanto r»(n) =
S(n) —S(n—1) y, por ende, se tiene que

i ra(n) _ iv: S(n)—8S(n— 1).

n3/2
Estas series de tipo telescopico se pueden sumar empleando la siguiente férmula que puede considerarse la
version discreta de la formula de integracion por partes

N—-1

Zun Vi = Vn—1) = UNVN — U1v0 — Y Vn(ng1 — tty).-
n=1

Aplicando la férmula para u, = 1/n%2 y v, = S(n) y, teniendo en cuenta que vy = 0, observamos que

NoS(n)—S(n—1) S(N) NI 1 1
Z ()n3/(2 ):]\7(3/2)_;:15(")<M1)3/2—n3/2>~

n=1

Escribiendo la diferencia entre 1/(n+ 1)%/2 y 1/(n)?? como una integral usando el teorema fundamental
del célculo, obtenemos que

S(N) NS 1 1\ S(N) |, 3°& 7t S(n)
o~ LSO () = P L e




Dado que queremos agrupar las integrales en una tinica expresion necesitamos extender la funcién S a todo
x € R con x > 1. Para ello, consideramos la funcién escalonada S(x) = #{a € (Z*)*: 1 < |a|3 < x} para
cada x > 1. Luego S(x) = S(n) paran < x < n+ 1y por tanto

S(N)  30G tiS(n) o S(N) 3 [N S(x)
2 /,, o N3/2+§/1 wnd

N3/2 2 &~

Para estimar el valor de S(x)/x>/? vamos a acotar S(x) basdndonos en su interpretacién geométrica. El
nimero S(x) cuenta el nimero de puntos de coordenadas enteras no nulas en la bola centrada en el origen y
radio 1/x. El ndmero de enteros entre —R <n < Res2|R|+ 1 y cuando R > 1 tenemos que R <2|R|+1 <
3R. Por tanto se cumple que

R? <#{(aj,a) € (Z2)*: 1< |(a1,a2)|e <R} < 9R?%.

Como |(a1,a2)|w < |(a1,a2)]2 < V2|(a1,a2)| tomando x = R? tenemos que x/2 < S(x) < 9x. Por ende, se
tiene que

O<S(N)_~_§ N@d < 9 +2l wﬁ — 9 +2l
= N3 2./1 SR ENRT Y ) BT N2 T,
luego la sucesién de sumas parciales converge y la serie original también. O

Enunciamos el segundo resultado auxiliar.

Lema 2.14. Sea Qs p = {1 € H: [Re(7)| <A, Im(t) > B} donde A >0y B > 0. Entonces existe un C >0
tal que para todo Tt € Q todo 6 € R se tiene que

|T+06|>C-sup{l,|d]}.
Demostracion. Esta demostracion se divide en cuatro casos
1. Si|8] < 1, entonces |7+ 8| > Im(t+6) =Im(t) > B=B-sup{l1,|d]}.

2. Sil < |8 <3AyIm(t)> A, entonces

[T+ 98| = \/(Re(’r)+3)2+lm(r)2 > \/Im(’L')2 >A>|6|/3=(1/3) -sup{L,|0]}.
3. Si1<|6| <3AyIm(t) <A. Considerando la funcién 7 — |7+ §|/|6|, alcanza un minimo m > 0,
porende [T+ 8| > m|6| > m-sup{1,|5|}.
4. Si |8| > 3A, entonces
2

2
|7+8] >8] ~A > 5[8] = Ssup {1,]8]}.

Por tanto, considerando C = min{B,1/3,m} obtenemos la cota. O
Empleando estos resultados podemos detallar un ejemplo no trivial de forma modular.
Ejemplo 2.15. Sea k € N>3. Definimos la Serie de Eisenstein de peso k para T € H como

1

G = _— .
% (7) cd)e(z2)" (cr+d)k

Nuestro objetivo es probar que G(T) es una forma modular de peso k. Para empezar vamos a probar que
la funcion es holomorfa en H para ello primero definimos

1

gr= )y ——.
(cayeqzz)” sup{lel, a1}



Como sup{|c|,|d|} > (V/2/2)V/c2 + d? vemos que

g<g< ) %
(cd)e(z2) V2 +d?

por tanto gracias al Lema podemos afirmar que es una serie convergente.
Dividimos Gy (T) en dos sumas tal que

1 1
Gi (1) = Y — 4+ -
(c,d)e(zﬂ)*’ =0 (CT+d)k (CT+d)k

(cﬁd)E(Zz)*, c#0
observamos que la primera suma es dos veces la funcion zeta de Riemann en k ({(k)), luego convergente.
Dado © € Q4 p, teniendo en cuenta el Lema y realizando el cambio de variable 6 = d/c observamos
que

1 1 1

Y ai- L masrs L
(ed)e(Z2)", 0 ler+d[f (cd)e(Z2)", c#0 Jef*|7+ 8¢ (cd)e(Z2)", c#0 lc[*Cksup {1, \5\}](
1 1 _ 8k

e ol O
(c.d)e(Z2)", c£0 ’

Por lo demostrado anteriormente podemos afirmar que la segunda suma también converge. Por tanto por
el teorema de comparacion de Wiestrass podemos concluir que Gy (T) es absoluta y uniformemente conver-
gente para cualquier punto de Q4 p. Teniendo en cuenta que A'y B son fijos pero arbitrarios entonces G (T)
es absoluta y uniformemente convergente en un entorno de todo punto T € H. Por consiguiente, Gy (T) es
holomorfa en H. Para ver la condicion de holomorfia en infinito hay que calcular limyy, (1) G (1), como
es una suma absolutamente convergente podemos introducir el limite dentro del sumatorio y asi obtener
que el limite es igual a (k). Por tanto, Gy () es holomorfa en infinito. Para finalizar hay que comprobar
que Gy (t) cumple la condicion de modularidad. Dado 'y € SL, (Z) se tiene que

Gi(y(1)= ) %:(cr—i—d)k

! (a !/ k
(¢'d")e@?)y (c (cﬁf})”)

1
(C/‘d’)aZZ)* ((c'a + Cd/) T4+dd+ clb)k .

Denominando ¢ = c'a+cd'yd = ¢'b+d'd. Observamos que existe una biyeccion en (Z2)* que envia (c',d")

G o) e)=(2)

En conclusion, Gy (y(T)) = (cT+d)* Gy (1), es decir, podemos afirmar que es una funcion modular.

en (¢,d) dado que y es invertible y que

Terminamos el capitulo enunciando algunas propiedades algebraicas del conjunto de formas modulares.
Proposicion 2.16. My (SL, (Z)) forma un C-espacio vectorial.

Demostracion. Las condiciones sobre holomorfia se preservan para la suma y el producto por escalares.
Por tanto solo debemos comprobar la modularidad, la cual se comprueba de forma directa sacando factor
comun al factor de automorfia. O

Proposicion 2.17.
a) El producto de una forma modular de peso k y otra de peso m es una forma modular de peso k +m.
b) M(SLy(Z)) = ®rezMy (SLy (Z)) es un C-dlgebra.

Demostracion. Las condiciones sobre holomorfia se preservan sobre el producto de funciones holomorfas,
ademds teniendo en cuenta que (¢T+d)™ (cT+d)* = (¢T+d)™ ™ 1a primera parte de la proposicion queda
demostrada. Utilizando a) y que para todo k € Z M (SL2(Z)) es un C espacio vectorial obtenemos la
segunda parte de la proposicion. O



Definicion 2.18. Una forma cuspidal de peso k es una forma modular de peso k cuyo termino independiente
en su serie de Fourier es nulo, es decir ap(f) = 0. El conjunto de funciones cuspidales de peso k se denota
por $i(SL2 (2))

Proposicion 2.19.
a) Sy (SLy (Z)) forma un subespacio vectorial de My (SL, (Z)).
b) S(SLy(Z)) = ®rezSk (SL2(Z)) es un ideal de M (SL; (Z)).

Demostracion. Se comprueba de forma directa que Sy (SLy (Z)) es cerrado para la suma y el producto
por escalares dado que el término independiente de la serie de Fourier resultante se obtiene realizando la
combinacidn lineal oportuna de los términos independientes. Del mismo modo, si el termino independiente
de una de las series es cero su producto también tiene termino independiente nulo luego S(SL, (Z)) es un
ideal.

2.3. Modularidad respecto a subgrupos de congruencias

En determinadas ocasiones no podemos garantizar que la condicién de modularidad se cumpla para todos
los elementos de SL,(Z). En esta seccién vamos a generalizar los conceptos de funcién modular débil y
forma modular a un tipo particular de subgrupos propios de SLy(Z), los subgrupos de congruencias.

Definicion 2.20. Sea n € N>i. Llamamos subgrupo principal de congruencias de nivel n a

F(n)z{(ccl Z)eSLz(Z):(Z S>E((1) (1)>( maéd n)}

Entendiendo que la congruencia de matrices es entrada a entrada, es decir, que a=1 moéd n, b =0
méd n,c=1 méd nyd =0 mbd n. Cabe destacar el caso particular en el que n = 1, se tiene que

I'(1) =SLy(Z).
Proposicion 2.21. Para cada n € N> tenemos que I (n) es un subgrupo de SL; (7).

Demostracion. Por construccién notamos que I'(n) estd contenido en SL, (Z) y que es no vacio porque
I€T(n).

_fa b _(d 1, _ (dd' =bd  db'—bd’
Dadas y = <c d> yyY = (c’ d’) se cumple que y 'Y = (—a’c+ac’ —cb/—&—ad’) .

Teniendo en cuenta que la suma de las clases médulo 7 es la clase de la suma y que el producto de las clases
es la clase del producto comprobamos que ¥~ 'y’ € I'(n). Por tanto, es subgrupo de SL, (Z). O

Definicion 2.22. Diremos que un subgrupo T C SL; (7)) es un subgrupo de congruencias si contiene un
subgrupo principal de congruencias, es decir, si existe n € N> tal que I (n) C T. En dicho caso, decimos
que 1" es un subgrupo de congruencias de nivel n.

En el siguiente ejemplo vamos a introducir algunos subgrupos de congruencias los cuales tomaran especial
relevancia a la hora de construir isomorfismos entre espacios de moduli en la Seccién .1}

)0 o)
(3 )0 w0}

Proposicion 2.24. Para cada n € N>y se cumple que T (n) <T'y (n), T'y (n) < Ty (n), To(n) < SLy (Z)

Ejemplo 2.23. Dado n € N> |consideramos

Fo(n):{(z z)est(z):<‘c’ Z)
Fl(n)Z{(j Z)GSLz(Z):C Z)

donde x denota cualquier niimero entero no especificado.
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Demostracion. Definimos la siguiente aplicacion

Ty (n) — (Z/nZ) (‘c’ 2) —~b médn.

El nicleo de esta aplicacién son las matrices que pertenecen a I'; (n) y que b =0 mdd n que por definicién
es I['(n). Por tanto, I'(n) es un subgrupo normal de I'j (n). Por otra parte, consideramos la aplicacién

To(n) —s (Z/nZ)" (‘c* Z) —d médn.
El ndcleo estd formado por las matrices que pertenecen a I'g(n) tal que d =1 mdd n. Ademds sabemos que
el determinante de la matriz tiene que ser congruente con 1 mdd x. Por consiguiente como ¢ =0 mdd n
yd =1 mddn entonces a =1 mddn y por tanto el nicleo de la aplicacién es I'(n). En otras palabras
I'1 (n) es subgrupo normal de I'g(n). Para finalizar construimos la aplicacién

SLy(Z) —> (Z/nZ) (2‘ S)HC méd n

cuyo ndcleo estd formado por Ty(n) y por tanto I'g(n) es subgrupo normal de SL,(Z). O

Una vez vistos una serie de ejemplos de subgrupos de congruencias enunciamos una propiedad importante
a la hora de construir las cartas de las curvas modulares en el Capitulo 5]

Proposicion 2.25. Sea I un subgrupo de congruencias de nivel N con N € N>y. Entonces [SLy(Z) : T es
finito.

Demostracion. Como I es un subgrupo de congruencias de nivel N entonces I'(N) C I'. Se puede compro-
bar de forma directa que I'(N) <1 SL,(Z). En este caso, construimos la aplicacion f : SLy(Z) — SL,(Z/NZ)
donde f(y) =7y méd N. Se puede probar de manera sencilla que es un homomorfismo de grupos y cu-
yo Ker(f) = T(N). Por tanto aplicando el primer teorema de isomorfia obtenemos que SLy(Z)/T'(N) =~
SL,(Z/NZ). Por ende

[SLo(Z) : T(N)] = |SLa(Z/NZ)| < N*

y podemos concluir que [SL,(Z) : I'] es finito, porque [SLy(Z) : T] < [SLy(Z) : T(N)]. O
Estamos en disposicion de establecer la nocién de modularidad respecto a un subgrupo de congruencias.

Definicion 2.26. Sean k € Z, I un subgrupo de congruencias de SLy(Z) de nivel N € N> y f : H — C una
funcion meromorfa. Decimos que f es funcion débilmente modular de peso k y nivel N con respecto a T, si
para todo y € I' y para todo T € H

Jn D) f () = £(2).

Ahora vamos a considerar un subgrupo propio de SL; (Z) y vamos a dar un ejemplo de una funcién modular
débil sobre ese subgrupo pero que no cumple las condiciones de modularidad sobre SL, (7).

Ejemplo 2.27. El subgrupo que vamos a considerar es

(o 1)+ (Y)

Este subgrupo tiene una relevancia importante en teoria de niimeros dada su relacion con el niimero de
formas posibles de descomponer un niimero natural como suma de cuatro cuadrados. Al niimero de formas
de descomponer n € N en k € N> cuadrados enteros lo denotamos por

r(n,k) :#{veZk:n:iv%}.

i=1

Obsérvese que r(0,1) =1, r(n,1) =2 sin € N> es un cuadrado y r(n, 1) = 0 si n no es un cuadrado. Notese
también que la definicion de r(n,k) se tiene en cuenta el orden de los sumandos de modo que r(1,2) =4
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porque 1 = (0)> + (£1)> y 1 = (£1)> + (0)%. Para cada k € N> definimos la funcion generatriz de la
sucesion (r(n,k))_, como
= Z r(n,k)q
n=0

donde q = e*™* con T € H. Acotando de un modo rudimentario r(n,k) < (2n+ 1), luego 6(7,k) es ho-
lomorfa en H. En concreto, estamos interesados en estudiar la funcion generatriz para k = 4, es decir,
queremos ver que 0(t,4) cumple la condicion de modularidad para Tg pero no para SLy(Z).

Antes de pasar a la demostracion listamos una serie de propiedades de 0(t,k) y r(n,k) cuya demostracion
es directa pero laboriosa.

2T

n Siky+ky =k entonces r(n,k) =Y uenr(l,ki)r(m, k).
= Para todo T € H se tiene que 0(7,k1)0(T,ky) = 0(1,k; + k).
= La funcion 0 es Z periddica, es decir, 0(t+ 1,k) = 0(7,k) para todo T € H.

= Se cumple la ley de transformacion
0(—1/(47),1) =v—-27i0(7,1).

Como —2it estd en el semiplano de la derecha cuando t© € H, la formula tiene sentido cuando
consideramos la rama principal de la raiz.

Por simplicidad, denotamos 0(t,1) = 6(t). Observamos que

oo

6(7’-): Z 2mid*s 1+26]+26] +2q —|—2q +...+2qd2+0(qd2).
d=—o0

Aplicando las propiedades mencionadas con anterioridad y realizando el cambio de variable dado por
N =—1—(1/(47)) obtenemos que

0(t/(4t4+1)) = 0(—1/(4n)) = /—21i0(n) = /2(1+ (1/47))i6(—1 — (1/47))
=/2(1+(1/47))i0(— 1/41 ) =/2(1+ (1/47))ivV/—27i6(7)
=/41(1+(1/47))6(1) = V41 +10(7).

Empleando esta formula podemos probar que 0(7,4) es una funcion modular débil de peso 2 respecto a
Tg. Para ello por el Corolario [2.7)basta probar que cumple la condicion de modularidad para los cuatro
generadores. Considerando las matrices que generan I'g tenemos que estudiar la condicion de modularidad
para las transformaciones T— T+ 1y 1 1/(47+1).

Empleando las propiedades anteriores

4
o(138) 05y ) e e e s o e,

De un modo andlogo a las formas modulares, establecemos la definicién de forma modular respecto a un
subgrupo de congruencias. Para ello, necesitamos adaptar en primer lugar la nocién de holomorfia en infi-
nito dado que no podemos garantizar que f sea Z—periddica. Sin embargo, observamos que como I" es un
subgrupo de congruencias entonces existe un z € N> tal que I'(h) C Ty por tanto a” esté contenido en T".
Sabemos que o se corresponde con la transformacién o (7) = 7+ h. En consecuencia, toda funcién modu-
lar respecto a I' es hZ-periddica. Al igual que en la Deﬁnicién consideramos la aplicacién ¢y, : H — I
dada por ¢;,(7) = ¢*i" . Gracias a esto, podemos construir una funcién débilmente modular y holomorfa en
D' g, : ' — C dada por g4(q) = f (log(q)h/(27i)). Por tanto, razonando como en la Seccién [2.2] pode-
mos concluir que f es holomorfa en infinito si g se extiende de manera holomorfa a . Se puede comprobar
que la definicion no depende del & € N> elegido siempre que a" € T. Por simplicidad, usaremos la nota-
cién [y], para referirnos al operador de peso k que actda sobre f como f[y],(7) = j (7, 7) % 7 (y(1)) para
todo y € SL; (Z) y para todo T € H. Recordamos que j (¥, 7) = ¢T+d. Con esta notacién establecemos la
definicion.

12



Definicion 2.28. Sean I un subgrupo de congruencias de SLy (Z) y k € Z. Una funcion f :H — C es una
forma modular de peso k con respecto a T si

a) f es una funcion holomorfa en H.
b) f es una funcion modular de peso k con respecto a T
¢) Paratodo 'y € SL; (Z) se tiene que f Y|, es holomorfa en infinito.
El conjunto de todas las formas modulares de peso k respecto a T se denota por My (T).

Notese que en la tercera condicion no nos limitamos a exigir que f sea holomorfa en infinito, dado que para
preservar una estructura adecuada en My (I") necesitamos ser mas restrictivos con los requerimientos. En
este caso podemos garantizar que la condicién de holomorfia en el infinito sobre f[7]; tiene sentido gracias
al siguiente resultado.

Proposicion 2.29. Sean I un subgrupo de congruencias,y € SLy(Z), k € Z y f una funcion holomorfa en
H y débilmente modular de peso k con respecto a T. Entonces Y~ 'T'y es un subgrupo de congruencias y
S1Vk es una funcion holomorfa en H y débilmente modular de peso k con respecto a y~ITy.

Demostracién. Como I'(N) <1 SL,(Z) deducimos que yYI'(N)y~! CT(N)y, por ende, que I'(N) C y~'T'(N)y.
Por tanto, I'(N) C y~'T'y y concluimos que 7~ 'T'y es un subgrupo de congruencias. En relacion a la segun-
da parte de la proposicién, f[y]x es composicién de funciones holomorfas en H y por tanto es holomorfa en
H. Para ver que cumple la condicién de modularidad, tomamos Y~ !By € v~ 'T'y y vemos que

fAy ' By(x)) = j (v, v By(7)) " F(By(7)). @1
Aplicando la propiedad a) del Lema deducimos las siguientes igualdades

Jy 'BY(0) = j(BY, 1)y 'Br.r) "t y i(By.T) =j(B.¥(%))i(V.T).

Ahora aplicando las igualdades anteriores a (2.I)) deducimos que

FI(r ' Br(0) = j(v ' Br. o) i(r, D) F(v(2) = (v ' BY, ) f Ve
Por tanto, f[y]; cumple la condicién de modularidad respecto a y~'T'y. O

Observamos que la tercera condicién se ha enunciado de manera independiente al subgrupo de congruen-
cias I'. Sin embargo, en la practica sélo necesitamos comprobar que se satisface para un ntimero finito
de aj € SLy(Z), los representantes de las clases laterales de SL,(Z) médulo I'. En otras palabras, dado
Y€ SLy(Z) = U’;eraj tenemos que ¥ = @a; para algin ¢ € I' y algin j € {1,...,k}, luego por la con-
dicién de modularidad f[y], = f[@a;], = f [;],. En cierto modo, esta observacion nos permite decir que
la tercera condicion representa la holomorfia en los puntos limites. Para precisar la nocién de punto limite
necesitamos identificar los puntos de QU {eo} médulo I.

Definicion 2.30. Sea I' C SLy(Z) un subgrupo de congruencias. Dados s, s' € QU {0} decimos que son
T'—equivalentes si existe ¥ € T tal que y(s) = s'. Cada una de las clases de equivalencia definidas por esta

relacion se denomina cuspide de T, la motivacion geométrica que justifica esta terminologia se presenta en
la Seccion[2.2)

Observamos que dado s =+ € Q conm € Z y n € N> con med(n,m) = 1 podemos construir

_(m b
=\ a)

Donde b,d € Z se eligen empleando la Identidad de Bezout para que cumplan md —nb = 1. De este modo,
resulta que % € SLy(Z) y que ¥s(ce) = 5. En consecuencia, el grupo modular actia de manera transitiva
sobre QU {eo}. En otras palabras, si I' = SL,(Z) hay una tdnica cispide cuya clase se denota por . En
general, podemos garantizar que el nimero de cispides es finito gracias a la Proposicién[2.23]y el siguiente
lema.
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Lema 2.31. Sean U C SLy(Z) y v, ¥ € SLy(Z) con yT" = y'I. Entonces y() y Y (e0) estdn en la misma
cispide de T

Demostracion. Sitomamos dos elementos de una misma clase lateral en SL,(Z) médulo I, es decir, y € ry

tenemos que
s ="7(e) = 9(Y (=) = 9(s"),
con @ € I'. Luego s = y(e0) y s’ = /(o) estdn en la misma cispide. O

Por consiguiente, al requerir que f[}] sea holomorfa en infinito para todo y € SL,(Z), podemos garantizar
que dado s € QU {eo} la funcién f[y]x es holomorfa en oo. Por tanto, f es holomorfa en s de modo que
garantizamos que f sea holomorfa en las ctspides. Este hecho es fundamental para garantizar que las formas
modulares respecto a I" forman un espacio vectorial de dimension finita.

Concluimos la seccién con un resultado que establece una condicién suficiente que garantiza la holomorfia
en infinito de las formas modulares.

Proposicién 2.32. Sean I’ un subgrupo de congruencias de nivel N, gy = ¢>/N con 1 € H'y f una

aplicacion que cumple la condicion de holomorfia en H y la condicion de modularidad de peso k respecto
a T'. Si podemos expresar f como
= Z an‘];l\’
n=0

y existen constantes C,r > 0 tal que |a,| < Cn" para todo n € N>, entonces f[y|x es holomorfa en infinito
para todo 'y € SLy(Z).

Demostracion. Para probar la proposicién primero vamos a probar que f(7) estd acotada cuando y = Im(7)
tiende a infinito. En concreto,veremos que
(&
|f(7)] < |Co| + — cuando y — oo.
y
Utilizando las hipétesis de la proposicién y que |g| = e(=2m)/N siendo T = x+ yi obtenemos que
O < Y langil < Y lanllaiy = lao|+ Y lanllgh| < lao| +C Y n"el >IN,
n=0 n=0 n=1 n=1

Sea h(r) = 1"e(=2™)/N Derivando obtenemos que la derivada se anula en los puntos r = 0y t = Nr/27y
y calculando la segunda derivada obtenemos que el punto t = Nr/27y es un punto de méximo y que h(z)
es creciente en el intervalo [0, Nr/2my| y decreciente en [Nr/27y, o). Por tanto siendo m € Z tal que m <
Nr/2my < m+ 1 obtenemos que

oo —1
Z (=27my)/N mz )+ Z h(n m)+h(m+1).
n=1 n= n=m+2

Por otra parte, como £ es creciente cuando n < m podemos acotar h(n) por [} "1 h(r)dt. De forma similar,
observando que h es decreciente cuando n > m+ 1 podemos acotar i(n) por [ | h(t)dt. Por tanto, se
cumple que

=)

Z (-2mm)/N < /:h(t)dt—i—h(m)—i—h(m—i-l).

Como h(Nr/2my) es el méximo entonces podemos acotar el sumatorio por

/Owh(t)dt-i-h(m)—kh(m—i— 1)< /Owh(t)dt—&—Zh (g;y) _ _/Owh(;)dwz (21\;;)@

Eligiendo una C suficientemente grande
o /e 1
C Z ne~2m)/IN < ¢ (/ h(r)dt + r) .
n=1 0 y
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En consecuencia 1
£(2)] < laol +5( / h<f>df+y,) .

En la integral teniendo en cuenta que I es la funcién Gamma de Euler y realizando el cambio de variable
£ =2myt/N obtenemos que

* =/ IN\" _, N N\ 1 = N\ 1 C
h(t)dt = — ) el —dlt=( —/ Celdl=(—~) —T(r+1)=—.
/0 (t)dt /0 (2”)}) ¢ 27y <27‘C> y 1 Jo ¢ (27[) yrtl (r+1) yrtl

Luego

c
|f(f)\<Co+y—,2 vy > 1. 2.2)

Por ultimo, vamos a probar que f[}]x es holomorfa en infinito. Como para todo y € SLy(Z) la transformada
f 17, es una funcién holomorfa en H y cumple la propiedad de modularidad para el subgrupo ¥~ Ty por
la Proposicién [2.29] haciendo las mismas transformaciones que en los razonamientos anteriores se puede
expresar como una serie de Laurent tal que

f(0) =} ayan

nez

con gy = e*™7/N Para demostrar que es holomorfa basta con demostrar que la serie de Laurent s6lo tiene
sumandos naturales y para ello tenemos que demostrar que

lim [y}, (*)qn = 0.

gnN—0
Teniendo en cuenta la cota para | f(7)| dada en (2.2)), considerando la Im(7) lo suficientemente grande o gy

suficientemente pequefio obtenemos que

I an] = D) e ) Hanl < (Cot o Y lew

Por la Proposicién se cumple que

cT+d* B
7 (Daw| < <c0+yr') et *gxl.

Como f[y]x es NZ— periddica podemos asumir que si T = x + iy entonces 0 < x < N, de esta manera
lct +d|* /y" se comporta como y" cuando y — oo asumiendo que 7 > 1. Por tanto, se cumple que

—2my

f Ve (Dan| < (Mo+Myy )y Fe v .

Luego limyp, (7)o f [V]; (T)gn = 0 para todo y € SL»(Z). En consecuencia, f[Y]; es holomorfa en infinito
para todo 7. O

Con este resultado probamos de forma directa la holomorffa en infinito de ®(t,4) porque |r(n,4)| < C-n*
para todo n € N>j.
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Capitulo 3

Toros complejos y curvas elipticas

En este capitulo estudiaremos los conceptos de toro complejo y curva eliptica. La primera seccién esta
dedicada a establecer los resultados fundamentales sobre toros complejos. En la segunda seccion se pre-
sentardn las funciones elipticas prestando especial interés a la funcién de Weierstrass. Por dltimo, mediante
estas funciones relacionaremos las curvas elipticas con los toros complejos. Aparecerdn en esta seccion las
nociones de discriminante y la funcién j: H — C.

3.1. Toros complejos

En esta seccién introduciremos la nocién de toro complejo. Veremos como dotar al toro complejo de estruc-
tura de grupo y de estructura de superficie de Riemann. Caracterizaremos las aplicaciones entre toros que
respeten dicha estructura, lo que nos permitird agrupar los toros en clases de equivalencia. Concluiremos
describiendo el emparejamiento de Weil en un toro complejo. En esta secciéon hemos empleado [4] como
referencia principal.

Definicion 3.1. Un reticulo en C es un conjunto A = wiZ @ wrZ con {wy,w, } una base de C sobre R.
Dada una base {w;,w;} de C sobre R diremos que estd normalizada si w /wy, € H.
Lema 3.2. Dado A un reticulo en C siempre es posible tomar wy, wy € A tal que

e w1
A=wZdwZ y — €H.
w2
Demostracion. Basta tomar wi = —wj 0 w, = —w» en caso de que la base no esté normalizada. O

Lema 3.3. Considerando dos reticulos A = wiZ & waly A* = wiZ & wiZ con wi/wr € Hy wi/wj € H.
Entonces A = A* siy solo si

. (a b wi _ f(a b\ [wi
para algiin (c d) € SLy,(Z) <W§> = <c d) <W2>.

Demostracion. Para probar la implicacién inversa observamos que como la matriz pertenece a SL;(Z)
entonces es una matriz invertible y ademds su inversa también pertenece a SL(Z), gracias a esto podemos
escribir wi y wy con respecto a wi y wh como wi = a'wj+b'wi y wp =cwi+d'wicond, b, yd
ndmeros enteros. Por tanto A esta contenido en A*, la otra contencién viene dada por hipétesis por lo tanto
ambos reticulos son iguales.

Por otro lado para demostrar la implicacion directa como A es igual a A* podemos escribir w; y w, como
una matriz A dos por dos con coeficientes enteros por wj y w;. Por ende, podemos considerar A como
la matriz de cambio de base de {wi,w>} a {w],w}} y al revés, podemos considerar B como la matriz
de cambio de base de {w},w3} a {wi,w»}. Todo ello implica que AB tiene que ser igual a la identidad.
Usando las propiedades de los determinantes y que B es una matriz de ndmeros enteros invertible entonces
el determinante de B es 1 6 —1. Como w; /wy y wi/wj pertenecen a H, A y B conservan la orientacién
luego Ay B € SLy(Z). O
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Definicion 3.4. Sea A un reticulo sobre C, se define un toro complejo como el grupo cociente de C por un
reticulo A, es decir,
C/A ={z+A:ze€C}.

Por consiguiente, algebraicamente un toro complejo es un grupo abeliano con la suma heredada de C. La
aplicacién de paso al cociente define de forma natural una topologia sobre el toro complejo y nos permite
identificar un dominio fundamental de la accién del reticulo sobre C. Por tanto, desde el punto de vista
geométrico se trata de un paralelogramo formado por {w;,w>} con sus lados opuestos identificados entre
si. Con esta representacién en mente, veamos que se puede dotar al toro complejo de estructura de superficie
de Riemann. Para demostrarlo hemos seguido las notas de “Riemann Surfaces”de C. Clarkson [3].

Proposicion 3.5. Sean A = wiZ @ wyZ un reticulo y C/A el toro complejo con la topologia cociente.
Considerando los conjuntos

Uy ={xiwi +xowp € C:xy, x, € (0,1)}
U, ={xiwi +xowp € C:xy, xp € (—1/2,1/2)}
Us = {xjwi +xowp € C:xy, xp € (—1/4,3/4)}

y las cartas TI; ' con i € {1, 2, 3} donde T1; : U; — TI(U;) C C/A es la aplicacién de paso al cociente
restringida a U;, entonces C/A es una superficie de Riemann.

Demostracion. Dividiremos la demostracion en dos partes. Primero demostraremos que C/A es una 2—variedad
conexa. Por ultimo, probaremos que H;l oIljconi, j€{l, 2, 3} yi# json aplicaciones holomorfas.

1. Empezaremos probando que C/A es localmente homeomorfo a C. Para ello, basta probar que el con-
junto {TI(U;) }ieq1, o, 33 €s un conjunto de abiertos que recubre todo C/A y que IT; con i € {1, 2, 3}
son homeomorfismos. La primera parte se deduce teniendo en cuenta que IT es una aplicacién abier-
ta y que el conjunto formado por {x;wi +xawz € C:x1, x2 € [0,1]} C Ujeqy, 2, 3)U;. Por otra parte
sabemos que IT; es una aplicacién continua y sobreyectiva por definicién. Falta probar que es una
aplicacion inyectiva y podremos concluir que es un homeomorfismo. Sean v, z € U; con v # z, enton-
ces existen xj, x2, y1, y2 € (0,1) tal que x;w; +xowy = vy yiw + yawo = z. Por ende, tenemos que
|x1 —y1| < 1y |x2—y2| < 1. Como v # z, podemos asumir que |x; —y1| # 0, si no fuera el caso, enton-
ces, |xp —y2| # 0. Esto implica que x; —y; ¢ Z, lo que conlleva a que (x; —y;)wj + (x2 —y2)wa ¢ A.
Por tanto IT (v) # I (z) y podemos concluir que es una aplicacién inyectiva. Para el caso IT, y I3
se razona de forma andloga.

Ahora vemos que C/A es Hausdorff. Sean v, z € C/A tal que v # z. Entonces z € II(U;) y v € II(U;)
coni, j € {1, 2, 3}, denotamos v' = H]fl (v) y Z =10, (z). Como {wy,w>} una base de C sobre R
existen x1, x2, y1, y2 € R dnicos tal que v/ = x;wy +xow2 y 7 = yiwi + yaws. Sin perdida de gene-
ralidad asumimos que x; ¢ Z. Sean 6 > 0 la distancia de x; a Z y B; la bola abierta de radio §/2
centrado en 7. Claramente, B, y A son disjuntos. Si v/ € A, entonces v y z estdn separados por los
conjuntos I1(B;) y II(C\ B;). Si V' ¢ A entonces yi ¢ Z paraun k € {1, 2}. Sean € > 0 la distancia
de y; a Z y B, la bola abierta de radio £/2 centrada en v'. Como v # z y C es hausdorff, existen dos
entornos U de 7/ y V de V' tal que U NV = 0. En este caso z y v estdn separados por los conjuntos
II(UNB;) y II(VNB,). Por tanto, concluimos que C/A es Hausdorff.

Por ultimo, falta probar que es conexo. Como C es conexo y por definicion IT es una aplicacién con-
tinua, se tiene que IT(C) = C/A es conexo. Gracias a esto, concluimos que C/A es una 2—variedad
conexa.

2. Para ver que es una superficie de Riemann falta probar que Hi’l oIljconi, je{l, 2,3} yi#jes
holomorfa para el conjunto U; NU; dado que restringida a este conjunto es la identidad.

O

Recordamos que la nocién de funcién holomorfa entre superficies de Riemann tiene sentido dado que la
holomorfia es una nocién local. Ademads, si X e Y son superficies de Riemann compactas y f: X — Y
es holomorfa entonces o f es constante o f es sobreyectiva. Para probarlo basta observar que como f
es continua entonces f(X) es compacto y conexo por serlo X. Por el teorema de la aplicacion abierta de
variable compleja, f(X) es abierto si f no es constante. En este caso, f(X) es un conjunto abierto-cerrado
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de Y, que es conexo, luego f(X) =Y. El teorema de la modularidad que enunciaremos en el Capitulo
garantiza la existencia de una aplicacién no constante, luego sobreyectiva, entre superficies de Riemann
compactas. Volviendo a los toros complejos, este resultado se aplica a las funciones holomorfas entre ellos.
En este caso, podemos describir de manera precisa su aspecto.

Proposicion 3.6. Sea ¢ : C/A — C/A* una aplicacion holomorfa entre dos toros complejos. Entonces
a) Existenm, b € C tal que mA CA*y ¢(z+A) =mz+b+A*
b) La aplicacion es invertible si y solo si mA = A*.

Demostracion. Para demostrar la primera parte de la proposicion se construye una aplicacién auxiliar ¢ =
Hxi o@olly, donde IT, : C — C/A son las aplicaciones de paso al cociente en cada toro. Esta aplicacién
nos permite levantar ¢ : C/A — C/A* a una aplicacién @ : C — C entendiendo que al considerar HXI
estamos trabajando en la carta correspondiente. Fijamos & € A y construimos la funcién auxiliar dada por
fa(z) = @(z+ ) — P(z) que es holomorfa por ser resta de funciones holomorfas. Como z+a —z € A
tenemos que @(z+ o) = ¢(z) en C/A* luego ¢(z+ o) — P(z) € A*. Como fy es continua y A* es discreto,
tenemos que fy, es constante. Derivando tenemos que @'(z+ a) = ¢’(z). Esta igualdad es cierta para todo
o € A ytodo z € C, es decir, ¢’ es A—periédica y holomorfa en C, luego por el Teorema de Liouville es
constante. En consecuencia, existen m, b € C tales que ¢(z) = mz+ b, luego ¢(z+A) =mz+b+ A*. Por
otro lado, si A € mA, entonces A = ma con & € A, por ende se tiene que

o(a+A)=mo+b+A* y ola+A)=b+A"

luego A = ma € A*.
En relacién con la segunda parte de la proposicidn, razonamos por reduccién al absurdo para demostrar la
implicacién directa. Suponemos que existe z € A* con z ¢ mA. Calculamos

Q(z/m+A)=b+A* y @0+A)=b+A",

luego @ no es inyectiva. Para probar la implicacién inversa, se construye ¢~ (w+A*) = (w—b)/m+A 'y
como mA = A*, entonces comprobamos que ¢! estd bien definida y es la inversa de ¢. O

Empleando la proposicién anterior podemos caracterizar las aplicaciones holomorfas que ademds son ho-
momorfismos de grupos.

Corolario 3.7. Sea ¢ : C/A — C/A* una aplicacion holomorfa entre dos toros complejos. Sabemos que
existen m,b € C tal que (z+A) =mz+b+ A* conmA C A*. Entonces son equivalentes

a) @ es un homomorfismo de grupos.
b) b e A*, portanto ¢(z+A) = mz+ A*.
c) (0+A)=0+A"

Demostracion. Para empezar, suponemos que la condicion c¢) es cierta, esto implica que la clase de 0 es la
misma que la clase de b y por tanto se cumple la condicién b). Suponiendo que se cumple la condicién b) y
utilizando la propiedad distributiva de la multiplicacién entonces m(z+A)+m(7 +A) =m(z+7')+A y por
tanto se cumple la propiedad ). Finalmente, la propiedad a) implica la propiedad ¢) de forma directa. [J

A partir de estos resultados podemos caracterizar la existencia de un homomorfismo holomorfo no trivial
entre toros complejos en términos de los reticulos que lo definen.

Corolario 3.8. Sean C/A y C/A* dos toros complejos. Entonces existe ¢ : C/A — C/A* un homomorfis-
mo holomorfo no nulo entre dos toros complejos si y solo si existe m € C\ {0} tal que mA C A*. Ademds,
podemos decir que existe @ es un isomorfismo de grupos si 'y solo si existe m € C\ {0} tal que mA = A*.

Gracias a este corolario podemos definir un isomorfismo que tiene un interés especial. Consideramos el
reticulo A = w1 Z @ wyZ con wy /w; € H, denotando T = w; /wy podemos construir A; = 7Z @& Z. Como
wy # 0y ademds (1/wp)A = A, el corolario anterior nos garantiza que existe un isomorfismo holomorfo
entre ambos toros complejos. Esto muestra que cualquier toro complejo se puede identificar con uno gene-
rado a partir de T € H y 1. Este 7 no es tnico pero si existe T* tal que A; = A+ gracias al Lema(3.3|sabemos
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que existe un A € SLy(Z) tal que A(7) = t*. Por tanto podemos decir que cada toro estd identificado con
un punto 7 € H tinico salvo la accién de SL,(Z) sobre H.

Por otro lado, queremos agrupar los toros en clases de equivalencia pero la nocién de isomorfismo es de-
masiado restrictiva y necesitamos considerar una nocién mas débil.

Definicion 3.9. Se define como isogenia un homomorfismo holomorfo no nulo entre toros complejos.

Esta definicion coincide con la definiciéon mas general para grupos algebraicos donde una isogenia es un
morfismo sobreyectivo con nicleo finito. Como los toros complejos son superficies de Riemann compactas
el nicleo tiene que ser finito porque ¢ es holomorfo y no nulo. Empleando la descripcion del Corolario[3.7]
vemos que es sobreyectivo. Claramente los isomorfismos holomorfos son isogenias pero existen isogenias
que no son de este tipo.

Ejemplo 3.10. La multiplicacion por un entero N € N>, es la aplicacion dada por
[N]:C/A = C/A, Z+ A Nz+A.

La multiplicacion por N estd bien definida ya que NA C A. Se prueba de forma directa que es un homo-
morfismo sobreyectivo y holomorfo, luego es una isogenia. El niicleo estd formado por los puntos z+ A tal
que N(z+ A) = 0 este conjunto se denomina el conjunto de N-torsion de C/A, se denota como E[N]. Si
A =wZ S wyZ, identificando el toro con el paralelogramo correspondiente, vemos que

a b
E =< — — : 1,... —1 .
[N] {NW1+NW2 a,bE{O, 5 7N }}

En consecuencia, E[N] es isomorfo a Z/NZ x Z/NZ, luego para N # 1 no es un isomorfismo.

Ejemplo 3.11. Cociente por un grupo ciclico.

Sean C/A un toro complejo, N € N> y C un subgrupo ciclico contenido en E[N] isomorfo a Z/NZ. Los
elementos de C son clases de la forma c + A luego la union de estas clases c Jforma un superreticulo de
A. Abusando de notacion utilizamos el mismo simbolo para el subgrupo C que para el superreticulo C.
Construyendo asi la aplicacion

I[o:C/A = C/C 2+ A —z+C.
La aplicacion ¢ es un homomorfismo holomorfo sobreyectivo 'y su niicleo es C.

La siguiente proposicién muestra que los ejemplos de isogenia anteriores son los bdsicos y toda isogenia se
forma a partir de ellos.

Proposicion 3.12. Toda isogenia es una composicion de una multiplicacion por un entero, un cociente por
un grupo ciclico y un isomorfismo.

Demostracion. Sea ¢ : C/A — C/A* una isogenia. Por definicién ¢ es un homomorfismo holomorfo,
luego por el Corolario[3.7)existe m € C tal que @(z+A) =mz+A*. Como @ es no nula m # 0. El nicleo de
esta aplicacion son los z+ A tal que mz € A*, es decir, el nicleo es K = mIA* /A. Cuando sea necesario
identificaremos K con el superreticulo m~!A* de A abusando de la notacién. Como ¢ es una isogenia
sabemos que el nucleo es finito. Si N es el orden de K como subgrupo de C/A para todo z+ A € K se tiene
que N(z+A) =0+ A luego K C E[N]. Por el teorema de estructura para grupos abelianos finitos existen
n, n’ € Nx tal que K es isomorfo a Z/nZ x 7 /nn'Z. Utilizando las aplicaciones descritas con anterioridad,
vamos a escribir ¢ como composicién de tres aplicaciones. En primer lugar, [n] : C/A — C/A laisogenia de
multiplicacion por n. Obsérvese que esta aplicacion lleva K en nK que es un subgrupo isomorfo a Z/n'Z.
En segundo lugar, IT,x : C/A — C/nK la isogenia de paso al cociente cuyo niicleo es nK. Por iltimo,
construimos la aplicacién dada por

F:C/nK —C/A*, 20K = Sz A%
n

Como (m/n)nK = A*, aplicando el Corolario se concluye que esta aplicacion es un isomorfismo. Por
tanto, la composicion de las tres aplicaciones lleva

Z+A ﬂ>nz—|—/\ MHZ+HKLMZ+A*,

y podemos concluir que ¢ = F oIL,k o [n]. O
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Introducimos la nocién de grado para isogenias que coincide con la definicién general de aplicaciones
holomorfas entre superficies de Riemann compactas.

Definicion 3.13. Sea ¢ : C/A — C/A* una isogenia. Llamamos grado de ¢ a

deg(@) = |Ker(9)|.

Aunque no todas las isogenias son isomorfismos, admiten una pseudo inversa.

Proposicion 3.14. Sea ¢ : C/A — C/A* una isogenia. Entonces existe ¢ : C/A* — C/A una iinica iso-
genia tal que Qo @ = [deg(@)], es decir, la composicién de ¢ con @ es la isogenia de multiplicacién por
deg(Q). Denominamos a la isogenia @ isogenia dual de @.

Demostracion. Por el Corolario[3.7, @(z+A) = mz+A* conm € C\ {0} y mA C A*. Si {w},w}} es una
base de A* existen nj, np € N> tal que {nlw’f,nng} es una base de mA. Por ende, njnpA* C mA, luego
2 A* C Ay tenemos que

~ W nn
P(z+A") = —inzz—i—A

es una isogenia por el Corolario y cumple que @ o @ = [nyny].
nwy mw;
m ’ m

Veamos que njn, = deg(¢). Observamos que } es una base de A. Por lo tanto, Ker(@) es

isomorfo a Z/nZ x 7 /nyZ 1o que muestra que nyn, = deg(@).
Finalmente, si f : C/A* — C/A es otra isogenia tal que f o ¢ = [deg(¢@)] tenemos que existe m* € Z no
nulo tal que f(z+A*) =m*z+ A*. Observamos que como f y @ son sobreyectivas

fe+A") = fl@w+A)) =deg(@)(w+A) =p(@(w+A)) =p(z+A").
Lo que garantiza la unicidad de @. O

Proposicion 3.15. Las isogenias establecen una relacion de equivalencia sobre el conjunto de los toros
complejos.

Demostracion. Comprobamos de forma directa que es reflexiva tomando ¢ = [. Para probar que es simétri-
ca basta considerar @ la isogenia dual. Finalmente, como la composicién de isogenias es una isogenia se
tiene que es transitiva. O

Por otro lado, como hemos estudiado en los ejemplos anteriores, la aplicacién [deg(@)] tiene grado deg(@)?,
por tanto, como el grado de una composicién de isogenias es el producto de los grados, se puede deducir
que el deg(() = deg(@). La siguiente proposicién muestra algunas propiedades bdsicas de la isogenia dual.

Proposicion 3.16. Sea ¢,y :C/A — C/A*y x : C/A* — C/A tres isogenias. Entonces se cumple que
a) pox=x09.
b) 9= ().
) PTV=0+V.
Demostracion. La primera y la segunda propiedad se prueban de forma rutinaria comparando las aplica-
ciones y empleando la unicidad de la isogenia dual. Para probar la tercera propiedad, considerando dos

reticulos A = w(Z @ wyZ y A* =w{Z & wiZ con wi/wr € Hy wi/w; € H, ¢ : C/A — C/A* una
isogeniay m € C\ {0} tal que @(z+A) =mz+A*. Como mA C A* existe o € M»(Z) tal que

mwq wi
=of 1].
mwy wh

Denotando por « a la transformacién asociada a la matriz, se tiene que

W*
wi_mwi _ awj+bws “(»T%)‘H’ a(w’[)

= - * * *
wy  mwy  cwi4dws (%) 1 d w}
2
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De forma andloga a la Proposicién [2.3] obtenemos que

_ det(at)Im(7)
(e 1)

Im(e(7))

Por tanto, tomando T = w} /w5 vemos que det(a) > 0. Como {aw| +bwj, cw| +dwj}} es una base de mA,
gracias a la forma normal de Smith, podemos encontrar una base {wy,w,} de A* tal que existen ry, r, € Z
con riwy = awi +bwh y rnwy = cwi +dwj. Resulta que [A* : mA] = ry - r, = det(at). Por otro lado, como
Ker(@) = m~'A*/A tenemos que

deg(@) = |Ker(@)| = [m 'A*: Al = [A* : mA] = det ().

Como @ o ¢ = [deg(9)] la isogenia dual induce una matriz @ que cumple que @ - @ = deg(@)I luego
a = deg(@)a~!. Como esta matriz determina la isogenia dual, calculando las matrices de @ + Yy @+ Yy
comprobando que coinciden obtenemos la igualdad. O

Para concluir la seccién, vamos a presentar una herramienta importante en el estudio de los toros complejos.

Definicion 3.17. Sean A = w\Z & waZ un reticulo y N € N>y, se define el subgrupo de N—torsion del
grupo aditivo del toro C/A como

E[N]={P€C/A :[NJP=0} = (w/N+A) x (wy/N +A).

Este subgrupo es andlogo al subgrupo de N—torsién de un grupo ciclico multiplicativo. Sobre E[N] podemos
definir un producto a valores en las raices enésimas de la unidad.

Definicion 3.18. Sean A = w|Z®wyZ con wi/wy € H, N € N>, P, Q € E[N] y uy = {z eC:N= l}.
Entonces, definimos el emparejamiento de Weil como

en :E[N| X E[N] = py  (P,Q) = &P/,

P\ w1 / N+A

o/ 4 wy/N+A )"
Esta aplicacién tiene sentido aunque el determinante estd definido solo médulo N. Si Py Q generan A, por
el Lema existe una matriz ¥’ € SL,(Z) que cumple la propiedad anterior, reduciendo sus coeficiente

moédulo N y calculando el determinante obtenemos que ey (P, Q) es una raiz enésima primitiva de la unidad.
En la siguiente proposicién daremos una serie de propiedades del emparejamiento de Weil.

para algin 'y € My(Z/NZ) tal que

Proposicion 3.19. Sean A =w\Z®wZ conwy/wy €EH, N € N>y, LOEE[N]y uy = {z€C:¥ =1}.
Entonces

a) La imagen de la aplicacion ey(P, Q) no depende de la base elegida de A.
b) El emparejamiento de Weil es una aplicacion bilineal, alternada y no degenerada.

c¢) Sead € N>y, d(-) : pay — Uy dada por d(z) =z y sea d(-,-) : E[dN] x E[dN] — E[N] x E[N] dada
por d(P,Q) = (dP,dQ). Entonces se tiene que

eN('v') Od("') = d() oedN('v')'

d) Sea A’ otro reticulo tal que existe m € C\ {0} de forma que A’ = mA. El isomorfismo de toros
complejos que lleva C/A a C/A’, conserva el emparejamiento de Weil.

Demostracion. a) Se comprueba de forma directa por el Lema|3.3

b) Tenemos que ey es una aplicacion bilineal y alternada porque el determinante también lo es. Dado P €
E[N] siempre podemos encontrar Q € E[N] de forma que el det(7y) # 0, luego ey es no degenerada.
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¢) Por un lado, sean P’y Q' dos puntos que pertenecen a E[dN] x E[dN], tenemos que d (egy (P, Q")) =
e2midet(V)/N y bor otro que egy (d(P',Q)) = e2Tidet (/N donde

(b) =7 () y (o) = (N ).

Por tanto si demostramos que det () = det(Y'), hemos terminado. Para ello observamos la siguiente

serie de igualdades
dpr’ 4 P —ay wi/dN+A _y wi/N+A
dag') " \Q') wa/dN+A ) wa/N+A )’

Por ende, podemos concluir que se da la igualdad.

d) Tomando como base de A’ el conjunto {mwy,mw, } por el apartado c), comprobamos que se conserva
el emparejamiento de Weil.
O

3.2. Funciones elipticas

En esta seccién vamos a introducir la definicioén y algunas propiedades sobre las funciones elipticas. En
particular, estudiaremos la funcién de Weierstrass, la cual nos permitird en la Seccién @] relacionar los
toros complejos con las curvas elipticas. En este apartado hemos seguido el libro “Complex functions. An
algebraic and geometric viewpoint.”de G. A. Jones y D. Singerman [6]] como referencia fundamental.

Definicion 3.20. Una funcion meromorfa f : C — C es eliptica con respecto al reticulo A sif es doblemente
periddica con respecto a él, es decir, si para todo z € C y para todo w € A se cumple que f(z+w) = f(2).

Teniendo en cuenta que el toro complejo es una superficie de Riemann podemos observar que toda funcién
meromorfa de un toro complejo a C da lugar a una funcién eliptica y que toda funcion eliptica induce una
funcién meromorfa de un toro complejo a C.

Recordamos que dado un espacio topoldgico y un grupo que actiia sobre el, un dominio fundamental es un
subconjunto del espacio topoldgico que contiene exactamente un punto de cada una de las 6rbitas genera-
das por la accién de grupo. Habitualmente se requiere que la descripcion topoldgica de este conjunto sea
sencilla, dado que se emplea para representar geométricamente el conjunto de 6rbitas. En concreto, estamos
interesados en estudiar el dominio fundamental de la accién de un reticulo A sobre C.

Definicion 3.21. Sea C/A un toro complejo con A = w\Z @ wrZ. Llamamos dominio fundamental de C /A
al conjunto
P= {x1w1 +XoWwp 1 X1,X € [0, 1)}

Obsérvese que por el Teorema de Liouville toda funcion eliptica sin polos es constante. Como toda funcién
meromorfa con llegada en C se puede ver como una funcién holomorfa con llegada en C, empleamos esta
notacidn para funciones elipticas cuando resulte conveniente. Recordamos algunas propiedades fundamen-
tales de las funciones elipticas que emplearemos a lo largo del capitulo.

Proposicion 3.22. Sea f: C — @ una funcion eliptica no constante con respecto al reticulo A y con dominio
Sfundamental P. Para cada c € C el conjunto de soluciones contadas con su multiplicidad de f(z) = c en P
es finito.

Denominamos al niimero de soluciones de f(z) = c en P orden de c respecto a f.

Demostracién. Como f es meromorfa y no constante, las soluciones de f(z) = ¢ en C estdn aisladas y
cada solucion tiene multiplicidad finita. Como P es relativamente compacto, f tiene una cantidad finita de
soluciones {zj,z2,...,z-} en P con multiplicidades respectivas k1, k, ... ,k, € N>1. Por tanto, f(z) = c tiene
N =ki +ky+---+k, soluciones de P. O

En las mismas condiciones de la Proposicion [3.22] si denotamos por dP a la frontera del dominio fun-
damental P, como f tiene un nimero finito de polos y ceros en P, para todo t € R excepto un conjunto
discreto, se tiene que f no tiene ni ceros ni polos en 7 + JP.
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Proposicion 3.23. Sea f : C — C una funcion eliptica respecto a A no constante. Dado t € R tal que f no
tiene ni ceros ni polos en t + dP, se tiene que

a) ﬁ j;+an(Z)dZ =0.
b) ﬁ fr+ap j;T(zZ))dZ =0.

Demostracién. Teniendo en cuenta que d P es un paralelogramo, denominando sus lados como I'1, 12,15, Ty,
los cuales estdn formados respectivamente por los segmentos de t a t +wy, de t +w; a t +wy + wp, de
t+wi+wyat+wyydet+wyat, obtenemos que

1 1 &
Tm/l+apf(z)dz = Tm;/rif(z)dz.

Por otro lado, como f(z) = f(z+wz) y por construccién I's =T’y +w», pero recorridos en sentidos opuestos,

podemos deducir que
/ flz)dz= —/ f(2)dz.
I3 I

De forma andloga, se puede deducir lo mismo para I'; y I'4. Por tanto, podemos concluir que

1 4
z—m,l;/rif(z)dz =0.

Como f es meromorfa, también lo es f’. Fijando w € A tenemos que f(z+w) = f(z) paracadaz € Cy
derivando en esta expresién concluimos que f” es eliptica respecto a A. En consecuencia f’/f también es
eliptica respecto a A. Como f no tiene polos en ¢ + d P, empleando el desarrollo de Laurent, ' tampoco
tiene polos y como f no se anulaen ¢+ dP, f’/f no tiene polos en ¢ + dP. Ademds f’/f es no constante, si
fuera constante, resolviendo la ecuacién diferencial f(z) = Ke®*, como f no tiene polos en C y es eliptica,
entonces f debe de ser constante, es decir, f(z) = K 'y ¢ = 0 lo que es imposible. Aplicando el apartado a)
a g = f"/f concluimos que la correspondiente integral es nula. O

Corolario 3.24. El niimero de ceros de una funcion eliptica no constante, contando con su multiplicidad,
coincide con el niimero de polos, contados con su multiplicidad, en su dominio fundamental.

Demostracion. Su demostracion es inmediata aplicando el apartado b) de la proposicién anterior y el prin-
cipio del argumento. O

De hecho, el resultado anterior es mds general y nos permite afirmar que el orden es independiente del
punto.

Corolario 3.25. Sea f: C — C una funcion eliptica no constante. Para todo ¢ € C el niimero de soluciones
de f(z) = c en P contadas con su multiplicidad es independiente de c y coincide con el nimero de polos
contados con su multiplicidad en P.

Demostracion. Basta aplicar el Corolario a gc = f(z) — ¢ que es eliptica respecto al mismo reticulo
que f y tiene los mismos polos con las mismas multiplicidades que f. O

Definicion 3.26. Sea f : C — C una funcion eliptica no idénticamente infinito. Llamamos orden de f al
orden de ¢ = oo respecto a f, es decir, la suma de los ordenes de los polos de f en el correspondiente
dominio fundamental.

En realidad, toda funcién eliptica debe tomar cada valor al menos dos veces como muestra la siguiente
propiedad.

Corolario 3.27. Sea f una funcidn eliptica con respecto a A no constante. Entonces f no puede tener
orden 1.
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Demostracion. Si f tiene orden 1 entonces tendria un tinico polo en z = a dentro de P+t y por tanto
podriamos expresar f como
- Z an(z—a)"

n=-—1

con a_j # 0 en un entorno de a. Esto implica que la suma de sus residuos es igual a a_, lo cual es una
contradiccion con el apartado a) de la Proposicién O

Hemos visto que los ceros y los polos de una funcién eliptica estdn sujetas a ciertas restricciones. Sin
embargo, las condiciones no son tan restrictivas como para funciones racionales. Recordamos que una

funcién racional f : C — C no idénticamente nula, tiene un conjunto finito de ceros a aji, az, ... ,ar € C con
multiplicidades ki, k2, ... , k. € N>; y un conjunto finito de polos by, by, ..., by € C con multiplicidades
by, gy ..., b € NSy A la inversa eligiendo una serie finita de puntos de (C y multiplicidades. Existe una
funcién racional con esos ceros y esas multiplicidades siempre que

a) Yi k=Yl

b) Los conjuntos {aj,...,a,}y {bi,...,bs} sean disjuntos.

En el caso de las funciones elipticas, sabemos que la propiedad @) es necesaria por el Corolario cuando
estudiamos ceros y polos en P. La segunda propiedad se podria cambiar por

Ui_;[ai] y Ui, [bi] conjuntos disjuntos.

El siguiente teorema muestra que esto no es suficiente para que exista una funcion eliptica, al contrario que
pasa con las funciones racionales.

Teorema 3.28. Sean {[a1],..., [ar]} y {[b1],.-.,[bs]} las clases de congruencias de ceros y polos de f una
Suncion eliptica respecto a A con multiplicidades ki, ka, ..., ky y L1, ..., £s € N>1. Entonces

del:ZEibi mod A.
i=1

Demostracion. Sea P el dominio fundamental de A y ¢ la traslacién tal que ¢ + d P no contenga ni ceros ni
polos de f. Podemos asumir sin perdida de generalidad que paratodoi € {1,...,r} yparatodo j € {1,...,s}
se tiene que a;,b; € P+t dado que cambiar el representante de la clase elegido no altera la conclusion del
teorema.

Considerando la funcién g(z) = zf”(z)/f(z) es meromorfa y sin polos en ¢ + dP. Los polos de zf"(z)/f(z)
en ¢+ P o bien provienen de ceros de f(z) o bien de los polos de f(z) dado que todo polo de f” es necesa-
riamente polo de f.

Si z = a es un cero con multiplicidad k de f, entonces f(z) = (z—a)*h(z) con h(a) # 0. Luego se tiene que

kz H(2)
—a ' ¢ h(z) "

2f'(2) z ( k-1 Kyt
= k(z—a hz—|—z—ahz):

f(Z) (z—a)kh(z) ( ) ( ) ( ) ( )
Por tanto, como z/h'(z) /h(z) es holomorfa en un entorno de a, tenemos que el residuo de zf'(z)/f(z) enz=a
es ka. De forma andloga, si f tiene un polo de multiplicidad ¢ en b, tenemos que el residuo de zf”(z)/f(2)
en z = b es —{b. Por tanto, por el teorema de los residuos concluimos que

_ zf'(2)
Zka, Zéb 2m/ap+t f()dz

Razonando como en la demostracién de la Proposicién [3.23] descomponemos 7 + dP en cuatro caminos
Iy =[t,t+w], To=[t+wi,t+wi +wp], [3=[t+wi +w,t +wy] y T's = [t + wp,t]. Descomponiendo la
integral respecto a I, en partes obtenemos que

f'(2) [ (z=wi)f'(z) wif'(2)
LS e e
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Realizando un cambio de variables z —w; = u y teniendo en cuenta que f es una funcion eliptica obtenemos
que

E—wi)f'(z) wif'(z) uf'(u) 2f'(2)
———=dz+ dz=— du—+|wilog(f(z :—/ d
IR b G e f) PO EIR =
f(f+W1+W2)> 2f'(z) -
+wil —_— | = dz+2m ,
" Og( flt+wr) o flg
para algtin n; € Z adecuado. De forma similar obtenemos que
zf'(z) zf'(z) ,
dzz—/ dz+27mingwy,
Alﬂa r /() o
para algtin ny € Z adecuado. Por tanto podemos concluir que
L b [ af'()
_ dz =
2m',-;/r,- o niwy +mwy,
yqueY!_kia;=Y;_,¢ib; méd A. O

Por tanto, para construir funciones elipticas necesitamos que se cumpla la condicién del teorema anterior
aparte de las dos mencionadas con anterioridad. Se puede probar [6l section 3.13] que estas tres condiciones
son también suficientes.

Concluimos la seccidn presentando un ejemplo de una funcidn eliptica no constante. Para completar los
detalles de este ejemplo se ha seguido el libro “Modular functions and Dirichlet series in number theory.”de
T. M. Apostol [1]].

Ejemplo 3.29. Definimos la go—funcion de Weierstrass con respecto al reticulo A como
Pl)==5+ Y <1 —1> VzeCyz¢ A
Zz weA ,w#0 (Z o W)2 w2 '

Para demostrar que es una funcion eliptica hay que demostrar que es una funcion A—periodica y mero-
morfa. En primer lugar, observamos que cada uno de los sumandos del sumatorio cumple que

1 1

(z—w)?2 w2

22w —72)
w2 (z—w)?2

Para todow € C con |w| >R >0yz e C con|z] <R se tiene que

R
R-+¢

-zl 1-f 21
w w

2 2
z—w’ >(1_ R ) .
w - R+¢

Por tanto, dado z € C con |z| <Ry w € A con |w| > R, se cumple que

ZW‘

con € > 0. Luego se cumple que

72w —72)

W —w)|

C-RQ2w|+R) _3M R

? wit T WP

Por tanto, la serie

I )

converge absolutamente y uniformemente en |z| < R luego define una funcion analitica en el disco. El resto
de sumandos que aparecen en la definicion de §(z) nos dan polos de orden 2 en cada uno de los puntos del
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reticulo dentro del disco de radio R. Por ende, (z) es meromorfa en C con polos de orden 2 en cada uno
de los puntos de A. En segundo lugar, veamos que es A —periddica. Para ello trabajamos con su derivada

01 ()

weA

la cual es una funcion A— periodica puesto que para cualquier wy € A la funcion fy : A — A dada por
fo(w) =w+wyg es biyectiva, por tanto haciendo un cambio de variables ¢/ (z+wy) = #/(z). Por otra
parte, teniendo en cuenta que (w—2z)* = (z—w)? y que si w € A entonces —w € A, se puede comprobar
de manera rutinaria que @ es una funcion par. Teniendo en cuenta estas propiedades, para cada wg € A,
consideramos la funcion auxiliar go(z) = @(z-+wo) — §2(z). Derivando obtenemos que g((z) = £/ (z+wo) —
#(2) =0, por tanto @(z+wo) — §(z) = ¢ con c una constante. Ahora tomando z = —wq /2 obtenemos que
o(wo/2) — po(—wo/2) = ¢ y por tanto ¢ = 0. Entonces, para todo wy € A, @(z+wo) = (2) y por ende o
es una funcion eliptica con respecto a A.

Resulta que £y &/ son los tnicos ejemplos basicos que necesitamos ya que el anillo de funciones mero-
morfas en C/A es C(@, #'). Recordamos que C(, /) es el conjunto de fracciones racionales en estas
dos funciones, para mas detalle ver [6 section 3.11]. En la siguiente seccion mostraremos que las curvas
elipticas se pueden parametrizar empleando la funcién de Weierstrass. Cuando queremos precisar el reticulo
escribimos 4 (z) y 47, (z) y en el caso particular de un reticulo de la forma A;, abusando de la notacién,

escribimos @ (z) y #(z).

3.3. Toros complejos como curvas elipticas

En esta seccion definiremos las curvas elipticas, ademds mostraremos como identificar los toros complejos
con curvas elipticas a través de un isomorfismo. Comenzamos con la definicién de curva eliptica para un
cuerpo K con caracteristica distinta de 2 o 3.

Definicion 3.30. Sea K un cuerpo con car(K) # 2 y car(K) # 3. Llamamos curva eliptica al conjunto
E={(xy)eK*: y =x+ax+b=0}U{co}.
Con a, b € K tales que 4a> +27b*> # 0.

La condicidn sobre los coeficientes garantiza que la curva es no singular. Cuando la caracteristica del cuer-
po es 2 o 3 esta condicién no nos permite incluir todas las curvas no singulares. Coviene destacar que,
aunque no hagamos uso de ella en este trabajo, existe una definicion alternativa de curva eliptica valida-
da para todo cuerpo: una curva eliptica es una curva algebraica proyectiva sobre K no singular y de género 1.

Para poder construir el isomorfismo entre toros complejos y curvas elipticas necesitamos obtener algu-
nas propiedades adicionales de la funcién de Weierstrass. Para ello, necesitamos introducir las series de
Eisenstein sobre un reticulo.

Ejemplo 3.31. Para cada k € N>3, k par'y cada reticulo A, definimos
Gi(A)= ! k>3
(A) = Z % conk>3.

wEA, w#0

Observamos que esta definicion coincide con la definicion del Ejemplo en este caso la serie Gi(T) se
corresponde con la serie de Eisenstein evaluada en el reticulo A, es decir, Gy (A¢) = Gy (T). Comprobamos
que como funcion sobre el conjunto de reticulos cumple la siguiente condicion de homogeneidad para todo
m € C\ {0}, se tiene que Gy (mA) = m™*Gy (A).

Empleamos esta funcion para establecer la relacion fundamental entre £y 4.

Proposicion 3.32. Sea @ la funcion de Weierstrass con respecto a A. Entonces
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a) El desarrollo de Laurent de 0 es

_!

PR =5+ ) (+1)Gua(A)
n=2, npar

Z

para todo z tal que 0 < |z| < inf{|w|:we A\ {0}}.

b) La funcion @y 7 satisfacen la relacion:
(#(2))* = 4(9(2))* = 60G4 (A) @(z) — 140G (A).

c) Sea A =wi1Z ® wrZ y wy = wi +wa, entonces la ecuacion cibica dada por @y ¢ como y* =
4x3 —60G4 (A)x — 140G (A) es

y =4(x—e1)(x—ey)(x—e3) cone; = ga(w;/2) Vie {1,2,3}.
Esta ecuacion es nosingular, lo cual significa que a su lado derecho tiene tres raices distintas.

Demostracion. a) Teniendo en cuenta que podemos desarrollar los sumandos que aparecen en la defi-
nicién de o para |z| < |w| como

LR S Y (S SRR B B (SN G i
(= w)? W2_W2<(Z/W—l)2 1) WZ(,; o )

Luego podemos expresar £ como
1 = on+1
PR=5+ L Y oom
2 weA w#0n=1 w

Como hemos probado en el Ejemplo la serie es absolutamente convergente, por tanto podemos
cambiar el orden de los sumatorios y obtenemos que

[ ngk

P2) = 5+ ), (n4+1)Gi2(A)Z"

2| —

n=1

para todo z tal que 0 < |z| < inf{|w| : w € A\ {0}} y como @ es par los coeficientes de la forma
Gp42 con n impar deben anularse.

b) Para demostrar esta parte de la proposicién vamos a desarrollar la funcién & empleando la expresion
del apartado anterior, para todo z tal que 0 < |z| < inf{|w|:w € A\ {0}} se tiene que

1
P(2) = 5 +3G4(A)2 +5Gs(A)2" + O().
Gracias a esto podemos obtener las siguientes expresiones

#z) = ;32 +6G4(A)z+20Ge(A)Z> +0(2),

<
(9(2))? = % — 3Ga(A) ~80Go(A) + O(2),
4P = 5 + 3 Ga(A) +60Gs(A) + O2),
60G4(A) (o) = 5Ga(A) +0().

Por tanto considerando la funcién

f(2) = (#(2))* —4(#(z))’ + 60G4 (A) f2(z) + 140G (A)

es una funcién A — periédica ya que @y /' lo son. Empleando las ecuaciones anteriores f(z) = O(z%),
luego f(0) = 0. Por tanto, f(w) = 0 para todo w € A. Sin embargo, por construccién f sélo puede
tener polos en donde los tenfan gy &/, es decir, en A. En consecuencia, f es holomorfa y, por el
teorema de Liouville, concluimos que es constante. Como f(0) = 0, deducimos que f(z) = 0 para
todo z € C y las funciones @y 4/ cumplen la ecuacién deseada.
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¢) Escribiendo y = #/(z) y x = #(z) por el apartado anterior se cumple la ecuacién. Como ' es impar,
siz=—z mod A, entonces f (z) = £/ (—z) = —#/(z) y por tanto ¢/ (z) = 0. Gracias a esto podemos
observar que tiene ceros en los puntos de orden 2 del grupo C/A, los cuales son wy /2, wp/2, w3 /2.
Sus valores asociados son e; = g&(w;/2). Por ende, como y> = (&/(w;/2))?> = 0 podemos expresar
la ecuacién como y? = 4(x — e )(x — e3)(x — e3), puesto que es un polinomio de grado 3 y hemos
obtenido sus soluciones. Para ver que son distintas observamos que como (z) es meromorfa en C
y tiene polos de orden 2 en A por lo probado en el Ejemplo [3.29] Por el Corolario [3.25] tenemos
que #(z) toma en C/A exactamente cada valor de C dos veces contando con su multiplicidad. Sin
embargo, como ' (w;/2) = 0 tenemos que w;/2 es un cero doble de £(z) — e;, luego los valores ey,

€2, e3 son dos a dos distintos.
O

Gracias a esta proposicion podemos construir una funcién biyectiva entre un toro complejo y una curva
algebraica ® : C/A — C? donde ®(z+A) = (24 (2), 87, (z)). Por el apartado b) de la proposicién anterior

Im(©) C {(x,y) € C?:y? = 4x> —60G4(A)x — 140G (A) } .

Como para todo x € C, g toma el valor x dos veces en C/A el contenido es una igualdad. Para ver que O es
inyectiva tenemos que si existen dos pares de elementos tal que la coordenada x es la misma, por la Proposi-
cién[3.32]y el Corolario[3.25] cada elemento solo puede ser obtenido dos veces por tanto como  es par se
tiene que x = @(+z+ A). Si nos fijamos en la derivada, como &/ es impar, ¢/ (—z+A) = —¢/(z+A), por
tanto la coordenada y serd distinta si y # 0. Por otro lado si y = 0, sabemos que el valor obtenido es de orden
2, por tanto en ambos pares se obtiene la misma coordenada x. Por ende, ® es una aplicacién biyectiva entre
el toro complejo C/A y la curva dada por la ecuacién y? = 4x*> — 60Gy4 (A) x — 140Gg (A).

Para transformar esta aplicacioén biyectiva en un isomorfismo necesitamos definir una operacién de gru-
po sobre la curva eliptica. De manera natural, definimos esta operacién por ©(z1) + 0(z2) :==0O(z1 +22) y
se cumple que O es un isomorfismo. Cabe destacar que esta operacién admite una interpretacion geométri-
ca. Dados ©(z;) y ©(z2) en la curva, trazamos la recta que une ambos puntos, si son el mismo punto,
trazamos la tangente a la curva en dicho punto. Dicha recta tendra una ecuacién ax + by + ¢ = 0. Conside-
ramos la funcién f(z) = a@(z) + b/ (z) + ¢ = 0 que es eliptica respecto a A. Si b # 0, es decir, la recta
no es vertical, f(z) tiene un polo triple en 0+ A y ceros en z; + A y z2 + A. Por tanto, tiene que existir
otro cero y, por el Teorema setiene que 71 + 22 +z3+A =0+ A, luego O(z1) + O(z2) = —0O(z3). En
consecuencia, para obtener la suma intersecamos la recta anterior con la curva obteniendo un tercer punto
y después calculamos su simétrico. Este punto se correspondera con la suma. Si b = 0, es decir, si la recta
es vertical, entonces el tercer punto es @(z;) + @(z;) = o.

Enla Secciénhemos demostrado que dos toros complejos C/A y C/A’ son isomorfos si y solo si existe
m € C\ {0} tal que A’ = mA. Observando los correspondientes toros complejos mediante sus curvas asocia-
das E, y E,/, podemos establecer un isomorfismo ¢ : E — E4s dado por ¢ ((x,y)) = (m~2, m~3), el cual
cambia la ecuacion y> = 4x> — 60G4 (A)x — 140Gg (A) en y? = 4x> — 60m =G4 (A") x — 140m=Gg (A").
Esta correspondencia se obtiene teniendo en cuenta la relacién entre @,4 y £, dada por @4 (mz) =
m~2 @4 (z), la cual se deduce de la Proposicién y derivando y despejando 7 ,, obtenemos que
@, 4 (mz) =m3 g, (2).

Hemos visto que la curva algebraica determinada por C/A es libre de cuadrados en x. Este hecho se puede
caracterizar algebraicamente en términos del determinante. Recordamos que el discriminante de la curva
de ecuacién y* = x> +ax+b es A= —4a> —27b*. Si la curva tiene la forma y*> = 4x> — gox — g3, entonces
realizando el cambio de variable correspondiente en la variable x el discriminante resulta A = g% — 27g%.
Con los desarrollos anteriores, extendemos la definicion del discriminante a reticulos.

Definicion 3.33. Dado un reticulo A llamamos discriminante de A a
A(A) = (g2(A))* —27(ga(A))?
con g2(A) =60G4 (A) y g3(A) = 140G (A).

Dada la relacién entre las raices multiples y el discriminante que se puede consultar en [6, section 6.2]
tenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.34. Para todo reticulo A, se tiene que A(A) # 0.
En el caso particular de A; el discriminante es una funcién del plano superior complejo
AH—C 70 A1) = (82(1))° —27(g3(1))?

donde g,(7) = 60G4(7) y g3(7) = 140G (7). Por las propiedades demostradas para la serie de Eisenstein
podemos comprobar que A € S12(SLy(Z)). Del mismo modo podemos definir una funcién mds relevante
para nuestros prop6sitos en H, que es invariante respecto a SLy(Z).

Definicion 3.35. Sea A un reticulo. Definimos j(A) = 1728g2(A)3/A(A) y andlogamente la funcién j
dada por
JiH—=C 1 1728g:(7)°/A(7).

Atencién no se debe confundir la funcién j : H — C con el factor de automorfia j(¥,7). Se ha decidido
emplear la misma letra manteniendo la notacién cldsica dado que por el contexto se entiende que funcién
interviene en cada caso.

Proposicion 3.36. Para todo y € SLy(Z) y para todo T € H, j(y(7)) = j(7).

Demostracion. La proposicion se demuestra de forma sencilla utilizando que la serie de Eisenstein es una
forma modular para k > 3 y que tanto el numerador como el denominador tienen el mismo peso. O

Queremos probar que dada una curva eliptica podemos construir un reticulo de manera que al establecer la
parametrizacién de la Proposicion [3.32] recuperemos la curva de partida. Para ello, necesitamos demostrar
que j es una funcién sobreyectiva.

Proposicion 3.37. Para todo ¢ € C existe un T € H tal que j(t) =c.

Demostracion. Para demostrar estd proposicién razonaremos por reduccién al absurdo. Suponemos que
existe ¢ € C tal que para todo 7 € H, ¢ # j(7). Consideramos la integral

L
i, 6] o™

I = {r :Im(7) € [V3/2,v/3/24+2] y Re(t) = 1/2},
Ib={7:|t|]=1yRe(t) €[-1/2,1/2]},
;= {1 :Im(7) € [V3/2,v/3/242] y Re(t) = 71/2},

y consideramos los subconjuntos

= {‘C:Re(’c) e[-1/2,1/2]y Im(1) = \/§/2+2}.

donde 7 es la curva que recorre el segmento I'; en sentido descendente, después el arco de circunferencia
I'; en sentido anti-horario, luego el segmento I';3 en sentido ascendente y, por ultimo, el segmento I'4 de
izquierda a derecha. En primer lugar, observamos que g(7) = j'(7)/(j(t) —¢) es una funcién holomorfa
ya que j(7)y j/(7) son holomorfas y el denominador nunca se anula. Por tanto, por el teorema integral de

Cauchy se tiene que
+/
/ ) ey,
yi(T)—c

Por otra parte, observamos que j(7) = j(7+ 1) por la Proposicién[3.36]y teniendo en cuenta que I'y =I'3 + 1
recorridos en sentidos contrarios obtenemos que

1 /! 1 /!
7/ J() drz_f/ AR
2mi Jr, j(1)—c 2mi Jry j(t) —c
Razonando de forma andloga, teniendo en cuenta que j(7) = j(—1/7) = j(—7) en I'; puesto que || =1,

dividiendo el arco de circunferencia en dos partes iguales I'> 1 que va desde ¢*™/3 hasta i y I’ 5 desde i
hasta e™/3. Observamos que I, =TI, ; recorrido en forma opuesta por tanto obtenemos que

: / A

2mi Jr, j(1) —c
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Por tanto, se cumple que

1 /y j/(q:) dt— 1 /1_4 j’(T) dtr — [log(j(’r) — C)]F4-

2mi Jy j(t)—c 2miJr, j(7)—c

Haciendo el cambio de variable g = e~ convirtiendo I'y en una circunferencia C4. Multiplicando y
dividiendo dentro del logaritmo por g obtenemos que

2mit

[log(j(t) —¢)lr, = [log(q(j(q) —c)) —log(q)]c,-

Empleando las propiedades de las series de Eisenstein como se puede ver en [6, section 6.4], podemos
obtener el desarrollo en serie de potencias de j(g) dado por

J@=24Y ey
q n=0

donde los ¢(n) € Z. Teniendo esto en cuenta obtenemos que log(g¢(j(g) —c)) es una funcién analitica y por
ende que
[log(q(i(q) =) = log(@)lc, = [~log(q)]c, = 2mi.

Por tanto, se cumple que ﬁ fF4 j{;()r_)cdf = 1. Este hecho contradice la hipétesis inicial y, por ende, j es

sobreyectiva. O

Previamente hemos demostrado que a partir de una transformacién podemos convertir los toros complejos
en curvas de la forma y? = 4x> — ax — a3 tal que a% — 27a% = 0. Veamos que el reciproco es cierto.
Proposicion 3.38. Dada una curva y* = 4x> — ayx — a3 tal que a3 —27a3 # 0 existe A tal que g2(A) = ay
y &3(A) =as.

Demostracion. Por las propiedades de modularidad de las series de Eisestein podemos comprobar que
92(Ay;) = g3(A1) = j(u3) =0y que j(i) = 1 donde pz = ¢*™/3. Dividimos la demostracién en tres casos.

1. Siay =0 entonces a3 # 0 ya que a% — 27a§ #0. Sea u3 = ¢*™/3 teniendo en cuenta que g>(Ay;) =0
y que g3(mAy,) = m %g3(Ay,), elegimos un m € C\ {0} tal que a3 = g3(mAy,).

2. Si az =0, de forma andloga a la anterior pero con el reticulo A;, elegimos un m € C\ {0} tal que
ay = ga(mA;).

3. Siap; #0y a3z # 0, como la funcién j por la Proposicion|3.37} es una funcién sobreyectiva. Por tanto,
para todo a; y a3 existe un 7 € H tal que

1728g>(7)* 172843
82(7)° —27g3(7)? a3 2743

J(m) =

Despejando se obtiene que a3/g>(7)* = a3/g3(t)*. Paraw, € C\ {0}, seaw; =waTy A =wiZ @
wo 7, entonces
£2(A) = £2(WTZEWIZ) = g2(wahc) = wy g2 (Aq).

83(A) = g3(MTZ O WZ) = g3(w2As) = w;, g3 (As).

Eligiendo w; € C\ {0} tal que w,* = a»/g>(7) entonces
wy 2 =a3/g2(0) = a3 /g3(1)".

Por tanto, se tiene que w, 6= +a; /€3(7). Despejando se cumple que

—2582(1) = w; Pea(0)) = (w3 2(7)) = (g2(4))*.

Por ende, cambiando wy por iw; si fuera necesario concluimos que as = g2(A) y az = g3(A).
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Capitulo 4

Curvas modulares

Las curvas modulares son el engranaje que nos permite conectar las curvas elipticas y las formas modu-
lares. En la primera seccién, mostraremos la relacién entre las curvas modulares y los espacios de moduli
para clasificar curvas elipticas. Esta relacion nos permitird establecer una conexién entre las funciones ho-
mogeneas definidas sobre curvas elipticas y las funciones definidas en H que cumplen una condicién de
modularidad. En la segunda seccidn describimos algunos de los elementos fundamentales de la topologia
de las curvas modulares. En la dltima seccion, estudiaremos las propiedades de los puntos elipticos de las
curvas modulares.

4.1. Curvas modulares y espacios de moduli

Por lo visto en el Corolario sabemos que dos toros C/A y C/A’ son holomérficamente isomorfos como
grupos si y solo si mA = A’ para algin m € C\ {0}. Gracias a la relacién entre curvas elipticas y toros
complejos podemos dividir el conjunto de curvas elipticas en clases de equivalencia. De forma similar,
viendo dos puntos 7,7 € H como equivalentes si y solo si y(7) = 7’ para algin y € SL,(Z) podemos
considerar el conjunto cociente también. En esta seccién veremos que existe una biyeccién del primer
conjunto cociente al segundo. Esto implica que el conjunto de clases de equivalencias de puntos de H bajo
la accién del grupo modular, estd descrito por las clases de isomorfia de los toros. De un modo mds general,
en lugar de considerar la accién del grupo modular sobre H, podemos considerar la accién de alguno de
los subgrupos de congruencias descritos en la Seccion [2.3] Se demostrard que en este caso la relacién de
congruencia estd descrita mediante curvas elipticas realzadas. Comenzaremos el capitulo introduciendo esta
nocion.

Definicion 4.1. Sea N € N>. Se define una curva eliptica realzada para To(N) como un par ordenado
(E,C), donde E es una curva eliptica compleja 'y C es un subgrupo ciclico de E de orden N.

Se considera que dos pares (E,C) y (E’,C’) son equivalentes, si existe algtin isomorfismo de E a E' que
lleva C en C'. El conjunto de clases de equivalencia es denotado por So(N) y las clases correspondientes se
denotan [(E,C)].

Definicion 4.2. Sea N € N . S se define una curva eliptica realzada para T'\(N) como un par ordenado
(E,P), donde E es una curva eliptica compleja 'y P es un punto de E de orden N.

De manera similar, se considera que dos pares (E,P) y (E’, P’) son equivalentes, si existe algin isomorfismo
de E a E' que lleva P en P'. El conjunto de clases de equivalencia es denotado por Sy(N) y las clases
correspondientes se denotan [(E, P)]. Como cada punto de orden N genera un subgrupo ciclico de orden N,
si (E,P)y (E',P') son equivalentes entonces (E,(P)) y (E,(P’)) son equivalentes.

Definicion 4.3. Sea N € N> . Se define una curva eliptica realzada para I'(N) como un par ordenado
(E,(P,Q)), donde E es una curva eliptica compleja 'y (P,Q) es un par de puntos de E que generan el
subgrupo de N—torsion E[N] y cuyo emparejamiento de Weil cumple que ey (P,Q) = ¢*™/N.

Andlogamente, se considera que dos pares (E, (P,Q)) y (E’,(P',Q’)) son equivalentes, si existe algtn iso-
morfismo de E a E' que lleva P en P’ y Q en Q'. El conjunto de clases de equivalencias es denotado por
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S(N) y las clases correspondientes se denotan [(E, (P, Q)].

Cada uno de los conjuntos So(N), S1(N), S(N) es un espacio de moduli. En geometria algebraica se deno-
mina espacio de moduli a un espacio geométrico cuyos puntos representan objetos matematicos con una
misma propiedad, en este caso ser isomorfos. Habitualmente, estos espacios aparecen en problemas de cla-
sificacidn, por tanto, en este contexto la palabra médulo hace referencia al pardmetro de clasificacién no a
la aritmética modular como ocurria con las formas modulares. Cuando N = 1, los tres espacios modulares
se reducen al espacio de clases de isomorfismos de toros mencionado al principio de la seccion.

Definicion 4.4. Para cualquier subgrupo de congruencias I de SLy(Z) actuando sobre H, se define la
curva modular Y (I') como el espacio cociente H/T" formado por las orbitas bajo la accién de T, es decir,
dado por

YI)={[t:t€H}.

Las curvas modulares para I'g(N), I';(N), T'(N), son denotadas respectivamente Yy(N), Y1 (N), Y(N). Enel
siguiente teorema se demuestra que existen aplicaciones biyectivas entre los espacios de moduli y las curvas
modulares. Recordemos la notacién introducida en la Seccién [3.1] en la cual A; = 7Z @ Z. El siguiente
teorema nos indica que los datos de torsién que definen los espacios de moduli coinciden con las condiciones
que definen los grupos de congruencias. En otras palabras, las definiciones introducidas en la Seccién
son las naturales en este problema.

Teorema 4.5. Sea N € N> 1.
a) El espacio de moduli Ty(N) es

So(N) ={[Ez, (1/N +Aq)] : T € H},

donde dos puntos [E¢,(1/N+ A¢)] = [Ep,(1/N + Ay)] si y solo si To(N)t =To(N)7'. Por tanto,
existe una aplicacion biyectiva Wy : So(N) — Yo(N) tal que Wo([Ez, (1/N + A7)]) =To(N)t.

b) El espacio de moduliT'1(N) es
Si(N)={[E¢,1/N+A;]: T € H},

donde dos puntos [E;,1/N+ A¢] = [Ey,1/N+ Ay] siy solo si Ty (N)T =T (N)T'. Por tanto, existe
una aplicacion biyectiva Y : S| (N) — Y1 (N) tal que y;([Ez,1/N+A]) =T (N)7.

¢) El espacio de moduli T'(N) es
S(N) ={[Ez,(T/N+A¢,1/N+A)] s T € H},

donde dos puntos |E1,(T/N + A, 1/N+Ap)] = [Ey, (T /N + Ay, 1/N+Ay)] siy solo si [(N)T =
I'(N)7'. Por tanto, existe una aplicacion biyectiva y: S(N) — Y (N) tal que W([E¢,(T/N+ A, 1/N+
A7)]) =T(N)7.

Demostracion. Empezaremos demostrando la parte b) del teorema. Para demostrar esta parte, cogemos
cualquier punto [E, Q] € S;(N). Comenzaremos probando que podemos elegir un representante de la clase
[E,Q] de la forma [E;, 1/N + Ag]. Como E es isomorfo a C/A,s para algtin T’ € H por lo demostrado en el
Corolario podemos decir, abusando de notacién que E = C/A . Por otra parte, como Q es un elemento
de orden N de E, podemos escribir Q = (¢t +d)/N + Ay para algin ¢ y d niimeros enteros y tales que
mcd(c,d,N) = 1. Por el algoritmo de Euclides, existen a, d, k € Z tal que ad — bc — kN = 1. Construimos

una matriz y tal que
a b
Y= (C d) EMz(Z).

Como modificar las entradas de Y médulo N no cambia el punto O, podemos transformar esta matriz en una
matriz de M»>(Z/NZ) y como se cumple la condicién ad — bc — kN = 1 podemos suponer sin perdida de
generalidad que estd en SLy(Z/NZ). Como la aplicacién de paso al cociente de SLy(Z) en SLy(Z/NZ) es
sobreyectiva asumimos que ¥ € SLy(Z).

Denotamos por T = ¥(7') y por m = ¢’ +d # 0. Por consiguiente, se tiene que mT = at’ + b y, por tanto,
empleando el Corolario 3.8y el Lema [3.3| para probar la dltima igualdad, se tiene que

mA; =m(tZ&7) = (at +b)Z D (¢t +d)Z = Ay,
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ademds se cumple que m(1/N+A;) = (¢t +d)/N + Ay = Q. Esto muestra que [E,Q] = [Er, /N + A4,
siendo E; = C/A..

Para demostrar la segunda parte del apartado, primero suponemos que Ty 7" € H, los cuales satisfacen
I'1(N)t =T (N)7'. Este hecho implica que 7 = y(7’') para algtin y € 'y (N). Tomando m = ¢’ +d entonces
como acabamos de mostrar se dan las siguientes igualdades

mA;¢ =Ay Yy m(]/N—i—AT) = (CT/—l—d)/N—l—AT/.
Como y € I'1 (N) tenemos que (c¢,d) = (0,1) moéd N, luego
m(1/N+A;)=1/N+Ap.

Por tanto se tiene que [E¢, 1 /N +A¢] = [Ey,1/N+ Ay

De forma reciproca, suponemos que [Er,1/N + A;] = [Ey,1/N + Ay, entonces existe un isomorfismo
entre E; y Ep que lleva 1/N+ A; en 1/N + Ay, teniendo en cuenta la forma de los isomorfismos entre
toros, existe m € C\ {0} tal que m(1/N + A;) = 1/N + Ay, ademds se sabe por el Lema [3.3|que existe un

Y € SLy(Z) tal que
mt\ (7
m)~Y\1)

Lo cual implica que m = ¢’ 4 d, pero como por hipétesis m(1/N + A;) = 1/N + Ay, se deduce que
(¢,d) =(0,1) méd N. Por tanto, como y € SLy(Z) tenemos que a = 1 méd N, luego y € I'j(N) y, por
ende, I (N)T =T1(N)7'.

Para demostrar el apartado a) del teorema, podemos razonar de un modo similar. La demostracién de que
podemos encontrar un representante de la forma deseada es completamente andloga dado que en este punto
no interviene el subgrupo de congruencias.

Razonando de manera parecida tenemos que dados 7, 7' € H tales que existe ¥ € SLy(Z) con T = y(7')

tenemos que
1 ct' +d
(3 +40) = A,

Resulta que

1 ct +d
—+Ay) =

(+aw) = (T

siysolosic=0 méd Ny med(d,N) =1, es decir, si y solo si, y € Io(N).

También podemos razonar de un modo andlogo para demostrar el apartado ¢). De manera similar escribimos

+Ar’>

at' +b et +d
(RQ):< N +Ar’vN+A1/>-
Basta observar que P, Q generan E[N] y su emparejamiento de Weil cumple que ey (P, Q) = 2™/N si y solo
si la correspondiente matriz y=I( mé6d N), es decir, ¥ € T'(N). O

Cuando N = 1 tenemos que I'o(1) =T (1) =T(1) =SLy(Z), luego Yo (1) =Y1 (1) =Y (1) = {SL2(Z)7 : T € H}.
Por tanto, cada T € H determina una clase de isomorfia y a cada clase de isomorfia le podemos asignar

7 € H, dnico salvo por la accién de SL,(Z). Recordando que el invariante modular j de la Definicién[3.35]
es una funcién SL,(7Z)—invariante en H, podemos definir el indice j para SL,(Z)t como j(SL,(Z)7) = j(T)

y extender dicha definicién a cualquier toro complejo.

Definicion 4.6. Sean E un toro complejo y T € H tal que E = C/A+. Definimos j(E;) = j(SLy(Z)7).

El teorema de la modularidad que enunciaremos al final del trabajo afirma que las curvas elipticas con
valores j(E) = g € Q proceden de las formas modulares.

Las aplicaciones biyectivas entre espacios de moduli y curvas modulares nos dan mas ejemplos de formas
modulares. La idea fundamental es que podemos establecer una correspondencia entre curvas elipticas
realzadas y funciones que cumplen la condicién de modularidad de peso k respecto a un subgrupo de
congruencias adecuado. Para precisar esta idea, necesitamos establecer primero una serie de conceptos.
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Definicion 4.7. Seank € Zy T € {I'o(N), I'1(N), T'(N)}. Una funcién
F : {curvas elipticas realzada para T} — C

se dice que es homogénea de grado k con respecto a T si para todo m € C\ {0}, cumple que

F(C/mA,mC) =m *F(C/A,C) siT =To(N)
F(C/mA,mQ) =m *F(C/A,Q) siC =T(N)
F(C/mA,(mP,mQ)) =m™*F(C/A,(P,Q)) siI'=T(N)

Dada una funcién F como la anterior, podemos asociarle una funcién f : H — C.

Definicion 4.8. Sea F una funcion homogénea de grado k con respecto a T, se dice que f :H — C es su
funcion deshomogeneizada correspondiente si cumple que

£(t) = F(C/Aqs, (1/N +As)) si T =To(N)
£(t) = F(C/Ag,1/N + Ag) siT=T(N)
£(t) = F(C/As, (T/N +Ag, 1 /N + Az)) siT =T(N)

Veamos que f cumple la condicién de modularidad de peso k respecto aI'.

Proposicion 4.9. Sea f una funcion deshomogeneizada correspondiente a F una funcion homogénea de
grado k respecto a T, vemos que f cumple la condicion de modularidad de peso k respecto a T

Demostracion. Sin perdida de generalidad suponemos que I' =T'} (N), ya que para los otros dos subgrupos
se prueba de forma muy similar. Sea y € T' y para todo 7 € H, sea m = (¢t +d)~', usando la condicién
(c,d)=(0,1) méd N y el Lema 3.3|podemos deducir que

F(¥(7)) = F(C/Ayz), 1 /N +Ayr)) = F(C/mAz,m(ct+d) /N +mAz)
=m*F(C/Ar,(ct4+d)/N+A;) =m*F(C/Ar, 1/N+Ar) = (et +d)* f (7).

O

Por ejemplo, ver Ejemplo[3.31] las series de Eisenstein para reticulos son funciones homogéneas de grado k
y su funcién deshomogeneizada son las series de Eisestein en el semiplano superior. Reciprocamente dado
f que cumple la condicién de modularidad de peso k respecto a I' podemos construir la correspondiente
homogeneizada F.

Proposicion 4.10. Sea f : H — C una funcion que cumple la condicion de modularidad de peso k respecto a
T e{Ty(N), I'\(N), I'(N)}. Podemos definir una funcion F sobre el conjunto de curvas elipticas realzadas
para I tal que F es homogénea de grado k y f es la correspondiente deshomogeneizada.

Demostracion. Vamos a probar esta proposicién suponiendo que I' = ' (N), para los otros dos casos se
hace de manera similar. De manera natural, definimos F para las curvas realzadas del tipo (C/A¢, 1 /N +A¢)
por

F((C/Arvl/NJFAr) :f(f)-

Veamos que F estd bien definida. Para ello veamos que sean (C/A;,1/N+ A7)y (C/Ay,1/N+ Ay) dos
curvas elipticas realzadas equivalentes, entonces su imagen es la misma. Basta observar que si son equiva-
lentes entonces existe un isomorfisfo entre A; y Ay, por tanto existe una matriz invertible tal que

T\ _ (a b\ /[T

1) \c¢ d)\1)’
por tanto (¢,d) = (0, 1). Por otro lado, por el Teorema sabemos que como se da la igualdad entre clases
[C/A,1/N+Af]=[C/Ayp,1/N+Ay] entonces T = () con y € '} (N), por tanto (a,b) = (1,b), siendo b

cualquier niimero entero. Ademds como f cumple la condicién de modularidad de peso k y que (ct+d) =1
sabemos que

F(C/Av,1/N+Ay) = f(7') = f(¥(7)) = f(1) = F(C/Ar, 1 /N + Aq),



por tanto esta bien definida.
Veamos como extender F' a una funcion sobre todas las curvas elipticas realzadas. Dada (E, Q) sabemos
por el Teorema[4.3] que existen 7,7’ € H, m € C\ {0}, ¢,d € Z con med(c,d,N) = 1 tal que

et +d
N

1
E=C/Ay, Q= +Av, mAc=Ag y [E.Q]=[C/Ar 5 + A,

Por consiguiente observamos que
1 1
mkF <(C/AT, ¥ —i—Ar) =m*f(r)=f(T)=F ((C/AT/, ¥ +AT/) .

De manera coherente, definimos
F(E,Q) :=m™*f(x).

La funcién F es homogénea de grado k y su deshomogeneizada coincide con f. O

En resumen, esta proposicién muestra que las curvas modulares son el dominio de la definicién natural de
las funciones modulares de peso k.

4.2. Topologia de las curvas modulares.

Recordamos que dado un subgrupo I" de SL,(Z) la curva modular correspondiente ha sido definida como
el espacio cociente H/I" de H por la accién de T, es decir, es el conjunto de érbitas que denotamos por
Y(I') ={I't: 7 € H}. En esta seccién veremos como dotar a ¥ (I') de estructura de superficie de Riemann.
Comenzamos introduciendo las propiedades fundamentales de la topologia natural de H e Y (I"). Primero de
todo, cabe destacar que H hereda la topologia euclidea como subespacio de R2. Por otra parte la proyeccién
natural IT: H — Y(T") dada por I1(7) = T'7, dota a ¥ (") de la topologia cociente, es decir, un subconjunto
de Y (I') es abierto si su contraimagen bajo la aplicacién IT es un subconjunto abierto en H. Dado U C H
abierto tenemos que
I (I1(U)) = {¥(u) : y € T,u € U} = Uyery(U)

que es abierto por ser unién de abiertos, luego I1 es una aplicacion abierta. Ademds se cumple la siguiente
equivalencia.

Proposicion 4.11. Sean U; y Uy, dos subconjuntos abiertos de H se cumple que
H(U)) NIL(U,) =0 en Y (T) si 'y solo si II(U; ) NU, = 0 en H.

Demostracion. Basta con observar que IT(U;) NTI(U2) = 0 si y solo si, para cualquier 7; € U; no existe
ningin 7, € U, tal que I'ty =I'1, lo que significa que para cualquier 7; € U; no existe ninguna funcién
v € T tal que (7)) = 1, para algln 7, € Ua, esto ocurre si y solo si II(U;) NU, = 0. O

Por otra parte, como IT es una aplicacién continua y H es conexo, entonces Y (I') es un espacio conexo
también. En esta seccién veremos que a parte de ser conexo Y (I") es Hausdorff. La clave para demostrar
esto, y para poder en secciones sucesivas dar coordenadas a los puntos en Y ('), es la idea de que para dos
puntos cualesquiera en H podemos encontrar entornos lo suficientemente pequefios de manera que cada
transformacion de SL,(Z) que aleja los puntos también aleja los correspondientes entornos. En este caso
decimos que la accién de SL,(7Z) sobre H es propiamente discontinua. Para poder probar esta propiedad
necesitamos el siguiente lema auxiliar.

Lema 4.12. Sean 7 y 7o € H y U un entorno de 11 y U un entorno de 7, tales que Uy C H y U, C H.
Entonces para todo par de puntos (c,d) € Z* menos un conjunto finito, se cumple que

*

sup{lm(y(r)) Y= Cﬁ d) €SLy(Z),7 € Ul} <inf{Im(t): 1€ U}
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Demostracion. Consideramos
yi=inf{lm(t):t€U}, y=inf{lm(t):7€Uz}, Y;=sup{lm(r):7t€U;}

que son todos reales positivos porque U; C H y U, C H. Por la Proposicién [2.3|se tiene que Im(y(7)) =
Im(7)/|cT +d|* para todo y € SLy(Z), teniendo en cuenta que |cT + d|*> > (cRe(7) + d)?, observamos
que Im(y(7)) < Y;/(cRe(t) + d)?. Por otra parte, observando que |cT +d|> > ¢*Im(7)?, se obtiene que
Im(y(t)) < 1/(c*Im(7)) y, por ende, que Im(y(7)) < 1/(c?y). Por tanto, se cumple que

Im(y(7)) < inf{l/(czyl), Y1 /(cRe(7) +d)2}.

Por otro lado, como y;, y> son positivos podemos garantizar que existe co € Z tal que para todo ¢ € Z
con |¢| > cg se tiene que 1/(c?y1) < y». Por consiguiente, para todo ¢ € Z excepto quizds los del intervalo
(—co,c0) se tiene la desigualdad buscada. Para ¢ € (—cp, o) NZ, podemos garantizar que existe d. € Z tal
que para todo |d| > d,. se cumple que Y; /(cRe(t) +d)* < y,. Por tanto, se cumple la propiedad para todos
los ¢, d € Z excepto un conjunto finito. O

Gracias a este lema, estamos en disposicién de demostrar que la accién de grupo de SL,(Z) sobre H es
propiamente discontinua, como establece la siguiente proposicion.

Proposicion 4.13. Sean 7, y 172 € H. Entonces existen entornos U de T, y Uy de Ty en H tal que para todo
Y € SLy(Z) se tiene que
si Y(Uy)NU, # 0, entonces y(11) = 1p.

Demostracion. Sea Uj un entorno de 7 cualquiera con clausura compacta en H y andlogamente para Uj de
T,. Por el Lema sabemos que dado un y € SL,(Z) si y(U]) NU; # 0 entonces hay una cantidad finita
de posibilidades para la fila inferior de y. Ahora para cada una de estas posibilidades (c,d) que cumplen que
la interseccién es no vacia queremos saber cuantas matrices hay en SLy(Z) con ese par como segunda fila.
Para ello, fijamos ¥ € SL(Z) con fila inferior (c¢,d) alguna de las posibilidades problemdticas. Observamos
que

{Y €SL2(Z) : fila inferior de ¥ es (c,d)} = {(é '1‘) (i‘ Z) ke Z}.

Para probar esta igualdad, basta resolver el sistema de ecuaciones
d=a+kc b =b+kd.
Cuya solucién es k = ab’ — a'b. Esto significa que para cualquier ¥ € SL,(Z) se cumple
Y(U)NU; = (v(U]) +k)NU;.

Por tanto, para cada par de puntos (c¢,d) que no cumplen la propiedad del Lema solo hay un niimero
finito de matrices tal que Y (U{) N U} # 0 ya que para cualquiera de ellos existe un ko tal que para todo
|k| > ko, se tiene que (Y(U;) +k) NUj = 0. Denominamos F = {y € SLy(Z) : y(U{) NU; # 0,y(71) # &},
el cual es un conjunto finito por ser la unién finita de conjuntos finitos. Para cada y € F, como (7)) # 12,
existen entornos disjuntos Uy y de ¥(71) y Uz,y de 75 en H. A partir de ellos definimos

Ui =U{N (NyerY ' (U1y)) unentorno de 7y € H.
U, = Uy N (NyerUs,y) un entorno de 7, € H.

Sea v € SLy(Z) tal quey(U;) NU, # 0. Para mostrar que y(7;) = T, es suficiente ver que y ¢ F. Supo-
nemos que ¥ € F, entonces U; € ¥ ! (Uyy) y Us C Ua,y, por tanto Y(U;) MU, C Uy yNUs,y. Esto es una
contradiccion con la hipétesis Uy y N Us y = 0 ya que y(U;) NU, # 0. Concluimos que y ¢ F. O

Corolario 4.14. Para cada subgrupo de congruencias T de SLy(Z). La curva modular Y (T') es Hausdorff,
es decir, puntos distintos poseen entornos disjuntos.

Demostracion. Sea I1(ty) y II(1y) distintos puntos de Y (T"). Elegimos U; y U, entornos de 7j, T» como
los definidos en la Proposicion Como ¥(T11) # T, para todo ¥ € T, puesto que hemos elegido puntos
distintos, la Proposiciénnos garantiza que existen entornos U; y U, tales que y(U;) NU, = 0. Por la
Proposicion se obtiene que IT1(U;) y TI(U>) son conjuntos disjuntos que contienen a IT(7y) y a II(12)
respectivamente. Como IT es una aplicacién abierta entonces IT(U;) y II(Uz) son entornos disjuntos de los
puntos. O
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4.3. Puntos elipticos de una curva modular

Para poder enunciar el teorema de la modularidad necesitamos dotar a ¥ (I') de una estructura de variedad
diferencial. Por consiguiente, necesitamos definir coordenadas locales en cada punto I1(7) € Y (I'). Si para
el punto I1(7) podemos encontrar un entorno U de 7 en H de forma que IT),, : U — TI(U) es homeomorfis-
mo, entonces podriamos tomar la inversa local como la carta correspondiente.

Sin embargo, existen puntos de H para los cuales no es posible construir la correspondiente carta de esta

forma. Por ejemplo, tomando I = SL,(Z) y T = i, tenemos que la transformacién y = (1) _01) fija el

punto i. Cerca de T = i, esta 7y actia casi como un giro de 180 grados centrado en i. Por tanto, todo en-
torno U de i en H contiene puntos y—equivalentes distintos, luego no podemos construir la carta empleando
I}, : U — II(U) dado que no es inyectiva.

Este fendmeno ocurre porque para estos puntos, que denominaremos puntos elipticos, el estabilizador res-
pecto a la accién de I es no trivial.

Definicion 4.15. Sea I' un subgrupo de congruencias de SLy(Z). Para cada T € H definimos 'y el subgrupo
estabilizador de T respecto a T como

Fe={yel: y(r)=r}.

Diremos que 7T es eliptico para T si Ty es no trivial como grupo de transformaciones, es decir, si {xI} es
un subgrupo propio de I';. El correspondiente punto I1(t) € Y (') se llama también punto eliptico en Y (T').

Nuestro objetivo en esta seccién es probar que aun que I'; no sea trivial podemos garantizar que es ciclico
y finito en los puntos elipticos, lo que es suficiente para construir cartas.

Comenzamos estudiando lo que ocurre para el caso particular Y (1) = H/SL,(Z) y después lo extenderemos
a un subgrupo de congruencias cualquiera. Consideramos la regién de H definida por

D={t€H:|Re(t)| <1/2, || >1}.

Vamos a probar que podemos identificar Y (1) con D. Por tanto, por lo probado en la Seccién D re-
presentara el espacio de moduli de las curvas elipticas, identificando cada punto T € D con la clase de
C/AT.

Lema 4.16. La aplicacionI1: D — Y (1), dada por I1(t) = SLy(Z)7, es sobreyectiva.

Demostracion. Dado T € H, basta probar que es SL;(Z)—equivalente a un punto en D. Dado un punto
T = x+iy sabemos que existe N € Z tal que N — 1/2 < x < N+ 1/2. Por tanto, empleando la transformacién

((1) _IN) € SL,(Z)

trasladamos el punto 7 a 7' con |Re(7')| < 1/2. Si |7'| > 1 hemos terminado, si |[7/| < 1 utilizando la

transformacion
0 -1
1 0

trasladamos 7’ a —1/7/, donde Im(—1/7") = Im(7’)/|z|> > Im(7’). Si al aplicar la transformacién resulta
que |Re(—1/7")| > 1/2, entonces volvemos a aplicar la traslacién para obtener un punto de la banda. Pode-
mos iterar este procedimiento obteniendo a cada paso un elemento de la banda con parte imaginaria cada
vez mayor. Sin embargo, solo hay una cantidad finita de puntos (c,d) € Z? tales que |cT +d| < 1. Por la
Proposicion [2.3] tenemos que

Im(7) a b
Im(y(7)) = ——5 con Y= € SLy(Z).
() = gn o 1= o 4) €50
Razonando como en la demostracién de la Proposicién como dos transformaciones con la misma fila
inferior se diferencian en una traslacién, podemos concluir que solo existe una cantidad finita de y € SL,(Z)
que mantengan a T en la banda y aumenten el tamafio de su parte real. Por tanto, podemos garantizar que el
algoritmo termina en algiin momento y transformamos 7 en un punto de D. O
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Se puede observar que la aplicacién IT no es inyectiva en D, ya que la transformacioén que lleva 7 a 7+ 1
identifica los puntos de los bordes de la banda y la transformacién que lleva T a —1/7 identifica los puntos
del arco de circunferencia. El siguiente lema muestra que solo existen estas identificaciones.

Lema 4.17. Sean 7| y T, dos puntos distintos de Dy tal que y(T|) = T, para algiin 'y € SLy(Z). Entonces
se cumple una de las dos condiciones

a) Re(t))=x12ymn =1 F1.
b) |‘L'1| =1 yTQZ—l/Tl.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, asumimos que Im(7;) > Im(7;). Como 7; € D, entonces te-
nemos que Im(7;) > +/3/2, en caso contrario, como |Re(t;)| < 1/2, tendriamos que |7;| < 1 lo que es

imposible. Escribimos
_fa b
’y - c d 9

entonces |cT; +d| < 1 dado que Im(7,) > Im(7;). Por tanto, por la Proposicién[2.3]se cumple la siguiente
desigualdad
lc|v/3/2 < |c[im(t) = [Im(cT) +d)| < |cTy +d| < 1.

En consecuencia, como ¢ € Z, entonces |c| € {0, 1}. Ahora trataremos cada caso de forma independiente.

1 b

por tanto 7, = T; +b. Dado que tenemos que Re(7;) = Re(71) + b y como Tj, T» € D se cumple que
|Re(12)| < 1/2y |Re(t1)] < 1/2. Como 7y # T, necesariamente b # 0, luego la dnica posibilidad es
b==1ly|Re(m)| ==+1/2.

(1) Sic =0, entonces

(11) Si ¢ = |1, entonces la condicién inicial de |cT; +d| < 1 se reduce a |7; £d| < 1. Por tanto, (Re(7;) +
d)? +1Im(7;)? < 1y se da la siguiente desigualdad

(Re(t) £d)* <1—Im(1))> <1-3/4<1/4.

Por ende,

(Re(t1)xd)| <1/2ycomo |Re(t))| < 1/2, se deduce que |d| < 1, por tanto d € {—1,0,1}.

(1) Si |d| =1, entonces se cumple que |Re(T1) d| = |Re(7;) £ 1| < 1/2. Por tanto, despejando para
cada valor de d tenemos dos opciones, por un lado —3/2 < Re(7;) < —1/2 cuando d = 1, por otro
lado 1/2 < Re(7;) < 3/2 cuando d = —1. Como sabemos por hipétesis que 7; € D, entonces la
Ginica posibilidad es que |Re(7;)| = 1/2. Entonces despejando Im(7;) de (Re(t1) +d)? +Im(11)? <
1 se obtiene que Im(7;) < /3/2, pero por las hipétesis iniciales sabfamos que Im(7;) > v/3/2,
por lo que se puede concluir que Im(7;) = 1/3/2. Una vez obtenido esto, se puede deducir que
entonces |cty +d|*> = |71|> = 1 y por tanto que Im(7) = v/3/2, ademds como T; # T, y solo hay
dos puntos en D cuya parte imaginaria es v/3/2, los cuales son 7, y —1/71, se cumple que |71| = 1
yTh =— 1 /T].

(2) Si|d| =0, entonces la condicién inicial de |cT) £d| < 1 sereduce a |71| < 1, como 71 € D entonces
|71 = 1, gracias a esto se puede deducir que Im(y(t1)) = Im(7;)/|cT) +d|* = Im(7;). En resumen,
tenemos que | 7| = 1 y Im(7;) = Im(7,). Por tanto, como

0 (a £1\' [0 TI
YV =lz1 o) T4 a4
y como Im(7;) = Im(1,), razonando de manera andloga para 7, tenemos que |a| < 1. Tanto en el

caso (1) como en el caso (2) esto nos permite concluir que |7,| = 1. Como Im(7;) = Im(12), se
tiene que Re(71) = —Re(m), es decir, 7, = —1/1;.

O
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En conclusién, identificando los puntos de la frontera de D de manera adecuada, el conjunto resultante
es un dominio fundamental de la accién de SL;(Z) sobre H. Emplearemos esta representacion en el estu-
dio de los puntos elipticos. Comenzamos obteniendo informacién sobre el polinomio caracteristico de las
transformaciones no triviales que fijan algtin punto.

Proposicion 4.18. Sean t € Hy y € SLy(Z), con y # +I tal que y(T) = 1, entonces el polinomio carac-
teristicode yes x> +16 x> £x+ 1.

Demostracién. Con la notacién habitual si y(7) = 7, entonces at+b = ct>+dt. Comot € H, 1 ¢ Qy
como ¥ # =1, podemos asegurar que ¢ # 0. Por la Proposicién2.3] como Im((7)) = Im(7) deducimos que
let +d|? = 1. Por otro lado, como 7 ¢ R, el discriminante de la ecuacién de segundo grado es (d —a)? +
4bc < 0. Como ¥ € SLy(7Z), be = ad — 1 luego sustituyendo obtenemos que (d +a)? —4 < 0. En conclusién,
se tiene que |d 4 a| < 2, lo que nos permite diferenciar en dos casos

1. Sia+d =0, entonces a = —d, luego la traza de y es nula y, como det(y) = 1, el polinomio carac-
terfstico viene dado por x>+ 1.

2. Si la+d| =1, entonces la traza de y es £1 y, como det(7y) = 1, el polinomio caracteristico viene
dado por x> £ x + 1.

O

Corolario 4.19. Sean t € H y sea y € SLy(Z), con y # +I tal que y(t) = 1, entonces ¥* =16 > =16

Y =1

Demostracion. Para realizar esta demostracion basta con sustituir  en su polinomio caracteristico y operar
hasta obtener la identidad. O

Se puede observar que por tanto si ¥ € SLy(Z) deja fijo a un punto de H entonces, tiene orden 1,2,3,4,6
como matriz. Las matrices de 6rdenes 1 y 2 se corresponden con las transformaciones triviales, para las no
triviales tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 4.20. Sean y € SLy(7Z),con y# +1 y T € H tal que y(t) = 1. Entonces

+1
a) Siytiene orden 3, entonces 'y es una conjugacion de <_1 _11> en SLy(Z).

£1
b) Siytiene orden 4, entonces 'y es una conjugacion de (_01 _0]> en SLy(Z).

+1
c) Si Y tiene orden 6, entonces Y es una conjugacion de <(1) _11> en SLy (7).

Recordamos que yy Y son conjugadas en SLy(Z) si existe 8 € SLy(Z) tal que y = 875~

Demostracién. Vamos a empezar probando el caso ¢). Como 7° = I podemos dotar al reticulo L = Z? de
estructura de Z[ug]—moédulo donde g = ¢*™/% definiendo el producto por escalares como

(a+bug)v:= (al + by)v

donde a, b € Z y en el lado derecho considerando el producto de matrices.

El anillo Z[ue] es un dominio de ideales principales, una prueba de este hecho clésico se puede encontrar
en [9], aunque se puede demostrar de manera directa de un modo similar a la prueba para Z[i]. Como L es
un Z[ue]—mdédulo finitamente generado, el teorema de descomposiciéon de médulos sobre un dominio de
ideales principales garantiza que L es isomorfo a una suma de la forma é&;Z[ug] /I donde I; es un ideal de
Z|us]. Tenemos que, como grupo abeliano, L es libre de grado 2. Por otro lado, todo ideal J; no nulo también
es un grupo abeliano libre de rango 2, luego el cociente Z[ug|/I; es un grupo de torsién. En consecuencia,
en la suma no pueden aparecer sumandos de esta forma, es decir, la suma se limita a los sumandos de la
forma Z[ug). De hecho, podemos garantizar que solo aparece un tnico sumando porque Z[ls] es isomorfo
a Z x 7 como grupo abeliano. En conclusién, existe un isomorfismo de Z[us]| —mddulos ®y : Z[ug| — L.
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Denotamos por u = ®y(1) y v = ®y(ug) y por [uv] la matriz con columnas los vectores u, v. Entonces
L= 7? = Zu+ Zv lo que implica que la matriz [u v] tiene det([u v]) = %1. Teniendo en cuenta que

yu = (01 4+ 17)u = psu = psDy(1) = ®y(ls)
= (01 +17)v = tev = Py (s) = Py(15)

= V7
=@y(—1+pus) = —u+v,
obtenemos que

v =[v —utv) = uv] <(1’ _11>, entonces ¥ = [ v] ((1) _11> ],

Vvl = [—utv v]:[vu](_ll é) entonces y:[vu]<(1) ‘11>1[vur1.

Una de las dos matrices [v u] 6 [u v] € SLy(Z). Por tanto, queda probado el apartado.
La parte b) se demuestra de forma andloga cambiando Z[ug] por Z[i]. Para la parte a), observamos que si ¥
tiene orden 3, entonces —7 tiene orden 6 y, por tanto, concluimos utilizando el caso ¢). O

Una vez conocida la forma de las matrices que dejan fijos los puntos de H, podemos calcular los puntos
elipticos y los correspondientes subgrupos estabilizadores respecto a la accién de SLy (Z).

Corolario 4.21. Los puntos elipticos en SLy(Z) son SLy(Z)i y SLy(Z) s, siendo uz = ¢*™/3. La curva
modular Y (1) tiene dos puntos elipticos distintos. Los estabilizadores respectivos de i y |3 son

sa@i=(( 0 o)y se@n=(] 1)

Para cada punto eliptico T de SLy(Z), el estabilizador SLy(Z) es ciclico finito.
Demostracion. Resolviendo la ecuacién y(7) = 7 con las matrices principales de la Proposicién ob-
tenemos que los puntos fijos de esas matrices son i e U3. Por otro lado para cualquier matriz conjugada 7/,
si y(i) = i, entonces la matriz yy ~! deja fijo a ¥ (i) y de forma andloga pasa con las matrices conjugadas
de aquellas que dejan fijo a 3, por tanto, los puntos elipticos en SLy(Z) son SLy(Z)i y SLy(Z) 3.
Para demostrar que la curva modular Y (1) tiene dos puntos elipticos distintos, basta con ver que no exis-
te ninguna trasformacion y € SLy(Z) tal que y(i) = u3. Resolviendo la ecuacién obtenemos que 2a =
—c+dV3 y que 2b = —d — V3 y, por tanto, no existe una solucién con nimeros enteros.
Por otra parte, resolviendo la ecuacién y(i) = i, obtenemos que las dnicas dos transformaciones no triviales
que dejan { fijo son
0 -1

(59)

por tanto, es facil deducir que su estabilizador es

SLy(Z); = <(01 _01)>-

Resolviendo la ecuacién para 3 y teniendo en cuenta que |cu3 + d|> = 1, obtenemos que las matrices
resultantes son aquellas que tienen la forma

a b 2 2 _
(—b a—b) tal que (2a —b)~+3b" = 4.

Por tanto |2a — b| < 2y |b| < 2, ademds como sabemos que a,b € Z, obtenemos que las matrices que dejan

fijo a u3 son:
0 —1 1 1 1 0
0 =G =6

Por tanto, se puede comprobar que el estabilizador de i3 es
0 -1
sa@un = (] ')
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Dado t € Hi, sin pérdida de generalidad, suponemos que existe ¥ € SLy(Z) tal que y(i) = 7. Por ende,
I'; = 77! que es también subgrupo ciclico. O

Nétese que cuando estudidbamos los puntos que anulaban a; y a3 en la Proposicién [3.38] también en-
contrdbamos los puntos i y U3.

Corolario 4.22. Sea I un subgrupo de congruencias de SLy(Z). La curva modular Y (T') tiene una cantidad
finita de puntos elipticos. Para cada punto eliptico T de I el estabilizador I'; es ciclico y finito.

Demostracion. Como I' es un subgrupo de congruencias entonces I'(N) C I para algin N € N> . Por tanto,
por la Proposicion sabemos que [SLy(Z) : T es finito y por ende se puede descomponer SL,(Z) =
ue_ Ty

Por consiguiente, el conjunto de puntos elipticos de la curva modular ¥ (T") es un subconjunto del conjunto
Er = {Ty;(i),Ty;(u3) : 1 < j < d} y, por tanto, finito. Para cada punto eliptico 7, se cumple que I'; C
SLy(Z)< el cual es ciclico y finito, por tanto serd un subgrupo ciclico y finito. O
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Capitulo 5

Teorema de la modularidad via
superficies de Riemann

El objetivo del dltimo capitulo es enunciar una versién del teorema de la modularidad entendiendo todos
los elementos que intervienen en la misma. Para poder enunciar esta version es necesario dotar a Y (I)
de estructura de superficie de Riemann y construir la compactificacién de dicha superficie afiadiendo las
cispides de I'. Esta curva modular compacta se denota por X(I') y es la que aparece en el enunciado del
teorema de la modularidad.

5.1. Curvas modulares como superficies de Riemann.

En esta seccién se va a estudiar como dotar de coordenadas locales a una curva modular Y (I'). Para ello
necesitamos encontrar para cada punto I1(7) € Y (I'), un entorno U’ y un homeomorfismo ¢’ : U’ —V € C
tal que si tenemos @] y @} con U] NUj # 0 entonces @y o ¢~ : U] NU} — U] NU; sea holomorfa.

En primer lugar, como se menciond en la Seccién cabe destacar que la complejidad viene dada por
los puntos I1(7) elipticos, es decir, puntos para los cuales existe una transformacién no trivial de I que los
fija. Observamos que si I1(7) no es un punto eliptico, por la Proposicién aplicada a 7, existen Uy, U,
entornos de 7 tal que para todo ¥ € SLy(Z)

Si y(U;) NU, # 0, entonces y(T) = 7.

Como II(7) no es eliptico dado y € T, con y # +I, se tiene que y(U;) NU, = 0. Tomando U = U; NU,
tenemos que Y(U)NU = 0, luego TUNU = 0 y concluimos que I, : U — TI(U) es biyectiva luego
podemos definir ¢ : II(U) — U una carta para I1(7).

Sin embargo, este razonamiento no se puede repetir para los puntos elipticos. Recordemos que 7 € H, o
II(7) € Y(I'), es eliptico si el estabilizador respecto a I" dado por

Le={yel: yx)=1}

es no trivial.

Por el Corolario 4.22] sabemos que aunque este subgrupo puede no ser trivial se trata siempre de un grupo
ciclico finito, 1o que nos permite trabajar con puntos elipticos. Empleando el estabilizador de 7 € H respecto
a I, podemos asociar a cada punto un entero positivo que mide en cierta forma la dificultad para construir
las cartas de I1(7).

Definicion 5.1. Dado I un subgrupo de congruencias, para cada © € H se define su periodo hy como
he = [{£1} T/ {£1}],
el cual es |T|/2si =1 €T o |T¢| si —1 ¢ T.
Observamos que tanto / como —/ actdan trivialmente sobre H. Sin embargo, puede ser que para un subgrupo

I' C SL,(Z) no se cumpla que —/ € I'. Considerando {+/} I't/ {£I} nos aseguramos que estamos contando
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el periodo de manera homogénea para todos los grupos independientemente de si —/ estionoenI.
La siguiente proposicién nos muestra que el periodo es estable por conjugacion.

Proposicion 5.2. sean © € Hy y € SL,(Z). Entonces el periodo de y(7) respecto al subgrupo de congruen-
cias YTy~ ! es el mismo que el periodo de T respecto al subgrupo de congruencias T.

Demostracion. Para demostrar esta proposicion hay que probar que para cualquier § € T tal que (1) =7,
entonces By~ ! fijaa y(7), lo cual se hace de forma directa aplicando la composicién de aplicaciones. Por
otra parte, hay que probar que si —I ¢ I" entonces —/ ¢ yT'y~!, lo cual se cumple ya que — =y—Iy~'. [

En particular, 4; depende solo de T, haciendo que el periodo esté bien definido en Y (T"). Si I es un subgrupo
normal de SL,(Z), entonces el periodo de 7 sobre I es el mismo que el periodo de (1) sobre I, es decir, si
I" es normal el periodo es el mismo para todos los puntos de SL;(Z)7.

Antes de poder dar cartas a los puntos elipticos de una curva modular, necesitaremos el siguiente corolario.

Corolario 5.3. Sea I un subgrupo de congruencias de SLy(Z). Para cada t© € H existe un entorno U
contenido en H tal que para todo y € I se cumple que

si Y(U)NU #0, entonces y€T'y.

Demostracion. Este corolario es una consecuencia directa de la Proposicién[d.13] Tomando 7y = 7, 7, = T,
obtenemos Ui, U, entornos de T y basta tomar U = U; NUj. O

Ahora nos disponemos a construir una aplicacién que cumpla las propiedades necesarias para poder consi-
derar cartas en los puntos elipticos, para ello para cada punto eliptico consideraremos la siguiente matriz.

Definicion 5.4. Sea t € H. Consideraremos la matriz

-7

8 = G _7) € GLy(C).

Observando la correspondiente transformacion 6; = (z—1))/(z— T) tenemos que 8;:(T) =0y 6;(T) = oo.
Gracias a esta matriz podemos deducir una serie de propiedades sobre los puntos elipticos.

Proposicion 5.5. El estabilizador del 0 en el grupo de transformaciones conjugado (8; {1}T'5; ") o/ {E1}
es el conjugado del estabilizador de 7, es decir, 8; ({1} Tt/ {£I}) ;.

Demostracién. Basta observar que dado y € T se tiene que ¥(7) = 7 si y solo si 8;y5;(0) =0y que
—I€Tsiysolosi—I € (86 "), O

Gracias a este resultado y al Corolario sabemos que el estabilizador del 0 en 8;I°0; ! es un grupo
ciclico de orden h;. Recordamos que y € SLy(Z) fija a T si y solo si fija a T es decir I'; = I'z. Por tanto,
dada A € (8;I'6; '),/ {#I} tenemos que A = &;y8; ' con y € I'; luego

Ae0) = 8:y(8; 1 (0)) = 8:(1(7)) = 8:(T) = o=.

En consecuencia, los elementos de (8;I'8; 1)0 /{£I} fijan a 0y a . Este hecho nos permite probar que la
aplicacién &, separa los puntos I'—equivalentes.

Proposicion 5.6. Sean T € H, U un entornode ty 6, : U — C. Entonces dados T1, T, € U con T # 1) se
cumple que existe y € SLy(Z) con y(11) = 1 si y solo si 8:(t) = "™/ § (1)) conme {1, 2, ..., hy—1}.

Demostracion. Como los elementos de (5TF5T_ 1)0 /{=£I} son transformaciones fraccionales lineales que
fijan a 0 y a oo luego necesariamente son de la forma A(z) = az. Como ademds sabemos que es un grupo
ciclico finito de orden /; necesariamente es el grupo generado por A, (z) = 2/ he)iz,

Por otra parte, sabemos que ¥(T|) = Tz, por el Corolario y € T';. Componiendo con §; y &, !, obtene-
mos que 8;y8; ' (8:(11)) = 8:(12), y observando que 8,75, ! pertenece al estabilizador del 0, obtenemos
que 0;(7)) es igual a una rotacién de (27wm)/h; de 8:(12). Finalmente como y # +I podemos asegurar
que m € {1, 2, ..., hy — 1}. Reciprocamente, si 8;(1;) = e2¥"/h=§ (1) = Xamim/n (01(72)), luego, por la
Proposicién existe ¥ € Iz tal que Aygjpm/p, = 8:Y5;!. En consecuencia §;(7) = 8;7(12), es decir,
’}/(Tz) =T. O
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De una forma mds coloquial, podemos decir que J; lleva entornos de T a entornos de 0, en los cuales
sabemos donde estdn los puntos equivalentes. Por tanto, podemos identificar esos sectores circulares y
crear una aplicacién que asocie los entornos de II(7) en Y (I') un sector circular, en el cual no habrd puntos
equivalentes. Para escribir esto de manera precisa, necesitamos definir una serie de aplicaciones.

Definicion 5.7. Sean t € H, p : C — C la aplicacion dada por p(z) = 7" con h= hy, § = 8; y U un entorno
de 7, Definimos
Y=¥.:U—-C, v—p(s(7)).

Considerando V. ="¥(U), observamos que es un entorno abierto en C ya que ¥ es una aplicacion abierta
por ser composicion de aplicaciones abiertas.

Por otra parte, se puede observar que ¥ es continua, dado que tanto 8 como p son aplicaciones continuas.
Para comprobar que a través de ¥ podemos construir una carta para un entorno de I1(7), primero veremos
que ITy ¥ identifican los mismos puntos, para ello enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicion 5.8. Sean U un entorno de 7, 71 y T son dos puntos distintos de U. Entonces I1(11) = T1(1,)
siy solo si ¥(11) = ¥(12).

Demostracion. Observamos que I1(7;) =TI(1;) si y solo si existe ¥ € I tal que y(72) = 7;. Gracias a la
Proposicién [5.6, sabemos que entonces §(7;) = e(2%")/1§(1,). Por ende, significa que ¥(1;) = (8(11))"
es igual a (eZ®M/h§(1,))" y por tanto igual a (§(1))", por lo que podemos concluir que ¥(7;) = ¥(12).
El reciproco se prueba de forma anéloga. O

Estamos en disposicién de construir la aplicacién de la carta.

Proposicion 5.9. Sean Tt un punto de H, U un entorno de T sin puntos elipticos excepto T, ¥ de la
Definicion[5.7]y V =¥ (U). Definimos ¢ : II(U) — V por @((I1(t)) = ¥(t'). Entonces la aplicacion ¢ es
un homeomorfismo.

Demostracion. Gracias la Proposicion[5.8] observamos dos cosas, la primera que esta bien definida la apli-
cacion, por otra parte que la aplicacidn es inyectiva, al ser una equivalencia. Esta aplicacidn es sobreyectiva
por construccidn, por ende podemos concluir que es una aplicacion biyectiva.

Veamos que ¢ es continua, tomamos V' C V abierto, entonces ¢~ (V') = TI(¥~!(V')) que es un abierto
por que ¥ es continua y IT es abierta. Analogamente ¢! es continua porque IT es continua y ¥ es abierta.
Por tanto, tenemos que ¢ es un homeomorfismo. O

Sabiendo que es un homeomorfismo, lo dltimo que nos falta por comprobar es que los cambios de cartas
son holomotfos.

Proposicion 5.10. Sean ¢, : II(U;) — Vi y @ : II(Uz) — Va, definidas en la Proposicion Entonces
®oo " 1 o (TI(U) NTI(V2)) — @2 (TL(U1) NTI(U2)) es una aplicacion holomorfa.

Demostracion. Para empezar consideramos x € IT1(U;) NTI(U>), entonces x = I1(7;) =TI(12) con 71 € U;
y T € U, de tal manera que 7 = (1) con y € I'. Consideramos U; » = U; N y~!(U,). Entonces (U 2)
es un entorno de x en I1(U;) NTI(U,) ya que TI(U; 2) CTI(U;) y TI(U; 2) CT(y ' (U,)) y como y ! €T,
entonces [1(y~! (1)) = I1(U3). Por tanto, consideramos V; » = ¢@; (I1(U; 2)) que es un entorno de @; (x) en
V). Trataremos de probar la holomorfia de ¢, o ¢, Uen V1,2. Dividiremos la demostracién en tres casos, los
cuales el primero y el segundo son simétricos.

Caso A: ¢;(x) = 0. Por tanto, si x =II(7;), como ¢;(x) = 0, la aplicacién 6; en la definicién de ¢; resulta ser
81 = 8. Por ende, un punto de V;  serd de la forma g = ¢ (') = ¥ (7') = (81 (/)" para algin
7' € U 2, donde hy es el periodo de ;.

Denotamos por % € U, el elemento tal que &, = 3, es decir, W2(%) = 0 y denotamos por & su
correspondiente periodo. Como x’ =II(7’) con 7’ € U] 2, tenemos que ¥(7') € U, y podemos escribir

92(¥) = g2(TI(1(7)) = Po(¥()) = (82(¥(7)))"> = (82v8, ' (&1()" = (&8, " (¢'"))".

El tnico caso donde el cambio de cartas podria no ser holomorfo es si #; > 1, es decir, si 7; es eliptico
dado que la aplicacién que lleva z a z'/* no tiene porque ser holomorfa.
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Por otro lado, recordamos que U, solo tiene un punto eliptico, por construcciéon. Como 7; es eliptico
entonces ¥(71) = T, también es eliptico en U, ya que para cualquier 8 € I';;, como ¥ € I entonces
yT'y~! =T entonces yBy~! € I'z, y con el mismo periodo que 7y, por la Proposicién Por ende,
% =T y by = hp = h. Ademds podemos deducir que 6,0, I"es una aplicacién que deja fijo al punto

0y a o por tanto
—-1_ [(a 0
627/51 - (0 b) )

conay b e C\{0}. Por tanto, se tiene que

a

h
(B3 (g = (4",
que es una aplicacién holomorfa.

Caso B: ¢, (x) =0. Basta con considerar la aplicacién inversa a la definida anteriormente, la cual es holomorfa
dado que la aplicacién inversa de una aplicacion biyectiva holomorfa también es holomorfa.

Caso C: ¢;(x) # 0y @2(x) # 0. En este caso, construimos la correspondiente carta ¢z : [1(Us) — V3 tal que
¢3(x) = 0. Resulta razonando como en los casos anteriores @3 0 @, 'y @0 05 ! son holomorfas y
como ¢ o (pl_1 =@Qo@; Yoy 0 (pl_1 concluimos que el correspondiente cambio de cartas también
es holomorfo.

O

5.2. Compactificacion de Y (I') mediante cuspides

En la Seccién vimos que la curva modular Y (1) tenfa como dominio fundamental el conjunto D =
{tr €H:|Re(7)| < 1/2, |t| > 1} que no es compacto. Sin embargo, empleando la proyeccién estereografi-
ca podemos situar D sobre la esfera de Riemann obteniendo un triangulo sin el vértice superior. Podemos
compactificar dicho triangulo afiadiendo el punto en el infinito. El hecho de que podamos compactificar
Y (1) con un solo punto estd relacionado con que (QU {eo}) /SLy(Z) tiene una tnica clase de equivalencia.

En general, dado un subgrupo de congruencias I' de SL,(Z), recordamos que cada una de las clases de
equivalencia de QU {eo} por la accién de I' se denomina ctispide, ver Definicién El objetivo de esta
seccidén es mostrar que podemos afiadir las cuspides a Y (I") construyendo las correspondientes cartas de
manera que obtengamos una superficie de Riemann compacta que denotamos por X (I'). Emplearemos al-
gunas de las propiedades de la accién de SL,(Z) sobre QU {eo}. Recordamos que por el Lema[2.31]SL,(Z)
actda de manera transitiva sobre Q U {eo}. Desde un punto de vista geométrico, si ¥ € SLy(Z) lleva o a
s € QQ entonces transforma el dominio fundamental D en una regién que se estrecha hacia la cispide s, al
igual que la contraimagen de la proyeccion estereogréfica de D se estrecha hacia la cuspide o en la esfera
de Riemann.

Proposicion 5.11. El estabilizador de oo respecto a SLy(Z) es

SLy(Z)w = {j: (é ’;’) me Z}.

Demostracion. Basta tener en cuenta que las matrices que dejan fijo al infinito son aquellas en las que
c=0. O

Una vez visto como actiia SL»(7Z) respecto al oo, podemos afiadir las ciispides a Y (") considerando la accién
de I" sobre el conjunto unién de Hy QU {eo}.

Definicion 5.12. Sea H* = HUQU {eo} y I C SLy(Z) un subgrupo de congruencias. Definimos la curva
modular extendida por

X(T) = H*/T=Y([) U ((QU {ee})/T).
Por simplicidad, llamaremos X (') curva modular y a los puntos T's € (QU {ee}) /T ciispides de X (T).
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Definicion 5.13. Sea s € QU {eo} una ciispide de X (T") llamamos ¥s a y € SLy(Z) tal que (o) = s.

Lema 5.14. La curva modular X (1) = H*/SL,y(Z) tiene una iinica ciispide. En general. para cualquier
subgrupo de congruencias T de SLy(Z), la curva modular X (T') tiene un conjunto finito de ciispides.

Demostracion. La primera parte del lema es una consecuencia del Lema [2.31] ya que implica que oo es
SL,(Z)—equivalente a cualquier s € Q. Por tanto SL;(Z)ee = SL,(7Z)s, lo cual nos dice que solo existe
una tnica cdspide. Para la segunda parte, basta con conocer el nimero de clases de (QU {eo})/T. Si dos
elementos I'y = 'Y son de la misma clase lateral de SL;(Z) médulo I tenemos que

s =y(e0) = B(V () = B(s").

Luego los puntos s y 5" estdn en la misma cuspide. Por tanto, el nimero de cdspides es a lo sumo el nimero
de clases de equivalencia de SL(Z) médulo I' como probamos en la Proposicién este nimero es
finito. =

El siguiente paso, para poder construir nuestras coordenadas locales en las cispides, es dotar a H* de una
topologia. Podriamos tratar de considerar la topologia que resulta de intersecar H*, incluyendo los discos
de forma {z : |z| > r}U{eo}. Sin embargo, con esta topologia X (") no es Hausdorff porque cada entorno de
I's contiene una cantidad infinita de puntos de Q U {eo}. En consecuencia, necesitamos definir los entornos
de un modo mds laborioso.

Definicion 5.15. Sea M > 0. Definimos Ny como
Ny={teH:Im(t) >M}.

Ahora podemos definir la topologia en H* como la construida a partir de los conjuntos abiertos de H,
afiadiéndole para todo M > 0y todo ¥ € SL(Z) los conjuntos y(Ny U {eo}) que actdan como una base de
entornos de las cuspides. Cabe destacar que dado s € Q si tomamos ¥ € SLy(Z) tal que y(e0) = s, entonces
v transforma Ny U {eo} en un disco tangente al eje real en el punto s.

Veamos qué propiedades tiene la topologia que acabamos de definir sobre H*.

Proposicion 5.16. La curva modular X (T') con la topologia construida anteriormente, es un espacio to-
pologico Hausdorff,conexo y compacto.

Demostracion. Primero vamos a demostrar que cumple la condicién para ser Hausdorff. Esta demostracién
la dividiremos en tres casos dependiendo de donde esten situados los puntos.

1. Six; =I't1 y x, =I'1p con 71, 7o € H, estd demostrado en el Corolario[d.14]

2. Six; =Ts; yx,=T1 cons; € QU{e} y 7o € H, entonces s; = ¥, () con %, € SLy(Z). Sea
U, un entorno de 1, tal que K = U, es compacta y K C H. Entonces por la Proposicién existe
un M suficientemente grande tal que SLy(Z)K NNy = 0. Eligiendo U; = ¥, (Ny U {eo}), entonces
II(U,) NTI(U,) = 0. Por tanto, se cumple la propiedad para ser Hausdorff.

3. Por tltimo, six; =I's; y xp =I'sy con 51,52 € QU {eo}, x1 # x2, entonces s1 = ¥y, () y 52 = Y5, ()
con ¥, € SLy(Z). Consideramos Uy = ¥, (N U {eo}) y Uz = ¥, (N2 U {eo}). Veamos que se puede
concluir por reduccion al absurdo que IT(U;) NTI(U,) = 0. En caso contrario, existirfa y € T tal que
Y(%, (71)) = ¥, (T2) con 71, T2 € N». Por lo tanto, tenemos que

—1 a b
%‘2 Y%I<C d>

lleva 71 a T, razonando como en la demostracién del Lema suponiendo que Im(17;) > Im(7;)
tenemos que
le* < |e|im(7y) = [Im(cty +d)| < |ety +d| < 1

luego ¢ = 0. Por tanto, existe m € Z tal que

_ 1 m
,yszl,y.'}/ﬂ:j:<0 l)’

por la Proposicién ' ?’521 7%, deja fijo a co. En consecuencia, se cumple que y(s1) = (s, (e0)) =
%, (°) = 52, contradiciendo que s # .
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Por tanto, se puede deducir que X (T") es un espacio topolégico Hausdorff.

Veamos que X (I") es conexo. Suponemos que existen O;, O; abiertos no vacios tal que H* = 0, U0, y
01N Oy = 0. Por tanto como H es conexo, H C O 6 H C O,. Supongamos sin perdida de generalidad que
H C 0, entonces O, C QU {eo} pero esto contradice la hipdtesis de que O, es un abierto no vacio. Por
tanto H* es conexo y por ende X (I") también ya que es la imagen de H* por la aplicacién continua de paso
al cociente.

Por dltimo, veamos que X (I") es compacto. Para ello, veamos que

D* =DU{w} = {T € H: [Re(t)| < 1/2, |t| > 1}U{eo}

es compacto en H*. Dado un recubrimiento D* C U;c;U; con U; abiertos de H*, tenemos que existe j € J
tal que oo € U;. Por tanto, existe M € N>, tal que Ny U {eo} C U;. Como D* \ Nyy C H es compacto existe
un subrecubrimiento U}, U; NH que lo contiene. En consecuencia, se cumple que

D" C (U?le,‘) UUj.

Por consiguiente D* es compacto en H*.
Resulta que D* es un dominio fundamental de la accién de SL,(Z) sobre H*, luego

H* = SL,(Z)D* = UL \Ty;(D*)

porque [SLy(7Z) : T'] < oo por la Proposicién En consecuencia, se tiene que X(I') = U4 I1(y;(D*)),
como ITy y; son continuas I1(y;(D*)) es compacto luego X (I") es compacto. O

Una vez demostrado que X (I') es compacta, vamos a dotarla de cartas para ver que es una superficie de
Riemann. Para ello nos falta construir cartas para las cdspides de X(I') que sean compatibles con las que
hemos definido en la Seccién para Y (I'). Introducimos la nocién de anchura de una cispide.

Definicion 5.17. Sean T un subgrupo de congruencias, s € QU {0} una ciispide de X(T') y s € SL»(Z) tal
que Ys(e0) = s. Se define la anchura de s respecto a T como

hsr = [SLa(Z)w/ (¥ ' {EITH) |-

Cabe destacar que suprimiremos el subindice I" cuando el contexto lo permita. La anchura de una cuispide
es una nocién andloga al periodo de un punto eliptico. Recordamos que el periodo de un punto eliptico
representa el nimero de sectores que se identifican por la accion del subgrupo en un disco centrado en
el punto. En la cuspide, tenemos una cantidad numerable de sectores que se identifican bajo la accién
de subgrupo. Llevando la ctspide a o estos sectores son bandas verticales de amplitud uno, y la anchura
representa el nimero de bandas que son distintas bajo la accién de grupo.

Antes de pasar a construir las cartas, estableceremos una serie de propiedades importantes sobre /;.

Proposicion 5.18. Sean I un subgrupo de congruencias, s € QU{e} una ciispide de X (I') y hy su anchura.
Entonces

a) hy es finito.

b) hy =|SLy(Z)s/{£I}T|.

c) hS:min{hGNzl : ((1) ?) EJ/S]FYS}.

Demostracion.  a) Como I es un subgrupo de congruencias entonces existe N € N> tal que I'(N) CT.
Por la Proposicién , sabemos que T'(N) C ys’lF}/s por tanto podemos deducir que

hor = |SLa(Z)e/ (1, ' {ZI}TR) .| < SL2(Z)e/T(N)eo| < [SLa(Z) : T(N)],
luego, Ay 1 es finito.

b) Para demostrar esta segunda parte, construimos isomorfismo g : SLy(Z)e — (%SL2(Z)Y; '), donde
2(y) = 7,y¥:". Primero, vemos que esta bien definido ya que si (o) = oo entonces

%Y (5) = %(¥(e0)) = %(e0) =s.
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Se puede comprobar de forma directa que es biyectiva.
De una manera andloga, se puede comprobar que I'y = (?’s_lr%)w~ Por ende, concluimos que

SLy(Z)w/ (7 {1} T 2 SLo(Z)s/ {£1} T

lo cual implica que s = [SLy(Z)/ {£I}T|.

c¢) Basta observar que SLy(Z)o = {£1} ((1) }) ). Luego existe h € N> tal que

(') = (g )

y resulta que h = h;.
O

En particular, la proposicién anterior muestra que %, es independiente de la transformacién ¥, € SL,(Z)
elegida para la definicion.

Proposicion 5.19. Sean I un subgrupo de congruencias, s € QU {eo} una cispide y y € SL,(Z). Entonces

hsr = hy(s) yoy-1-

Demostracion. Vamos a dividir la prueba en dos partes distintas.
Si 7(s) = oo, entonces ¥ = ;! y por la Proposicién obtenemos que

oyt gyt = [SL2(Z)eo/ {£1} (% ' TH)oo|

Por tanto, por definicién de /- tenemos que son iguales.

Si 7(s) = ¢ € Q, entonces podemos construir f : SLy(Z); — SL(Z), dada por f(B) = yBy . Se puede
comprobar de manera sencilla que es un isomorfismo. De forma anéloga, se construye el correspondiente
isomorfismo entre 'y y (yFy_l)q y por tanto, haciendo el cociente y viendo que son espacios isomorfos, se

puede deducir que A, = hY(S)A,}’FY’I‘ ]

Por tltimo, veamos que %, solo depende de I's.

Proposicion 5.20. Sean I' un subgrupo de congruencias, s € QU {eo} una cispide. Entonces hsr solo
depende de Ts y, por tanto, estd bien definida en X (I').

Demostracion. SiT's =Tgq, entonces existe y € I tal que g = ¥(s) y, por la Proposicién s = hy yry1.
Como y € I'y I es un subgrupo yI'y~! =Ty, por tanto, se cumple que hsr = hyr. O

Emplearemos estas propiedades sobre la anchura para construir las cartas para las cuispides. Para ello,
empezamos definiendo una aplicacion auxiliar.

Definicién 5.21. Sean I' un subgrupo de congruencias, s € QU {eo} una ciispide de X(I'), h = hsr y
U = U, = %(N,U{}). Definimos ¥ : U — V como ¥ = ¢ oy, ! donde ¢ : C — D dada por ¢(z) = ¢>™/"
yV=¥({).

Desde el punto de vista geométrico, lo que hacemos con esta aplicacién es coger un entorno de nuestra
clispide, trasladarlo a o empleando ¥, ! y, por medio de ¢, identificando los puntos a distancia mh con
m € Z. Ahora veamos que los puntos identificados por la aplicacion ¥ son los mismos que los identificados
por la aplicacién IT.

Proposicién 5.22. Sean I un subgrupo de congruencias, s € QU {eo} una ciispide de X(I'), h = hyr,U =
Us = %(N2 U {eo}) y 71,72 € U. Entonces

(7)) = (1) siy solo si ¥(11) = ¥(11).
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Demostracion. Tenemos que I1(1;) =TI(1,) siy solo si existe y € I tal que 7] = (7). Por tanto aplicando
Y% ! podemos deducir que % '(71) = (% 'vy;) % ' (). Razonando como en el apartado 3 de la demos-
tracién de la Proposicion }/S’l Y7Ys debe ser una traslacion, luego deja fijo a o. Por otra parte sabemos
que

%'V €% THNSLa(Z)w = (% 'THh)...
Por tanto, por la Proposicion es una traslacion en la direccion mh con m € Z y h € N>1. Por ende,
(7)) =I(72) siy solosi ¥ ' (1) = ¥ 1(72) +mh lo que equivale a ¥(71) = ¥(12). O

Empleando el resultado anterior, dado U entorno de s queremos encontrar un homeomorfismo entre IT1(U)
y V =¥(U) de un modo similar a las cartas construidas en ¥ (I').

Proposicion 5.23. Sean I un subgrupo de congruencias, s € QU {co} una cuspide, el conjunto U = Us =
¥s(N2U{eo}) y V =Y (U). Definimos @ : II(U) — V como @(I1(1)) = ¥(7) para todo Tt € U. Entonces ¢
es un homeomorfismo.

Demostracion. Por la Proposicién @ esté bien definida y es inyectiva. La sobreyectividad es directa
por construccién. Como ITy W son continuas tenemos que ¢ y ¢! son continuas, luego ¢ es un homeo-
morfismo. O

Nos falta comprobar que la aplicacion transicion es una aplicacion holomorfa. Para probar esta afirmacién
necesitamos demostrar un lema previo.

Lema 5.24. El conjunto N, no contiene puntos elipticos en SLy(Z).

Demostracion. Dado T = y(i) 6 T = y(u3) con y € SLy(Z) tenemos que, por la Proposicién la parte
imaginaria Im(7) = Im(i)/|ci +d|* 6 Im(7) = Im(p3) /|ctt3 +d|*>. Como |ci+d| > 1y |cusz +d| > 1 para
todos los pares (c,d) € Z>\ {(0,0)} y como Im(i) = 1 y Im(u3) < 1, concluimos que Im(7) < 1, luego
T ¢ Nz. O

Proposicion 5.25. Sea ¢; : II(U;) — Vi y @2 : II(Up) — Va, definidas en la Proposicién o Proposicion
Entonces @20 @, " @ (TL{U) NTL(U2)) — @2 (T1(Uy) NII(U2)) es una aplicacién holomorfa.

Demostracion. En esta demostracion consideramos dos casos diferentes.

1. Suponemos que U; C H es un entorno de 7; € H sin puntos elipticos, excepto quizds 7; y el sub-
conjunto U, = ¥, (N> U {eo}) es un entorno de so € QU {eo}. Para cada x € II(U;) NII(U>) escri-
bimos x =T1(%]) =II(1) con 7] € Uy y T» € U, luego existe ¥ € T con 7, = y(7}). Consideramos
Ui, =U Ny~ !(U,) que es un entorno de @ (x) en V, 2= (II(U,) NII(U3)). Tomamos @; (x') €V »
conx' =TI(7') y T’ € Uy y escribimos ¢ = (8;(7'))" con & = &;,, como en la Deﬁnicién Te-
nemos que

_ vyt iv-Lys—L(gl/h
9200, (@1() = ¢2() = ga(TI(N(T))) = Pa(y(¢)) = W VENh2 — 20K 10 T/

que es una aplicacion holomorfa excepto si i > 1y, ademds, 0 € @ (II(U2)).

Sin embargo, si h; > 1, es decir, si 7] es un punto eliptico, entonces podemos probar que 7; ¢ U ».
En caso contrario, tendriamos que }{\21 (v(71)) € N> 1o que es imposible porque N, no contiene puntos

elipticos por el Lemam Por tanto, si 1; > 0 entonces 0 ¢ @ (II(U12)) y ¢20 ¢, ! es holomorfa.
2. Suponemos que Uy = ¥ (N2 U{eo}) y Uy = 12 (N2 U{eo}) con s1 = 71 (e0) ¥ 52 = Y2 (o0) en QU {eo}. Si

II(U;) NII(U,) # @ entonces existe ¥ € I tal que y(71 (N2 U {eo})) N2 (N2 U {eo}) # 0. Por tanto, se

tiene que 7, 'yy1 lleva un punto de N> U {eo} en otro punto de N U {e}. Por ende, razonando como

en la demostracién de la Proposicion , tenemos que Y, 'v11 es una traslacion, luego deja fijo a co.
Entonces, se tiene que

Y(s1) = (71 (e0)) = 1a(e0) = 52.
Aplicando la Proposicién , tenemos que sy = hy = h. Tomamos un punto T € Uy, = U1 N y’l (UL)
cong=¥(1)= 2 ()/h y vemos que

@0 (Pf] (61) _ ‘PZ(Y(T)) _ ezmyz’ly(f)/h _ eQm’yz’lwl (y,’l(r))/h _ eZni(yl’l(er)/h _ qe2mm/h.

Por tanto ¢, 0 ¢ ! es una aplicacién holomorfa.
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En conclusién, hemos probado que podemos dotar a X(I') de una estructura de superficie de Riemann
compacta compatible con la dada para Y (T').

5.3. Teorema de la modularidad

Los conceptos y los resultados de las secciones anteriores nos permiten presentar una version del teorema
de la modularidad comprendiendo todas las nociones que intervienen en el enunciado. Recordemos que, por
lo visto en la Seccién toda curva eliptica E tiene un invariante j(E) bien definido. Del mismo modo,
recordamos que el subgrupo de congruencias I'o(N) C SLy(Z), definido en la Seccién [2.3] tiene asociada
la curva modular X, (N) definida en la Seccién[5.2]y tanto E como Xo(N) tienen estructura de superficie de
Riemann. Con esta notaciéon podemos enunciar la version analitico-compleja del teorema.

Teorema 5.26. Sea E una curva eliptica compleja con j(E) € Q. Entonces existen N € N> y una aplica-
cion holomorfa y sobreyectiva entre superficies de Riemann compactas desde la curva modular Xo(N) a la
curva eliptica E,

Xo(N) — E.

A esta funcion se le conoce como parametrizacion modular de E.

En otras palabras, esta version nos dice que todas las curvas elipticas con invariante racional provienen de
las curvas modulares via aplicaciones holomorfas, cuando consideramos ambas curvas como superficies de
Riemann.

En los resultados previos hemos visto que las curvas modulares son en cierta forma el dominio natural
de definicion de las curvas elipticas. Sin embargo, en la versién mds difundida del teorema de la modulari-
dad aparece una conexién explicita entre formas modulares y curvas elipticas. Con intencién de completar
la informacién del trabajo presentamos otras dos versiones del teorema de la modularidad. En esta ocasion,
no describiremos en detalle todos los elementos que intervienen en el enunciado y nos limitaremos a mos-
trar la relacion que guardan entre ellos. Los pormenores y las pruebas se pueden encontrar en el libro de
F. Diamond y J.Shurman [4]] que hemos empleado como referencia principal de este trabajo.

En primer lugar, daremos una versién algebraico-racional del teorema. Para poder pasar de la version
analitico-compleja a este otro enfoque debemos estudiar el cuerpo de funciones meromorfas sobre una
curva modular. En el caso de Xo(N), se puede probar que el cuerpo de funciones meromorfas sobre esta
curva es C(j, jx) donde j es el invariante modular, ver la Definicion[3.35]y jn(7) = j(Nt) para todo 7 € H.
Realizando el camino inverso, podemos partir del cuerpo de fracciones racionales Q(j, jy) y tratar de buscar
una curva algebraica cuyo cuerpo de funciones sea este cuerpo. Con las adaptaciones pertinentes, tenemos
la posibilidad de construir dicha curva que denotamos por Xo(N),,. De esta manera, somos capaces de
establecer una version del teorema donde la curva eliptica compleja es remplazada por una curva eliptica
racional, la curva modular Xo(N) por su version racional algebraica Xo(N),, y la aplicacién holomorfa
sobreyectiva entre superficies de Riemann compactas por un morfismo de curvas algebraicas sobre Q.

Teorema 5.27. Sea E una curva eliptica sobre Q. Entonces existen N € N> y un morfismo sobreyectivo
de curvas algebraicas sobre Q desde la curva modular Xo(N )alg a la curva eliptica E,

X()(N)a[g — E.

Aunque ambas versiones son equivalentes la prueba de A. Wiles se centré en este segundo enfoque. Ademas,
esta version nos permite introducir un nuevo invariante que es necesario para enunciar la tercera versién del
teorema de la modularidad.

Definicion 5.28. Sea E una curva eliptica sobre Q. El menor valor de N € N> que satisface el
Teorema es llamado el conductor analitico de E.

La version mas popular del teorema de la modularidad relaciona las soluciones médulo p de la ecuacion
dada por una curva eliptica con los coeficientes de Fourier de una forma modular, definidos en la Seccién
221 Precisaremos estas ideas.
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Definicion 5.29. Sea E una curva eliptica sobre Q. Asumimos que E estd en forma reducida. Sean p un
ntimero primo y E la reduccion de E modulo p. Entonces, definimos

ap(E)=p+1-— |E(Fp)|

Por otro lado, a partir de Xo(N)q; podemos construir una forma modular cuspidal f de manera que los
coeficientes del desarrollo de Fourier de f coincidan con los valores correspondientes de la curva eliptica
sobre los primos.

Teorema 5.30. Sea E una curva eliptica sobre Q con conductor Ng. Entonces existe una forma modular
f € 8$2(To(NEg)) tal que para todo primo p se tiene que

Recordamos que para las sucesiones definidas en términos de una ecuacién de recurrencia, como la suce-
sién de Fibonacci, podemos calcular la serie de potencias formal cuyos coeficientes son los términos de
la sucesién. Cuando dicha serie de potencias es convergente representa una funcién, por lo que se deno-
mina en todos los casos funcidn generatriz. Por ejemplo, la sucesion de Fibonacci dada por la recurrencia
Fy=F =1,F,»=F, | +F, paracadan € N tiene por funcién generatriz F(q) = q/1 — q— ¢*.

Por sorprendente que parezca, el teorema de la modularidad afirma que, en cierta forma, las formas modu-
lares actiian como funciones generatrices de la sucesién a,(E). Por ejemplo, para la curva eliptica

E={(xy) e@:y2:x3—4x2+16}

la funcién generatriz es la forma modular

flg)= qf[(l —dV(1—¢"")? =q(1-9*(1—¢" (1 -1 -¢?) (1 -¢") (1 —¢7)....
k=1

Cabe resefiar que este ejemplo con el que concluimos la memoria es uno de los presentados por M.Eichler
y que inspird la conjetura de Taniyama-Shimura-Weil. Los detalles pueden encontrarse en [[7]].
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