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Resumen

La combustién se ve envuelta en varios fenémenos fisicos como la turbulencia, asi como
en diversas reacciones quimicas. En este trabajo, se presenta un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales que modelan este fenémeno. Este sistema, ha sido introducido previamente
por Andrew Majda en su articulo llamado “A qualitative model for dynamic combustion”,
desde el cudl parte este estudio.

A lo largo del mismo, se demuestra la existencia y unicidad local de soluciones cldsicas en
espacios de Sobolev, que, posteriormente son demostradas como existencia y unicidad global.
Ademds, incluye el estudio de una cantidad conservada que presenta el sistema junto con una
simulacién numérica para explorar el comportamiento de la solucién estudiada previamente.

Palabras clave: combustién, existencia local, existencia global, unicidad, EDP.

Abstract

Combustion is involved in various physical phenomena such as turbulence, as well as
different chemical reactions. In this study, a system of partial differential equations is presented
to model this phenomenon. This system has been previously introduced by Andrew Majda
in his article titled “A qualitative model for dynamic combustion”, from which this study
begins.

In this article, the existence and local uniqueness of classical solutions in Sobolev spaces
are demonstrated, which are subsequently proven to exist globally and be unique. Further-
more, the investigation of a conserved quantity that the system presents is appreciated, along
with a numerical simulation to explore the behavior of the previously studied solution.

Keywords: combustion, local existence, global existence, uniqueness, PDE.
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Introduccion

Los fluidos incompresibles son objeto de estudio en gran parte de la matematica aplicada,
teniendo gran importancia (como viene motivado en [9]) tanto desde el punto de vista tedrico
como del punto de vista practico. El punto de vista tedrico permite el estudio de propiedades
y singularidades y, el punto de vista préactico, permite realizar simulaciones para observar los
fundamentos tedricos.

En este trabajo, se va a estudiar y analizar el fenémeno de la combustion de una manera
simplificada ya que el problema completo trae consigo una gran dificultad. Uno de los motivos
de que el estudio de la teoria de la combustién conlleve un desafio formidable, como apunta
Andrew Majda en [1], es que hay varios fenémenos fisicos involucrados como pueden ser ondas
de choque, turbulencias o temperaturas de autoignicion, asi como una gran variedad de escalas
de tiempo y longitud presentes en las soluciones.

Algo comiin de muchos de los estudios sobre los fluidos incompresibles como pueden ser [2],
[9] o [10], es que se presenta no-localidad en la variable que representa el espacio. Sin embargo,
algo que diferencia este estudio de los mencionados anteriormente es que la no-localidad se
presenta en la variable que representa al tiempo.

Por lo tanto, este problema resulta interesante tanto desde el punto de vista fisico como
matematico. Ademads, el modelo presentado tiene relaciéon andloga con el flujo de gas de
reacciéon como lo hace la ecuacion de Burgers con el flujo de fluido compresible ordinario.

A continuacién, se va a presentar el modelo definitivo que se utilizard para el posterior
estudio y, que va a resultar de gran importancia en todo el trabajo, que es definido por Andrew
Majda en [1] :

pt+ (pu)x =0,
(,OU)t + (pu2 +p)x = VlUgy

<;pu2 + pe)t + <u <;pu2 + pe>> + (pu)e = (vugu), + (AT3),
(p2)e + (upZ)s = —K¢QET)/)Z +d(pZs),

donde p es la densidad, u la velocidad, e es la energia interna absoluta por unidad de masa
de la mezcla, p es la presién, T = Z es la temperatura y Z es la fraccién de masa del gas
no quemado. También, hay que mencionar que hay tres constantes positivas, v, A y d, que
representan respectivamente viscosidad,la conduccién de calor y la difusién de especies. Las
distintas ecuaciones que forman el sistema hacen referencia a la masa, momento, energia y
reacciéon quimica respectivamente.

Centrandose ahora mas en este trabajo, se va a realizar un breve resumen de lo que se ha
realizado en cada capitulo.

El primer capitulo, consiste en una breve introduccién de alguno de los conceptos clave
para seguir este trabajo, asi como alguno de los lemas mas importantes para la resolucién de

(1)



muchos de los apartados del mismo.

El segundo capitulo, supone el mayor grueso del trabajo. En él, se termina de presentar el
sistema de estudio y se realiza el estudio de existencia y unicidad local de soluciéon mediante
el método clasico de la energfa, para el que se ha razonado de forma similar a [9] o [10].

Una vez demostrada la existencia y unicidad local de solucién, se va un paso mas alla en el
tercer capitulo, demostrando que dicha existencia y unicidad es global. Ademds, se demuestra
la existencia de una cantidad conservada para cualquier instante de tiempo t.

Para finalizar, en el cuarto capitulo se realiza una simulacién numérica que permitira apre-
ciar lo que se ha estudiado teéricamente y se concluird el estudio enunciando una conjetura.



CariTULO 1

Preliminares

En este capitulo se presenta una introduccién de algunos de los términos que posteriormen-
te apareceran en el trabajo y conviene mencionarlos para que el lector pueda seguir el trabajo
realizado. Conviene empezar por la definicién de ecuacién en derivadas parciales (EDP) y de
ecuacién diferencial ordinaria (EDO).

Definicién 1.1 (EDP). Se dice que una ecuacion es una ecuacion en derivadas parciales de
orden n € N si aparece una funcion que depende de al menos dos variables reales, junto a
algunas derivadas parciales de la misma de hasta orden n.

Definicién 1.2 (EDO). Se dice que una ecuacion es una ecuacion diferencial ordinaria de
orden n € N cuando aparece una funcion desconocida que depende solamente de una variable
real, junto a algunas derivadas de orden n de la misma.

A lo largo de este trabajo se podréan encontrar diversas ecuaciones en derivadas parciales,
donde las funciones desconocidas seran el objeto de estudio. Por ejemplo, la derivada parcial
de la funcién desconocida u(x,t) con respecto a la variable x se denotard como dyu(x,t) o
como u,(x,t). En el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, se denotard la derivada de
una funcién en una variable, por ejemplo u(t), como %u(t).

Unos conceptos muy importantes a la hora de comprender este articulo son los espacios
LP, que seran introducidos a continuacion.

1.1. Espacios L?

Los espacios LP son también conocidos como los espacios de Lebesgue, debido al ma-
tematico francés Henri Léon Lebesgue. Para entender estos espacios, conviene conocer cierta
informacién sobre lo que son los espacios medibles (en sentido Lebesgue) y las funciones me-
dibles (de nuevo, en sentido Lebesgue) con el objetivo de seguir la lectura (se puede ampliar
informacién sobre estos conceptos en [3] y [5]). El concepto espacio de medida es esencial a la
hora de definir los espacios LP. Es el siguiente:

Definicién 1.3 (Espacio de medida). (2, M, i) es un espacio de medida si ) es un conjunto,
M es un dlgebra en Q y pu es una medida en (Q, M). (Se puede profundizar en [3])

Una vez introducido el concepto de espacio de medida, se introduce otro concepto esencial,
los espacios LP.

Definicién 1.4 (Espacios LP). Sea la terna (2, M, ) un espacio de medida y 1 < p < oo, se
define L1,(Q) como el espacio vectorial formado por las funciones medibles que cumplen

/!fp dp < o0
Q

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ahora bien, teniendo en cuenta esta definicion, se considera la siguiente relacion de equi-
valencia R sobre L}(9):
fRg < f = g en casi todo punto

Con lo que se puede definir un nuevo espacio vectorial.

Definicién 1.5 (Espacios LP(Q2)). Se define LP(€2) como LP = LP /R, es decir, como el espacio
vectorial cuyos elementos son las clases de equivalencia de la relacion R. En este espacio, se
define la norma de una clase de funcion f de la siguiente manera

11 = ( [ 1560 pae) "

Por otro lado, falta por presentarse el caso en el que p = co. Es por ello por lo que hay
que introducir la siguiente definicion.

Definicién 1.6 (Espacio L*). Sea la terna (2, M, p) un espacio de medida y p = oo, el
espacio L7 se define como el espacio vectorial formado por las funciones medibles acotadas
esencialmente. Considerando de nuevo la relacion de equivalencia R, se define el espacio L™
como el espacio vectorial formado por todas las clases de equivalencia dadas por la misma.
En este caso, se define la norma en L como el supremo esencial, es decir,

£l = mf{K € R: |f(z)| <K Ve Q)

Los espacios LP, con 1 < p < 00, son espacios de Banach, es decir, son espacios vectoriales
normados y completos en la métrica definida a raiz de la norma definida en la definicién 1.5
o en la definicién 1.6. Si bien no se profundizara en este concepto, conviene mencionarlo para
su posterior uso.

Por otro lado, en [8] se definen algunas desigualdades que seran introducidas y utilizadas
en este trabajo. En primer lugar, conviene presentar la desigualdad Holder.

Lema 1.1 (Desigualdad de Holder). Sean p,q dos valores tales que 1 <p,g<ocoyl= -+

y sean f,g dos funciones medibles, se cumple

1
q

S

1 - gl <N fllze - llgllza

Ademsds, es interesante anadir una generalizacién de la desigualdad de Holder ya que
también serd utilizada a lo largo del trabajo. Esta generalizacion viene descrita en [7] o en [§]
de la siguiente manera:

Lema 1.2 (Generalizacién desigualdad de Hoélder). Asumiendo que cada una de las funciones
f1, fo, ..., fr son funciones tales que

1 1 1 1
fi € LP" con 1 <i <k cumpliendo que — = — + — +--- 4+ — <1
p P11 P2 Pk

Entonces, el producto f = f1 - fo--- fr pertenece a LP y se verifica

11z < Nfallor - Wf2llpes - - [ fxll Lo
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Otra de las desigualdades que se usard a lo largo del trabajo y que el lector debe conocer
estd recogida en el siguiente lema. Tanto esta desigualdad como las restantes de esta seccion
vienen presentadas en [8].

Lema 1.3 (Desigualdad de Young). Sean p,q dos enteros positivos tales que 1 < p,q < o0 y
% + % = 1. Entonces, para cualesquiera numeros positivos a,b > 0, se tiene

al bl
ab< — + —
p q

Sin embargo, en ocasiones convendra hacer tender a 0 uno de los dos términos. Por ello,
es necesario introducir la anterior desigualdad de manera generalizada.

Lema 1.4 (Desigualdad de Young generalizada). Sean dos nimeros a,b > 0 y sea € > 0, se
verifica

1
ab < eal + (Ep)—q/p e
q

Con este lema y la eleccién del € adecuado, se conseguira la obtencién de términos deseados
mas adelante. Otra desigualdad que se utilizard a menudo es la siguiente.

Lema 1.5 (Desigualdad triangular). Sean 1 < p < oo y u,v € LP(Q). Entonces,
[+l < flullze + llvll e
Por ultimo, se va a mencionar la conocida desigualdad de Gronwall en su forma diferencial.

Lema 1.6 (Desigualdad de Gronwall). Sea f(t) una funcion continua no negativa en [0, T
que satisface para casi todo punto t la desigualdad

f1(t) < (1) f(t) + ()

donde ¢(t) y 1 (t) son no negativas sumables en [0,T]. Entonces

F(t) < o) ds [ / (s }

para todo 0 <t <T. En particular, st
f<ofen]0,T]y f(0)=
entonces
f=0enl0,T]
1.2. Espacios de Sobolev

También es necesario definir el concepto de espacios de Sobolev, ya que serd un concepto
que aparecerd de forma continua en este trabajo, cobrando una gran importancia a lo largo
del mismo.



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicién 1.7 (Espacios de Sobolev). Un espacio de Sobolev es un subespacio vectorial de
los espacios LP (mencionados en la seccion 1.1) ya que, dado Q € R"™, se define el espacio de
Sobolev W™P(Q) como el conjunto de funciones u € LP, con 1 < p < oo cuyas derivadas de
hasta orden m pertenecen a LP.

En este trabajo, se denotard por por H™ si p = 2. Es decir, siempre que el espacio de
Sobolev sea de la forma W™2(Q) sera denotado como H™.

Una desigualdad que va a ser utilizada en varias ocasiones (introducida en [8]) es la
siguiente:

1
Lema 1.7 (Desigualdad de Sobolev). Sea v € H® con 0 < s < 3 entonces para toda p que

verifique

eziste una constante C' tal que se verifica
lullp < Cllul| g

Ademas, conviene introducir otra versiéon de la desigualdad de Sobolev, ya que seran
utilizadas las dos a lo largo del trabajo. Esta desigualdad estd presentada en [4].

Lema 1.8 (Desigualdad de Sobolev. 22 versién). Sea 6 > 0 y u una funcién tal que u € o2t
Entonces, existe una constante Cy tal que se verifica

[ull oo < Cs llull 345

Por ltimo, se mostrara la ultima de las desigualdades. Esta, es la conocida interpolacion
en espacios de Sobolev, que viene introducida en [4].

Lema 1.9 (Interpolacién en espacios de Sobolev). Dado s > 0, entonces existe una constante
C, tal que para todo v € H5(Q) y 0 < ' < s,

’ S‘/

1—= s
[ullgsr < C -l - [lull s



CAPITULO 2

Analisis del problema

En este capitulo, se va a profundizar en el modelo presentado en la introduccién. Partiendo
de él, se estudiara la existencia y unicidad de solucion local para un sistema més simplificado.

2.1. Presentacion del modelo final

Partiendo del sistema inicial (1), Majda [1] transforma dicho sistema en el sistema de
ecuaciones (2.1), dado por:

Tt—vxzo

UVt + Do =V (T_lvx)x

(;1)2 + e) + (pv)e = (T’lymv)w + (AT’lTx)x
¢

(2)e = —Ko(T)Z + (dZ2),

donde 7 = % y v la velocidad del fluido.

Ademsds, se debe recalcar el valor de algunas funciones y variables. Ente ellas, se tiene a
#(T), que ayudara a evitar la dificultad que supone el “limite frio”. Ademds, se presenta el
valor de la variable e, que representa la energia interna por unidad de masa tanto de los gases
no quemados como de los gases quemados. Esta variable tiene la forma:

1
852604'(1—2)61ZﬁT+91+Z(90—91) (2.2)

En este caso, solo se considera reacciones exotérmicas, por lo que la energia liberada
qo = go — g1 satisface qg > 0.

Ahora bien, centrandose en el sistema (2.1), se observa que la primera ecuacién, 7,—v, = 0,
se puede despejar de tal manera que 7 sea una funcién en términos de v:

T(z,t) = /0 vz(x,s) ds+ 7(x,0)

De la misma manera, se utiliza la segunda igualdad para expresar p en funcién de 7 y v y, por
ende, en funcién de v. Entonces, se aprecia que si se obtiene la funcién v, se puede conocer
de forma directa 7 y p. Por consiguiente, de forma inmediata se ve que las caracteristicas
esenciales del sistema (2.1), que era el objeto de estudio inicial, estan codificadas en las dos
ultimas ecuaciones ya que ambas ecuaciones las podemos expresar en términos de Z y v.

Es por ello que Majda introdujo en [1] un sistema simplificado. Este sistema es el que se
va a analizar matematicamente, ya que captura las principales caracteristicas que el modelo

7



8 CAPITULO 2. ANALISIS DEL PROBLEMA

inicial. Sin pérdida de generalidad, se puede presentar de la siguiente manera:

(u + qOZ)t + (f(u)):v = /Buzm

Zy=—¢(u)Z 23)

donde se mantiene la ecuacion cinética en (2.1), ya que sigue teniendo transporte, pero igno-
rando la difusién de especies (término en el que aparecia d en el sistema (2.1)), manteniendo
el mecanismo esencial de transferencia de energia, modelando los efectos no lineales del fluido
usando f(u). Ademds, se agrupan los efectos de la conduccién de calor y la viscosidad en un
solo término de difusién, Suy,. En este caso, las funciones f(u) y ¢(u) seran:

f) =g )= w0 (24)

Por lo que, sustituyendo en el sistema (2.3), el sistema final de estudio es el siguiente:

2
Zy=—e Vg
u(z,0) = ug(z) >0
Z(x,0) = Zp(x) > 0

x € [—m, ] con condiciones de borde periddicas ,t € [0,T],7 > 0

(u + QOZ)t + <1U2> = Bumx

Cabe destacar que las soluciones de u y Z del sistema (2.5) no estén relacionadas con las
soluciones del sistema (2.1), ya que, pese a que mantienen ciertas caracteristicas, los sistemas
de estudio no son equivalentes.

Por otro lado, se observa que, dentro del sistema (2.5), la ecuacién

1
Zi(x,t) = —e v - Z(x,t) (2.6)
hace que dicho sistema sea no-local en tiempo. De forma directa, se puede resolver la ecuacion
(2.6), obteniendo
1
Z(x,t) = Zo(x) e~ oe "Tds (2.7)

A continuacién, sustituyendo esta solucién en la ecuacién correspondiente a wu; en el sistema
de estudio (2.5), se logra

t eil/u(xas)ds

Up = —U - Uy + Pz + e u -qo * 2y e o (2.8)

donde se puede observar la no-localidad mencionada anteriormente.
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2.2. Estudio del problema (2.5)

En esta seccién, se estudiard la existencia de soluciones para las ecuaciones de (2.5). En
concreto, se debe estudiar la solucién de u(z,t), ya que la solucién de Z(x,t) es conocida y
ya ha quedado expuesta en (2.7), por lo que existird siempre que lo haga la solucién u(z,t).
Se llevard a cabo el estudio de la misma utilizando el clasico método de energia desarrollado
por Leray en 1934.

2.2.1. Resultado principal y metodologia
El resultado principal que se va a tratar de resolver a lo largo el capitulo es el siguiente:

Teorema 2.1 (Resultado principal). Dados ug > 0 y Zo > 0 tal que (ug, Zog) € H> x H3,
entonces existe t > 0 tal que existe una vnica solucion local (u, Z) € C([0,t], H®> x H3).

Para llegar a demostrar este teorema, se va a utilizar el método de energia que ha sido
mencionado antes. Concretamente, se define

Elu](t) = [u()||Fs + y(t) (2.9)
donde

m con m(t) = ma,m u(z,t)

y(t) =
Se observa que E(t) es la suma de una cantidad integral junto con una cantidad puntual. El
objetivo es garantizar que F(t) estd acotada, ya que, para una determinada funcién wu(x,t), si
E[u](t) estd acotada, sus dos sumandos, por ser positivos (como se verd més adelante con el
término y(t)), estdn acotados también. Ademads, por el segundo término de la suma, se sabe
que la funcién u(z,t) es positiva por el hecho de que si y(t) estd acotada, m(t) > 0y, por
lo tanto, u(z,t) > 0. Por otro lado, si Efu(t) estd acotada, el primer término esta acotado
también, luego tanto u como wuy,, pertenecen a L2.

En primer lugar, el objetivo inicial fue obtener una desigualdad diferencial para la derivada

SE) = SO + a3 + So(0) (210)

del tipo
d
%E[u](t) <C(E(t)+1)
con C € R. Sin embargo, debido a la no-localidad en tiempo presente en el problema, es

necesario definir la siguiente expresién:
Elu] = sup (|lu(®)Fs +y(t)) = sup Elul(t) (2.11)
t<T t<T

Para £(u) se conseguird una desigualdad polinémica del tipo
ESCHIP(E)

lo que permitird obtener un tiempo uniforme de existencia.
Luego, en la proxima seccién, se realizaran estimaciones de energia para lograr acotar los
diversos sumandos. Estos, seran necesarios para demostrar la existencia de solucién.
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2.2.2. [Estimaciones de energia

Una vez enunciada la metodologia y el resultado principal, se van a realizar las estimaciones
de energia con el objetivo de demostrar la existencia de solucion local. En esta seccién, se va
a asumir que hay una solucién regular y, siempre que el lector vea normas en LP, si no se
especifica en que variable es, serd en la variable zx.

Recordando que la ecuacién de la funcién Z(z,t) (descrita en (2.6)) tiene una solucién
directa (como se ve en (2.7)), este capitulo se va a centrar en la obtencién de las acotaciones
de la funcién u(zx,t). En primer lugar, se acotard

d
)2

partiendo de la ecuacién de la u en el sistema (2.5) junto con la sustitucién de la expresion
(2.7), se tiene:

1d i
5%]@(75)”%2 :/ u-up dx

™
:/ “ <_uu$ + Bugz +qo - e—l/u “Zo-e fOt o ds) dr

-

1 [7 7
:_3/ (ug)x dr+f U Uy dr+
_r .
+/ u-qo- 2o 671/“ e fg e~ 1/w(@,8)qg d
=L+ 12+ 13

donde I, I> e I3 son los sumandos de la iltima igualdad, nombrados en orden de posicion.
Estos tres sumandos, son con los que se debe trabajar para acotar la norma L? de u. Se

empezara acotando Ii:
1 ™
=t [T ), a0

—T
ya que, por el teorema fundamental de calculo, como u es una funcién periddica, su valor al

cubo es el mismo en —7 que en 7 y, por tanto, el resultado es 0.
La siguiente acotacién sera la de Io:

I, =3 U Upg dT = [-u-ug|" —f (ux)zd:v:—ﬁ (ux)degO

-7 -7 -n

ya que [ es una constante estrictamente positiva.
En la dltima igualdad, el primer término es 0 ya que como w es una funcién periddica, u,
también lo es, luego el producto de ambas también, y, por ende, razonando de forma andloga
a la de I, su valor es 0.

Finalmente, se tiene que acotar I3. Para ello, se utilizard la desigualdad de Holder (Lema
1.1).

T
I3 = / u-qo- Zo ‘6—1/u e~ fot e—1/u(z,8) gsg de < ||u||L2 . ”qo . ZO||L2 . ”6—1/u . fg e—l/u(:c,s)dSHLOo

—T
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Entonces, es necesario acotar cada uno de los términos de I3. En cuanto al primero de
ellos, no es relevante ya que es la cantidad que esta siendo acotada. Centrandose en el segundo
término, al ser el dato inicial multiplicado por una constante, estara acotado por una canti-
dad arbitraria sin que importe su valor, solamente que este acotado. Por ende, es necesario
enfocarse solo en el tercer término.

Para acotar dicho término, hay que evitar el caso en el que u = 0. Por ello, se define

min  u(x,t) = m(t)
xe(—m,m)
Entonces, se define m(t) = u(zy,t), donde se denota z; como el punto = donde se alcanza el
minimo para cada t. Antes de continuar, se debe demostrar que la funcién m(t) tiene derivada
y verifica

d
Sm(t) = o
Esta igualdad no es obvia ya que derivando m(t) se tiene
d /
gm(ﬂ = w4, t) + ug (4, 1) - 2

donde la trayectoria del minimo z; no es necesariamente continua y, por lo tanto, no se puede
hablar de su derivada. Por ello, se demostrara en primer lugar que m(t) es Lipschitz. Por un
lado, se tiene

m(t) —m(s) = H1$1’11 u(z,t) — mxl'nu(:n, s) =u(xy, t) — u(xs, s)

=u(ze, t) — u(zy, 8) + ulwy, s) — u(zws, s)

y, como u(xs, s) es menor que u(xy, s) por darse en x5 el minimo en el instante de tiempo s,
se tiene

minu(z,t) — minu(z,s) >u(xy,t) — u(xy, s)
x €T

> Opu(z, §)(t — )
donde la tdltima desigualdad se da por la desigualdad de derivada. Ahora, denotando por

L = méx mgéx |0yu(y, §)|
Y

se da:

minu(z,t) — minu(z,s) > — L(t — s)
x x
Razonando de manera andloga, pero teniendo en cuenta que u(z,t) es menor que u(xs,t),
resulta

m(t) —m(s) = n%l’n u(z,t) — Hgn u(z, s) =u(we, t) — u(zs, s)

=u(xy,t) - u(xs, t) + u(xs, t) — u(zs, $)

< atu(xsv 5)@ - 5)
< L(t—s)
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Entonces, se tiene

Im(t) —m(s)| < LI(t - s)|

por lo que se ha demostrado que m(t) es Lipschitz. Ahora, usando el teorema de Rademacher,
se tiene que m(t) es diferenciable en casi todo punto. Entonces, usando que en z; se encuentra
el minimo, se tiene:

Doty = 1im PR =) u (@eny o+ hy) —u (@ t)
dt hj—0 hj hj—0 h;
~ tm U (J:th,t + hj) +u(xe, t + hj) —u(xy,t)
h;—0 h;
> Opu (4, t)

y, por otro lado,

U (xt,hj,t — hj) —u (x4, t)

—m(t) = 1 =1
P S— Hm my
o u (@, t = hy) £z, t — hy) —u (@, t)
= lim
hj-)() —hj
§ Otu (l‘t, t)
Se concluye entonces que
d

am(t) = Oyu(xy,t)

Luego, una vez demostrada la igualdad, sustituyendo wu|,, con la ecuacién (2.8), se tiene
d
m(t) = wl,

— — [te—1/m(s)
= —Uu - ux|xt + 5 . uxm‘xt +e 1/m(t) “qo ZO|3375 e fO e ds (212)

— — [te—1/m(s)
> UMW) L g0 Zolan - e Jo e/ ds

ya que, por darse en x; el minimo, cuando se evalia u, en x; es 0y uzy|y, > 0. Se puede
observar que es posible realizar una acotacién inferior de manera sencilla, debido a que las
exponenciales siempre son positivas, gy es una constante estrictamente positiva y, recordando
lo mencionado en la introduccién, Majda (en [1]) argumenta que la variable Z representa la
fraccion de masa del gas no quemado, luego ha de ser positivo. Es por ello que Zy(z;) > 0,
luego se tiene
%m(t) >0
lo que quiere decir que m(t) es creciente, es decir, u(z,t) es creciente, con lo que se puede
asegurar que
0 < u(xo,0) < u(xy,t)

y, por darse min u(x,t) = u(xy,t), se tiene
x€(—m,m)

0 < u(x,0) < wu(z,t)
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con lo que se puede afirmar
1 1

u(x,t) = u(xo, 0)

e invirtiendo la desigualdad al cambiar de signo, se tiene

1 < 1
U(Qj‘o,O) B U(l‘,t)

Por consiguiente, dicha desigualdad certifica que la expresién no tiende a infinito y sea menor
que 0, dado que u(z,t) es siempre positivo. Por lo tanto, el término puede ser acotado de la
siguiente manera:

_ _ [t —1/u(=x,s) _4+.,0
||€ 1/u.6 Joe dSHLooSeO-e te? <
Reuniendo los célculos realizados, se obtiene la siguiente acotacion:

1d 1
mnuw\ig <u(®)[lz2 - g0 - Zollzz < E= - lqo - Zol| 2 (2.13)

Otro de los sumandos de E[u](t) que se debe acotar es y(t). Se tiene que
1

y(t) = (@)

con lo que derivando la expresién se obtiene

1

y'(t) = ) m/(t)

A continuacién, dividiendo la desigualdad (2.12) entre m?(t) e invirtiéndola se adquiere:
_ t o—y(s)
¥ (6) < —(y()? e g0 Zo(ar) el

que, razonando de forma analoga a la anterior, se logra acotar ya que tanto y?(t) como Zo(x)
son mayores o iguales que 0 y las exponenciales son positivas. Asimismo, gy es una constante
estrictamente positiva, por lo que resulta que

y'(t) <0

Por lo tanto, ya se tienen acotadas tanto % [u(t)||2, como y/(t), por lo que solo falta traba-
jar con un término para poder hacer una acotacién de E[u]. Dicho término es %Humm(t)H%Q,
el cual se estudiard ahora.

Multiplicando la ecuacién (2.8) por —d%u, se tiene

_ — [t e—1/u(z,s)
—05u - uy = 8% u - uy — % - Bugy — Bu- eV gy Zoe o e ds

A continuacidn, integrando respecto a x, se halla:

™ ™ ™
— éﬁu‘utdx: 8gu-u-uxdx—ﬁ 8Su~umdx
—T —Tr —T

7T
— — [t e—1/u(x,;s)
- Bu-e V. gy Zo(x) - e Joe i Ids gy

—T
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En primer lugar, se abordara la parte izquierda de la igualdad. Integrando por partes 4 veces,
se concluye:

™ T

6 T
8xu s Ut dr = —Uggrrx * Ut’_w + / Urzzre 8tux dx

—Tr —T

T
T
= Ugzzxx * atuz‘_ﬂ- - / Ugazze - Opzy dT

—T
™

g
= —Uggx - atuxarlfﬂ + / Ugxax * 8tux:cx dx

—T
= 2 s (D12
2dt
donde los términos de borde son 0 por ser tanto u como sus derivadas parciales funciones
periddicas. Luego, se verifica

5%||uzm(t)\|L2 = Opu - u-uy de—f O+ Ugy dx
—T —T
™

_ — [t e—1/u(z,s)
- Bu-e Vv gy Zo(x) - e Joe s dg

-7

=L+ 1+ 13

donde hay que acotar cada una de las integrales I, I> y Is.
Pues bien, se empezara por Iy:

™

™ 2
I = Ugppzzer = U - ux’_ﬂ - / Ugprzzx * (ugg +u- uzx) dz
-7

= — Ugzxzx * (Ui +u- u$$)|7—r7r

™

™

Ahora, aplicando la desigualdad de Holder (Lema 1.1), la desigualdad de Young (Lema 1.4
con € > 0), se tiene

I < g (B) | 2113 - va - vzl 22 + [Uzzee ()] 22]|U - Yzl 2
1 1

9 1
< 2eugzan (t)172 + o lua (Ol lltan (Ol 7o + - 0@z l|ta0e(t) 72

Por ultimo, se aplica la desigualdad de Sobolev (Lema 1.8) y se acota en base a la funcién
E.

I < 26|/ tae () 172 + Cilua ()| T2l [tawa (0)][ 72 + Colluw (8172 | tae (8)]17
< 26||u:r:pxx(t)||%2 + ClE2 + CZEQ
< 25||urxmc(t)||2L2 + CE2
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Una vez acotada 11 se tiene que acotar los otros dos términos restantes. En este caso, se
) )
empezaré, por ejemplo, con [2.

s T
6
IZ = _/8 ag;u *Ugy dr = _5 CUgzzax uwac’:rﬂ— + /8 Ugzrzrr * Uzzx dz
-7 -7
T 2
=B Ugzaz - Umx:c|717r -3 Uprrz dx

—T

= _BHumm(t)H%2

sabiendo que todos los términos de borde vuelven a ser nulos por ser funciones periddicas.

Y, por ultimo, se tiene que acotar el sumando restante, I3. Para facilitar la lectura, se

obviaran los términos de borde ya que siempre son 0 por tratarse de funciones periddicas.
Integrando por partes I3, se tiene:

1
™ __1 t =
_ [t u(w,s _1 U, e w@s)y.(x,s
I3 —/ Uzzzzz 40 - Z()(iL’)e Joe wmds “ <327 - / MdS) dx
0

- u u(z, s)?

i _ 1
_rt u(z,s) _ 1
+ / Ugzzze - Q0+ Zo(T)e Joe ds=% dg

—T

y, de nuevo, integrando por partes cada uno de los dos términos, resulta:

— u(z, s)?

1 2
U __ 1 t T ulzs)
t u(zx,s _1 u e vw@s)y.(x, s
- / Ugzzr * 40 - Z()(l’) e fo e wlo)ds u <x - / # dS) dx
0

— u(z, s)?

1
s __ 1 t T s
ot T w@e 4ol [ w e w@s)y,(x,s
13__2/ Uz - Qo - Zy(x) - e~ Joe M7 ds (x—/ m(’)ds) dx
0

T g o T gs L 2ul Uy,
— Ua:a:a:x'QO'ZO(x)'e 0 N TT3 +72
o u u

1 1 1
_ /t <_ 2e u(w’s)uz('xa 8)2 + e M u$($7 8)2 + ¢ ’u(w,s)uxx(x75)> d8> dx
0

u(z, s)3 u(z, )4 u(z, s)?

T _ 1
t u(x,s _ 1
— / Ugzzz * G0 * Z4 () - e~ Joe M"Vds—y g

—T

En este punto, se aplica la desigualdad de Holder (Lema 1.1) para obtener las normas deseadas
y, posteriormente, se aplica la desigualdad de Young generalizada (Lema 1.4) para poder
simplificar los términos. Ademds, el lector observara la aparicién de términos denotados por
Ay, Ay, As y A4. Dichos términos, simplemente se establecen para facilitar la lectura y han

sido definidos por orden de aparicién en la desigualdad. Se puede apreciar lo mencionado en
las siguientes lineas:
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I3 <2[|ugzza (t)| 12 -

1
1 t o~
ot T ume) ge 1 [ U e uw@s)u,(x,s
QO-Z(’J.e Joe v ds—3 g—/x(27)d8
u 0 u(zx, s) L2

1 2
t —aa g 1 [ u e uwws) yy(x, s
=+ Humxw(t)HLQ “||20 - Zo - e_foe B _/ %ds
0

u? u(z, s)
L2
_fte_iu(aas) ds—1 2u926, Uz
+ [[vazza ()| 22 - ||q0 - Zo - €™ /o vl — 3 + w2
t i en 2 e 2 aen)
2¢ wESuy(z,s) e @ uy(z,s) e u@NuL,(x,s)
— — 5 + 1 + 5 ds
0 U(.’II,S) U(CU,S) U(I‘,S) L2

1
— [te ulz,s)gs—1
+ Humacxx(t)HLQ : ’ qo - Z[/)I -e Joe ds—+,

2
< SGHUCCmJ?JZ(t)H%Q + Al + AQ + A3 + A4

Es en este término donde se debe usar £ por la apariciéon de las integrales en tiempo
dentro de la norma. En las siguientes lineas, conviene sustituir el valor de € por € = 5/7
con la finalidad de hacer desaparecer el término |[uzzeq(t)| 2 cuando se junten las distintas
acotaciones I, Iy e I3. Ademds, cabe recalcar que la notacién que el lector se encontrard en
las siguientes lineas como ||-|| L, significa que se realiza la norma infinito tanto en la variable
x como en la variable t. ’

Pues bien, se acotaran a continuacién los términos Ay, As, A3 y A4 por separado para su
posterior agrupacién. Cabe destacar que C; € R y que, aunque se aprecien las mismas letras
a lo largo de las acotaciones, son coeficientes que pueden ir cambiando linea a linea. En primer
lugar, se acota Aj:

1 2
7 e aea® 1 [up  [PeT T uy(x,s)
A e | 0,
Qﬁ u? 0 U(ZL‘,S)Q 12
LT () |
7 2 Uy / e w@s) y.(x,s
< — . Z/. R | ’ d
=93 llao - Zo: || U2 u(z, 5)2 § .
7 2 9 t 1 2 2
<5 qu : Z(/)'HLQ Nuz - y=(t) _/ e v ug(w,s) -y (s)ds
20 0 Lo

7 2 t __1
< 55 llao- Zi v 0) (uuxuiw w [ et
0

7 2
< gl 2|72 ) (e e + 7 )

< Cllgo- Zh - 132 - y*(0) - (CLE + Cot€)

2
Lo

donde, de nuevo, se ha utilizado las desigualdad de Hoélder (lema 1.2), la desigualdad de

Sobolev (lema 1.8) y la acotacién de — mediante y(0) junto con la definicién de E' y &.
u
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A continuacidn, se acota de manéra andloga As:

1 2
7 T ur T gs_ L [ U te u@s u,(x, 8)
Ay = — Zy-e o MEds—y (T2 [T T TR Y g
2 483 qo0 - 40 02 ; w(z, 5)?

2

L2

y, utilizando la desigualdad de Hélder generalizada (lema 1.2), la desigualdad de Sobolev
(lema 1.8) y, como en el caso anterior, teniendo en cuenta las definiciones de E'y £ y que la

norma de la integral es menor o igual que la integral de la norma (ver [8]), se tiene

Ce )\
U e w@s)u,(x,s
A <7 Zo02, | Y [ & T Ul S)
2 ||QO ol (u2 /0 u(z, s)? S)
Loo
t L 2|2
>~ 45||Q0 ZOHLQ' (u:c‘yZ(O)_/ e u@s) 'ux(xvs)'y2(0)d3>
0 oo

2
1

7 t_ 2
< il Zol 200, 20)7 + 2 (y2<o>J/ e ww@>-fux<x,s>ds)
0

< Cllao- Zol32 - *(0) - (Jlua®)ll e + ', )
< Cllgo - Zol7> - ¥*(0) - (CLE? + Cot*E?)

Lo

El siguiente término en acotar es As:

2u§+%_/t (_211/%(3?78)+u%(x?8)+u$1‘(x7s)>ds
0

Cwd 2 wd(z,s)  ut(z,s)  ui(x,s)

t
—uaf@+%ff@+/2@m@m%nw
0
2

2

LOO

As <* llqo - Zo||L2

—4/3”(]0 Zo||32
t t
—/ ui(w,s)-y4(0) ds—/ um(x,s)-yQ(O) ds
0 0

<50 ZolEs (4+4°(0) [ua ) + *0) s Ol + 450 sl

LOO

+ 45 (0) e, +5"(0) a3, )
<Cllgo - Zoll72 (C1-y°(0) - B* + C2- y*(0) - E+ C3-4°(0) - €% + Cy - y*(0) - €7
+Cs5-y%(0) - €)
donde se han utilizado los mismos procedimientos que en A; y As.
Por dltimo, se debe trabajar con A4. En este caso, es el término més facil de acotar.

Aplicando la desigualdad de Holder generalizada (lema 1.2), se obtiene:

1 2
,fote u(z,s) dsii

7
Ay < *HQO - Zg |17

Lo

// 2
Zy||72

< g5l
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Ahora, se deben recoger los términos en una sola acotacion, teniendo en cuenta que el término
|uzzzz|| 2 ya no aparecerd debido al cambio de € = /7 mencionado anteriormente.

1d
ol (DI < CLE? + Collao - Zg|3 - y(0) - (GSE + C4T%€)

+ C5HL]0 . ZUHL2 . ( ) - (CGE2 + C7T452)
+Csllao - Zoll72 - [Co - y°(0) - E* + Cro - y*(0) - E (2.14)
+ 011 -yﬁ( ) L &2 + Cho - yS(O) &2 + Ci3 - y4(0) '5}

*H Q- 2472

Luego, una vez obtenidas las diversas acotaciones de 4 u(t)||3 v I uga (t) 172, se puede
abordar la acotacién de Eu|(t) debido a su definicién en (2.10), ya que

%E[u](t) - %llu(t)\lia + %H%m( Dllze + jt ®)

y, como se ha visto en esta seccién, y/(t) < 0, con lo que se tiene

d d d
—F < = 2+ = 2
SE() < ()3 + 2 e (0)]2:

Con ello, se puede sustituir nuestras estimaciones de energia (definidas en (2.13) y (2.14))
en la anterior expresién. Para evitar mantener las constantes C1, ..., C13 se agruparan todos
los términos en base a una unica constante C' tal que sea mayor que todas las constantes de
los diferentes términos, quedando:

S0 < C [BE0) - lao- Zollz + B(0) + llao - Zoll3s - 4*(0) - (B(t) +#€)

+ o~ Zoll3a - °0) - (B() + 1°€%) + oo ZE13
+llgo - Zoll3: (45(0) - E2(t) + y'(0) - E(t) +5(0) - €2
+550) - € +41(0)-€) |

Pero esta es una acotacion de la derivada de E, por lo que se debe integrar para obtener una
acotacion de F. En las siguientes lineas, C es una nueva constante renombrada.

Bl < C [BO) + - s [ B3 ) ds+ [ 20 ds
+ [lgo - ZplI72 - *(0) - (/tE(s) ds + 3 - 5)
+llao - Zoll72 - v° (/ E?(s) ds +t° - 52>+||q0 ZY)2, -t
+||QO'Z0\%2< /E2 ) ds+10(0) - €21

4 O)~/OtE(s) ds +y(0) - % -t +y4(0)~8't)}
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Tomando el supremo para t < 7', sabiendo que sup E[u](t) = £, se tiene
t<T
E<C|BO)+ lao- Zollp2-E3-T+E2-T

+llao - Zgll7z - y*(0) - (€-T+E-T%)

+lgo - Zoll72 - y(0) - (€2 T +E*-T°) + llao - Zg |72 - T

+llao - ZollZ2 (4°(0) - €2 T +y°(0) - €2 T

+yM0)- € T +450)- 82T +y4(0)-5-T)}
y, agrupando términos y redefiniendo C, resulta

1 2
€< ClEO) +a- Zollp - 5T+ T

+llgo - Zgl32 - y*(0) - €T (1 +T?)

+llgo- ZollZ2 - 4*(0) - €*-T- 2+ T*) + llgo- Z5 132+ T (2.15)
+llg0 - Zo32 - y°(0) - €2 T

+llao - Zoll3: - 4*(0) - € 7|

Se puede considerar que T < 1, con lo que, teniendo en cuenta esta restriccion y, de nuevo,
una agrupaciéon de los términos y la modificacién de C| se tiene:

& <C[BO) + [lao- 25|50 + (lao - Zoll = + lao - Z6|[ 72 + llao - Zoll32) - 5*(0)
[51/2-T+52-T+5-T+y4(0).52-T+y2(0)-52.TH
Y, agrupando los coeficientes de £2, se obtiene:
& <C[BO) + |lao- 28|50 + (lao - Zoll = + lao - Z6|[32 + llao - Zoll32) - 5*(0)
[51/2.T+52.T- (1 +2(0) + y*(0)) +5-TH

A continuacién, se aplica la desigualdad de Young (lema 1.3) con &£ 1/2 y, recordando que T < 1
y que C es un coeficiente que va cambiando, se simplifica la expresion:

€< c{Em) + (126122 + (llao - Zoll e + llao - Zal[32 + llao - Zoll3z ) - 4*(0)

(£+)reetrevioresionoe ]
< C[BO) + 12513 + (lao - Zollze + a0 ZalI32 + llao - Zoll32 ) - 4*(0)] +
C [(llao- Zoll e + [lao - Z6)[32 + llao - Zoll3z ) - 5*(0) - (34 42(0) + y*(0)
£ 7+ 1] ]

Por lo tanto, denotando como K la constante asociada al término independiente y como
C la constante que multiplica a £ y £2, se tiene:

ESK+C-T-(£+&?
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También se puede considerar la desigualdad de la siguiente manera:
EQ-C-T)<K+C-T-&*
y, asumiendo que T' < %, se verifica la siguiente expresion:
E<2K +2C-T-&2
EXK+C-T-&
donde K = 2K y C = 2C. Ahora, multiplicando ambos lados de la expresién por C, resulta
C-E<C-K+C*.T-&2
donde, denotando como F =C - &y K=C-K , se tiene la siguiente desigualdad
F<K+F.T

~Acto seguido, se van a estudiar las raices de la expresién cuadratica. Como T > 0, F 2T +
K — F es una funcién convexa que, para un 7" suficientemente pequeno tendra dos soluciones
reales. Estas soluciones son _
1+V1-4TK
2T

En este trabajo, interesa la raiz menor, ya que es la solucién mds préxima a 0 para un 7T’
suficientemente pequeno. Recordando que F < K + F?.T, para cierto T > 0, se cumplird

que F < 2K vy, por lo tanto,
L—V1—4TR<:
2T -

Pudiendo reorganizar la expresion de la siguiente manera:

1 —4ATK <\/1—-4TK

Esta expresiéon se satisface siempre que 0 < 47T K < 1, o lo que es lo mismo, es cierta para
0<T< ﬁ, por lo que se han de limitar los valores posibles de 1" para nuestra expresion.

2K

Por ello, para 0 < T < min {é, %, %} se satisface
F<2K
y, por ende, se verifica que
£ <2K

2.2.3. Regularizacion del problema

En este, se disenard un problema alternativo para el que se demostrard existencia de
solucién. En primer lugar, hay que introducir la funcién 7, , tal que J. es el nicleo periédico
del calor a tiempo t = e. Ademads, se va a denotar por “x” la convolucién. A lo largo de las
siguientes secciones, se usaran tanto las propiedades de la convolucién como las propiedades

de la convolucién del nicleo del calor con la funcién u, que se pueden encontrar en [4].
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Entonces, se define el problema regularizado

O = a0+ (Jer (7755 - 2.) ) = Tox ((Tex ) - 0n( T )
07 = —e T - Z,

ue(z,0) = Je x ug
| Ze(2,0) = Te * Zo

(2.16)

Al presentar esta regularizacién del problema (2.16), se tiene que las estimaciones tomadas
en la seccién (2.2.2) son vélidas para este problema también. Se puede ver de la siguiente
manera;:

/u~.7€*fdx:/$*u-fdx

por las propiedades de la convolucién. Por ello, se puede pensar en las estimaciones realizadas
en el apartado (2.2.2). Por ejemplo, en la estimacién de

d
)2

se multiplicaba la expresién (2.8) por u. Una vez multiplicada por u, dentro de la integral
aplicando la propiedad que acabamos de enunciar y, tras realizar el cambio v = J. * u, se
obtiene la misma estimaciéon que la calculada anteriormente. De manera andloga, se puede

calcular la estimacién de p

2.2.4. El problema regularizado esta bien puesto

Para demostrar la existencia de solucion de este nuevo problema regularizado, se va a
aplicar el teorema de Picard. Como se ha mencionado en el capitulo 1, los espacios LP son
espacios de Banach, por lo que se puede introducir el teorema de Picard como se introduce
en [4].

Teorema 2.2 (Teorema de existencia y unicidad de solucién de Picard). Sea A C B un
abierto de un espacio de Banach B y sea F(X) una aplicacion que satisface:

1. F(X) lleva A a B.

2. F es localmente Lipschitz continua, es decir, para cualquier X € A existe un valor
K >0 y un abierto Ux C A de X tal que

|IF(X)—F(X)|g <L|X —X||g  para todo X,X € Uyx.

Entonces, para cualquier Xg € A, existe un tiempo T tal que la EDO

dX
%ZF(X)’ X|t:0:X06A,

tiene una tunica solucion local X € C[(~T,T); Al.
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En este caso, se define la funcién F(u, Z) de la siguiente manera:
1
Fu,2) = @(Q)EZ: g;) (2.17)
con
F(l)(u, Z)=qo- (jE * (e_ﬁ . Z€>> — T (Te % ue) - 0u(Te ¥ ue)) + B+ (Te % 02(Te * ue))
y
FO(u,2) = —¢ 7o . Z,
Se tiene entonces que la funcién F' estd definida de tal manera que
F:Hx H* — H*x H?
Entonces, se puede enunciar la siguiente proposiciéon:

Proposicién 2.1. La funcion F definida en la ecuacién (2.17), para todo w € U C H?,Z €
V C H3, es localmente Lipschitz con respecto a la norma de H® x H3.

Demostracion. Para demostrarlo solamente hay que ver que, dados u,v e Uy Z,W € V| se
tiene que
1E(u, 2) = F(0, W)l s s < K [[(u, Z) = (0, W)l 3 g (2.18)

con K > 0.
En este caso, se define la norma en dicho espacio de la siguiente manera

1P, 2) = F(0, W) gagzs = ||FD (0, 2) = FO@, W)+ |[FO(w, 2) ~ FO@w)|
Para demostrar la expresién 2.18, se afrontan cada uno de los términos por separado.
1 1 1 1
(PO 2) - FO@w)| <||Fw) - A )|+ || - )|+

+ 0w 2) - B0 w)

H3
<S4+ 52+ 53

donde
FOw) = g0+ (Tex (775 - 2) ), B (w) = T (e ) - 0l T+ )

By = 8- (Jex 02 uo))
De nuevo, abordando la acotacién por sus distintos sumandos (51,52 y S3), se va a ir subdi-
vidiendo las acotaciones para llegar a los términos deseados.
En primer lugar, se observa que

5= (3 (7 2)) - (3 (5 -2)|

H3

<ol x (7w - 2) = gox (7wl |
<qo || Te * (e_Jeiue -Z€> — T % (e_Jsive -WE) + J. (e_Jslue -W€> ‘H3
Sqo \7’6 * (e_Jeiue . (ZE — WE)) + t-7'6 *k ((e_jeiue — e_JE}H&) . W€> ’HS
__1 1 I
ol (et e () )
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Aprovechando ahora las propiedades de la derivacién en las convoluciones con el nucleo del
calor y aplicando la desigualdad de Holder (lema 1.2) se tiene

S1 < Cilqo, €) |le” T - (Ze — W)

__1 __1
<e Texue — e je*”s) . WE

12 + CQ(Q0>€) 12

IWell oo

1
< Cilav, ) |7

__1 __1
2= Wl 2+ Calao, ) |77 — e |

A su vez, se acotan ambas partes. Por un lado,

__1
Cl(qo>5) ‘6 Jexue o ||Z6 - We||L2 < 01(9075) HZE - WEHL2
<C1(qos €) ([lue = vell 12 + | Ze = Well 2)
< C1(qos €) ([[ue = vel s + [[Ze — Wel[ y3)
< C1(qo, €) H(uea Z:) — (Uea 6>||H3><H3

por otro lado, estudiando el otro término y recordando la definicién de W (x,t) y el teorema
fundamental del cédlculo, se obtiene que

CZ (q07 6)

__1 __1
‘e Texue — e Te*ve

1
Wl <G5 (a0, €. Wo) / N [e TEA-(1-0)7 ewe}d,\
0

1
/ e j*ue (1 A)J *Ve d)\
0

1 1
je*ve_je*ue 12
Te * Ue — Je * Ve
Te * Ve » Te * U

L2

< C3(q, ¢, Wo)

< C;(C]O, €, WO)

oo

L2

Ca(qo, €, Wo, K) [|[tte — ve| 2

C2(qo, €, Wo, K) ([[te = vell 2 + 1 Ze — Wel|2)
Ca(qo, €, Wo, K) ||(u, Z) — (v, Wl s s

VARRVANNVAN

Con lo que, juntando ambas acotaciones, se puede asegurar que

St = |[FOw.2) = FO@,w)| < Cilao,e, Wo) ll(w 2) = (0, W) gra g

donde
Cl(QO: €, WO) = max {Cl(q07 6)7 CQ(QO, €, WO)}

En segundo lugar, centrandose en el segundo sumando se logra

S = [|Te * (Te  ve) - 02(Te  ve)) = Te * ((Te * ue) - 0 (Te + ue))l| s

< C(€) |(Te * ve) - 02(Te * ve) — (Te * ue) - Op(Te * ue) | s

<CO(€) [[(Te * ve) - 0u(Te % ve) — (Te * te) - Op(Te ¥ ue) £ (Te *e) - Ou(Te * ue) || g3
< C(€) [(Te x ve) - O (T (ve — ue)) + (Te * (ve — te)) - Ox(Te * ue) || o

< C(€) [[(Te * ve) - 0a(Te * (ve = ue)) || s + C(€) [(Te * (ve — ue)) - Ou(Te * ue)| s
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Ahora bien, teniendo en cuenta la siguiente desigualdad, que se puede encontrar en [4]:
1f - gllgs < K1 fllgs - llgllgs con K >0 (2.19)
se tiene que,

S < C(E)i(H(Je * U6)||H3 ||02(Te * (ve — ue))UH3 + [[(Te * (ve — ue))HH3 02 (Te * UG)HH3)
< 03(15, €)  [|02(Te * (ve — UE))”7H3 + Co(K€) - [[(Te * (ve — ue)) | s
SC’;(K, €) - |[ve — U6||H3 + Cy(K€) - [Jve — U6||H3

Renombrando de la siguiente manera las constantes
Co(R €)= mix {C5(R ), Cu(K. )}
se concluye que
So = ||F" ) = BV )| | < ok, €) - e = vll o
< Co(K€) - (llue = vell s + 1 Ze = Well y2)
< Co(K€) - [[(u, Z) = (0, W)l s e prs

Por dltimo, para acabar con el primer sumando de la expresién inicial, se tiene la siguiente
acotacion

Ss = ||F§P ) - FV )|

=18 (Je % 02(Te % ue)) — B+ (Je % 02(Te + ve))|| s

=B | T # (07(Je * e) — 85(Je * ve)) || o
< C3(B,€) ||02(Te * e — Te # ve) || s
<C3(8,€) | Te * (ue — ve)ll s
<C3(B,€) - |lue — U6||H3

<C3(8,€) - (lue = vellys + | Ze = Well ys)
< Cs(8,€) [[(u, Z2) = (v, W)l 3 s

Finalmente, juntando todos los resultados se obtiene:
| PO, 2) = PO@w)| < Ol 800, Wo, K (1, 2) = (0.0 | e
con C' definido por
C(e, B, q0, Wo, K) = méx {C1(qo, €, Wo), C2(K ,€), C3(8, €) }

Por otro lado, se tiene que acotar también el sumando asociado a la diferencia de la funcion
F® que es el siguiente

1

HF<2>(u, Z) - F<2>(v,W)) —|le77 W — e 2,

H3 H3
1

1 1
= |le Texve - (W€ — Ze) + (e_m — e_m) - L

H3
< ¢ Terve - (We — Z) + H (e*Jeive — e*ﬁ) Ze
H3 H3
I _ 1 _ 1
< |7 |, - W= Zllg + || — T |2

— _ 1 1
< C1(6, K) [We = Zilpo + C(Zo, &, ) [[e7 757 — e

H3
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En la dltima desigualdad, se ha hecho uso de la acotacién de £ para la solucion explicita
de Z.. Por otro lado, el término de la diferencia de exponenciales es el que requiere de mas
estudio. Se tratard de manera individual:

1 1
i e 3 Ay 3
e Texve — @ Jerue ¢ T (Jexve)y e T (Jek ue)y

‘ ‘ 1 1

s~ (Je % ve)8 (Je * ue)® Lo
o 1 3 S 3
N e Jerve (\76 * Uc)gc B e Jexue (\76 * Ue)a;
(Te x ve)® (Te * ue)® 12
1 3 - 3
+ e Jexve (t7€ * /UE)$ _ e Jexue (\.76 * uE)a:
(Je *ve)t (Te * ue)t 12
. 1
+ 3e Jexve (u7e * Ue)x(u7e * Ue)xm _ 3e  Texue (;75 * UG)I(‘7€ * uﬁ)xm
(‘_76 * 06)4 (u7e * Ue)4 12
1 -1
+ 6e  Jerve (u7e * Ue)x(& * Ue)xm _ Ge  Texue (k7€ * UG)I(‘76 * uf)xw
(& * 06)3 (u7e * Ue)3 12
1 1
+ e Jexve (L7€ * UE):L‘J:J: _ € Jexue (\76 * UE)III
(Te % ve)? (JTe * ue)? 12
+ e_ﬁ — e_ .76}‘“6
L2

<A+ A+ Az + Ay + As + Ag + Ar
donde A1, As, A3, Ay, As, Ag v A7 son los siete términos que se deben acotar. Primero, se debe
acotar A7 ya que aparecera en todos los demaés términos.

1 —_1
A7:H6 Texve — @  Jexue

L2

! B G —" g pp—

é Te*ve Je*ue d)\
0

< C(f_() [te = vell 2
<C(K) [(u, Z) = (v, W)l g s s

1 1
TexUe T * Ve

LOO

S ’

L2

donde se ha utilizado la desigualdad de Holder generalizada (lema 1.2) y el teorema funda-
mental del calculo.

En cuanto a los demés términos, se pueden acotar de manera similar todos ellos. Por ello, solo
se mostrard la acotacién de uno de ellos. A continuacién se muestra, por ejemplo, la acotacién

de Al.

1 3 1 3
T (T xv)d e T (T x ue)

S S i s |
ffﬁ(t76 * V)3 B eiﬁ(jE * Ue)S efﬁ(j6 * ve)S
(Je % ve)6 (Je % ue)b (Je % ve)6 Lo
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y, agrupando los términos y utilizando la desigualdad triangular (lema 1.5) y la de Holder
generalizada (lema 1.2) se tiene

() G

A < ’ ) ‘ (Je * 06)2 (T * ue)i

Lo || (Je xv)8 B (T * ue)b
(Je * ve)3 _ (Je * ue)}
(Texve)b (e *ue)b

o 1
+ He Te*ue

L2

<CLR) (T 5 03| o |67 755 — "7

L2
donde se van a afrontar los términos

(JTe % ve)3 (\7€ *ue)S
(JTe * ve) 6 IEATAL
por separado. Por otro lado, en el primer término aparece de nuevo Az, por lo que se puede
sustituir con su acotacién:

1T 00| ¥ \

L2

(Je * ve)s _ (Je * ue)s
(Te xve)6  (Te xue)b

Ahora, se afrontan los términos mencionados anteriormente:

Ay <Oy (R (T 02| o e = vell 2 + \

L2

= En primer lugar:

[(Te 03 || oo < [1(Te % 0)? | g2 < 1(Te % vl < Cle) [Jvell72 < Cle, K)

donde se ha utilizado la desigualdad de Sobolev (lema 1.7) y, que H? es un algebra de
Banach, mediante la desigualdad dada en la ecuacién 2.19.

= Por otro lado,

Ay — (Jexvds  (Jexudi
P Texvds T (TexudSl
( *UE)i_(je*ue)ii je*ve)i
(Je xve)8 (je*ue)ﬁ Te *ue)®|| 12
1
<Ci(e, K) H VAT R AT P + Co(K) |[(Te % ve)3 = (Te * ue)3| 1

donde en la ultima desigualdad se ha utilizado la anterior acotacién. Por partes, se tiene

1 B 1 _ (Je * uE)6 — (T ’UE)G
(u7€ * UE)G (u7€ * UE)G .2 (u7e * 06)6(\-76 * ue)6 2
) [[(Te % ue)® = (Te xv)°|| 12
1
Q) / On AT, * 1) + (1 — A) (T # 0] dA
0 L2
1
<C(R) / N 1) + (1 — A) (T % v)] dA
0 Lo

1w 0) — (T * w0l
1
<O(R) / T % 1) e + (1= A (e v6) | o] A

l|ue — UeHL?
<C*(K) ||lue — U6HL2
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aplicando las desigualdades de Holder generalizada y triangular (lemas 1.2, 1.5). De
manera muy parecida, se acota el otro término:

1
H(jf * UG)?;" — (Je * UE)iHLz = H/O O\ [MTe % ve)e + (1 = A)(Te * UE)I]S dA

L2

1
sc\ J R A R E AR
0

||(\7€ >]ivﬁ)flf - (\76 * ue)zHLZ
SCJ(G’ [Ev) ||(\76 *UE) - (\76 * uE)HHl
< C(e, K) [Jue = vel| 2

o>

donde se han utilizado los mismos lemas.

Agrupando ahora todas las acotaciones y renombrando las constantes, se tiene

Ay <Ci(e, K) [Jue = vell 2 + Cale, K) [lue = vell 2 + Cs(e, K) [Jue = vell 2
<C(e, K) [[(u, Z) = (0, W)l g3 s

siendo la constante C' el maximo de las anteriores. Extrapolando esto a los otros sumandos,
se obtendra una acotacién de la forma

__1 1
He Texve — @ Jexue

< C(G?K) H(u? Z) - (U’W)HH3><H3

H3

Con ello, se tiene que, redefiniendo C
|F@ ., 2) - FO@w)|| < Ce. K V) (1, 2) = 0.l o

Por dltimo, se demuestra la expresién (2.17) sumando las acotaciones de F @) v F@) junto
con la redefinicién de la constante C' como el maximo de las constantes de las acotaciones de
FU v F@) | se tiene:

HF(U’ Z) - F(U’ VV)||H3><H3 < C(E’ ﬁv q0, Wo, Ka V) H(u’ Z) - (v’ W)HH3><H3
con lo que queda verificada y demostrada la proposicién. ]

Entonces, una vez demostrado este resultado, se observa que quedan verificadas las hip6te-
sis del teorema 2.2 (Teorema de existencia y unicidad de solucién local), por lo que queda
demostrada la existencia y unicidad de solucién local. Ahora bien, se ha demostrado la exis-
tencia y unicidad de solucion local en el problema regularizado, que no es el que se queria
demostrar. Por ello, se introduce la siguiente seccién.

2.2.5. Paso al limite del problema regularizado

Como se ha anticipado, en esta seccién se extenderd el resultado del apartado anterior
mediante el paso al limite para garantizar la existencia de solucién.

Veremos que u., Ze € C([0,7T], L?) forman una sucesién de Cauchy, es decir, que se cumple
que para todo k > 0, existen dos pardametros € > 0 y d > 0 tal que se cumple

sup ess |ue — usl|z2 + | Ze — Zs|| 2 < k
t<T
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Entonces, se tiene

1d 4
ST lue — usll72 = — / (Je * ((Te * ue) 02 (Te % ue)) — Ts * ((Ts * us)0x(Ts * us))) (ue — us) dx

+ B (je*(ﬁ(je*ug)—jg*ﬁg(j(;*u(;)) (ue — ug) dx

+ qo /_7r (je * <67ﬁ . ZE) — Js * (e_m . Z(g)) (ue — ug) dx

=L+ 1+ 13

Ahora, se van a trabajar los distintos términos por separado. En primer lugar, se interviene
I, para poder alcanzar el objetivo

IL=- / T (T (T w0l e % 1)) — T (s * us)0u( Ty * 1))

—T

+ Ts x ((Ts5 * us)0:(Ts * ue))) (ue — us) dx

T

_ / (T % (T % u)Dal( e % 1)) — Ts * (s * u5)0u(Ts * 1)) (e — ug) da

—Tr

- / " (T % (s % us)0u(Ts 1)) — T % (s * u)0u( T # 5)) (e — us) da

—T

donde hay que detenerse en la segunda integral (denotada por I;; para facilitar la lectura),
ya que se tiene:

Iy =— /_7r (Ts * ((Ts * us)0:(Ts * ue)) — Ts * ((Ts * us)0x(Ts * us))) (ue — us) dv

=- /7r (Ts * ((Ts * us)0u(Ts * (ue — us)))) (ue — us) da

—T

-/ " (s 115)0n(Ts * (1 — ug))) (Tp * (e — u5)) dt

—T

e integrando por partes y, posteriormente aplicando la desigualdad de Holder (lema 1.1), se
obtiene

I :% /_7T (00 (Ts * us)) (Ts * (ue — us))* da

™

< [104(T5 * ug) | / (s * (e — ug))? da

—T

<182 (Ts * us)l| oo | T5 % (ue — us)| 72
<C1(K) |lue — us|3s

Una vez obtenida la expresion deseada acotando I, hay que trabajar el otro término de Iy
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(denotado por I12) sumando y restando el mismo término continuamente:

Iy = — / (T % (T % 0)Da( T % 1)) £ T (T % )0 (T 5 ue))

—T

—Ts * ((Ts * ug)0x(Ts * ue))) (ue — us) dz
= / (Te — Ts) * ((Te * ue) 0 (T * 1)) (ue — ug) da

—T

- / " (T % (T 1) 0T 5 u0) — (T * ug)0a( T #110))) (e — ug) da

—Tr
En este momento, hay que introducir un lema que es demostrado en [4], que es el siguiente:

Lema 2.1. Para todo uw € H® con s > 1, J.xu converge a u en H® y la tasa de convergencia
de la norma H*™' es lineal en e:

A e

Entonces, sumando y restando la identidad en el término (J. — Js), se puede aplicar el
lema anterior, resultando:

Is <méx{e, 0} |lue — U5||L2 [ (Te * ue) 0z (Te * UE)”Hl
[(Ts * ((Te * ue)0u(Te * ue) — (Ts * us)02(Ts * ue))) (ue — us)|l 11

y, simplificando en ambas lineas (aplicando que H' es un 4lgebra de Banach en la primera y
las propiedades del suavizante en la segunda), se obtiene

112 SCl(R) mzix{e,&} Hue — U(;HLz
+ [[((Te # ue) 0p (Te * ue) — (Ts * us)02(Ts * te)) (te — ug)l| 1

de nuevo, sumando y restando el mismo término y aplicando el lema 2.1, se va logrando la
forma deseada:

Iy <C1(K) max{e, 6} |lue — us| /2
+ | ((Te * 1e)0p (Te * ue) £ (T * ue)0p(Te * te) — (Ts * us)0n(T5 * ue)) (ue — us)|| 2
<C1(K) max{e, 0} [lue — usll g2 + [((Te = Ts) * ue)0u(Te * ue)) (ue — us)|| 12
+ [ ((Ts * ue)0x (Te * ue) — (Ts * ug)0x(Ts * ue)) (ue — us)|| 1
<C1(K) méx{e, 0} lue — us| 12 + max{e, 6} [[uedu(Te * ue) | g lue — us| 2
+ [ ((Ts * ue) 0z (Te * ue) £ (Ts * ug)0z(Te * ue) — (Ts * us)0z(Ts * ue)) (ue — us)|| 1

y, razonando de forma analoga a las anteriores, resulta

Is <C1(K) méx{e, 8} ||ue — ugl ;2 + C2(K) méx{e, 6} ||ue — us]| 2
+ [|((Ts * (ue — us))0u(Te * ue)) (ue — us)|| 11
+ [|((Ts * us)0u((Te — Ts) * ue))(ue — us)ll 11
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que, utilizando las acotaciones, la desigualdad de Holder generalizada (lema 1.2) y el lema
2.1, se concluye

Ty <C1(K) méx{e, 8} |[ue — usl| 12 + Co(K) méx{e, } |lue — us| 2

)
+ C3(K) [[ue — usl|72 + || Ts * ]| oo méx{e, 6} [[uell 2 e — us]| 2
<Ci(K)

(

+ C3(K) Jue — usl|72 + Ca(K) méx{e, 0} [lue — ugll 2

méx{e, 0} [|ue — us|| 2 + Co(K) max{e, 6} |lue — us| ;2

Por lo que, renombrando las constantes, se concluye que
I <C1(K) ||ue — Ug”%z + Co(K) méx{e, 6} ||ue — us|| ;2 + C3(K) méx{e, 8} ||ue — us| 2
+ Cy(K) ||ue — us]| 72 + Cs(K) méx{e, 8} [|ue — us]| 2

Ahora, se tiene que trabajar con la integral Is. De nuevo, sumando y restando la misma
cantidad, se tiene:

I, =B (Te * OX(Te % ue) & Ts % 02(Ts % ue) — T * 0 (Ts * ug)) (ue — ug) da

—T

=0 ((Je 5 (02T) — Jo * (02T5)) * te) (ue — ug) dav

+ 8 (Ja % (03T * (ue — u5))) (ue — us) dz

—T

=I5 + I

Ulteriormente, se acotan los términos Is1 e Ioo por separado. Acto seguido, integrando por
partes I, se consigue

Lo =B [ (825 * (ue — us))( s * (e — ug)) do

—T

=—5 i (0:T5 * (ue — us))? de

—T

<0

Como es negativo, se puede obviar este término, con lo que tan solo hay que trabajar con Io;.
It < Bllue = usll g2 ||(Te % (02Tc) — Ts * (02.T5))) * ue|| 12

donde se ha utilizado la desigualdad de Holder (lema 1.1). Ahora, hay que centrarse exclusi-
vamente en el término de las derivadas.

1((Te % (83.7) = Ts * (92T5)) e[ o = (02 (T  Te = T  To)) e[ .
< (Te * Te — Ts * Ts) * uel| g2
S Te * Te = Ts % Ts) * ue £ Te * ue £ Ts * us || g2
<[ Te # (Te x ue) — Te * uel| g2
+ || =Ts * (Ts * ue) + T5 * uel| 2
+ | Te * ue — Ts * uel| 2
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En este punto, se tiene que volver a aplicar el lema 2.1 y volver a sumar y restar la misma
funcién. Aplicando esto, se llega a:
[((Te  (92Te) = Ts + (92T5))) * el | 12 <C1 - €| Te % uell g2 + Co - 8[| Ts * uel|
+ H\je * Ue — j& *ueiu€HH2
<Ot - €||Te * uell 2 + C2 - 6 || Ts * ue|
+ Cs - €||uel| g2 + Cy - 0 ||uc|
<C{(K)-e+C5(K) - 6+C5(K)-e+Ci(K) -0
<C(K) - méx{e, 6}
donde en la segunda desigualdad se ha vuelto a usar el lema 2.1 y C es el maximo de las

cuatro constantes.
Entonces, se concluye que

I < C(K, B) - méx{e, 0} [lue — us|| 2
Por dltimo, se debe estudiar el término I3. Por ello, se tiene:

™ 1
I3 :qo/ (jE * (e_ Tevue - Z€> + Js * (e_ Tevu - Z€> — Js * (e_ Tsrus . Z(;)) (ue — ug) dx

—T

o [ (5 (5 2) - () 0w

—T

+ /ﬂ (Zs * (e‘ﬁ .Ze> —Ts* (6_ﬁ 'Z‘S)) (e = is) e

—T

< |0 - )+ (¢ - )

e = sl

__1
—+ qo H (6_575111.6 . ZE — e Js*us . Z5> (ue — Ué)‘

Ll
donde se ha aplicado la desigualdad de Holder (lema 1.1) y las propiedades del nticleo del
calor. Tras ello, se sigue acotando el término utilizando el lema 2.1.

I3 <qo-Cp-max{e, o} He_ﬁ - Z.

e = sl

1 __1 1
+ g0 H (e‘m Zete T . Z, — e T . Z(;) (e — u(s)’

Lt
1
S qo - Cl . méx{e, (5} He_ Te*ue

o [ Zell llue = us]l e

1 __1 __1
+ qo H(eije*ue + e Tsrue — ¢ 56*“5) . Z6

e = sl
__1
+ qo He Ts*ug (Z6 — Z(;) -HL2 HUG — 'LL5HL2

El ltimo resultado, se ha obtenido aplicando la desigualdad de Holder (lema 1.1) y, en las
proximas lineas, se dard por trivial la norma de las exponenciales ya que ha salido més veces
en este trabajo, cuyo resultado se obtiene aplicando el teorema fundamental del calculo.

1
I3 <qp-C)-méx{e, 0} He‘m

o 1 Zell lue = us]l
+ Co(K 0, T, Z0) ||ue — us|| 72 + Co(K, g0, T, Zo) méx{e, 6} ||uc — us]| 2
+ C3(q0) 1 Ze = Zs| 2 [lue — us]| 2
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donde en la ultima desigualdad se ha utilizado la acotacién de u en la ecuacién (2.7). Ahora,
se simplifica la anterior expresién teniendo en cuenta que

+ CQ(Zﬂu K? Z(/])

1
1 t —
e fot e Jexue ds Zo - / € Jerue (t76 * UE(:L'a 3)):): ds
0 2

(Te * ue(z, )2

1 Zell :‘

<z (T el ) ds

+ 02(207 Ra Z[/))
2

t
gCl(ZO,K)/ (e % e, 8))all 1o ds + Co(Zo, K, Z4)
0
<C(Zy, K, Z))
Yy, que

1
67 Te*ue (k7€ *k ue)x

(Je * ue)?

ju

1
He Te*ue

__ 1
+ He Tevi
2

. = Gi(K)

Entonces, renombrando las constantes y tomando los maximos de las mismas, se concluye
que

I3 <Ci(qo, K, Zo, Z{)) - méx{e, 8} |uec — usl| ;2 + C2(qo0) | Ze — Zsl| 12 [Jue — us|| 2
+ C3(K, qo. Zo) ||ue — us||72

Luego, agrupando términos y redefiniendo constantes, se observa

[ue — usl|72 <C1(K, g0, Z0) ||ue — usl|72 + Ca(qo) | Ze — Zs || 2 |Jue — us]| 2
+ C3(q07[_{7 ZO7 Z(/)a B) mé“X{€7 5} ||u€ - u(5HL2

Realizando la derivada en tiempo de la parte izquierda de la desigualdad, se obtiene:

d _
— |lue — usll 2 <C1(K, qo, Zo) luec — usll 2 + Ca(qo) | Ze — Zs| 12

dt
+ C3(q07 I_{v Z07 Z(/)) /B) mé‘X{€7 5}
Por otro lado, se va a hallar la acotacién de

1d

2di !
Para ello, se utiliza la ecuacién (2.6) para € y §. A todo ello, se le multiplica por la diferencia
de Z. v Zs y se integra con respecto a z, resultando:

|Ze - ZJ”%Q

T T 1
0(Ze — Z5)(Z. — Zs) dzx = / (eTiue Zo— ¢ Tous Z(;) (Z. — Zs)dz

—T —T
y de manera directa se tiene que

1d

i S S
5% ||ZE — Z(SH%Q :/ (—e_Jeiue ZE + e JTsrus ZE + e Ts*us Z5> (ZE _ Z(S) dx

—T

™ 1 1
:/ (e_ Tevic 4 ¢ Tovue — 67“75*“5> Z(Zs — Z.)dx

—T

To__1
+ / e Jsxus (Z6 - Zg)(Zg - Ze) dr

—Tr
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En este punto, aplicando la desigualdad de Holder (lema 1.1) y muchas de las acotaciones que
ya se han visto a lo largo de este trabajo, se tiene:

1 d 2 =, 2
5% HZE - Z6||L2 SC(Z07Kv) Hue - uéHL2 ”Ze - Z5HL2 + ||Ze - Z<5”L2

+ C(Z(), K) méx{e, (5} HZ6 — Z(;”Lg

Con lo que, si se deriva la norma de la parte izquierda de la desigualdad, se cumple que

d - N o
7 | Ze — Zs|| ;2 <C(Zo, K) ||ue — usl| 12 + | Ze — Zs|| ;2 + C(Zp, K) méx{e, d}

Sumando las dos acotaciones de las derivadas de la norma, junto con una nueva agrupacién
y definicién de la constante C', que es el méaximo de todas, se tiene

d .
g (lve —uslipe +11Ze = Zsll2) < Clllue — usllpz + 1 Ze = Zsll 12 + méx{e, 6}]

Por ltimo, aplicando la desigualdad de Gronwall (1.6) a la funcién
f(t) = llue = usl 2 + (| Ze = Zsll L2 + méx{e, 6}
se concluye que
e — us|| g2 + || Ze — Zs|| 2 + méx{e, 6} < €' méx{e, 6}

ya que, como se ha mencionado al principio de la seccién, las funciones u, y us tienen la misma
condicion inicial y con Z. y Zs ocurre lo mismo. Por lo tanto, se tiene que ambas funciones
son de Cauchy ya que tomando el maximo de € y § suficientemente pequeno, la norma de las
diferencias de las funciones sera suficientemente pequena.

Entonces, se tiene que existe el limite de la funcién u., que se va a denotar como us.. Se
acaba de ver que us, € C([0,T], L?), pero, aplicando la interpolacién en espacios de Sobolev
(lema 1.9), se concluye que

1—3 El
[tie = too |l s < [ltte = Uoo |12 * [[tie — ool fps Para 0 <'s <3

.. 1-2 - . .,
donde el término ||ue — ux||,; . * puede ser tan pequefio como se considere. Por ello, u también
es una funcién de Cauchy en el espacio C(]0,7], H") con r < 3. Luego, se concluye que

Uso € C([0,T],H") con r < 3
Uso € L°°(0, T, H?)
donde queda asegurada la existencia de solucién uw en H" con r < 3.

Entonces, sabemos que ue — us. Ahora bien, la sucesiéon u. es soluciéon para el pro-
blema regularizado, pero no estd claro que lo sea para la ecuacién del sistema inicial (2.5).
A continuacion, se demostrara que el limite de dicha sucesién si que es solucién del sistema
inicial.

Para cualquier funcién test! ®, se cumple que

m t m t
/ / D - Qudtdr = —/ / 0P - uc dt — ®(z,0)ue, do
—m JO -7 JO

! Cualquier funcién periédica C* en z con soporte compacto en t
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Ahora, como se verifica

lue| < C(lug| +1)

se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada, resultando

™ t iy t
lim — / / WP - ucdt — ®(z,0)u, de = — / / P - oo dt — P(x,0)ue, dx
—xJo —mJ0O

e—0

Utilizando que ® es una funcion test, se verifica, a raiz de la anterior igualdad, lo siguiente

™ t s t
h’m/ / d - i dtdx = / / D - Oyune dt dx
=0/ _xJo —7J0

Una vez introducidas estas equivalencias, se va a realzar el estudio deseado. El objetivo es
demostrar que se cumple

s t ™ t
h’m/ / D . Qiu.dtde = / / d {qo e Voo gm [y e e dy Uoo Oz oo + /383%0 dt dx
—m JO —7m JO

e—0

ya que, U seria solucién del problema regularizado pero también del sistema de estudio (2.5).
Para demostrarlo, se van a usar dos propiedades. La primera, se puede encontrar en [4], mas
en concreto cuando enuncia las propiedades de los mollifiers. Es la siguiente:

Lema 2.2. Para todo v € C°, se verifica
ImJ.xv=w
e—0
La segunda, serd demostrada en este trabajo. Es la siguiente:

Lema 2.3. Sea u. € C([0,T), L?) una sucesion de Cauchy tal que su limite es us. Entonces,
se cumple

lim Je * ue = Uso
e—0

Demostracion. Se demuestra de manera directa, sumando y restando la misma cantidad y
utilizando el lema anterior. En primer lugar, se tiene la siguiente igualdad:

lim Je % ue = im Je * we £ Je % Uoo = M T * (Ue — Uoo) + Te * Uoo
e—0 e—0 e—0
ahora, utilizando el lema 2.2 visto recientemente, se observa
Iim J, * ue = M Ue — Uso + Uso = Uoo — Uoo + Uoo = Uso
e—0 e—0
O

Con estos dos lemas, se podra demostrar que us, es solucién del sistema (2.5). Por lo
anteriormente visto, se cumple

T t m t 1 ;-1
h'm/ / ®oiu. dt dx —/ / d - lim {— qo - (je * (e_Je*ue ce—Joe Terueds Zo(@))
e—0 —_xJo —_rJo e—0

— Je# ((Te %) - 0a(Te % ue)) + B+ (Je x 02(Te *ue))} dt dx
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En este punto, se deben aplicar los lemas 2.2 y 2.3 para cada uno de los sumandos del limite
y, de manera casi directa, se obtiene

s t s t 1 ;-1
h’m/ / DOyue dt dx :/ / D - [—qo- (e_uoo cemJoe e ds Zo(a:)>
=0/ _xJo A

— (Uoo - Opioo) + B Biuoo} dt dx

Ahora bien, como se ha visto antes, también se verifica que

m t s t
h’m/ / d - Qucdtdx = / / D - Qruso dt dx
e—0J_xJo —mJOo

por lo que se puede concluir que el limite uy, es soluciéon del sistema propuesto inicialmente,
el sistema (2.5).

2.2.6. Unicidad de solucién

Una vez demostrada la existencia de solucién local, hay que asegurarse de la unicidad de
la misma. Se sabe que, por la ecuacién (2.7), la solucién en caso de que exista serd tinica por
su definicién en caso de que lo sea u(z,t). Por ello, hay que centrarse en estudiar la unicidad
de la solucién de la ecuacién (2.8).

En esta seccién, se va a suponer que existen dos soluciones u y v para la ecuacién (2.8).
Razonando de forma andloga a la anterior seccién, se van a restar las ecuaciones que cumplen
ambas funciones y se va a multiplicar la expresion por la diferencia de v y v. Por ltimo, se
integra con respecto a la variable x, de tal manera que se tiene la siguiente expresién:

1 d T s
|lu — UH%Q =— / (uugy —vvg) (u —v)de + (Ugy — V) (u — v) d

2dt o -7
vy
+ qO/ Zo <e’ Joet/tds o= fyet? ds) (u—v)dz
—Tr
=L +1+ 13

donde, integrando por partes, se obtiene en el término I, la siguiente acotacion:

L=p 7T(u:cac — Vg )(u —v)dr = =3 W(Ux—vx)2d$ <0

—T —Tr

Por otro lado, se tiene

11:—;/ dp(u? — v} (u —v) dz

— LMot o= o) - ) de
= [ ot de— 5 [ 0w o)t ) v)da

—T —T
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integrando por partes el primer sumando, resulta

_[1:—} 8x(u+v)(u—v)2dx+i/ Oz (u+v)(u —v)* dz

2J)- —r
—2/ Oz(u+v)(u—v)°dr

= C(lluall e vl 2) lu = ol 72
< C(K) [|u — |7
Por dltimo, utilizando la desigualdad de Hélder y el teorema fundamental del calculo, se

observa

e fg e~ 1/uds e gefl/” ds

I3 <|l90 - Zoll g llue = vl 2 12

1 t —1/u t —1/v
/ ef)‘fo e ds—(1-X) [y e ds g\
0

t
<Ilgo - Zoll oo lJu = ]| 2 / e/ _ o1/ g
0

L L2

<C(qo0, Z0, K, T) [u— |2 - T - sup ess lu — v]| -
t<T

Ahora, definiendo la siguiente funcién

G = sup ess ||lu —v||7»
t<T

y juntando las anteriores acotaciones e integrando la expresién con respecto al tiempo, se
obtiene

1 [td 5 _ ot )
5 | g lu vl ds <R [ -l ds
0 0
t
4 Colao, Zo, K., T) - sup ess |lu— vl 2 / lu— vl ds
t<T 0

que, sustituyendo por la ecuacion definida y tomando el maximo de las constantes, resulta
Tomando T' <« 1, se concluye que
Gg=0

de donde se obtiene la unicidad de la solucién de la ecuacién (2.8) y, por ende, la unicidad de
la solucién de la ecuacién (2.6) por estar su solucién formada por el dato inicial y la solucién
u de la ecuacién anterior, quedando demostrado el teorema 2.1.



CApiTULO 3

Propiedades

Tras demostrar la existencia y unicidad de soluciéon local, en este capitulo se estudiara tanto
la existencia y unicidad global de las soluciones del sistema de estudio como una cantidad
conservada que figura en el mismo.

3.1. Cantidad conservada

Partiendo de la ecuacién de la u del sistema (2.5), se va a demostrar que existe una cantidad
conservada! en tiempo. Para ello, partiendo de la ecuacién ya mencionada, se integra respecto
al espacio

™ s

<;u($,t)> de =p Uy (T, 1) dz

-7

™
/ (u(z,t) +qo - Z(z,t)), dz —|—/
—T —T
Ahora bien, como se puede observar, hay dos términos los cuales son la integral de la derivada
que, por ser tanto u como u, funciones periddicas, el resultado de ambas es 0. Por ello, se
tiene:
™
/ (w(@,t) + a0 - Z(x, 1)), da = 0
—T

0, lo que es lo mismo,

d

pn /Tr u(m,t)—l—qo-Z(x,t)dx] =0

—Tr

A continuacion, se integra la expresion con respecto al tiempo, originando

t d ropm
— / u(x,s)+qo~Z(m,s)da:] ds=0
0 ds -

que, de manera directa, resulta
™ T
[ w0+ 2 tdo= [ @) + a0 Zo(e) da
con lo que,

/_7r up(x) + qo - Zo(x) dx (3.1)

es el valor que se denomina en este trabajo como cantidad conservada, ya que permanece
constante a lo largo del tiempo en el sistema.

'Se llama cantidad conservada a aquella que se mantiene para todos los valores de las variables de una
funcién.

37
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3.2. Existencia global

En esta seccién, se estudiard la existencia global de solucion. Para ello, se va a demostrar
el siguiente teorema:

Teorema 3.1 (Existencia global de solucién). El sistema presentado en la ecuacion (2.5),
tiene una tnica solucion global u € (C[0,T], H®) VT > 0.

Demostracion. Teniendo en cuenta que en el anterior capitulo se ha estudiado la existencia y
unicidad de solucién local, tan solo faltaria de demostrar que dicha solucién es global.

En cuanto a la solucién de Z(z,t), como es una solucién que se obtiene de manera directa
para la cual no hay restricciones, se sabe que dicha solucion es global siempre que esté bien
definida y lo sea u(x, t). Por otro lado, se ha de comprobar que tanto u como hasta la derivada
de orden 3 de u tiene que estar acotada para que la solucién local encontrada en el anterior
capitulo sea global. Por ello, empecemos viendo la acotaciéon de u(z,t).

d
%Hu(t)HLoo = Oyu (T4, t) con Ty el punto de maximo

_ 1 _ft{iu(flt,s)ds
= — sy, + B ol + 2o (@) g0 - €T -

1
1 T e
< Z (i’t) o - o Tl . o~ fge lu(s)liLoo gs

Ademi4s, se observa que

d (t - _ 1 I S
2| TTeIs s = ¢ T@ILe
dt J,

por lo tanto, teniendo en cuenta esta tltima igualdad, y, continuando con la acotacion anterior,
se tiene
a ~ e P ) =
&HUHLOO < Zo (jjt) ~qo-e m®lree . g™ Joe L ds

1
T t " Tu(s) oo
Tu@®) 00 . e~ fO e Nu(s)lpoo gg

IA

1Zoll o - g0 - €

d [ _ o, Toms
~NZoll e a0+ 5 [0 “

IN

Ahora, integrando con respecto al tiempo la expresion anterior, resulta

IN

1
_ (te Tul)goo
”'U,(t)HLoo - HUOHLOO — HZOHLOO - qo - (6 f() € Lo ds 1)

1
— e WO g

IN

[u(®)][zee + 1 Zoll oo - g0 - € [woll oo + 1Zo]l o< - 90

y, COmMo
1

" TlullLoo

e L ds >0

t
1Zo]| o - a0 - €™ o

se concluye que |[u(t)||z estd acotado para todo tiempo.
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Ademas, si se multiplica la ecuacién (2.8) por u y se integra respecto a x como se ha hecho
en la seccién 2.2.2 pero, en vez de obviar el término asociado a u,, por ser negativo, ahora se
mantiene en la igualdad, se obtiene:

s ™
pplu®e =8 [ wun ot [ 2ot B g
—T —Tr

= — /8 (Ux)Zdl‘ +/ u-qo- ZO . 6—1/’[1, . e_fote—l/uds d:I;

—T —Tr

aplicando la desigualdad de Holder (lema 1.1), se tiene

_ _ [t —1/u
‘6 l/u'6 Joe ds

5 U7z + B lua (Ol 72 <Ilu(®)z2 llao - Zoll 2

<Ju(®)[z2 llg0 - Zol| 12

LOO

y, teniendo en cuenta que
K
[t do < futt) e 2
-

se verifica

1d

2dt
por lo que, como se ha demostrado que ||u(t)||;~ estd acotada, se obtiene de manera directa
integrando con respecto a t que u; estd acotado en L?(0,7T, L?) por una funcién lineal en
tiempo. Esta notacién, implica que u, estd acotada en L?(0,T) en la variable ¢t y en L? en la
variable x.

2 2
lu() 122 + B lue (B)llz2 < lullzee 27 llgo - Zol| 2

d
Por otro lado, se estudiard la acotacién de o7 ||uz (t)|| 2. Multiplicando la expresién (2.8)

pPOr —Ugg.
t o—1/u(=,s)

2 —1/u -
_ua:x'ut:_ﬁ'umx"i_u'ux'uxa:_QO'ZO(x)'ux:v‘e / e J0

e, integrando con respecto a la variable x, se obtiene

1 d 2 2 i & —1/U _ft e—1/u(z,s) g
2dt H“w(t)nlﬁ =-p Hu:mc(t)||L2+ U Uy Uy AT — Q0 Z0(x) Uy € e 0 dx
-7 -7

Ahora, estudiando las dos integrales por separado, se consigue la acotacion deseada. En primer

lugar,
i vy i
™
/ u-uz-umdx—u-ug‘_ﬁ—/ uidw—/ U - Uy » Ugpy AT
—TT —T —TT

s s
3
:—/ ’U,zd.fC—/ U - Ug * Ugy AT
—Tr —Tr

Apreciando que aparece de nuevo el mismo término, se tiene que

s 1 vy
/ u'ux-umd:n:—/ uidw
- 2 -7

1 3
<5 [l ()75
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Por 1ltimo, se tiene que acotar el término restante. Para ello, se utilizan los lemas 1.1 y 1.4
(desigualdades de Holder y Young)

4 _ _ [t _—1/u(z,s)
—/ Qo - Zo(x) - gy - e e do ¥ dr < lgo - Zoll 1 - |tae(t)]] 12
—Tr

1
< oo a0 Zoll 7z + € uaa () 72

Entonces, reuniendo ambas acotaciones en la ecuacion, se obtiene

1d 2 2 1 3 1 2 2
5ol O < =8 a3 + 5 Nua (@) + 1 llao - Zoll2s + ¢ luan ()12

A continuacién, usando la desigualdad de Sobolev (1.7) y la interpolacién en espacios de
Sobolev (lema 1.9) en el término asociado a la norma L3, se tiene

141/6 3 1-11/6) 3
[u(@)]l s 'HU(t)IIEQ )

s (8)lI7: < C - [u(®)l[3141/6 < C

Ahora bien, se ha demostrado que |[|u(t)]|;« estd acotado, por lo que también lo estd ||u(t)]| 2:

vy
o < uto) e - 2m
—

por estar x definida en (—m, 7). Por consiguiente, aplicando la desigualdad de Young genera-
lizada (lema 1.4) y la acotacién anterior, se tiene

ua ()35 < € C - [[u(t) |32 + Cluo, Zo, qo, €)
< e O uge (1) 32 + Cluo, Zos o, €)

donde la tltima desigualdad se sigue de la definicién de la norma H?, ya que

2 2 2
[u(@) [z = ()22 + lltze (B)]l72
2 2
< Nul®lzee - 2m 4 [luwe ()12

y, sustituyendo ahora en la desigualdad principal, se obtiene

1 d * %k
% e ()72 + B l|usa()72 < € C* - Juge ()72 + C*(uo, Zo, o, €) + € g (t)][72
tomando € = L, se alcanza
2(C*+1)

d =
2 e (OII72 + B l[uaz (D72 < Cluo, Zo, 00, )

e integrando con respecto al tiempo

t
lua(®)]2: + 8 / s (5)[122 ds < C(t+1)
0
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donde

C = mix { C(uo, Zo, a0, B), 2 (0) 132 }
Se tiene que u, esta acotada en L>°(0,T, L?) por una funcién lineal en tiempo. Por recordar
de nuevo, la notacién L>(0, T, L?), indica que esta acotada en L>(0,T) en la variable ¢ y en
L? en la variable . Esa misma expresién, sostiene que u,, estd acotada en L?(0,T, L?) por
una funcién lineal en tiempo.
Ahora, se estudia y demuestra que ||ug,(t)||; 2 estd acotada. Para ello, se multiplica la
expresion (2.8) por Uzzzs

1/u 7f0t e~ 1/u(@,s)qg

Ugpgxx * Ut = 6 “Uggrr  Ugg — U Ug * Ugger + G0 - ZO(J:) “Uggrs * € - €

y, de nuevo, se integra dicha expresién con respecto al tiempo. Por un lado, se tiene que
/ Upgre - Ut AT = _/ Upze - Optly dx = / Ugg - Oy dx = 567 ”umc(t)HLQ
-7 -7 -7 t

Por otro lado, se acotan uno por uno los términos de la parte derecha de la igualdad. En

primer lugar,
s s

—T —T

En segundo lugar, integrando por partes de nuevo resulta

™ T T
2

—T —T —T

™ ™ ™
:—/ 2ux-u32mdx—/ ux~u:2mda:—/ U+ Upy * Uppy AT
—Tr —T -7

de la dltima igualdad se aprecia que
™ 1 ™
/ u-um-uwmdajz—zf u$~u§xdx
—Tr —T
que, sustituyendo en la anterior expresién,
i 5 [T ) 5 5
- U Uy Ugge AT = _5 Ug * Ugy dx < 5 Hufﬂ(t)HLoo ’ Hul?l?(t)HLQ

—T —T

y, utilizando la desigualdad de Sobolev, se tiene

™

—Tr
Y, por iltimo, se estudiara el ultimo de los términos. Se integrard por partes para obtener
las expresiones deseadas

& t —1/u 4 t —1/u
/ qo - ZO(*T) *Ugzzx eil/u e Joe s ds = — / Ugzz * 40 * ZO(*T) e o€ Vrds—1/u

t —1/u
( -/ d> "
u 0 u

t _1/u
_ / Ugzw G0 * Z(l)(iL') e~ Joe Vuds—1/u dx
-7
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Se denota el término a acotar por 17 para facilitar la lectura y se aplica la desigualdad de
Holder y la desigualdad de Young generalizada (1.1 y 1.4) junto con la desigualdad triangular

(lema 1.5).
t —1/u .
tr / e U
u 0 u 12

2
up ey
uw? )y u L2
t 2
u
/| x’ds
0o U L2

ahora, teniendo en cuenta la acotacién de u, en L?(0,T, L?) y en L>(0,T,L?) y la siguiente
desigualdad

T < Huwm<t)HL2 ) qu : Z(/)HL2 + Huzm(t)”LZ |90 - ZOHLOo :

< 2€ || tga () | 32 t qu ZOHL2 I (HQO - Zoll oo -

Ug

u2

<l + 4 oo 29+ % (b2l |

L2 ‘

(a+b)? < 2a? + 2b*

resulta, junto a la actualizacién de constantes y sabiendo que la norma de la integral es menor
que la integral de la norma, lo siguiente:
2
/ lug(s)| ds >
L2

K)
2 7 2 ! 2
< 2€ ||uaea (t) |72 + Ca(€; a0, Z0) + Ci(e, 90, Zo, K) (Iqu(t)!LQ [ M)z dS)
0

<2e ||U$I$(t)H%2 + 02(67 q0, Z(/)) + Cl (67 q0, ZO’ K) (C(t + 1) + C’(t + 1))
< 2€ |[taga ()17 + Cale, g0, Z)) + Ci(e, g0, Zo, K) (C(t + 1))

Ty < 2¢ ||ugg(t )HL2 + HQO ZOHL2 + C1(€, 90, Zo; (HUI M2+

y, renombrando por C' la mayor de las constantes, se deduce que
T1 < 2€ |[tgas(t)]|72 + Cle, g0, Zo, Zh, K)(t +2)
Juntando todas las acotaciones y tomando € = /4, se concluye que

1d 3

5 Naa I3 + 5 tara (32 < Cr o (8)32 + Ca(8, a0, Zo, Zb, )t +2)

Llegados a este punto, se puede aplicar la desigualdad de Gronwall (lema 1.6) ya que, por ser
|tz (t)||32 pOsitivo, se cumple

1d

5o a2 < C1 luaw ()]s + Ca(8, 0, Zo, Z6, Kt +2)

por lo que, aplicando Gronwall, resulta

t
[t (£) |72 < eJo Cilluaz(s)ll 2ds [||um<0)y|iz+02/0 (s +2) ds}

< elo Crlluse(9)ll2ds [Ilum(o)lliz +Cy (4t + tQ)}
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Ahora bien, aplicando Hélder en la norma asociada a t se tiene la siguiente desigualdad

t t 1/2
l/WMWW%§</Wm®@MQ P2
0 0

con lo que se concluye que

t 2 1/2 _
e ()3 < e Ualtes ) 2 g )] + o (424 2)]
< O [Ilum(())llia +Co (4t + t2)}
donde se observa que 1, estd acotada en L>°(0, T, L?), usando en la tltima desigualdad que

Uy, estd acotado en L?(0,T, L?). Ahora bien, tras esta acotacién, se considera de nuevo la
desigualdad

1d
2dt

15} _
ltaa ()72 + 5 ltaaa(B)lIT2 < Co llusa(B)Il22 + C2(B, 0, Zo, Zg, K)(t +2)
Integrando ahora con respecto al tiempo y sabiendo que ||z, ||32 > 0, junto con la redefinicién

de las constantes se tiene

t t
/ [tz (5)]|72 ds < C1(B) / [t (8132 ds + Ca(B, qo, Zo, Zb, K)(12 + 1)
0 0

Aplicando la desigualdad de Hélder para la variable ¢, sustituyendo por las acotaciones de
Uz, v redefiniendo las constantes, resulta:

t t
/0 ltzza (s) 172 ds SCl(ﬁ)/O luzs ()72 ds - Sup ess |[uae(®)ll12 + Co(t? +1)
Co(t+1)1/2.41/2 2 2 2
<Ci(B)e (e ()12 + (42 +£2)] (¢4 1) + C3(# + 1)

donde se verifica que 1., estd acotada en L(0,T, L?).

Por dltimo, para concluir con la existencia global, se debe demostrar que ., estd acotado
en L>°(0,T, L?). Para ello, se razona como en la subseccién 2.2.2, es decir, multiplicando por
—d%u la ecuacién (2.8), originando

6 6 6 6 —1/u — [Tem1/uzs)gs
—0u - up = Opu - U - Uy — Optt + PUgy — Opu - € ~qo- Zy-e Jo
Ahora, se debe integrar respecto a la variable . Como ya se han tratado estos términos, se
van a recuperar de dicha seccién los términos interesantes. Entre ellos, el siguiente:
T 1d
— -y do = =—
v 2dt

—T

||uzm(t)||%2

Ademds, se rescata también la siguiente acotacion:

s 9 1
85“ ‘U Uy do < QEHUmmx(t)H%? + ZGHU:r(t)”%?HUM(t)H%OO + ZEHU(t)H%OOHUmx(t)H%?

—T
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que, utilizando la desigualdad de Sobolev (lema 1.7) y las acotaciones demostradas en este
capitulo, se obtiene

™

8;%“ ‘U Uy do < 26”“%%@)”%2 +Ci(e)(t+1) H“xmm(t)”i2 + Ca(e)(t+ 1) ||Umx(t)||i2

—T

< QEHUmmx(t)H%Q +C(e)(t+1) Humx(t)H%Q

Por otro lado, también se recupera la siguiente cuenta:

— | 0% Buae dz = —Blltgas (t)]| %

—Tr

Por dltimo, se recuperan las acotaciones del término asociado a las exponenciales, que se
denotard por I; para facilitar su lectura. Pues bien, se tiene:

t 2
B <5eltna(t) |2 + Cales o Zh,9(0) - |z — [ sl s
0 oo
t 2|2
- Calesao, Zo, y(0)) - u§+( / uz@c,s)ds) T Cylerqo, ZL)
0 oo
2
© Cale a0, Zo, 5(0)) [H ~29(0) - o2 + e
LOO

_|_Hy(())(2 —y(0)) /Ot ul(x,s)ds — /Ot Uz (2, 5) ds

2
=S

Ahora, aplicando la desigualdad triangular (lema 1.5) y sabiendo que la norma de la integral
es menor que la integral de la norma, se consigue:

t
Iy < 5etgaa(t)]122 + Cr(e, g0, Zh,y(0)) - [Hum(t)niw n /O g () 2. ds] T Cylerq0, Z)
t t
+ Cole q0, Zoyy(0)) [uummnim + /0 o ()2 ds - /0 o (5)]12-« ds]
t t
4 Cales a0, Zo, y(0)) [nux(mim Tt ()2 + /0 o (3)[2 ds - /0 ()] ds

t
= [ o)l ds]

Acto seguido, aplicando la desigualdad de Sobolev (lema 1.7) y redefiniendo algunas constan-
tes, se tiene:

t
I < 5€|[tgzan(t)||72 + C1(e, g0, Z§, y(0)) - [Hum(t)H%g +/ [tz (8) 32 ds} + Cs(e, qo, Z0)
0
t t
T Cales a0, Zo,y(0)) - [Humwriz + /0 e (5)22 ds - /0 e ($)]1Z ds + usaa (£)]12

t
""/0 Humw(s)H%? ds}
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A continuacién, se utilizan las acotaciones realizadas en este este capitulo de u,, en L*(0, T, L?)
y L?(0,T, L?) y la acotacién de gy, en L2(0,T, L?). Entonces, resulta:

I < 5ellusee(8)]72 + Cule, a0, Z6, y(0)) [e@““)”"”“”"’ (a2 ()72 + (4t + )] + (¢ + 1>]
2
+ Cs(e, B, 40, Z0, y(0)) - {e@@“’”z“” e 0) 72 + (4t +42) |+ (¢ 1)

+ Cs ()20 [Ilum(O)H%z + (4t + tz)} (t+1)+ (£ + t)] + Cs(€. 90, Zg)

+ 03(67 67(]07 Zan(())) ' HuiUT«T(t)H%Q

Para intentar facilitar la lectura, se define la nueva constante C* como
C = méx {01(6, q0, Z(l)v y(O)), 03(67 67 q0, ZO? y(O)), 06(67 q0, Z(/),)}

y, redefiniendo alguna constante como puede ser Cs, hace que I se pueda acotar por:

1/2.41/2 2
Iy < 5€||tgaas (t) |32 + C - [602““) Y aaa )32 + (4 +¢2) +1]" 4+ 1)

+2(87 + 2t + 1)] + C ||taee (£)]|72

Una vez realizadas las 4 acotaciones de los distintos términos y tomando € = 1%, se juntan

todas ellas y se redefinen algunas de las constantes, resultando:

1d
ia”umx(t)né + g”umm(ﬂ”%2 <Ci(t+1) Humx(t)”%?
+ 0[2@2 + 2t + 1)
2
Y, como

B
9 ||uxmrx(t)||%2 >0

se tiene que

1d
5 o I3 < Cae4 1) lunss(®s + C |20 +20 41
2
+ O [”u:cx(o)Hiz + (4t 4+ ) + 1} (t+ 1)]
Por dltimo, aplicando la desigualdad de Gronwall (lema 1.6), se verifica

t
gz ()22 < C1HHE) [\umm)uiz +2C / 8 +2s+1ds
0

t 2
+ C/ 6C’2(s+1)1/2.51/2 [Hu;mc(o)H%2 + (43—|—82) + 1] ($+ 1) d8:|
0

<F(t)
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por lo que, se concluye que la funcién wug., estd acotada en L*°(0,T,L?). Con ello, se ha
demostrado que tanto la funcién u estd acotada en x para todo ¢t como que sus derivadas,
Ug, Ugz Y Uges, eStan acotadas en L>(0, T, L?), es decir, para todo tiempo ¢ > 0, su norma en
L? de la variable z esté acotada.

En el capitulo 2 se ha demostrado la existencia de una tnica solucién hasta un cierto
tiempo 7. Si dicha solucién no fuese global, la norma H? de la misma deberia dejar de estar
definida. Sin embargo, en esta seccién se ha demostrado que la solucién no deja de estar
definida, por lo que se puede asegurar que la solucién es global. ]



CAPITULO 4

Resultados numeéricos

En este dltimo capitulo, se va a realizar una simulacién para el sistema presentado en este
trabajo. Para ello, se va a utilizar el software “Matlab” y, méas en concreto, los dos cédigos
recogidos en los anexos. El primero de ellos, contiene en una funcién las dos ecuaciones del
sistema. Algo a destacar de este capitulo es la utilizacién de la funcién programada de Matlab
ftt (fast Fourier transform) y de la funcién programada iftt (inverse fast Fourier transform).
Con ambas, se consigue que las derivadas sean realizadas como multiplicaciones en el espacio
discretizado de Fourier y que la multiplicaciones entre funciones se realice en el espacio fisico.

Una vez explicado el primer cddigo, conviene explicar el segundo. Consiste en un script
cuyo principal objetivo es la resolucién del sistema para los pardametros 8 y qo introducidos
por el usuario. Para su resolucién, se utiliza, de nuevo, una funcién programada de Matlab. Su
nombre es ODE45 y estd basada en la férmula explicita de Runge-Kutta (4,5). Como se explica
en [6], este método trabaja con pares encajados tomando un paso h y, para cada paso, se hacen
dos aproximaciones. Estas aproximaciones de la solucién se comparan y, si la comparacion es
menor que una cierta tolerancia, el paso se aumenta, mientras que si la comparacién es mayor
que la tolerancia tomada, el paso se reduce. Este proceso contintia hasta que se verifique cierto
test de salida.

Se muestra a continuacién, una simulacién realizada con el siguiente valor de parametros:

B=002yq =3

Ademas, los datos iniciales tomados son

ug(x) = 10 + sin(x) y Zo(x) = 5+ cos(z)

que, son datos iniciales que cumplen con los requisitos del sistema de estudio presentado
(sistema (2.5)), ya que tanto uy como Zy cumplen

ug > 0,29 >0

Ahora, una vez concretados los datos iniciales y los pardmetros qg y 3, se pueden introducir
en el software Matlab, con el cddigo mostrado en los anexos, donde se incluye también como
se han logrado las figuras que se muestran a continuacion:
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Grafica en el instante t =0, con 3=0.02y q,=3

CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS

Grafica en el instante t = 10, con $=0.02y q,=3
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(a) Funcién u(z,t) en el instante t = 0 (b) Funcién u(z,t) en el instante ¢t = 10

Figura 4.1: Instantes ¢ = 0, 10 de la simulacién de u(z,t)

Pese a que solo se muestren los instantes de tiempo t = 0 y ¢t = 10, se puede consultar
en formato de video (se crea en el cédigo recogido en los anexos) la evolucién de la funcién
u(z,t). En esta simulacion, se puede apreciar que el minimo de la funcién u(z,t) es creciente,
lo que concuerda con lo visto a lo largo del trabajo.

Por otro lado, en cuanto a la ecuacién de Z(x,t), denota un decrecimiento que tiende hacia
0 como se puede ver en las siguientes figuras:

Grifica en el instante

Grifica en el instante t =0, con 3=0.02y q,=3
: . T . . T 3 t=10,con 5=0.02y q,=3
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Valor de Z(x,10)
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-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
Dominio de x Dominio de x

(a) Funcién Z(z,t) en el instante t = 0 (b) Funcién Z(z,t) en el instante ¢t = 10

Figura 4.2: Instantes t = 0, 10 de la simulacién de Z(z,t)

Pues bien, se observa que en las simulaciones el crecimiento de u(z,t) estd controlado, ya
que en todas las simulaciones realizadas, la solucién u(z,t) cuando t tiende a T, la funcién
tiende hacia la cantidad conservada definida en la ecuacién (3.1). Por ello, se enuncia la
siguiente conjetura:

Conjetura 4.1. Sean uy(t), Zo(t) los datos iniciales, entonces el limite de la ecuacion Z(x,t)
tiende a 0 y el limite de la ecuacion u(x,t) tiende a la cantidad conservada (3.1).
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Anexos

Funcién que modeliza la combustién

Se presenta en este apartado el cédigo de Matlab que ha sido utilizado para representar
el sistema de ecuaciones:

function Ftotal=combustion_ode45(t,y,Beta,q0,D,L)
%% Sistema de ecuaciones que modelan combustidn

% Diferenciamos entre los valores de u y Z.
N=length(y)/2;

Uold=y (1:N);

Zold=y (N+1:2%N) ;

% Se define cada uno de los sumandos de u y el idnico término de Z

Ul = -(D.*xfft ((real (ifft(Uold)))."2))./2;
U2 = -Beta.xL.*xUold;
Z1 = - fft(exp(-1./(real(ifft(Uold)))) .*real (ifft(Zold)));

U3 = q0.%71;

% Retorna el resultado

; Ftotal= [U1+U2-U3;Z1];

end

Script para la solucion y representacion del sistema

En este apartado, se muestra el cédigo del script utilizado tanta para la solucién como
para la representacion del sistema de estudio. Se han incluido comentarios explicativos para
poder seguir el codigo facilmente. Es el siguiente:

%%h Script para la solucién representacién del sistema estudiado en el TFG

%% Parametros fisicos del problema

N=2"8;

x=(2%pi/N)*x(-N/2:N/2-1);

% Pardmetros simulacién (Intercambiar por los que se deseen)
Beta=1.e-2;

q0=3;

%% Parametros numéricos
dt=1e-2; Ypaso

%% Una derivada
k=[0:N/2-1, 0, -N/2+1:-1]; JPara una derivada impar
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16 D=1ixk’; YDerivada en el espacio de Fourier
17 clear k

19 %% Laplaciano

20 k=[0:N/2, -N/2+1:-1]’; JPara una derivada par

21 L=abs (k) ."2; YLaplaciano en el espacio de Fourier.
22 clear k

24 %% RESOLUCION CON ODE45
25 [t,y]l=ode45(@(t,y) combustion_ode45(t,y,Beta,q0,D,L),0:dt:10,
26 [£fft (10 + sin(x));fft(5+cos(x))]);

28 %% REPRESENTACION CON IMAGENES DE u(x,t)

30 % Se crea la figura en el instante t = 0

31 figure;

32 % Se representa la funcién u(x,t)

33 plot(x,real (ifft(y(1,1:N))),’r’);

34 % Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
35 % para cada simulacién)

36 x1im([-pi, pil);

37 ylim([8, 12]);

38 % Titulo y etiquetas

30 title(’Grafica en el instante t = 0, con \beta = 0.02 y q_0 = 3’);
40 xlabel (’Dominio de x’);

41 ylabel(’Valor de u(x,0)’);

43 % Se aumenta el tamafio de la fuente del titulo y las etiquetas
44 set(gca, ’FontSize’, 12);
45 pause;

48 % Crear la figura en el instante t = 10

49 figure;

50 % Se representa la funcién u(x,t)

51 plot(x,real (ifft(y(1001,1:N))), ’r’);

52 % Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
53 % para cada simulacién)

54 x1im([-pi, pil);

55 ylim ([24, 26]1);

56 % Titulo y etiquetas

57 title(’Grafica en el instante t = 10, con \beta = 0.02 y q_0 = 3°);
58 xlabel (’Dominio de x’);

50 ylabel (’Valor de u(x,10)°’);

61 % Se aumenta el tamafio de la fuente del titulo y las etiquetas
62 set(gca, ’FontSize’, 12);
63 pause;

65 %% REPRESENTACION CON IMAGENES DE Z(x,t)

66

67 % Se crea la figura en el instante t = 0

68 figure;

69 % Se representa la funcién u(x,t)

70 plot(x,real (ifft(y(1,N+1:2*N))),’r’);

71 % Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
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% para cada simulacién)
xlim([-pi, pil);

ylim([2, 81);

% Titulo y etiquetas

title(’Grafica en el instante t = 0, con \beta = 0.02 y q_0 = 3’);
xlabel (’Dominio de x’);

ylabel (’Valor de Z(x,0)’);
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% Se aumenta el tamafio de la fuente del titulo y las etiquetas

g1 set(gca, ’FontSize’, 12);

82 pause;

83

84

85 % Crear la figura en el instante t = 10
s6 figure;

87 % Se representa la funcién u(x,t)

oo
oo

plot(x,real (ifft (y(1001,N+1:2xN))), ’r’);

% Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
920 % para cada simulacién)

91 xlim([-pi, pil);

92 ylim ([0, 1.e-3]1);

93 % Titulo y etiquetas

94 title(’Grafica en el instante t = 10, con \beta = 0.02 y q_0 = 3’);
95 xlabel (’Dominio de x’);

96 ylabel (’Valor de Z(x,10)°’);

97

98 % Se aumenta el tamafio de la fuente del titulo y las etiquetas

99 set(gca, ’FontSize’, 12);

100 pause;

101

®

102
103 %% REPRESENTACION CON VIDEO

104

105 Video = VideoWriter (’archivoSimulacionu’); % Cambiar el nombre si se
106 % desea

107

108 % Video de u(x,t) en t \in [0,10]

109 myVideo.FrameRate = 10;

110 open(Video)

111

112 %Bucle para pintar todos los instantes de tiempo

113 for j=1:1001

114 % Se representa la funcién u(x,t) en el instante t=j

115 plot(x,real (ifft(y(j,1:N))), ’r’);

116 % Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
117 % para cada simulacién)
118 xlim ([-pi, pil);

119 ylim ([8, 261);

120 % Titulo y etiquetas

121 title(’Solucién u(x,t) con ODE45 (\beta = 0.01 y gq_0 = 3)°’);
122 xlabel (’Dominio de x’);

123 ylabel (’Valor de u(x,t)’);

124 frame = getframe (gcf);

125 writeVideo(Video, frame);

126 plot(x,real (ifft(y(j,1:N))),’r’);

127
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128 end

129

130 close(Video)

131 pause;

132 % Video de Z(x,t) en t \in [0,10]

133

134 Video2 = VideoWriter (’archivoSimulacionZ’); % Cambiar el nombre si se
135 % desea
136 open(Video2)

137

138 %Bucle para pintar todos los instantes de tiempo
139 for j=1:1001

140 % Se representa la funcién u(x,t) en el instante t=j

141 plot(x,real (ifft(y(j,N+1:2%N))), ’r’);

142 % Se fijan los limites de los ejes (Cambiar los valores del eje y
143 % para cada simulacién)
144 xlim([-pi, pil);

145 ylim ([0, 6]1);

146 % Titulo y etiquetas

147 title(’Solucién Z(x,t) con ODE45 (\beta = 0.01 y q_0 = 3)°);
148 xlabel (’Dominio de x’);

149 ylabel (’Valor de Z(x,t)’);

150 frame = getframe (gcf);

151 writeVideo (Video2, frame) ;

152 plot(x,real (ifft(y(j,N+1:2%N))),’r’);

153

154 end

155

156 close(Video2)
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