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Resumen

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de grupos ordenados es el Teorema de
Inmersién de Hahn (1907), que proporciona una caracterizacién sencilla de todo grupo
abeliano totalmente ordenado GG mediante un isomorfismo con un subgrupo aditivo del
producto lexicografico R, siendo I' el conjunto de clases de equivalencia arquimedianas
no nulas de G. El objetivo fundamental de este trabajo es desarrollar la teoria de grupos
ordenados requerida para obtener una demostracién autocontenida de este teorema. Para
ello, sera necesario probar en primer lugar el Teorema de Holder, que se trata de una par-
ticularizacion del Teorema de Inmersion en grupos arquimedianos, en su caso isomorfos
a subgrupos aditivos de R. Posteriormente, para obtener la version general del resultado
necesitaremos tres resultados clave: la biyeccion entre las clases arquimedianas y los saltos
en la cadena de subgrupos convexos de un grupo ordenado, la existencia de envolvente
divisible de un grupo abeliano libre de torsion, y la construccién del producto lexicografico
de grupos ordenados. Finalmente, se estudiaréan las aplicaciones del teorema, en especial
su relacion con la busqueda de soluciones en forma de series de potencias de ecuaciones
diferenciales.

Palabras clave: grupos ordenados, Teorema de Inmersion de Hahn, Teorema de Holder,
clases de equivalencia arquimedianas, producto lexicografico.

Abstract

One of the most important results in the theory of ordered groups is Hahn’s embedding
theorem (1907), which provides a simple characterisation of every linearly ordered abelian
group G by means of an isomorphism with an additive subgroup of the lexicographical
product R', where I' is the set of non-zero Archimedean equivalence classes of G. The
main goal of this work is to develop the theory of ordered groups needed to obtain a
self-contained proof of this theorem. With this aim, it will be necessary to prove Holder’s
theorem first, a particular version of Hahn’s theorem in Archimedean groups, which are
isomorphic to an additive subgroup of R. Obtaining the general statement of the theorem
next will require three essential results: the bijection between the set of Archimedean clas-
ses and the chain of convex subgroups of an ordered group, the existence of the divisible
hull of a torsion-free abelian group, and the construction of the lexicographical product of
ordered groups. In the end, applications of the theorem are studied, especially its relation
with the search for power series solutions of differential equations.

Key words: ordered groups, Hahn’s embedding theorem, Holder’s Theorem, Archimedean
equivalence classes, lexicographical product.
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1. Introduccion

La teoria de estructuras algebraicas ordenadas tiene su origen en las tltimas décadas del siglo
XIX. La nocién de orden es inherente a las matematicas desde el momento en el que se empezaron
a usar los nimeros naturales para contar y ordenar colecciones finitas de objetos. No obstante,
si bien las relaciones de orden fueron clave en numerosos resultados a lo largo de la historia, por
ejemplo al trabajar con sucesiones, su definiciéon formal no llegé hasta el desarrollo de la teoria
de conjuntos moderna a finales del siglo XIX. B. Russell se refiere a esta situacién y elabora
una de los primeros estudios rigurosos sobre conjuntos ordenados [33]. Por su parte, la teoria
de estructuras algebraicas, en particular la teoria de grupos, habia surgido durante el siglo XIX
como una herramienta til en varios campos de las matematicas. De la mano de J. L. Lagrange,
P. Ruffini y finalmente E. Galois, el estudio de la resolucién de ecuaciones polinémicas dio lugar
a la teoria de grupos de permutaciones. En teoria de ntimeros, la aritmética modular considerada
inicialmente por L. Euler y C. F. Gaufl y més tarde por N. H. Abel condujo a las definiciones de
grupo ciclico y abeliano por L. Kronecker. Asimismo, F. Klein y S. Lie introdujeron la estructura
de grupo en la geometria [35].

En este contexto, la primera definicién de grupo ordenado (en realidad de semigrupo) fue
dada por O. Stolz en 1882, como una lista de siete axiomas que establecian lo que hoy conocemos
como condicién de compatibilidad entre orden y operacién [36]. En los afios posteriores siguieron
tres trabajos fundamentales que permitieron entender y caracterizar las estructuras ordenadas.
En primer lugar, O. Hélder probé en 1901 que todo grupo totalmente ordenado arquimediano es
isomorfo a un subgrupo aditivo de los niimeros reales [13]. Seis afios més tarde, H. Hahn fue capaz
de generalizar el resultado a grupos no necesariamente arquimedianos, al probar que cualquier
grupo abeliano totalmente ordenado es isomorfo a un subgrupo del producto lexicogréfico de
(R, +) con indices en el conjunto de clases de equivalencia arquimedianas del grupo. Se conoce
este resultado como Teorema de Inmersién de Hahn [I1]. Finalmente, F. Hausdorff estudié
con detalle la estructura de producto lexicografico construida en el Teorema de Inmersién en
1914, proporcionando una nueva demostracion del resultado y facilitando la comprension y el
manejo de los conceptos tratados por Hahn [12]. La vigencia del resultado se ha prolongado
hasta la actualidad, en particular dada su aplicacién a la bisqueda de soluciones de ecuaciones
diferenciales en forma de series de potencias.

El objetivo de este trabajo es desarrollar la teoria de grupos ordenados necesaria para dar
una demostracion completa y autocontenida del Teorema de Inmersién de Hahn. En su articulo
de 1907, Hahn present6 una prueba extensa y farragosa en términos de notacién, debido a que
la mayoria de las nociones que manejamos en el texto habian apenas sido definidas y no existia
un consenso sobre su empleo. Por ejemplo, Hahn trabajé con los axiomas de Stolz en lugar de
los conceptos que utilizamos hoy en dia, y basé su demostraciéon en construcciones sobre los
ordinales, de tal modo que A. H. Clifford se refirié a ella como una “maratén transfinita” [4].
En su trabajo de 1914, Hausdorff dio una prueba notablemente mas sencilla. Sin embargo, fue
pasada por alto por las resenas histéricas posteriores, que citan las demostraciones surgidas en
los afios 50 como las primeras en simplificar la prueba de Hahn [7]. El mérito real de éstas fue
generalizar el Teorema de Inmersion a diferentes estructuras, siguiendo el resultado de Kaplansky
en 1942 que enuncia el equivalente en cuerpos valorados [18].

FEl texto principal de referencia en la elaboracién del trabajo ha sido Angeordnete Strukturen.
Gruppen, Kérper, projektive Ebenen, publicado por la matematica alemana S. Prie3-Crampe en
1983 [30]. De ese modo, hemos seguido la linea de sus demostraciones en los principales resultados
enunciados, en general extendiéndolas para lograr un desarrollo lo més completo posible. En par-
ticular, nos basamos en el trabajo de B. Banaschewski [1] para probar el Teorema de Inmersion,
cuya demostracion evita en gran medida el uso de ordinales simplificando considerablemente la
notacién. Otros textos consultados con frecuencia han sido [6], [I7] y [20].

El trabajo consta de cinco capitulos, en el ultimo de los cuales enunciamos y probamos el
Teorema de Inmersién. Como hemos anticipado, el Teorema de Inmersioén es una generalizacién a



grupos no necesariamente arquimedianos del Teorema de Holder. Los Capitulos [2]y [3] establecen
las bases de la teoria de estructuras algebraicas ordenadas y culminan con la demostracién del
Teorema de Hoélder. En esta parte, se ha decidido trabajar con bucles en lugar de grupos. Los
bucles son estructuras algebraicas que poseen todas las propiedades de grupo salvo la asociativa.
En particular, en ellos se satisface la ley de cancelacién, suficiente para probar muchos de los
resultados sobre estructuras ordenadas. De este modo, realizamos un desarrollo paralelo a la
teoria de grupos ordenados que nos permite enunciar resultados mas generales, finalizando con
el enunciado del Teorema de Holder en términos de bucles. Adicionalmente, el Capitulo [2]incluye
la construccién de la envolvente divisible de un grupo abeliano, que nos permitird enunciar el
Teorema de Hahn para grupos abelianos no necesariamente divisibles.

En los siguientes dos capitulos se introducen las herramientas necesarias para extender el
Teorema de Holder al Teorema de Inmersién de Hahn. De acuerdo con este ultimo, la inmersién
de Hahn de un grupo G se realiza sobre el llamado producto lexicografico de tantas copias de R
como clases de equivalencia arquimedianas no nulas tenga G. Asi, el Capitulo [ estd dedicado
a construir el producto lexicografico de una familia de grupos y dotarlo de una estructura de
grupo ordenado. En otro orden de ideas, en el Capitulo [5| definimos las clases de equivalencia
arquimedianas de un grupo ordenado, y demostramos que existe una biyeccién entre éstas y los
factores de la cadena de subgrupos convexos, de modo que los factores son grupos arquimedianos.

Los argumentos anteriores nos conducen a demostrar el Teorema de Inmersiéon de Hahn en
el Capitulo [} Dado un grupo abeliano totalmente ordenado G, consideraremos su envolvente
divisible G, y a partir de ella el producto lexicografico de los factores de la cadena de subgrupos
convexos de G, que son arquimedianos. Aplicando el Teorema de Holder a cada uno de ellos,
habremos encontrado la inmersiéon buscada. Para terminar, estudiamos las aplicaciones de la
construcciéon de Hahn a la busqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias en
forma polinémica, e introducimos brevemente el andlogo de la teoria en cuerpos valorados.

Asimismo, los conceptos introducidos nos permiten obtener con relativa facilidad resulta-
dos que, sin estar relacionados con el Teorema de Inmersion, permitirdn al lector interesado
profundizar en la teoria de grupos ordenados. De especial interés resulta el estudio de la orde-
nabilidad de un grupo. Asi, incluimos en el texto dos caracterizaciones de grupo ordenable que
surgen como el reciproco de sendos resultados sobre grupos ordenados, y dedicamos el
a buscar condiciones que garantizan la ordenabilidad de un grupo. En particular, probamos que
los grupos nilpotentes y los grupos libres son ordenables. Por su parte, el contiene las
nociones y resultados bésicos de la teoria de ordinales que empleamos durante el trabajo.

Notacién

De forma general, denotaremos a los bucles por (L,+) y a los grupos por (G, -), reservando
la notacién aditiva en grupos para el caso abeliano. La razén para trabajar con notacién aditiva
en bucles es que el desarrollo de la teoria de bucles ordenados se dirige hacia el Teorema de
Holder, enunciado para bucles arquimedianos y asociativos para potencias, que son en realidad
grupos abelianos.

Siguiendo su definicién como ordinal en el trabajaremos con el conjunto de los nime-
ros naturales N = {0,1,2,3,...}, y denotaremos N> := {n € N: n > k} para k € N. Extende-
remos esta notacién a conjuntos totalmente ordenados cualesquiera cuando sea necesario. Del
mismo modo, los conjuntos de los niimeros enteros, racionales, reales y complejos se denotan por
Z, Q, Ry C, respectivamente. Se supondra en ellos el orden usual si no se indica lo contrario.

Dados dos conjuntos A y B, denotaremos A C B si A es subconjunto de By A C B si es un
subconjunto propio. De igual modo, dado un grupo G y dos subgrupos A4, B C G, se denotard
A< B si A es un subgrupo normal de B. Ademds, dado un conjunto A, destacamos la distincién
entre el subgrupo generado por A dentro de un grupo, que denotamos por (A), y el subespacio
vectorial generado por A en un k-espacio vectorial, que denotamos por k(A).



2. Estructuras algebraicas ordenadas

Los textos elementales sobre estructuras algebraicas suelen excluir la nocién de relacién de
orden, dado que la mayor parte de resultados relevantes sobre grupos o anillos son independientes
de la existencia de una ordenacién de sus elementos. No obstante, muchas de las estructuras con
los que se trabaja normalmente tienen un orden subyacente, o al menos admiten una ordenacién
que respeta la estructura algebraica, como sucede de forma natural en Z 6 R. En este capitulo
introducimos rigurosamente el concepto de orden en estructuras con una operacién interna, en
particular en bucles y grupos. Recordamos que los bucles satisfacen todas las propiedades de
los grupos salvo la asociativa. La mayoria de los resultados fundamentales sobre estructuras
ordenadas soélo precisan de la ley de cancelacién, que también es valida en bucles. En concreto,
como se ha mencionado en la introduccién, desarrollamos la teoria de bucles ordenados con
el objetivo de obtener una versiéon para bucles del Teorema de Hoélder, que probaremos en el
Capitulo

En la misma linea, finalizamos el capitulo introduciendo la nocién de grupo abeliano divisible.
Probaremos que todo grupo abeliano y libre de torsién tiene una envolvente divisible, que ademaés
es totalmente ordenada si lo es el grupo inicial. Més tarde, el concepto de envolvente divisible
también serd clave en la demostracion del Teorema de Inmersién de Hahn, puesto que nos
permitird extender un primer resultado parcial aplicable iinicamente a grupos divisibles a grupos
abelianos en general.

2.1. Bucles ordenados

Comenzamos recordando las definiciones de las estructuras algebraicas méas simples con una
operacion interna, entre las que se encuentran los bucles.

Definicién 2.1. Un conjunto L no vacio dotado de una operacion binaria interna + : Lx L — L
se denomina magma. Se consideran en un magma las siguientes propiedades:

(I) Existe un elemento neutro 0 € L tal que a + 0 = 0+ a = a para todo a € L.
(IT) Para todos a,b € L, las ecuaciones © +a =by a + y = b tienen solucién tnica.

Un magma se llama magma unitario si satisface la propiedad (I), y bucle si satisface (I) y
(IT) al mismo tiempo.

Observacion 2.2. Aclaremos algunos aspectos respecto de la definicién previa.

1. Como en el caso de grupos, el elemento neutro es inico. En efecto, si suponemos e, es € L
neutros, tenemos que e; = e; + e = eo. De ahi que, en la definicién y a lo largo de todo
el documento, lo denotemos por 0 en notacién aditiva y e en notacién multiplicativa.

2. Nétese que la propiedad (II) garantiza la ley de cancelacién: si c+a = x + a, entonces, por
la unicidad de solucién, tenemos que x = c. De hecho, si L es finito, ambas propiedades
son equivalentes, puesto que la ley de cancelacién garantiza que la tabla de Cayley de L
es un cuadrado latino, es decir, cada elemento aparece exactamente una vez en cada fila o
columna. Por este motivo, las ecuaciones de (II) tienen solucién tnica.

No obstante, la equivalencia no se da en general. Basta considerar (N, +), que es un magma
unitario que verifica la ley de cancelacion. Sin embargo, la ecuacién n + 1 = 0 no tiene
solucién.

3. Asimismo, la propiedad (II) implica la existencia de inverso por izquierda y derecha, no
necesariamente iguales. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general. El ejemplo mas



sencillo es el conjunto A = {0, a,b} con la operacién + descrita por la tabla de Cayley:

con elemento neutro y donde todo elemento tiene inverso tinico por ambos lados, pero sin
la ley de cancelacién. En otras palabras, (A, +) es un magma unitario con inverso que no
es bucle.

Por otro lado, la existencia de inverso por izquierda y derecha es independiente de la ley
de cancelacion. Basta observar que los dos ejemplos citados son contraejemplos de las dos
implicaciones, respectivamente.
Ejemplos.
1. Todo grupo es a su vez un bucle, que tiene ademas la propiedad asociativa.
2. Los numeros enteros con la operaciéon resta (Z, —) forman un bucle que no es grupo. En

efecto, 0 es el elemento neutro, las ecuaciones x —a = by a —y = b tienen como soluciones
Unicas * = a+b e y = a— b, pero, en general, no se da la igualdad (a —b) —c =a— (b—c¢).

Como conjuntos, se puede dotar a un bucle o grupo de un orden entre sus elementos. Especial-
mente interesantes son los casos en los que la relacién de orden es compatible con la estructura
algebraica, como sucede con el orden usual en Z 6 R. Formalizamos esta idea a continuacion.

Definicion 2.3. Sean L un bucle y < una relacién de orden sobre L.

(I) Se dice que (L, <) es un bucle (parcialmente) ordenado si el orden es compatible con la
operacion en L, esto es, si para todos a,b,c € L,

a<b = (a+c<b+c)AN(c+a<c+Db).
Si el orden < es total, se dice que el bucle es totalmente ordenado.

(IT) Un elemento a € L se llama positivo o negativo si a > 0 6 a < 0, respectivamente. Se
definen asf los conjuntos de positivos P = {a € L : a > 0} y negativos N = {a € L : a < 0},
también llamados conos positivo y negativo, respectivamente.

(III) Un grupo (G, -) se dice ordenado si lo es como bucle.

Reciprocamente, se dice que un bucle o grupo es ordenable si admite un orden total compatible
con su estructura.

La definicién anterior, basada en la compatibilidad entre el orden y la operacién, se puede
extender de forma andloga a cualquier estructura algebraica con una operacién binaria interna.
En particular, haremos uso de ella puntualmente en el caso de semigrupos en el Capitulo [6] Por
otro lado, nétese que en un grupo, por la propiedad compatibilidad resulta que a € P si y sélo
sia”! € N, y se puede identificar N con P! ={a € G:a" ! € P}.

Ejemplos.
1. Con el orden usual, (Z,+) es un bucle, y de hecho un grupo, totalmente ordenado.

2. El siguiente es un ejemplo de bucle totalmente ordenado que no es asociativo, y por tanto
no es grupo. Consideramos (IR, ;) con la operacién dada

a+b siab >0,
Va,beR:a*,b=1< a+pb si ab < O A |a| > plb),
pla+b siab<O0A|a| < plbl,

4



donde p # 1 es un nimero real positivo. Veamos primero que (R, ;) es un bucle ordenado.
Observamos que es magma unitario, con 0 como neutro. Consideremos la ecuacién a =
x *p b, y los siguientes casos:

e Si0<b<ada<b<0,entonces x = a — b es solucién, puesto que se opera con b
segun el primer caso. En efecto, tenemos que b = (a —b)b > 0 para las dos relaciones
entre a y b.

Razonando de forma andloga, tenemos que

e Sib<0<ada<0<b,entonces x = a — pb es solucién, operando segin el segundo
€aso.

e Sib<a<060<a<b,entonces z = p(a—b) es solucién, ya que se opera con b
segun el tercer caso.

Asi, la ecuacién tiene solucion tnica. El desarrollo para la ecuacion a = bxp y es idéntico,
y concluimos que (R, %,) es un bucle.

Por tltimo, comprobemos que el orden usual es compatible con %,. Empezando por la
operacion por la derecha, dados a < by ¢ € R, se debe comprobar que la compatibilidad
se verifica en todos los casos siguientes:

| be >0 | be <OA [b] > ple| | be < OA[b] < ple]
ac >0 (1.1) (1.2) (1.3)
ac < 0Alal > ple | (2.1) (2.2) (2.3)
ac <O Alal <ple|| (3.1) (3.2) (3.3)

En los elementos diagonales, a y b se operan con ¢ de la misma manera y se verifica
trivialmente la condicién de compatibilidad. Demostramos, a modo de ejemplo, el caso
(1.2), ya que los razonamientos se repiten en el resto. Suponemos que ac > 0, bc < 0y
|b| > pc. Dado que a < b, debemos tener que a < 0 < b con ¢ < 0. Tenemos entonces que
a*xpc=a+c, bxyc=0b+pc, y porser |b > p|c|,

at+c<c<0<b+pc

Las mismas comparaciones, sustituyendo p por su inverso al utilizar la definicién de x,
llevan a probar que el orden es también compatible al operar por la izquierda, y por tanto,
concluir que tenemos un bucle ordenado. Sin embargo, no es asociativo, puesto que

(=p) *p D) wp (—p 1) =0y (—p~ 1) = —p 1,

mientras que
(=p) %p (Lxp (=p71)) = (=p) % 0 = —,

que son distintos por ser p # 1 positivo.

Para referirse a la propiedad de compatibilidad, se dice también que el orden es invariante
por translaciones, viendo la operaciéon por un elemento fijo como una translacién. En ese sentido,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.4. Sea (L,+) un bucle. Entonces, fijado un elemento a € L, las aplicaciones
wirr—arta, Tirr—aa+tx

son biyecciones. Ademds, si L es ordenado, preservan el orden.



Demostracion. Por la Definicién (IT), la solucién de y = =+ a = 7%(x) existe y es Unica para
todo y € L, y andlogamente para 7;. El orden entre dos elementos se preserva entre sus imagenes
por la propiedad de compatibilidad. O

Observacion 2.5. La compatibilidad del orden con la operacion se puede expresar también con
desigualdades estrictas. Como hemos visto en el Lema las translaciones son biyecciones, y
en consecuencia, dos elementos son iguales si y sélo si lo son sus transladados.

Asimismo, la compatibilidad funciona también en sentido contrario, es decir,

at+ec<b+c = a<b.

En efecto, dados a, b, c € L tales que a+c < b+c, si fuera a > b tendriamos que a+c > b+c, en
contradiccién con la hipotesis. La igualdad se preserva por translaciones, de donde deducimos el
resultado. Analogamente al operar por la izquierda.

Observemos que ser invariante por translaciones por la derecha (o izquierda respectivamente)
no es suficiente para la compatibilidad por ambos lados, como vemos a continuacién.

Ejemplo. En (Z,—) con el orden usual, la operacién es compatible al operar por la derecha, pero
no al hacerlo por la izquierda. Por ejemplo, dados 0 < a < b, tenemos que a < b, pero no es
cierto que 0 —a <0 —b.

Consideremos el siguiente ejemplo més elaborado. Tomemos el subgrupo de GL(2,R):

1 a
G_{<O b).a,beR,b>0},

junto con la relacién de orden dada por

((1) Zi>§<(l) Zi>@(al§a2)\/((a1=a2)/\(b1§bg)).

Tomemos ahora tres matrices

. 1 a . 1 a9 . 1 asg
A= ( 0 b > , A= < 0 by > Az = ( 0 by )

Operando, se tiene para i € {1,2}:

4 (1 asz+abs (1 ai+asb
&&_<0 bibs ) &&_<0 b3b; )

Por un lado, si 41 < As:
e Bien a; < ag, en cuyo caso az + a1b3 < asg + a2b3.
e Bien a; = as y by < by, y entonces az + a1bs = a3z + aobs, y b1bs < bobs.

En cualquier caso, resulta A1 A3 < AsAs. Sin embargo, tomando

1 0 1 1 1 2
A1_<0 2)7 A2_<O 1>7 A3_<O 1)7

tenemos que A; < As pero

1 4 1 3
A3A1:(0 2>>(0 1>:A3A2.

Definimos a continuacién concepto de orden dual en un conjunto, que emplearemos mas
adelante en el texto.



Definicién 2.6. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Se conoce como dual al propio conjunto
(A,<p) con el orden dado por:
r<py = Yy

Proposicién 2.7. Dado un bucle (totalmente) ordenado (L,+,<), también es (totalmente)
ordenada su estructura dual (L, +,<p).

Demostracion. La relacion <p es de orden por serlo < y es total si y sélo si lo es <. Por otro
lado, es compatible con la operacién en L: dados a,b € L, se tiene para todo c € L

a<pb & b<a , c+b<c+a <& cH+a<pc—+hb,

luego se cumple la propiedad de compatibilidad por la izquierda. Anédlogamente podemos razo-
narlo al operar por la derecha. O

De aqui en adelante, nos centraremos en estructuras con orden total, puesto que el resultado
principal del texto se refiere a grupos totalmente ordenados. No obstante, seguiremos hablando
de orden en general (no necesariamente total) en los casos en los que las definiciones o resultados
coincidan. Veremos que un orden total en un bucle estd determinado univocamente al definir
un subconjunto P con ciertas propiedades, que serd precisamente el cono positivo del bucle
ordenado. En este sentido, nos interesa deducir algin resultado que nos permita trabajar con él
facilmente.

Proposicién 2.8. Sean a € L, P el cono positivo de L, y a+ P = {a+p: p € P}. Entonces,
son equivalentes

(1) a <b.
(2) bea+ P.
(3) be P +a.

Demostracion. Veremos primero que (1) equivale a (2). Supongamos a < b. Por la propiedad
(II) de la Definicién [2.1] existe un tinico ¢ € L tal que b = a+c. Dado que b = a+c > a, tenemos
por la Observacién que ¢ > 0, luego b = a + ¢ € a + P. Alternativamente, si b = a + p con
p>0,resultaa=a+0<a+p=0>.

La equivalencia entre (1) y (3) es andloga, operando por la izquierda. O

Nos preguntamos a continuacién cémo caracterizar el cono positivo P de un bucle totalmente
ordenado. Sabemos, por la definicién, que 0 ¢ P, y podemos deducir que la interseccién con el
cono negativo N debe ser vacia. En la Proposicién hemos visto, ademads, que se tiene que
a+ P = P + a para todo elemento a € L, lo que recuerda a la propiedad de normalidad en
subgrupos. Veremos, en lo siguiente, si estas condiciones son suficientes, o si debemos considerar
alguna mas. Extendemos primero la nocién de normalidad a subconjuntos cualesquiera de un
bucle, con una condicién mas general debida a la no asociatividad en bucles.

Definicién 2.9. Sea (L, +) un bucle. Un subconjunto H C L se dice normal si satisface la
siguiente propiedad: para todos a,b € L se satisfacen las igualdades:

(a+b)+H=a+0b+H)=(a+ H)+b.

Observacion 2.10. Tomando a = 0 en la definicién anterior, resulta b+ H = (0+H)+b=H +b
para todo b € L. Asi, la definicién es coherente con la de normalidad en subconjuntos de un

grupo.



La propiedad de normalidad en subgrupos es la que permite considerar el grupo cociente.
Tenemos la misma propiedad en bucles, donde se define un subbucle del modo siguiente.

Definicién 2.11. Sea (L, +) un bucle. Un subconjunto S C L se denomina subbucle si verifica
las propiedades:

(I) El elemento neutro 0 € S.
(IT) Para todos a,be S,a+beS.
(IIT) Las ecuaciones  +a =by a + y = b tienen solucién en S.
La estructura cociente guarda también un paralelismo directo con el caso de los grupos.

Definiciéon 2.12. Dados un bucle L y un subbucle normal H, se define el bucle cociente de
L sobre H al conjunto de clases L/H = {a + H : a € L} con la operacién

+: (L/H)x (L/H) —  L/H
(a+Hb+H) — (a+b)+H

La operacién estd bien definida por ser H normal, y por tanto (L/H,+) es un bucle. Esto no
tiene por qué ocurrir en general. Con todo ello, estamos en condiciones de enunciar el resultado
de caracterizacién del cono positivo, en cuya prueba nos ayudamos del texto de R. H. Bruck [2].

Teorema 2.13. Un bucle (L, +) no trivial admite estructura de bucle totalmente ordenado si y
solo si contiene dos subconjuntos no vacios P, N con las siguientes propiedades:

(1) {fUPUN =L, PNN=@,0¢ PUN.
(2) P+ PCP.

(3) P es normal en L.

Demostracion. Consideremos un bucle totalmente ordenado (L, +) no trivial, y sean Py N los
conos positivo y negativo de L, respectivamente. Como la relacion de orden en L es total, se
tiene que {0} U P U N = L. Por definicién, P y N no contienen a 0, mientras que cualquier
elemento a € PN N cumple que a > 0y a < 0, lo cual es imposible. Por tanto, se tiene (1).

Dados dos elementos a,b € P, se tiene por ser bucle ordenado que a +b > 0+b =b > 0,
luego P es cerrado respecto de la operacién binaria, lo que prueba (2).

Veamos ahora que P es normal. Tenemos que probar que si tomamos a,b € L, entonces se
verifica (a+b)+ P =a~+ (b+ P) = (a+ P) +b. Consideramos = € L, y ¢ € L el tinico elemento
tal que a + ¢ = x. Se verifica la siguiente cadena de equivalencias:

r€a+(b+P) & ceb+P & c¢c>b & a+cec>a+b,

lo que equivale a x € (a + b) + P. La otra igualdad se prueba de forma andloga y se concluye
que P es normal.
Reciprocamente, sea (L,+) un bucle con las propiedades (1), (2) y (3). Definimos el orden
sobre L dado por:
a<b & bea+P

Veamos que se trata de un orden total. En primer lugar, consideramos dos elementos a,b € L.
Por el Lema la unién {a} U (a + P) U (a + N) estd en biyeccién con {0} U P U N, que por
(1) es todo el bucle L. Asi, b estd en alguno de los tres conjuntos, y por tanto estd relacionado
con a por <.

La propiedad antisimétrica estd garantizada por ser PN N = @&. Respecto a la transitiva,
sean a,b,c€ Lcona <byb<c,esdecir,bea+ Pycecb+ P. Veamos que ¢ € a + P. Como



L es un bucle y b € a + P, existe un tnico p € P tal que b = a + p. Por (3), P es normal, y en
consecuencia
b+P=(a+p)+P=a+(p+P)Ca+P,

donde la tltima inclusion es cierta por (2). Entonces, ¢ € a + P, es decir, a < ¢. Queda por
probar la compatibilidad con la estructura de bucle. Si a < b, tenemos b € a + P, luego para
cualquier ¢ € L, de nuevo por (3):

(a+P)+c=(a+c)+ P,
yasib+c e (a+c)+ P, esto es, a+ ¢ < b+ c. El caso de operar por la derecha es andlogo. [

Observacion 2.14. Notemos que, si se dan las propiedades (1), (2) y (3) del Teorema, se cumplen
también (2) y (3) para el cono negativo N. En efecto, N es cerrado anidlogamente a P, y también
es normal en L, usando (1) y las biyecciones del Lema

El resultado se puede adaptar a bucles parcialmente ordenados, sin més que retirar la con-
dicién {0} U PUN = L de (1).

En el caso de un grupo, recordemos que N = P~!. El resultado anterior se puede probar de
forma mucho maés directa, si bien la prueba anterior es igualmente valida para grupos.

Corolario 2.15. Un grupo (G,-) no trivial admite estructura de grupo totalmente ordenado si
y sélo si contiene un subconjunto no vacio P con las propiedades:

(1) {eyuPUP =L, PNnP!l=02.
(2) P-PCP.

(3) P es normal en G.

Para finalizar esta introduccién sobre bucles ordenados, introducimos la nocién de subcon-
junto convexo, que utilizaremos a menudo en lo que resta de texto.

Definicién 2.16. Dado un conjunto ordenado (A, <), se dice que un subconjunto C' es con-
vexo respecto al orden < si para todos ai,as € C, x € A tales que a1 < = < a9, entonces
también x € C.

Ejemplos.
1. Los intervalos en R son conjuntos convexos.

2. En R? con el orden lexicografico, el circulo unidad es convexo con la topologia usual, pero
no respecto del orden. Basta tomar a; = (—1/2,0),a2 = (1/2,0) y x = (0, 2).

Observacion 2.17. Dado un subconjunto convexo H C L de un bucle, resulta que para todo
x € L, el subconjunto x + H también es convexo. En efecto, tomemos a,b € H e y € L tal que
x+a <y < x4+ b Entonces, podemos escribir y = x + ¢ con ¢ € L unico, y asi resulta, por
compatibilidad, a < ¢ < b. Por ser H convexo, resulta ¢ € H y, en consecuencia, y € x + H.

2.2. Homomorfismos de bucles ordenados

Tras definir la nocién de bucle ordenado, el paso natural es preguntarse sobre las aplicaciones
entre ellos. De la misma forma que en cualquier estructura algebraica, una aplicacién entre bucles
se llama homomorfismo de bucles si conmuta con la operacién interna. En el caso de bucles
ordenados, podemos imponer una condicién mas a los morfismos de forma que se preserve el
orden entre elementos.



Definicién 2.18. Una aplicacién entre dos bucles ordenados ¢ : (L1, +,<) — (Lo, *, =) se
llama homomorfismo de bucles ordenados u o-homomorfismo si verifica las condiciones
siguientes:

(I) ¢ es homomorfismo de bucles, es decir, para todos a,b € L1, ¢(a +b) = ¢(a) * ¢(b).

(IT) ¢ preserva el orden, esto es, si a,b € L; con a < b, entonces p(a) < ¢(b).
Si ¢ es ademads biyectivo, se dice que es un o-isomorfismo, y se denota L; =2, Lo.

En la Definicién [2.18], ndtese que en general, un o-homomorfismo no preserva las desigual-
dades estrictas, y esto serd clave para definir una estructura de bucle cociente ordenado. Dado
un subbucle H C L normal y convexo, la normalidad nos permitird considerar el bucle cociente
L/H, y la convexidad, dotarlo de una relacién de orden inducida por H a partir del orden en L.

Proposicién 2.19. Sea (L, <) un bucle totalmente ordenado.

(1) El nicleo de cualquier homomorfismo entre L y otro bucle ordenado es un subbucle normal
de L. Si, adicionalmente, se trata de un homomorfismo de bucles ordenados, entonces el
niucleo es convero.

(2) Sean H un subbucle normal convexo y P el cono positivo de L. Entonces, el bucle cociente
L/H es totalmente ordenado, segin la relacion de orden dada por

a+H<b+H siysolosi (a<b)AN(a+H#b+H),

cuyo cono positivo es
P(L/H)={p+H:pe P\ H},

y el epimorfismo candnico w: L — L/H es o-homomorfismo.

(3) Si o: L — L', donde L' es otro bucle ordenado, es un o-epimorfismo, entonces L/ ker ¢
y L' son o-isomorfos.

Demostracion.

(1) Denotaremos por 0’ el elemento neutro en un bucle cualquiera L'. Sea ¢ : L — L' un
homomorfismo y ker p = {h € L : ¢(h) = 0’} su niicleo.

Veamos, en primer lugar, que ker ¢ es subbucle. Por ser ¢ homomorfismo, ¢(0) = 0/, luego
0 € ker ¢. Dados a,b € ker ¢, entonces p(a + b) = ¢(a) + p(b) = 0/, esto es, a + b € ker .
Ademss, si a,b € ker g, v x,y € L son los tinicos elementos tales que x +a =b, a +y = b,
tenemos que

0" = o(b) = ¢(x) + ¢(a) = ¢(x),
e igualmente p(y) = 0. En consecuencia, z,y € ker ¢.

Probemos ahora que es normal. Dados a,b € L, tenemos que ver que (a + b) + ker ¢ =
a+ (b+ker ) = (a+kerp)+b. Consideramos x = (a+b) + h, con ¢(h) = 0. Por ser L un
bucle, existen hi, hy € L tnicos tales que £ = a+ (b+ h1) = (a + ha) + b. Vemos entonces
que
p(x) = p(a) + (b) = p(a) + (¢(b) + ¢(h1)),

y aplicando dos veces la ley de cancelacién, obtenemos ¢(h1) = 0. Andlogamente, emplean-
do que & = (a + hg) + b, tenemos que p(hg) = 0'. Asi, hemos probado que (a + b) + ker ¢
es subconjunto de a+ (b+ker ¢) y (a+ker ) + b. Las inclusiones opuestas se prueban del
mismo modo, y tenemos que los tres conjuntos son iguales, asi que ker ¢ es un subbucle
normal de L.

Por otro lado, veamos que si ¢ es ademés o-homomorfismo, entonces es convexo. En efecto,
si hi,hy € kerg, y hy < & < hg, entonces 0 = ¢(h1) < ¢(x) < p(hy) = 0/, asi que
x € ker o.
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(2) Consideramos la relacién siguiente sobre L/H:
a+H<b+H siysolosi (a<b)A(a+H#b+ H).

Veamos que no depende de los representantes escogidos. Consideremos a,a’,b, b’ € L tales
quea+H =d+H,b+H =b+H,a<bya+H # b+ H. Tenemos que ver que la relacién
entre ' + H y V/ + H es la misma. De forma automaética se tiene o’ + H # b/ + H. Veamos
que @’ < b/, suponiendo por reduccién al absurdo que a’ > b'. Por ser a + H = o’ + H,
existe h € H tal que @’ = a + h, y entonces tenemos

V<d=a+h<b+h,

cont € b+ H = b+ H. En consecuencia, por convexidad (Observacién [2.17)), se tiene que
b+ H=b+H=d + H =a+ H, en contradiccién con la hipétesis.

Una vez probada la buena definicién de la relacién de orden =, estan garantizadas las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva por cumplirse con <, asi como el orden
total y la compatibilidad con la operacién en el cociente. Por tanto, tenemos una estructura
de bucle totalmente ordenado sobre L/H. Estudiemos el cono positivo P(L/H). Dado
a € L,setieneque 0+ H <a+HsiysélosiO<aya¢ H. Asi, el conjunto P(L/H)
resulta de tomar las clases dadas por elementos positivos de L que no estén en H, es decir,

P(L/H)={p+H:pec P\ H}.

Por ltimo, comprobamos que 7 es o-epimorfismo. Por la buena definicién del bucle cociente
con H normal, m es homomorfismo. Ademés, si a,b € L con a < b, se comprueba que
m(a) <X w(b), lo que prueba la afirmacién.

(3) Por lo probado en (1) y (2), podemos dotar de un orden inducido desde L al bucle L/ ker .
De manera andloga al Teorema de Isomorfia en grupos, se define la siguiente aplicacién:

@p: L/kerp — L'
a+kero — ¢(a)

En primer lugar, estd bien definida ya que b € a +kerp < b =a+ h con ¢(h) =0, y
asi p(b) = p(a), y es homomorfismo por serlo ¢. También preserva el orden, puesto que lo
hace . La inyectividad y suprayectividad son directas.

O]

2.3. Grupos ordenados

En lo anterior, hemos definido grupo ordenado como aquel que es ordenado como bucle, y
hemos deducido algunas propiedades para grupos heredadas de la estructura de bucle. En esta
ultima seccién del capitulo, obtenemos resultados referidos exclusivamente a grupos.

Definicién 2.20. Sea (G, -) un grupo. Un elemento a € G se dice de torsién si existe n € N>
tal que a" = e.

Definicién 2.21. Un grupo G se dice libre de torsidn si el tnico elemento de torsién de G
es el elemento neutro e.

Proposiciéon 2.22. Un grupo G totalmente ordenado es libre de torsion.

Demostracion. Sea a € G no nulo. Podemos suponer sin pérdida de generalidad a > e, por ser
N = P!, Entonces, razonando por induccién, usando que G es grupo ordenado, vemos que
a™ > e para todo n € N>i. De la misma forma, (a=H)™ < e, de donde deducimos que no puede
haber elementos de torsién en G. O
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Ma3s adelante veremos que, en el caso de grupos abelianos, la implicacién anterior es de hecho
una equivalencia (Proposicién [4.8)).

Pasamos a la parte final del capitulo, en la que probamos el resultado mas importante: la
existencia de la envolvente divisible de un grupo abeliano, que usaremos en el Capitulo [0 para
demostrar el Teorema de Inmersién de Hahn. Antes de nada, debemos introducir la nocién de
divisibilidad en un grupo abeliano.

Definicién 2.23. Un grupo abeliano (G, +) se dice divisible si para cada a € Gy n € N>
existe b € G tal que a = nb.

El grupo (Z,+) no es divisible, ya que dados dos nimeros enteros cualesquiera, no es cierto
en general que ambos sean divisores del otro. La manera de garantizar la divisibilidad mutua de
cualquier par es formar fracciones de enteros, o niimeros racionales. Se extiende asi Z a un grupo
divisible como @, de forma similar al concepto de cuerpo de fracciones sobre anillos. Veamos en
primer lugar que la divisibilidad de un grupo se preserva en sus subgrupos convexos.

Proposicién 2.24. Los subgrupos convexos de un grupo abeliano totalmente ordenado y divisible
son divisibles.

Demostracion. Dados un subgrupo convexo H de un grupo divisible G y a € H, tenemos que,
para todo n € N>1, existe b € G tal que a = nb. Por las propiedades de los grupos ordenados,
debe ser b > 0, y ademéas b < a. Asi que b € H, y en consecuencia H es divisible. O

El siguiente teorema es una generalizacién de la extension de Z en QQ a grupos abelianos
libres de torsién cualesquiera, usando elementos de N> como los denominadores que aportan la
divisibilidad.

Teorema 2.25. Sea (G,+) un grupo abeliano libre de torsion.

(1) G esta contenido, salvo isomorfia, exactamente en un grupo abeliano divisible minimal
(G,+). Se lo conoce como envolvente divisible de G.

(2) Para cualquier subgrupo H C G, G contiene una envolvente divisible H de H.

(3) Si ademds G es totalmente ordenado, existe una unica forma de extender el orden sobre G
a un orden total sobre G. En otras palabras, la envolvente divisible ordenada de un grupo
abeliano es unica salvo o-isomorfia.

Demostracion.

(1) Definimos G como el cociente del conjunto {(a,n) : @ € G,n € N>1} por la relacién de
equivalencia
(a,n) ~ (b,m) siy s6lo si ma =nben G.

Para la transitividad de la relacién es esencial que G sea libre de torsién. Abusamos de
notacion y escribimos las clases como elementos, como se hace habitualmente con las
fracciones en Q. Definimos con ello la operacién

+: GxG — G
((a,n), (by,m)) +— (ma+nb,nm) ,

bien definida ya que si noa; = nias y meb; = mibo, entonces
ngmg(mlal + n1b1) = ngmaomiai + nameoniby = nimemias + nominibs

= nymi(maag + n2b2).
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El elemento (0,1) es neutro y (—a,n) es inverso de (a,n), y la asociativa y conmutativa
se heredan de G, asi que G es grupo. G es divisible, puesto que dado (a,n) € Gy k € N,
entonces (a,n) = k(a,nk), y se puede incluir G en G mediante ¢ : a — (a, 1).

Sea ahora G’ un grupo divisible que contiene a G, que podemos suponer libre de torsién.
Como G’ es divisible, la ecuacién a = na tiene solucién para todo a € G, n € N>1; y como
es libre de torsion, la solucién es dnica, y la denotamos por x = %a. Entonces podemos
definir, para todo ¢ = % € Q, el elemento qa = r (%a) € G', y con ello el subgrupo

Q-G={gqa:q€eQ,ac G} CCE,

que es isomorfo a G mediante

o: G — G
(a,n) — &

(2) La construccién de H es aniloga a la de G, y de forma natural es un subgrupo de G. Como
H es a su vez grupo, las conclusiones son idénticas.

(3) Definimos el cono positivo P(G) := {(p,n) : p € P(G)}. Las condiciones del Teore-
ma se verifican por construccién, por hacerlo para P(G), y la inmersién ¢ es un
o-homomorfismo. Del mismo modo, al considerar un grupo abeliano, divisble y ordenado
G’ la aplicacion definida en (1) ¢ : G — G’, como extensién de un o-homomorfismo de G
a G’, es también o-homomorfismo, y en particular o-isomorfismo sobre su imagen Q - G.

O

Corolario 2.26. La envolvente divisible de un grupo abeliano libre de torsion es un Q-espacio
vectorial.

Ejemplos.

1. La motivacion del concepto de envolvente divisible era generalizar la extensién de Z a Q,
que permite “dividir” por niimeros naturales. Por tanto, como era de esperar, podemos ver
con la construccién anterior que QQ es la envolvente divisible de Z.

2. Los grupos (R, +), (C,+) son divisibles, y en consecuencia los espacios vectoriales R" y
C™. También es divisible (C*,-), pero no su subgrupo (R*,-), ya que dado = < 0, no existe
ningtin y € R con z = y2. Si bien estos dos grupos no son libres de torsién, por lo que
no estamos en las condiciones del Teorema anterior, podemos encontrar un grupo divisible
minimal que contiene a R*. En efecto, consideramos el conjunto de los nimeros complejos
no nulos de argumento racional,

R*={z=|ze¥ €C*: p € Q} CC*

Por un lado, (R*, -) tiene estructura de grupo, siendo (R*, -) un subgrupo. R* es divisible, ya
que podemos tomar raices n-ésimas dividiendo por n en el argumento, por ser Q divisible.
De hecho, R* es el subgrupo de C generado por las raices de ntimeros reales. En particular,
contiene las raices de —1, cuyas potencias generan todas las raices de la unidad. A su vez,
estas permiten, por multiplicacion, construir todas las raices de cualquier niimero real a
partir de la primera. Con todo, R* es el grupo divisible minimal que contiene a R*.
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3. Ordenes arquimedianos

Recordemos la nocién de grupo divisible. De acuerdo con la Definicién[2.23] un grupo abeliano
G es divisible si para todo a € G y n € N> existe b € G de modo que a = nb. Supongamos
ahora que G es totalmente ordenado. Podemos preguntarnos qué tipo de estructura requiere G
para disponer de una versién analoga del concepto de divisibilidad relativa al orden, como sucede
en los reales con el orden usual: dados a,b € R con 0 < b < a, existe cierto n € N de forma
que a < nb. En general, esto no tiene por qué ocurrir en un grupo ordenado: basta considerar
(R2,+) con el orden lexicografico.

Este capitulo estd dedicado a los bucles o grupos ordenados que poseen esta propiedad,
conocida como propiedad arquimediana, y las consecuencias que se deducen de ella. Veremos
que la estructura de los bucles arquimedianos restringe los posibles o-homomorfismos entre
ellos, y probaremos que, bajo ciertas condiciones, los bucles arquimedianos son de hecho grupos
abelianos, que de hecho se pueden incluir en (R, +). Como hemos mencionado en la Introduccién,
este importante resultado, conocido como Teorema de Holder, es un caso particular del Teorema
de Inmersién de Hahn del que nos ocuparemos en el Capitulo [6]

3.1. Propiedad arquimediana

Definimos la nociéon de bucle arquimediano generalizando de manera natural la propiedad
arquimediana de los niimeros reales.

Definicién 3.1. Se dice que un bucle totalmente ordenado (L,+) es arquimediano si sus
elementos verifican la propiedad aquimediana; es decir, si para todos los elementos a, b, a’, b’ € L
tales que 0 < a < by b <a <0, existen niimeros n,n’ € N de modo que:

b<na, n'd <Ub.

Recordemos que, en el caso de grupos, se tiene que N = P~!. Entonces, podemos prescindir
de la relacién entre elementos negativos, ya que sera consecuencia de la propiedad en los positivos,
tomando inversos. Con ello, la definicién se reduce a la siguiente.

Definicién 3.2. Se dice que un grupo totalmente ordenado (G,-) es arquimediano si para
todos a,b € G con e < a < b, existe n € N tal que b < a™.

Ejemplos.

1. Como hemos visto antes, (R,+), y cualquiera de sus subgrupos, es arquimediano. Asi,
(Z,+) y (Q,+) son también grupos arquimedianos.

2. Al considerar el grupo de polinomios G[x] con coeficientes en un grupo G, entendido
como el conjunto de sucesiones con soporte finito en GN con la operacién coordenada a
coordenada, tomando los elementos 0 < e < e-z € G[z], resulta ne < e-z para todon € N.
Se puede razonar de esta forma para el producto lexicografico de grupos en general, que
definiremos en el Capitulo

A continuacién buscamos una caracterizacién de los bucles arquimedianos.
Definicién 3.3. Sean (L, +) un bucle totalmente ordenado y S C L un subbucle no trivial.

e El subbucle S se denomina cofinal si para todo a € L, existe x € S tal que a < x. De
manera analoga se define subbucle coinicial.

e Se dice que L es arquimediano sobre S si S es cofinal y coinicial.

Definicion 3.4. Se dice que un bucle L es asociativo para potencias si todo subbucle gene-
rado por un unico elemento es asociativo, es decir, es un subgrupo de L.
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Estamos ahora en condiciones de enunciar un resultado de caracterizaciéon de bucles arqui-
medianos, restringiéndonos a la condicién de asociatividad para potencias en primera instancia.

Teorema 3.5. Sea (L,+) un bucle totalmente ordenado y asociativo para potencias. Entonces
las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) L es arquimediano.
(2) L es arquimediano sobre todo subbucle no trivial.

(3) Los tunicos subbucles convexos de L son {0} y L.

Demostracion. Probaremos la cadena de implicaciones.

(1) = (2): Consideramos un subbucle S no trivial de L. Entonces S contiene las potencias de
sus elementos. Como L es arquimediano, S es cofinal y coinicial, y asi L arquimediano sobre S.
(2) = (3): Consideramos un subbucle S convexo, no trivial. Por hipétesis, L es arquimediano
sobre S, y entonces para todo elemento a € L, existen xz,2’ € S con x < a < 2/. Entonces, por
convexidad, a € S luego S = L.

(3) = (1): Para cada a € L no nulo, consideremos el subconjunto

Aa):={be L:3Iny,n, € Z:nya <b<npa} C L.

Veamos que la asociatividad en el subbucle generado por a garantiza que A(a) es a su vez
subbucle, que ademds no es trivial porque a € A. En primer lugar, 0 € A(a). Dados b, c € A(a),
tenemos que nya < b < mpa y n.a < ¢ < nea para ny,np,n.,Ne € Z, y como consecuencia
(n, +n.)a < b+ c < (ny + ne)a, luego b+ ¢ € A(a). Por tltimo, sea z € L es tal que z +b = ¢,
con b, c € A(a) como antes. Tenemos que ver que x € A(a). Si suponemos que para todo n € N,
se da que x < na, entonces tendriamos que ¢ =z + b < na + npa = (n + np)a, lo que equivale
a que ¢ < na para todo n € Z. Pero esto estda en contradiccién con que ¢ € A(a). Entonces
debe existir n/, € Z tal que n/,a < a. Del mismo modo encontramos n, con x < nga, asi que
deducimos que = € A(a). Un razonamiento andlogo sirve para ver que la solucién y € L de la
ecuacién b+ y = c estd en A(a), y con esto probamos que A(a) es un subbucle. Por otro lado,
dados b1,bs € A(a) y ¢ € L tal que by < ¢ < by, resulta nj, a < ¢ < np,a. En consecuencia, A(a)
es convexo. Por (3), tenemos A(a) = L para todo a € L,a # 0, y asi L es arquimediano. O

Tal y como lo hemos probado, podemos aplicar este resultado sélo a bucles asociativos
para potencias. Los grupos son bucles asociativos, y en consecuencia este resultado es valido
para grupos totalmente ordenados, como usaremos mas adelante. Sin embargo, apuntamos por
completitud que se puede extender a bucles en general [34].

En el Capitulo 5] generalizaremos el resultado anterior a grupos no necesariamente arquime-
dianos. Concretamente en el Teorema probaremos que las clases arquimedianas no nulas
de un grupo totalmente ordenado estan en biyeccidon con los saltos entre subgrupos convexos.
Asi, en grupos arquimedianos, que cuentan con una sola de estas clases, sélo puede haber un
salto, y por tanto no existe ningin subgrupo convexo diferente de {0} y G.

Por otro lado, la caracterizacién (3) que acabamos de probar guarda un paralelismo con la
no existencia de ideales propios no triviales en un cuerpo. Damos a continuacién una propiedad
de los morfismos entre bucles arquimedianos que es también familiar en ese sentido.

Proposiciéon 3.6. Un o-homomorfismo definido en un bucle arquimediano es la aplicacion nula
0 un o-monomorfismo.

Demostracion. Por la Proposicién m (1), tenemos que el nicleo de un o-homomorfismo defi-
nido en un bucle totalmente ordenado L es normal y convexo. Por tanto, si L es arquimediano,
el nicleo de un o-homomorfismo es {0} 6 L, de donde se deduce el resultado. O
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Pasamos a probar algunas propiedades que se deducen de la propiedad arquimediana en un
bucle. En concreto, vemos en el siguiente resultado que los bucles asociativos para potencias que
la poseen son en realidad grupos abelianos.

Teorema 3.7 (G. Pickert [29]). Un bucle arquimediano y asociativo para potencias L es un
grupo abeliano.

Demostracion. Consideramos el cono positivo P C L. Distinguimos dos casos:

e P posee un elemento minimo c. Entonces el subgrupo (c) es un grupo abeliano por ser
asociativo. Dado b € P, como L es arquimediano, existe n € N tal que (n — 1)e < b < ne.
Recordemos las aplicaciones de translacién 7¢ definidas en el Lema que son de hecho
o-isomorfismos, y por tanto su inversa también. Asi, escribimos

0= (r""") " (n—1)e) < (7" 7)) < (") He) = .

No puede ser 0 < (Tl(n_l)c)*l(b) porque ¢ es el minimo de P, y deducimos entonces que
b= (n—1)c, asi que P C (c) y entonces L = (c).

e P no posee elemento minimo. Probaremos el resultado por reduccién al absurdo. Apunta-

mos primero que, por no tener P minimo, para cada a € P existe ¢ € P tal que 0 < ¢ < a.
Tenemos asi que a = (1f o (1£) 1) (a) = ¢+ (1F) " (a), y como a > ¢, es ()" L(a) > 0.
Escogiendo d’ = min{c, (7f)"!(a)}, podemos escribir 0 < d’ < 2d’ < ¢+ (7f)"!(a) = a.
Repitiendo el proceso encontramos un elemento d € L tal que 0 < 3d < a.
Supongamos ahora que L no es asociativo; es decir, que existen a,b,c € L tales que
(a+b)+c < a+(b+c) 6 a+(b+c) < (a+b)+c. Sin pérdida de generalidad nos restringimos
al primer caso. Consideremos ahora el elemento s € L tal que s + ((a +b) +¢) =0, y
entonces s + (a + (b+ ¢)) > 0. Con lo cual, por lo anterior, encontramos d € L positivo y
con 0 < 3d < s+ (a+ (b+ ¢)). Utilizamos ahora que L es arquimediano, y consideramos
tres naturales ni,no,n3 € Z tales que:

nid <a< (n1 + 1)d, nod < b < (’I’LQ + 1)d, nyd <c< (TL3 + 1)d

Denotemos n := ni + no + n3. Entonces, como ademas L es asociativo para potencias, se
tiene que
a+(b+c)<(n+3)d, nd<(a+b)+ec.

Sumando ahora s por la izquierda en la segunda expresién, vemos que
s+nd <0,
y de ahi, empleando la primera de las expresiones anteriores, observamos que
s+ (a+ (b+c)) < 3d,

contradiciendo la relacién obtenida antes para d. Un idéntico desarrollo se puede efectuar
para la conmutatividad, sin mas que sustituir (a +b) +cy a+ (b+c¢) pora+by b+ a,
respectivamente. Con esto probamos que L es un bucle asociativo y abeliano, es decir, un
grupo abeliano.

O

En la Proposicién anterior, la propiedad de asociatividad de potencias es determinante: hay
bucles arquimedianos que no son grupos. Un ejemplo es tomar el bucle (R,*,) definido en la
pégina [l Habiamos visto que se trata de bucle totalmente ordenado, considerando el orden
usual en R. Ademds, posee la propiedad arquimediana, ya que la operacién x, restringida a los
elementos con el mismo signo coincide con la suma usual en R. Sin embargo, no es asociativo, y
en consecuencia no es un grupo. La condicién de asociatividad para potencias no es necesaria,
sin embargo, si L tiene elemento minimo positivo para el orden dado.
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Teorema 3.8 (K. Iseki [14]). Si L es un bucle arquimediano cuyo cono positivo P(L) tiene
minimo, entonces L es un grupo abeliano. De hecho, es o-isomorfo a Z.

Demostracion. Sea ¢ = min(P(L)). Veamos que (c) es asociativo. Sean a,b € L, y consideremos
las biyecciones 7* como en el Teorema Tenemos aqui que, como ¢+ (a+b) > a+b:

0< (Tl‘”b)_l(c + (a+10)),
y por ser ¢ el minimo positivo, entonces
c< (T e+ (a+D) & (a+b)+e<c+(atb).

Igualmente, usando o, probamos la otra desigualdad, y se deduce que (a +b) + ¢ = c+ (a + b).
Asi, extendiendo por induccién a cualquier n € N, es ¢ + nc = nc + ¢, y de esta propiedad se
deduce la asociatividad en potencias de ¢, es decir, (¢) es grupo abeliano. En consecuencia, con
el mismo razonamiento que en el Teorema L es un grupo ciclico. Como L es totalmente
ordenado, por la Proposicién es libre de torsion, y entonces la aplicacion ¢ : L — 7Z tal que
¢(c) =1 es o-isomorfismo. O

3.2. Teorema de Holder

En lo anterior nos hemos ocupado de bucles arquimedianos, y hemos visto que la propiedad
arquimediana, junto con algin requisito adicional, garantiza de por si la estructura de grupo
abeliano. Veremos ahora que, de hecho, es o-isomorfo a un subgrupo aditivo de R. Este resultado,
probado por O. Holder en 1901 en su trabajo Die Axiome der Quantitdt und die Lehre vom Mayf
(“Los axiomas de la cantidad y la doctrina de la medida”) [13]. La prueba del Teorema de
Holder se basa en el concepto de corte de Dedekind, que definimos a continuacién. Richard
Dedekind introdujo esta nocién para construir formalmente el conjunto R de los ntimeros reales,
identificando cada subconjunto de Q de este tipo con un nimero real [5]. Usaremos esta misma
idea para identificar los elementos de un bucle arquimediano y asociativo para potencias con
nimeros reales.

Definicion 3.9. Un subconjunto A C Q se llama corte de Dedekind si verifica las propiedades:
(1) A¢{2,0Q}.
(IT) A es una clase inferior, esto es, dados z,y € Q tales que x € A e y < x, entonces y € A.
(IIT) Para todo x € A existe y € A con = < y.

Con ello, se puede definir R = {A C Q: A es un corte de Dedekind} C P(Q), e incluir Q en
R relacionando cada r € Q con el corte A, = {a € Q : a < r}. Enunciamos entonces el Teorema
de Holder en su version para bucles arquimedianos y asociativos para potencias. Notemos que,
en particular, el resultado es aplicable a grupos arquimedianos, por el Teorema |3.7

Teorema 3.10 (Teorema de Holder [13]). Todo bucle arquimediano y asociativo para poten-
cias L es o-isomorfo a un subgrupo de (R, +).

Demostracion. Por el Teorema L es un grupo abeliano. Fijamos = € P(L) y consideramos
para cada a € L el conjunto:

S(a) = {@:mx < na, conmEZ,nEN>1}.
" >
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Veamos que se trata de un corte de Dedekind. La propiedad arquimediana en L garantiza que
se cumple (I). Para ver (II), tomamos ahora
my ma
r=—, To:= —
ni ng
racionales tales que r1 € S(a) y ro < ri, esto es, miz < nja y meny < ming. Entonces, con
ambas desigualdades, se tiene que monixr < mingx < naonia, luego
mony m2
=— € S(a).
nany n2

Por tltimo, veamos (III). Dado r = m/n € S(a), tenemos que mz < na, es decir, existe p € P(L)
con na = mz + p. Por ser L arquimediano, existe k € N tal que kp > x , y de ese modo resulta,
usando que L es grupo abeliano,

1
kna = k(mz + p) = kmz + kp > (km + 1)z = UL kn;—l—
n n

Asi, cada a € L determina un ntimero real S(a). Definimos con ello la aplicacién

€ S(a).

c: L — R
a — S(a)

Veamos que o es un o-homomorfismo sobre L. Dados a,b € L, se tiene para todo m/n € Q,
m/n<o(la+b) & max<n(la+bd) <& mx<na+nb & m/n<o(a)+o(d),

y por tanto o(a+b) = o(a)+o(b). Por otro lado, si a < b, entonces por la definicién del conjunto
S se tiene que S(a) C S(b), y en consecuencia o(a) < o(b). Ademds se tiene que o(z) = 1, luego
o(L) # {0}, y por la Proposicién es un o-monomorfismo. O

Para terminar estudiaremos los o-homomorfismos entre grupos arquimedianos. Por el Teore-
ma los tratamos a partir de ahora como subgrupos de (R, +).

Teorema 3.11. Sean A y B dos subgrupos de (R,+) con el orden usual, y ¢ : A — B un
o-homomorfismo. Entonces existe un nimero real r > 0 tal que p(a) = ra para todo a € A,
entendido como el producto usual en el cuerpo R.

Demostracion. Por la Proposiciéon[3.6] ¢ es la aplicacién nula o un o-monomorfismo. En el primer
caso, tomando r = 0 se tiene el resultado. Supongamos entonces que ¢ es inyectiva, y sean ai, as
positivos, y por tanto también sus imdgenes. Supongamos por reduccién al absurdo que

plar) , a1

plaz) * az
Entonces existe m/n € Q, con m,n € N, entre ambos cocientes, lo que implica que la des-
igualdad entre mas y ma; se invierte para p(maz) y ¢(nai), en contradiccién con que ¢ es
o-homomorfismo. Con lo cual, la anterior es una igualdad para cualquier par ai,as > 0, y
podemos escribir, para todo a € A, incluyendo los negativos por ser ¢ homomorfismo,

(@) plar)

- - )

a al

lo que prueba el resultado. O

Como consecuencia, se deduce también lo siguiente.
Corolario 3.12. El grupo de o-automorfismos de un grupo arquimediano es isomorfo a un
subgrupo de (Rso, ).

Demostracion. Podemos identificar cada ¢ con su respectivo factor r € R~ (ya que ¢ no puede
ser la aplicacién neutra) dado en el Teorema de forma que dos automorfismos tienen el
mismo factor si y sélo si son iguales. Asimismo, es claro que la composicién de dos homomorfismos
tiene como factor el producto de ambos factores. O
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4. Producto lexicografico

En el capitulo anterior hemos demostrado el Teorema de Hélder, segiin el cual todo grupo
arquimediano totalmente ordenado es o-isomorfo a un subgrupo aditivo de los reales. Nos interesa
ahora avanzar hacia el Teorema de Inmersién de Hahn, que generaliza este resultado a grupos
no necesariamente arquimedianos. Recordamos que para su demostraciéon, nos basaremos en la
construcciéon de un grupo producto, cuyas componentes serdan grupos arquimedianos sobre los
que aplicar el Teorema de Holder.

En este capitulo formalizamos la construccién del producto de grupos totalmente ordenados.
Estudiaremos como definir un orden en el grupo producto, para lo que necesitaremos restringir-
nos a un subgrupo del producto directo de grupos, al que denominaremos producto lexicografico.
Algunos de los argumentos empleados requieren el uso de la propiedad asociativa; es por ello
que nos centramos en los resultados relativos a grupos, y abandonamos la estructura de bucle.

En la parte final enunciaremos algunos resultados colaterales que se deducen de la estructura
del producto lexicografico: daremos una caracterizacion de la ordenabilidad de un grupo abeliano,
y desarrollaremos la teoria de la extension lexicogréfica de un grupo totalmente ordenado.

4.1. Producto lexicografico de grupos

Recordemos primero cémo se extiende el orden al producto cartesiano en el caso de conjuntos.
Tomando una familia de conjuntos totalmente ordenados, dotada de una indexacién ordinal
(Axioma de Eleccién), podemos considerar el orden lexicogréfico en el producto cartesiano.
Asi, para relacionar dos elementos, se comparan en primer lugar los indices de sus conjuntos
correspondientes y, si estos coinciden, se comparan entre si dentro del mismo conjunto.

El desarrollo con grupos es parecido, pero hay que verificar, ademds, que el orden que se
define en el grupo producto es compatible con la operacién definida sobre él. Comencemos con
la definicién de grupo producto de una familia (no necesariamente finita) de grupos ordenados.

Definicién 4.1. Sea I' un conjunto no vacio de indices, y para cada v € I sea (G, -,) un grupo.
El producto cartesiano o producto directo de la familia {G }cr se define como el conjunto

HGV: z:T'— UGV, tal que z(y) € G para todo v € I'
~y€er ~yel

Probamos a continuacién que el producto definido admite una estructura de grupo, con la
operacion coordenada a coordenada.

Proposicion 4.2. El producto cartesiano de grupos definido es un grupo.

Demostracion. Consideramos el producto cartesiano A := HF G, de una familia {G,} er de
YE
grupos ordenados. Admitiendo el axioma de eleccién, y dado que los G, son grupos y, por tanto,

no vacios, el producto A es no vacio. Definamos en él la operacion binaria - : A X A — A, de
forma que para todo par x,y € A,

z-y: I' — U G,
vyerl’

v z(y) 4 y(y)

Veamos que (A, -) es un grupo, es decir, que la operacién esta bien definida, es asociativa, existe
un elemento neutro y todo elemento tiene inverso.
La buena definicién de la operacién en A se debe a que dados ,y € A, ambos z(v),y(v) € G5,

y por ser G un grupo, su producto z(y)-,y(y) € Gy € |J G. Con esto tenemos que el producto

vyel’
€S magma.
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La asociatividad es también consecuencia de la de cada operacién -, en su respectivo grupo.
Con la misma idea, vemos que la aplicacién dada por e(y) = ey para cada v € I', que denota el
elemento neutro en G, para todo v € I, es elemento neutro en A. Por 1ltimo, dado z € A, su
inverso Z € A estd dado por Z(y) = x(y)~! para cada y € T O

Supondremos de ahora en adelante que I' es un conjunto totalmente ordenado. Tenemos asi
un producto A de los grupos G sobre el conjunto de indices I'. Sin embargo, I" no tiene por
qué tener elemento maximo, con lo que no podemos definir directamente un orden lexicografico
andlogo al caso de un producto finito. Elegiremos un subgrupo de A en el que si podamos
hacerlo. Para ello, definamos primero el concepto de soporte, y a continuacién, el de producto
lexicografico.

Definicién 4.3. Se llama soporte de z € A al conjunto s(z) := {y € I : () # ey }.

Definicién 4.4. Denotamos por Ay, el conjunto de los elementos de A tales que su soporte
estd bien ordenado respecto del orden dual en I', es decir, de modo que todo subconjunto no
vacio del soporte tiene maximo. Se conoce este conjunto como producto lexicografico de la
familia de grupos {G~},er.

La condiciéon anterior guarda relaciéon con la cuestién de cémo determinar si un elemento
x € A del grupo producto es positivo o negativo. Asi, si su soporte tiene un elemento maximo
p € I', podremos asociar a cada elemento del producto el signo del elemento z(8) en Gg, y
veremos que esta construccién dota de un orden total al producto lexicografico.

Por el Teorema del Buen Orden, el conjunto I' siempre se puede dotar de un orden total de
manera que el orden dual sea un buen orden. Para dicha ordenacion, se tiene que Aj., = A. Sin
embargo, en construcciones concretas el conjunto I' tiene un orden prefijado que nos interesa
respetar, dado que conlleva también relaciones entre los grupos que forman el producto de manera
que A, tiene una estructura maéas conveniente. En particular, esto ocurre en la construcciéon que
conduce al Teorema de Inmersién de Hahn en el Capitulo [} Tendremos que I es el conjunto de
clases arquimedianas de un grupo G, que se puede dotar de un orden total que tiene elemento
minimo y esta ligado al orden entre los subgrupos convexos, con los que se construye el producto.
Ademds, trabajar con el orden prefijado de I' nos serd especialmente 1til si I' tiene estructura
de semigrupo o grupo totalmente ordenado, ya que en ese caso se podra definir un producto
de Cauchy en el producto lexicogrifico y dotarlo asi de una estructura de anillo o cuerpo,
respectivamente, como probamos en la Proposicién

Por otro lado, se podria definir de forma equivalente el producto lexicografico empleando
soportes bien ordenados respecto del orden en I', y no del dual. En nuestro caso, de cara a probar
el Teorema de Inmersion, resulta mas natural considerar el orden dual de forma que trabajemos
con el orden dado por la inclusién en la cadena de subgrupos convexos. Sin embargo, los ejemplos
m&s comunes de productos lexicogréaficos, como las series formales de potencias o las series de
Puiseux, tienen elementos con soporte bien ordenado.

Veamos que esta restricciéon no plantea ningiin problema adicional, puesto que Aj., también
tiene estructura de grupo.

Proposicién 4.5. Ay, es un subgrupo de A. Ademds, si G es totalmente ordenado para todo
v €T, entonces se puede dotar a N, de un orden total mediante el conjunto de positivos

Py = {l‘ € Nes x(méx(s(x))) > eméx(s(ac))} :

Demostracion. Veamos primero que A, es un subgrupo. Tenemos que no es vacio porque el
elemento neutro de A pertenece a Aj,. Dados @,y € Ay, entonces s(xy~!) C s(z) U s(y).
Veamos que todo subconjunto no vacio C' C s(zxy~1') C s(z) U s(y) tiene méximo. Podemos
escribir C' = A U B tales que A C s(x),B C s(y). Si uno de ellos es vacio, el resultado es
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directo; en caso contrario, el orden total en I' y la propiedad transitiva aseguran que entonces
mix(C) = max{max(A), max(B)}.

Supongamos ahora que los grupos G, son totalmente ordenados. Para cada x € P, si
denotamos o = méx(s(z)), entonces z(a) es un elemento positivo en G,. Con ello, se puede
comprobar que P, verifica las propiedades del Corolario teniendo en cuenta para la
normalidad que para todos © € Ajey, ¥ p € Ples,

méx(s(p)) = méx(s(z " pzx)).
O

De ese modo, el conjunto Ay, definido previamente es un grupo totalmente ordenado. Al
hablar de producto lexicografico de grupos, asumiremos que nos referimos a esta estructura.

Ejemplos.

1. El producto finito de grupos totalmente ordenados es un producto lexicografico, ya que
todo subconjunto finito de N tiene méaximo.

2. El conjunto A = GY de sucesiones sobre un grupo totalmente ordenado G, junto con la
operacion coordenada a coordenada, no es un producto lexicografico tal y como lo hemos
definidol, pero si considerando la definicién equivalente que emplea soportes bien ordena-
dos, segiin lo explicado en la pagina anterior. También lo es el subgrupo (GM)g, formado
por las sucesiones de soporte finito si. En el trabajo terminaremos considerando la inmer-
sién de un grupo ordenado en el producto lexicografico de copias de R. En esas condiciones,
el conjunto de sucesiones RY admite estructura de anillo, y se conoce normalmente como
el anillo de series de potencias con coeficientes reales, R[[z]]. El correspondiente subgrupo
de series con soporte finito es el anillo de polinomios R[z]|. Con ello en mente, hablamos
en el texto de grupos de series de potencias y de polinomios al considerar los grupos GN y
ng con la operacién coordenada a coordenada.

Veamos que podemos generalizar la idea de sucesiones con soporte acotado. Empezamos
definiendo, para cada €2 C I', el subconjunto

AQ) :={z e A:s(zx) CQ},

y a partir de él Ajer(2) := (A())jer- Se puede comprobar que A(2) es subgrupo de A, y en
consecuencia también A, (€2). De acuerdo con la Proposicién m para considerar el cociente
necesitamos trabajar con subgrupos convexos. En ese sentido, introducimos la siguiente nocioén,
que ya hemos empleado al considerar cortes de Dedekind en el capitulo anterior.

Definicién 4.6. Se dice que un subconjunto A C I" es una clase inferior si para cada v € A,
se tiene que
a<y = acA

Proposicién 4.7. Sea A CT' una clase inferior, y considérese el conjunto Aje,(A). Entonces:
(1) Ajex(A) es un subgrupo convexo y normal de Ajey.

(2) El grupo cociente totalmente ordenado Njey/Ajer(A) es o-isomorfo a A, (I'\ A).

Demostracion.

(1) La eleccién de elementos con soporte bien ordenado supone que al operar en Ay, (A)
el buen orden se preserva. Por otro lado, s(z) N (I' \ A) = @ para todo = € Aje,(A).
Con lo cual, como s(zy~ ') C s(x) U s(y), se tiene que s(zy~1) N (I'\ A) = @ para todo
2,y € New(A), y asi 2y~ € Ajez(A). Con lo cual, Ajep(A) es subgrupo de Ay,
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La convexidad se deduce a partir de la propiedad de clase inferior impuesta a A.
En cuanto a la normalidad, tomando = € A (A), y € Ajez v v € T'\ A, tenemos que
(yzy™)(7) = y(v) v 2(7) 4 y(7) 7" = ey por ser z(7) = ey, luego yzy ™" € Ajea(A).

(2) Por la Proposicién [2.19] (2), el grupo cociente es totalmente ordenado, y la o-isomorfia

viene dada al aplicar el Teorema de Isomorfia al o-homomorfismo:

@ : Al5$ — Alew(F\A)
x> o(x)

siyeA

, donde ¢(z)(v) = { Z’Z’Y) siyel'\A

O]

El desarrollo de la idea de producto lexicografico de grupos, junto con el concepto de en-
volvente divisible introducido en la seccién nos permiten probar ya el reciproco de la Pro-
posicién y obtener asi una primera caracterizacién de los grupos ordenables, en el caso
abeliano.

Proposicién 4.8 (F.W. Levi [22]). Un grupo abeliano es ordenable si y sélo si es libre de
torsion.

Demostracidn. Por lo probado en la Proposicién [2.22] s6lo queda por demostrar que un grupo
G abeliano y libre de torsién es ordenable. Consideramos la envolvente divisible G de G’ definida
en el Teorema que es un espacio vectorial sobre Q de acuerdo con el Corolario 2.26] Sea
entonces B una base de G. Por el Teorema del Buen Orden [17], se puede dotar a B de un
orden total, luego G es isomorfo al subgrupo de los elementos con soporte finito del producto
lexicografico | [] (@) . En consecuencia es un grupo ordenable, y G’ C G también. O
beB lex

Enunciaremos una segunda caracterizacion, esta vez para grupos no necesariamente abelia-
nos, en el Teorema a partir de los conceptos introducidos en el Capitulo [5} Asimismo,
incluimos algunos resultados notables sobre ordenabilidad en el

4.2. Extension lexicografica de un grupo ordenado

Se considera a continuacion la definicién de extensién de grupos segin la teoria de Schreier
[20], y su andlogo en grupos ordenados. Si bien no emplearemos el concepto de extension le-
xicografica en el desarrollo de la teoria de grupos ordenados necesaria para probar el Teorema
de Inmersion de Hahn, incluimos esta seccién dada la relevancia de la teoria de extensiones
lexicograficas en muchas construcciones relacionadas con productos de grupos ordenados. En
particular, se emplea para probar algunos resultados que recogemos en el

Definiciéon 4.9. Sean GG y B dos grupos y A un subgrupo normal de G.
(I) Se dice que G es una extensién de B por A si G/A = B.

(IT) Si ademas G y B son grupos totalmente ordenados y el subgrupo A es convexo, se dice
que G es una extensién lexicografica de B por A si G/A =, B.

Con la notacién anterior, por el punto (2) de la Proposicién el grupo ordenado Ay, es
una extension lexicografica de Ay, (I'\ A) por A, (A).
Antes de seguir, recordaremos un concepto que nos sera util en los préximos resultados.

Definicién 4.10. Dado un grupo (G,-), se dice que un endomorfismo ¢ : G — G es un
automorfismo interno si corresponde a la acciéon de conjugaciéon de un elemento fijo de G;
esto es, si existe z € G tal que ¢(a) = ,(a) = 2~ 'az para todo a € G.
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La denominacién anterior es consistente, porque ciertamente ¢, es un automorfismo, cuyo
inverso es ¢ 1.

El resultado siguiente nos dice cudndo, dada una extensién de grupos G de un grupo B por
otro A, ambos totalmente ordenados, se puede dotar a G de un orden de forma que la extension
sea también lexicogréfica.

Lema 4.11 (F.W. Levi [23], K. Iwasawa [15]). Sean G un grupo y A un subgrupo normal total-
mente ordenado de G, tal que el cociente G/A es también totalmente ordenado. Si el conjunto
de positivos P(A) es invariante respecto de automorfismos internos en G, se puede extender el
orden en A a un orden en todo G, de modo que el orden inducido en el cociente G/A coincide
con el dado. Ademds, el orden en G estd univocamente determinado por los de A y G/A.

Demostracion. Consideramos el conjunto de positivos P(G/A) del grupo cociente y definimos
P:=PA)U{z € G:xA € P(G/A)}. Probemos que P es un conjunto de positivos en G.

El conjunto P es cerrado para la operacion: los dos conjuntos considerados en su definicion
lo son, y si tomamos y € P(A) y z € {xr € G: A € P(G/A)}, entonces yA + zA = zA € P.
Ademss, P es normal. Tomemos g € G y x € P. Si x € P(A), entonces g~ 'xg es su imagen
por un automorfismo interno en G, y en consecuencia pertenece a P(A) por la hipétesis de ser
invariante; si no, tenemos que x4 € P(G/A), y entonces g lzgA € P(G/A) por la normalidad
de P(G/A). Consideremos ahora x € G no neutro y x ¢ P, es decir, x ¢ P(A) y zA ¢ P(G/A).
Siz ¢ A, entonces A # A,y asf A € P(G/A)™!, luego x € P~1. Alternativamente, si x € A4,
se tiene que ¥ € P(A)~! C P~l. Tenemos entonces que {e} U P U P~ = G. Por dltimo, si
suponemos € PN P~!, debe ocurrir que = ¢ A, y por tanto zA € P(G/A) N P(G/A)~! = &,
lo cual es imposible, asi que la interseccién es vacia. Asi, hemos dotado a G de estructura de
grupo totalmente ordenado, que preserva la de A ya que P(A) C P.

Queda por probar que P induce en G/A el mismo orden que P(G/A). Consideremos asf el
epimorfismo canénico 7 : G — G/A. Los elementos z € P tienen imagen por 7 neutra o en
P(G/A), asi que 7 es o-homomorfismo. Ademds, se sigue entonces que A = kerm es convexo,
y por la Proposicién tenemos un o-isomorfismo, y el orden inducido en el cociente G/A
coincide con el considerado al principio. La definicién por construccién de P para que se preserve
el orden en A y G/A asegura la unicidad. O

En los conceptos y resultados anteriores, nos hemos referido inicamente a grupos, ya que
los aplicaremos a ellos mas adelante. No obstante, se pueden extender de forma andloga para
bucles, como prueba P. I. Sklifos [34].

Estudiaremos a continuacién el andlogo para grupos ordenados del método de Schreier para
extensiones de grupos, consistente en construir una extensiéon G de un grupo X por otro A, a
partir de ciertas hipdtesis sobre las estructuras de A y X. En este caso, vemos que si A y X
son totalmente ordenados, entonces se puede definir un orden total en el mismo G construido.
Noétese la diferencia con el resultado anterior, en el que se suponia la existencia de un grupo G, de
forma que uno de sus subgrupos normales y el correspondiente cociente eran grupos totalmente
ordenados, y se dotaba con ello de un orden a G.

Por simplicidad de notacién, dados dos grupos (4,-4) y (X, x), denotaremos con un punto
las operaciones en A, y lo omitiremos en las de X. Ademaés, denotaremos los elementos neutros
comoleAyec X.

Teorema 4.12. Sean (A,-4) y (X, x) dos grupos totalmente ordenados. Considérese para cada
x € X un o-automorfismo ¢, : A — A, y adicionalmente una aplicacion f : X x X — A.
Por brevedad, para cada x € X y cada a € A se denota a® = ¢(a); y para cada (z,y) € X x X,
fzy = f(x,y). En estas condiciones, supongase que se verifican:

(1) fex = foe=1€ A, donde e denota el neutro en X.

(1I) a¢ = a.
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(III) (a®)¥ = frb-a™ - fo,.
(IV) facy,z ’ (fm,y)z = fx,yz : fy,z-

Entonces, existe una extension lexicogrifica (G,-g) de X por A y un sistema de representantes
completo {g, : v € X} C G del grupo G/A, tales que se verifican:

(1) La imagen de g, por el o-isomorfismo de G/A en X es x, y en consecuencia g = 1 -g A.

(2) Los automorfismos ¢, sobre A y los elementos f,, € A se relacionan con los elementos
9z € G segin
ax:g;1 ‘G a-G Yz, fx,y:g;yl ‘G 9x 'Ggy.

Demostracion. Definimos el magma G = X X A = {(z,a) : x € X,a € A}, con la operacién -¢
descrita por

(‘T’a) G (y’ b) = (xy, fa:,y -a” - b)'

Nétese que para elementos (e, a), (e,b) con a,b € A, resulta (e,a) -g (e,b) = (e,a -4 b). Por ello,
denotaremos ambas con un punto a partir de ahora. Veamos primero que G es grupo. Tomemos
(z,a),(y,b),(z,¢) € Gy comprobemos que la operacién en G es asociativa:

[(z,a) - (y,0)] - (2,0) = (2, fay - a? - b) - (2,0)
— (@2, fage - (o 0¥ B €) = (092, faye - (fag) - (V)7 b7 )
(:cyz Jz Yz fy, fy_,; ~a¥® - fy,z -b* - C) = (myzvfx,yz ~a¥* - fy,z b7 - C)
= (z,0) - (yz, fyz - 0" - ¢) = (x,a) - [(y,0) - (2, )]
Resulta por otro lado que (e, 1)-(z,a) = (z,a) = (z,a)- (e, 1), asi que también tenemos elemento
neutro. Queda por probar la existencia de inverso. Consideramos las operaciones entre (z,a) y
(@7t (@ ) fa):

1

(@a) - (@ (@ ) ) = (e fogmrca® (@ )T fL) = (e, 1),
(@™ @ )T ) (@a) = (e for - (@ )T (£ )
( Jom Lz I_lw'a_l'fxfl,x'( ;ifl)w'a) = (671)>

donde hemos usado que ¢, conmuta con la inversién por ser automorfismo y, operando en (IV)
con (x,y,2) = (x,271 z), que (fzz-1)" = fy-1 . Concluimos asi que G es un grupo.

El siguiente paso es ver que G es una extension de grupos de X por A tal que existe un sistema
de representantes {g, : © € X} C G del grupo G/A con las propiedades (1) y (2). La proyeccién
canénica 7 : G — X es un homomorfismo de grupos suprayectivo, con ker m = {e} x A = A. Por
tanto, por el Teorema de Isomorfia, se tiene que G/A = X. Podemos definir g, := (z,1) para
x € X, y asi tenemos una representaciéon del grupo cociente isomorfo a X. Comprobemos las
propiedades (1) y (2):

(1) Tenemos que para todo x € X, 7(g;) = 7((z,1)) = z, y asi, g. se corresponde con 1 - A.
(2) En el primer caso, comprobamos que
gp - 0¥ = (z,1) - (e,a”) = (x,a") = (e,a) - (x,1) =a- g,.
En el segundo, de forma similar:
Gry - fry = (@Y, 1) - (€, fay) = (2y; fay) = (2,1) - (¥, 1) = gz - gy,

lo que concluye esta parte de la prueba.
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Queda por probar que la extension G es, ademads, una extension lexicografica. Para que
se cumplan las hipétesis del Lema falta verificar que el conjunto de positivos P(A) es
invariante respecto de automorfismos internos en G, y entonces tendremos un orden definido
sobre G y la o-isomorfia entre X y G/A. Dado entonces (e,p) € P(A), consideramos su imagen
por el automorfismo en G:

C(z,a): G — G
g +— (z.a)7 g (z,a)

Observamos que:

1

(e,p) - (z,a) = (z,p" - a) = (z,0) - (¢,a™" - p* - a),

y en consecuencia, (( q)((e;p)) = (e,a! - p® - a). Por lo tanto, ((z,a)la es composicién de la

aplicacién ¢, con un automorfismo interno sobre A. Por hipétesis, la primera es o-automorfismo
en A, mientras que, por ser A ordenado, los automorfismos internos preservan el orden. Asi, la
composicién ((; 4)|4 también es o-automorfismo en A, de donde deducimos que P(A) es cerrado
respecto de automorfismos internos de GG, lo que finaliza la prueba. O
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5. Clases arquimedianas y cadenas de subgrupos

Hemos visto que la propiedad arquimediana permite obtener numerosas propiedades sobre los
grupos que la poseen, en especial el Teorema de Holder. Como hemos apuntado, éste se extiende
al Teorema de Inmersién de Hahn en el caso general, y del mismo modo algunos de los resultados
obtenidos para grupos arquimedianos. Sin embargo, necesitamos un formalismo que nos permita
emplear argumentos paralelos en grupos no arquimedianos. Para ello consideraremos primero las
clases arquimedianas de un grupo totalmente ordenado, es decir, clasificaremos sus elementos
en componentes que si tienen la propiedad arquimediana. A continuacién, estudiaremos las
propiedades de la cadena de subgrupos convexos, con especial interés en el concepto de salto entre
subgrupos, avanzando hacia el resultado clave del capitulo: el Teorema que nos permitira
identificar los saltos en la cadena de subgrupos convexos de un grupo totalmente ordenado con
sus clases arquimedianas. Como consecuencia, dispondremos de una cadena de subgrupos con
factores arquimedianos, sobre los que podremos utilizar los resultados del Capitulo

5.1. Clases arquimedianas
La nocién valor absoluto nos permite introducir las clases arquimedianas.

Definicién 5.1. Sean (G,-) un grupo y a € G. Se conoce como valor absoluto de a a la
cantidad
la| := max{a,a"1}.

Usando el concepto de valor absoluto, la caracterizaciéon de subgrupos convexos se puede
reformular de manera mas sencilla. Si H es un subgrupo, entonces e € H, y es facil ver que
la condicién de convexidad es equivalente a que, para todos h € H y x € G, |z| < |h| implica
x € H. Emplearemos en general esta caracterizacién en este capitulo.

Vamos a trabajar en un grupo no necesariamente arquimediano, agrupando entre si los
elementos que verifiquen la propiedad arquimediana.

Definicién 5.2. Dados un grupo (G, -) y dos elementos a,b € G, se dice que a y b son arqui-
medianamente equivalentes si existen n, m € N tales que |b| < |a|™ y |a|] < |b|™.

Obsérvese que la equivalencia arquimediana define una relacién de equivalencia. Considera-
mos asi la siguiente definicién.

Definiciéon 5.3. En un grupo G, las clases del conjunto cociente de la relacion de equivalencia
anterior se conocen como clases arquimedianas. Se denota por por [G] el conjunto cociente y
por [z] la clase arquimediana de un elemento = € G.

Ejemplos.

1. Si (G,-) es un grupo arquimediano no trivial, el conjunto cociente tiene dos elementos: la
clase del neutro [e] y la del resto de elementos [z] = {z € G : x # e}.

2. En el caso del producto lexicogréfico definido en la Seccién[d] consideremos x,y € Aje,. Por
la definicién de la operacién en Ay, si [z] = [y], tenemos que méx(s(x)) = max(s(y)) =: 7.
Ademss, los elementos x(7),y(7y) deben ser equivalentes en G. El reciproco también es
cierto, luego deducimos que las clases de dos elementos coinciden si y sélo si se verifican
ambas condiciones.

3. En particular, si consideramos un producto lexicogréafico cuyos grupos son arquimedianos,
la condicién anterior se reduce a la primera clausula, esto es, a la igualdad del indice
méximo del soporte. Por ejemplo, en R[z], el conjunto cociente es

[Rlz]) = {[0]} U {[z"] : n € N}.
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De manera natural, podemos definir un orden total en [G] mediante la relacién
la) <[] & VneN,la" <|b],
Asumiremos entonces a partir de ahora que [G] es totalmente ordenado.

Definicién 5.4. Dados un grupo G y a,b € G tales que [a] < [b] en [G], se dice que a es
infinitamente menor que b y b es infinitamente mayor que a.

El lema que enunciamos a continuacién aporta algunas propiedades correspondientes a opera-
ciones con valores absolutos y clases arquimedianas, que serdn de utilidad a lo largo del capitulo.

Lema 5.5. Sea (G,-) un grupo totalmente ordenado y a,b € G. Entonces
(1) |ab| < méx{lal[b], [b]|al} < |allblal.
(2) G es abeliano si y sdlo si |ab| < |a||b| para todos a,b € G.

(3) lab] < méx{[a], [b]}.

Demostracion.

1

(1) Tenemos que |ab] = méax{ab,b~ta~'} < méx{|al|b|, |b||a|}, y como a 6 a~! es positivo, lo

anterior no es mayor que |al|b||al.

(2) Si G es abeliano, la desigualdad es clara. Si no, existen a,b € G\ {e} tales que ab # ba.
Si ambos son positivos o negativos, respectivamente, entonces su producto también; en
consecuencia, |a||b| # |b||al, y asi |ab| = |ba| = méx{|a||b|, |b||a|} > min{]|al||b],|b||a|}, luego
en uno de los casos no se da la desigualdad. Supongamos ahora que uno es positivo y otro
negativo. Por la ley de cancelacién, tenemos que b~ 'a = b~ tabb™! # b~ 'bab™! = ab~!, y
la desigualdad no se cumple para a y b~! por el caso anterior.

(3) Supongamos sin pérdida de generalidad que [a] < [b], es decir, existe n € N tal que
la| < ]b™. Por (1), resulta entonces |ab| < |b|"*1, y por lo tanto [ab] < [b] = max{[a], [b]}.

O]

5.2. Valoraciones de grupos

La aplicacién canénica 7 : G — [G] nos conduce al concepto de valoracién. La nocién habitual
en este sentido es la de valoracién de un cuerpo mediante un grupo, de la que hablaremos en el
Capitulo[6] Sin embargo, su definicién no es aplicable como tal a grupos. Por ello, consideramos
la siguiente variacién que nos permite estudiar un concepto similar para un grupo.

Definicién 5.6. Sea I' un conjunto totalmente ordenado con ep := min(I') y (G, -) un grupo.
Se dice que una aplicacién suprayectiva v : G — I' es una valoracién de grupo de G por el
conjunto I' si verifica, para todos z,y € G:

(I) v(x) =ep siy sélosixz=e.
(M) v(z) =v(z™t).
(1) v(ay) < mix{v(z), v(y)}.
Definicién 5.7. Dadas dos valoraciones vq,v, de un grupo (G,-) por conjuntos I';, 'y, res-

pectivamente, se dice que son equivalentes si existe una biyeccion o : I'y — I's que preserve el
orden y de forma que 9 = g o vy.
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Ejemplos.

1. Dado un grupo totalmente ordenado (G,-), la aplicacién canénica m : G — [G] es una
valoracién, llamada valoracién natural. En efecto, con la relacion de orden natural en
[G], tenemos (I) ya que [¢] = min([G]), y ademds [z] = [¢] = {e} si y sblo si z = e. Por
otro lado, [z] = [z~!] por coincidir sus valores absolutos, asi que se da (II); mientras que
(ITI) es consecuencia del Lema

2. En el caso particular del producto lexicografico de grupos A, = Il,crG,, la aplicacion
candnica
T New — r'u{e}
e, six =e,
v { max(s(x)), en otro caso,

donde s(z) denota el soporte de = € Aje,, es una valoracién de grupos. Si, adicionalmen-
te, todos los grupos son arquimedianos, entonces dos elementos son arquimedianamente
equivalentes si y sélo si sus soportes tienen el mismo méximo, y por tanto la aplicaciéon
anterior es la valoracién natural de Aje, en [Ase,].

3. Una posible valoracién de Z es la valoracién p-adica. Dado m € Z, existe una factorizacion
unica (salvo unidades) en nimeros primos,

n
o=
1=1

Dado un primo p € N, podemos escribir entonces m = mp”, con m coprimo con p, y r € N.
Con ello, definimos la aplicacién

Dp: Z —  {0}UNZjU{oc}

s 0, sim=0.
1/r, en otro caso.

Se puede comprobar que satisface las tres propiedades de la definicién de valoracion. Este
ejemplo es la adaptacion de la valoraciéon p-adica clasica sobre Q a la definicién de va-
loracion de grupos, y su definicién como valoraciéon de cuerpos, que introducimos en la
Seccion [6.3] resulta mucho maés natural. Se puede probar que las valoraciones p-adicas son
las tnicas posibles no triviales en Z salvo equivalencia [32].

Enunciamos a continuacién propiedades caracteristicas de las valoraciones.
Lema 5.8. Sea (G,-) un grupo y v : G — I una valoracion. Entonces:
(1) Siv(a) # v(b), entonces v(ab) = max{v(a),v(b)}.
(2) Dado un subconjunto finito {a; : 1 <i <n} C G, se tiene que
n
v (H ai> <méx{r(a;) : 1 <i<n},
i=1

y la igualdad estd garantizada si se verifica v(ay) = méx{v(a;) : 1 < i < n} para exacta-
mente un indice k.

Demostracion.

(1) Supongamos sin pérdida de generalidad v(a) < v(b). Siguiendo la definicién tenemos que
v(ab) < max{v(a),v(b)}. Si la desigualdad fuera estricta, tendriamos

v(b) = v(a"tab) < méx{v(a),v(ab)} < v(b),

lo cual es imposible, de donde deducimos que se trata de una igualdad.
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(2) Usando que max{max{z,y},z} = max{z,y, 2z}, observamos por induccién que podemos
extender la propiedad (III) de la Definicién a un conjunto finito de elementos. En
el caso de la igualdad, tengamos en cuenta que (1) prueba el resultado para n = 2, y
supongamos que existe exactamente un indice k tal que v(ag) = méx{rv(a;) : 1 < i < n}.
Entonces, separando el producto en tres factores, y usando la propiedad de dos en dos:

) (- [T
) méx{méx{y @1 a,-> ,u(aw} v <_1;[Ha>}

n+1
= max {V(ak),l/ ( H ai> } =v(ax) = max{v(a;) : 1 <i < n},

i=k+1
donde alguno de los productos considerados puede ser vacio, y por tanto igual al neutro.

O]

5.3. Familias de subgrupos

En lo que resta de capitulo, emplearemos las propiedades especiales de ciertas familias de
subgrupos para estudiar la estructura de grupo totalmente ordenado. El desarrollo se basara
en el concepto de salto entre dos subgrupos, definido en las denominadas familias completas, y
que nos permitird relacionar en un grupo ordenado las clases arquimedianas con los subgrupos
convexos en el Teorema [5.20l En particular, veremos en el Teorema [5.22| que los factores entre
subgrupos convexos son grupos arquimedianos.

Definicién 5.9. Dados un subgrupo H de un grupo (G,-) y un elemento g € G, se define el
subgrupo conjugado de H, y se denota por HY, como la imagen de H por el automorfismo
interno ¢, : G — G tal que pg4(z) = g~ 'zg para z € G.

Obsérvese que HY es un subgrupo por ser la imagen por un homomorfismo del subgrupo H.

Definicion 5.10. Sea G un grupo. Se dice que una familia G de subgrupos de G, parcialmente
ordenada por la inclusion, es completa, si la unién e interseccion arbitrarias de elementos de G
pertenece a G.

Proposicion 5.11. Una familia completa de subgrupos estd totalmente ordenada por la inclu-
sion.

Demostracion. Dados un grupo @, una familia completa G de subgrupos de G y H,K € @G,
tenemos que H U K es subgrupo si y s6losi H C K 6 K C H, asi que la relacién de inclusién
define un orden total. O

Dado este resultado, también emplearemos con frecuencia el término cadena para referirnos
a una familia completa, en especial cuando mas adelante hablemos de la familia de subgrupos
convexos. Observamos que toda cadena posee elemento méximo y minimo, coincidentes con la
unién e interseccién de todos sus elementos, respectivamente.

Definiciéon 5.12. Sea G un grupo. Se dice que una familia completa G es subinvariante si
posee, ademas, las propiedades:

(I) {e},G €g.
(IT) Para todo H € G y todo g € G, HY € G.
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Ejemplos.

1. En Z, las familias de subgrupos Z(n) = {n*Z : k € N}U{{0}} con n fijo son subinvariantes:
Su unioén e interseccion son, respectivamente, el subgrupo generado por la potencia menor y
mayor de n, y para k = 0 se tiene todo Z; las otras dos propiedades se verifican trivialmente.

2. Dado un grupo (G, ) y el grupo de polinomios con coeficientes en él, G[z], cada una de
las familias G(I') = {Gp[z] : n € T'}, donde I' C N, es completa. Si ademas se le anaden
los subgrupos {e} y G[z], entonces es subinvariante. En efecto, la segunda propiedad se
verifica porque el grado de ¢ 'pg coincide con el de ¢ para cualquier par de polinomios
p,q € Glz], por ser la conjugacién, aplicada a cada coeficiente, un isomorfismo en G.

En los dos ejemplos propuestos, podemos ver que hay pares de subgrupos consecutivos res-
pecto de la inclusién; es decir, que no hay ningin elemento en la familia entre ellos. Podemos
definir con rigor esta propiedad.

Definiciéon 5.13. Sean G una familia completa de subgrupos y A C B € G. Se dice que entre
Ay B hay un salto, y se denota A C B, si no hay ningin elemento de G entre A y B. Se dice
que A y B son, respectivamente, los subgrupos inferior y superior del salto.

Definicion 5.14. Dada una familia completa de subgrupos G, la familia de pares de subgrupos
S(G)={(A,B) € GxG:AL B es un salto} se llama conjunto de saltos de la familia G.

Emplearemos indistintamente las notaciones A C B y (A, B) para referirnos a un salto en
una familia G, segun la conveniencia. Asimismo, denotaremos el conjunto de saltos simplemente
por § cuando no haya ambigiiedad sobre la familia de subgrupos considerada.

Observacion 5.15. Podemos extraer las siguientes propiedades de la definicién de salto.

1. Consideramos dos saltos A C By A C C en una familia G. Entonces, como consecuencia
de la Proposicién se tiene que B C C por el primer salto y C' C B por el segundo,
y asi B = C. El mismo razonamiento se puede realizar en el sentido opuesto. Es decir, un
subgrupo posee a lo sumo un Unico sucesor y antecesor en G.

2. Sea G es una familia completa de subgrupos de un grupo G. Entonces, cada elemento no
neutro z € G determina un salto en G, es decir, existe una aplicacion

hg: G — S(g)
z — (A(z), B(z)) ,

donde
A@@):= |J H, B(@):= () H

x¢H,HEG z€H,HEG

Comprobamos que estéd bien definida. Por la Proposicién se tiene que A(z) C B(x)
Para cualquier otro subgrupo C' € G, si z € C entonces B(x) C C, y sino C C A(x). A51

que no hay subgrupos de G entre ambos, de donde deducimos A(x) C B(x).

En general, no todo subgrupo de una familia completa tiene por qué corresponder a un salto.
Por ejemplo, podemos considerar, fijado n € Zx>9, la familia

Z, = {{0}} U {nkZ k eN}.

Observamos que para todo k € N, la inclusién n**t1Z C n*Z es un salto, pero sin embargo no
existe ningtin k£ € N tal que {0} C n*Z. No obstante, probamos a continuacién que si la cantidad
de saltos es finita, podemos identificar cada subgrupo de la cadena, a excepciéon del maximo,
con el subgrupo inferior de un salto.
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Proposiciéon 5.16. Sea G una familia completa de subgrupos. Si el nimero de saltos en G es
finito, entonces todo elemento de G es el subgrupo inferior de un salto, excepto el mdximo M.
En consecuencia, existe una biyeccion entre G\ {M} y el conjunto de saltos S(G), y por tanto
la familia G es finita.

Demostracion. Consideramos un subgrupo H € G distinto de M, y para cada x € M \ H, el
salto hg(z) = (A(x), B(z)) que determina. Dado que la familia de saltos es finita, la interseccién
Nuern i A(@) es finita, y por tanto igual a A(wo) para cierto 2o € M \ H. Como entre A(z)
y B(x) no hay subgrupos de G y © € B(z), se tiene que H C A(x) para todo x € M \ H, y
en particular H C A(zg). Por otro lado, para todo x € M \ H, x ¢ A(xo), luego A(zo) C H.
Tenemos asi que H = A(xg) es el subgrupo inferior del salto hg(z).

Con ello, queda definida automdaticamente la biyeccién entre G \ {M} y S(G). O

Esta biyeccién nos serd de gran utilidad cuando trabajemos con la cadena de subgrupos
convexos de un grupo G, que como veremos es subinvariante. En ese caso, tendremos M = G,
y en consecuencia, en el caso finito podremos extender las propiedades de los subgrupos que
forman un salto a todos los subgrupos propios de la familia.

Antes de seguir enunciando resultados sobre saltos, recordamos el concepto de normalizador
de un subconjunto de un grupo.

Definicién 5.17. Sea A un subconjunto de un grupo (G, -). Se define el normalizador de A,
y se denota por N(A), como el conjunto de elementos g € G tales que gA = Ag.

Un resultado conocido es que N(A) es un subgrupo de G, y en consecuencia AN N(A) es un
subconjunto normal de N(A).

Lema 5.18. Sea G una familia completa de subgrupos y A T B un salto. Entonces:
(1) A es normal en B.

(2) N(A) = N(B).

Demostracion.

(1) Dado b € B, A’ es un subgrupo de G contenido en B. Si fuera A” = B, entonces, como la
conjugacion es biyectiva, se tendria B?” = B, y al mismo tiempo BY" = (Ab)b_1 = A,
asi que B = A, en contradiccién con A C B. Entonces debe ser A® C A, y en consecuencia
A es normal en B.

(2) Dado g € G, resulta A9 C BY, y por la relacién de inclusién es de hecho un salto A9 C BY.
Entonces, si g € N(A), tenemos A = A9, y asi, dos saltos a B y BY. En consecuencia, son
iguales, por la Observacién (1). Luego g € N(B). El mismo razonamiento sirve para
probar la otra inclusién, y concluimos la igualdad.

O]

Se pueden emplear las nociones anteriores para estudiar la estructura ordenada de un grupo,
a través de los subgrupos convexos, como ya hemos avanzado al presentar algunas de ellas.
Empezamos viendo que la cadena de subgrupos convexos de un grupo totalmente ordenado
verifica las definiciones anteriores.

Lema 5.19. La familia G de los subgrupos convexos de un grupo totalmente ordenado (G,-) es
subinvariante.
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Demostracion. Veamos que la inclusién define un orden total en G. Consideramos dos conjuntos
convexos distintos A, B € G. Supongamos sin pérdida de generalidad A ¢ B. Veamos que
entonces se tiene B C A. Sean b € By a € A\ B, supuestos positivos. Entonces, como a ¢ B,
debe ser e < b < a, y por convexidad de A, resulta b € A. En consecuencia, B C A. Por ello, la
unién e interseccién de subgrupos convexos forma también parte de la familia.

Por otro lado, {e} y G son subgrupos convexos. Queda por ver que dado un subgrupo convexo
H, su conjugado HY es convexo para todo g € G. Sean asi g,x € Gy a € H, tales que

e<z< g_lag.

Entonces, por la compatibilidad del orden con la operacién, resulta
_ —1 -1
e=geg = < gxrg < a.
Por tanto grg~! € H,y asf x = g~ (gxg~1)g € HY, con lo que HY es también convexo. O

En este punto estamos en condiciones de probar el resultado central del capitulo, en el que
relacionamos los subgrupos convexos de un grupo totalmente ordenado con sus clases arqui-
medianas. Este serd otro de los argumentos esenciales a la hora de demostrar el Teorema de
Inmersién de Hahn, puesto que nos permitird generalizar el resultado de Holder a grupos con
mas de una clase arquimediana.

Teorema 5.20. Sean (G,-) un grupo totalmente ordenado y x € G un elemento distinto del
neutro. Entonces:

(1) Los conjuntos
CGu={9€G:lgf<[xl}, y G"={geC:[g <]}
son, a su vez, subgrupos convexos.

(2) Si h(z) = (A, B) es el salto determinado por z en la familia de subgrupos convexos, se
tiene que G = A y Gkl = B.

(8) Dotando al conjunto S de saltos entre subgrupos convezros de G, con el orden dado por
(A,B)<(A,B) < ACA,
la siguiente es una o-biyeccion entre S\U{ey} y el conjunto de clases arquimedianas de G:

n: [G] — SU{C()}

o] —s ey, Stx =e,
h(z), en otro caso.

(4) La aplicacion v = nom, donde 7 : G — [G] denota la valoracion natural, es una valoracion
sobre G equivalente a 7.

Demostracion.

(1) Los conjuntos definidos no son vacios porque ambos contienen al neutro. Ademds, por ser
la=!] = |a|, y usando la propiedad (3) del Lema las desigualdades se mantienen al
operar ab~! para todo par a,b en cualquiera de los dos conjuntos, luego son subgrupos.

En cuanto a la convexidad, dados a € G'y b € GI*l con |a| < |b], se tiene que [a] < [0] < [],
luego a € G [ El mismo razonamiento es vélido empleando desigualdades estrictas, lo que
prueba que ambos subgrupos son convexos.
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(2) Notamos primero que G, # Gl dado que z € G \ G- Con ello, veamos que A C G|y
y Gl C B, lo que garantiza A = Gl ¥ GlEl = B, por la propiedad de salto. En efecto,
dado a € A, como A es subgrupo convexo y x ¢ A, debe ser |a"| < |z| para todo n € N.
Por lo tanto, tenemos [a] < [z], y con ello A C G|). Asimismo, si g € Gl entonces existe
n € N tal que |g| < |2"| € B, y por convexidad tenemos g € B.

(3) Observamos primero que, dados x,y € G, tenemos que [x] = [y] si y sdlo si G|, = G|y ¥
Gl*l = Gl y esto a su vez equivale a que h(z) = (G, Gll) = h(y). Con ello tenemos
que 7 estd bien definida y es inyectiva. La suprayectividad sigue de que la diferencia B\ A
nunca es vacia para un salto (4, B) € S.

Vemos también que 7 transforma el orden en [G] en el orden definido en S U {ep} a partir
de la definicién de G|, y G =] y 1o visto en (2).

(4) Considerando la valoracién natural = : G — [G], observamos que v = nox. Por lo tanto,
la aplicacion v es una valoracién equivalente a la valoraciéon natural.

O

En otras palabras, acabamos de probar que los saltos entre subgrupos convexos de G se co-
rresponden uno a uno con las clases arquimedianas del grupo. En particular, todos los elementos
que se encuentran entre dos subgrupos convexos pertenecen a la misma clase arquimediana, lo
que significa que el grupo cociente entre dos subgrupos que forman un salto es arquimediano, y
en consecuencia o-isomorfo a un subgrupo aditivo de los reales, como consecuencia del Teorema
de Holder. Recogemos este razonamiento a continuacion, definiendo primero el concepto de fac-
tor en una familia subinvariante, que nos facilitara la redaccién al estudiar cocientes entre sus
elementos.

Definicion 5.21. Dada una familia subinvariante de subgrupos G, los grupos cociente entre los
subgrupos superior e inferior de cada uno de sus saltos se denominan factores.

Teorema 5.22 (K. Iwasawa [15]). Sea G la familia de subgrupos convexos de un grupo totalmente
ordenado (G, -). Dado un salto (A, B) € §(G), el grupo cociente B/A es o-isomorfo a un subgrupo
de (R, +). Ademas, el subgrupo de automorfismos de B/A generado por automorfismos internos
de N(A)/A es isomorfo a un subgrupo de (Rso, ).

Demostracion. Como A C B es un salto en la familia de subgrupos convexos, los tinicos sub-
grupos convexos de B/A son {e} y el total, y por el Teorema B/A es arquimediano. En
consecuencia, por el Teorema es o-isomorfo a un subgrupo de (R, +).

Dado g € N(A), consideramos gA € N(A)/A, y definimos el homomorfismo de grupos:

pg: B/A — B/A
bA — (gA)"L-bA-gA |

bien definido porque g € N(A) = N(B), y que preserva el orden inducido en B/A, por la
compatibilidad al operar con g € N(A) C G. El resultado se sigue del Corolario O

Corolario 5.23. La cadena de subgrupos convexos de un grupo G totalmente ordenado es una
familia subinvariante con factores abelianos. En otras palabras, G es un AN —gmp(ﬂ

'En el sentido de Kurosch [21], p. 20-22, 28.
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5.4. Consecuencias de la relacién entre clases arquimedianas y subgrupos
convexos

Para completar esta seccién, veremos que el reciproco del Teorema [5.22) también es cierto, si
bien no se trata de un resultado necesario para lo que sigue. En otras palabras, la ordenabilidad
de un grupo estd garantizada si posee una familia subinvariante con las propiedades deducidas
para la cadena de subgrupos convexos, y dicha familia serd precisamente la de los subgrupos
convexos. En primer lugar, damos una segunda caracterizacién de grupo ordenable que se suma
a la del Teorema [4.8] esta vez extendida a grupos no necesariamente abelianos. Como se ha
indicado, el incluye algunos resultados més acerca de la caracterizacién de los grupos
ordenables.

Teorema 5.24 (A. I. Kokorin [19]). Un grupo (G,-) es ordenable si y solo si posee una familia
subinvariante de subgrupos G, de forma que para todo salto A T B en G, el grupo cociente
N(A)/A es ordenable. Ademas, se puede elegir el orden en G de forma que los elementos de G
sean subgrupos convexos.

Demostracion. Hemos probado que la condicién es necesaria en el Teorema En efecto,
si el subgrupo de automorfismos de B/A generado por automorfismos internos de N(A)/A es
isomorfo a un subgrupo de (Rsg,-), que es un grupo totalmente ordenado, podemos dotar a
N(A)/A del orden total inducido por este isomorfismo.

Reciprocamente, suponemos que G posee una familia subinvariante de subgrupos G con la
propiedad enunciada. Sea S el conjunto de saltos de G. Para cada salto (A, B) € S consideramos
la familia {(A9,BY) : g € G} C S dada por los conjugados del salto por elementos de G, y con
ella la correspondiente particiéon de S. Elegimos un representante de cada clase, que denotamos
por (A*, B*). Por hipétesis, para cada una de ellas existe una ordenacion total de N(A*)/A*,
caracterizada por el conjunto de positivos Pt’;. Denotamos por P} la interseccién con B* de los
elementos de N(A*) cuya clase es positiva en el cociente, y a partir de ello:

Py = U g 'Pig, P:= U Py.
9eq@ (A,B)ES

Probaremos que P es un conjunto de positivos de G, segtn la caracterizacién del Corolario [2.15]

Primero, veamos que {e} U P U P~! = G. Sea z € G\ P no neutro, y sea g € G tal que
x determina el salto g 7' A*g C g 'B*g de S, de acuerdo con la Observacién Entonces se
tiene que gzg~! € B*\ P}, y equivalentemente, dado que = # e, su clase en N(A*)/A* verifica

grg 'A* € N(A*)/A*\ ({eo} U PY),
donde eq es el neutro en N(A*)/A*. Como P} es conjunto de positivos, debe ser g~ 'z~ 1g € Pj,
y asi € P!, Un razonamiento similar prueba que P N P~! = @: si suponemos x € PN P!,
y consideramos el salto g~'A*g C g~ !B*g determinado por z, tenemos que ambos elementos
z,x7 1 € (g7 B*g)\ (971 A*g). Por definicién de los Pj; con (H, K) € S, dado que z ¢ (g~ ' A*g),
x no puede pertenecer a ningtin Pj; con H C A. Por otra parte, las clases definidas por = son
nulas, y por tanto no positivas, para los saltos (H, K) con A C H. Razonando anidlogamente para
1, llegamos a que grg~', gz lg~! € P7. Sin embargo, esto no es posible por ser N(A*)/A*
totalmente ordenado, y se concluye que la interseccién es vacia.
Lo siguiente es ver que P es cerrado respecto de la operacién en G. Sean entonces z,y € P
y denotemos los saltos que determinan x e y por, respectivamente

g 'A*grC ¢ 'B*g, hT'H*h T hm'K*h.

Supongamos sin pérdida de generalidad que g~ ' B*g C h~'K*h. Si de hecho son iguales, tenemos
también A = H, y conello z € g_lP};g, ey € h_leh. Deducimos que B* C hg~'B*gh~! C B*,
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es decir, (gh~!)"1B*(gh~!) = B*. En consecuencia, gh~! € N(B*) = N(A*), donde la igualdad
sigue del Lema y entonces grg~ ' € P}, es decir, grg lA* € 152 en el grupo cociente
N(A*)/A*. Operando con gh™'A*, tenemos (gh~1A*) "L (gzg=1A*)(gh~1A*) = hah~1A* € P.
Ademss hyh~! € P}, es decir, hyh~1A* € 15;;. Ahora, sin més que operar ambas expresiones,
obtenemos h(zy)h~tA* € P}, por tanto h(xy)h~! € P}, y entonces xy € P. Falta por considerar
el caso en el que g~!B*g C h~'K*h. Por tratarse de un salto, resulta g~ 'B*g C h~'H*h.
Entonces hzh™'H* es la clase nula en N(H*)/H*, con lo que h(zy)h " H* = hyh 'H*, que es
positivo. Luego h(zy)h~! € P}, y entonces de nuevo xy € P.

Por ltimo, probamos que P es un subconjunto normal de G. Si z € P, entonces z = g~ 'ag
para algin g € G, a € Pj. Ahora, dado h € G, se tiene que h1g~tagh = (gh)la(gh) € P4 C P,
luego P es normal.

Veamos que, ademds, el orden asi definido hace que los elementos de G sean subgrupos
convexos. Sea (A, B) € S un salto. Probamos primero que, en ese caso, A es un subgrupo convexo,
y posteriormente que lo es cualquier elemento de G. El epimorfismo canénico 74 : B* — B*/A*
es, por la definicién de P en funcién de P}, un o-homomorfismo, cuyo ntcleo es A*, que por
tanto es convexo en B*. Con ello, debido a la propiedad de compatibilidad, A es convexo en
B. Queda por probar que lo es en GG. Consideramos g € G tal que e < g < h € AC B, y sea
H C K el salto determinado por g. Si fuera A C H, resultaria h € H con g € K \ H, lo que
es imposible por ser H convexo en K. Como la familia G es subinvariante, debe ser H C A,
y entonces g € A, asi que A es convexo. Consideramos ahora un subgrupo cualquiera H € G.
Dado z € G, recordamos la caracterizacién del subgrupo inferior A(x) del salto que determina
como el subgrupo maximal de G que no contiene a x. Por lo probado antes, el subgrupo A(z) es
convexo. Con ello, podemos describir H segtn

H = m A(zx),

z€G\H
y por ser la interseccién de subgrupos un subgrupo convexo, hemos probado el resultado. ]

Este resultado nos permite extender también el Teorema y formularlo como una equiva-
lencia. Deduciremos ademas que no sélo los subgrupos de la familia subinvariante G son convexos,
sino que esta contiene todos los subgrupos convexos de G.

Corolario 5.25 (K. Iwasawa [15]). Un grupo (G, -) es ordenable si y sdlo si posee una familia
subinvariante de subgrupos G con las propiedades:

(1) Para todo salto A = B en G, el grupo cociente B/A es isomorfo a un subgrupo de (R,+).

(2) El grupo de automorfismos de B/A generado por los automorfismos internos de N(A)/A
es isomorfo a un subgrupo de (R,-).

Ademds, existe una ordenacion de G de forma que G es la cadena de subgrupos convexos de G3.

Demostracién. La implicacién directa ya se ha probado en el Teorema mientras que em-
pleando el Teorema junto con las hipétesis enunciadas, se obtiene la ordenabilidad en G.

Probamos que con el orden definido en el Teorema [5.24] todo subgrupo convexo de G estd
en G. Sea H # {e} un subgrupo convexo de G. Sean A el subgrupo maximal de G contenido en
H y B el subrupo minimal de G que contiene a H. Supongamos que ninguna de las contenciones
es una igualdad. Entonces existen elementos h,b € G de modo que h € H\ Aybe B\ H,y
en consecuencia no pueden determinar el mismo salto en la cadena de subgrupos convexos. Por
el Teorema [5.20] esto implica que las clases arquimedianas de h y b en G son diferentes, y asi,
para todo n € N, resulta también

(hA)" < bA.

Sin embargo, esto no es posible por ser B/A isomorfo a un subgrupo de R y, en consecuencia,
arquimediano. ]
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Para cerrar el capitulo, mostramos algunos resultados que se deducen de la relaciéon entre
subgrupos convexos y clases arquimedianas. Consideremos un automorfismo interno ¢ en un
grupo totalmente ordenado G, y la correspondencia inducida en [G] segin ¢ : [g] — [0(g)].
Se trata, de hecho, de una aplicacién, porque o preserva el orden debido a la propiedad de
compatibilidad en la estructura ordenada. Ademds, & es biyectiva y preserva el orden en [G].
Suponiendo sin pérdida de generalidad [g] < [o(g)], tenemos la cadena

<9l <o 9l < g < [o(9)] < [0%(9)] < -

En relacion con ello, enunciamos el siguiente resultado. Recordamos que una sucesién de con-
juntos totalmente ordenada por la inclusién satisface la condicién de cadena ascendente o des-
cendente si uno de los conjuntos que la forma es cota superior o inferior, respectivamente.

Proposicién 5.26. Sea G un grupo totalmente ordenado. Si la familia [G] de sus clases arquime-
dianas satisface la condicion de cadena ascendente o descendente, entonces todos los subgrupos
converos de G son mormales. Se dice entonces que la cadena es invariante y, asi, G es un

AT-grupf]

Demostracion. Supongamos que [G] satisface la condicién de cadena ascendente o descendente.
Entonces existe n € Z tal que [0"(g)] = [0"T!(g)], v asi, aplicando 67", resulta [g] = [0(g)] para
cada g € G. En consecuencia, las clases arquimedianas son invariantes frente a conjugacién.
Adicionalmente, se trata de una familia finita.

Considerando la o-biyeccion entre [G] y el conjunto de saltos S definida en el Teorema
tenemos que los saltos definidos por los conjugados por o de elementos de G coinciden con
los definidos por elementos de GG, y entonces los subgrupos convexos que forman un salto son
invariantes. Ademas, S es finito por serlo [G]. Asi, empelando la Proposicién concluimos
que todo subgrupo convexo es invariante frente a conjugacién, y por tanto normal. O

Como acabamos de ver, la Proposicién hace que el caso en que [G] es finito tenga gran
interés. Lo ilustramos con un ltimo resultado. Para ello, recordamos primero la nocién de grupo
resoluble, de importancia conocida en la Teoria de Galois [6].

Definicion 5.27. Dado un grupo G y n € N, se dice que una sucesién finita de subgrupos
{e} = Ag C A; C ... C A, = G es una torre normal si cada subgrupo A;_1 es normal en A;
para todo i € {1,...,n}. Se dice que es una serie normal si todos los subgrupos son ademads
normales en G.

Definicion 5.28. Se dice que un un grupo G es resoluble si posee una torre normal con
factores abelianos, es decir, si existe n € N y una sucesién finita de subgrupos de G

{e} = Ap<A1<«...< A, =G,
con A;/A;_1 abeliano para todo i € {1, ...,n}.

Observamos que, si la cadena de subgrupos convexos es finita, entonces se trata de una torre
normal. Sin embargo, no necesariamente es una serie normal. Extendemos este razonamiento a
continuacién, probando que un grupo totalmente ordenado en esas condiciones es resoluble.

Corolario 5.29. Un grupo totalmente ordenado con un numero finito de clases arquimedianas
es resoluble.

Demostracion. Basta observar que la familia de saltos es finita, por serlo el nimero de clases
arquimedianas, como consecuencia de la Proposicién Asi, también es finita la cadena de
subgrupos convexos. Dado que ésta es subinvariante, y por tanto completa, el Lema [5.18| asegura
que cada subgrupo es normal en el siguiente. El Teorema [5.22| garantiza que los factores son
abelianos, y con ello, que el grupo es resoluble. O

2Segtin el sentido de Kurosch [21], p. 20-22, 28.
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6. El Teorema de Inmersion de Hahn

Iniciamos el capitulo en el que probamos el resultado central de este trabajo, el Teorema de
Inmersién de Hahn, enunciado por H. Hahn en su trabajo de 1907 Uber die nichtarchimedischen
Griflensysteme (“Sobre los sistemas de magnitudes no arquimedianos”) [I1]. En el Capitulo
hemos visto que todo grupo arquimediano es abeliano, y que su estructura como grupo ordenado
coincide con la de un subgrupo aditivo de los niimeros reales, de acuerdo con el Teorema de
Holder. Buscamos ahora caracterizar los grupos totalmente ordenados en general, es decir, sin
asumir la propiedad arquimediana. Observaremos que el caso de grupos arquimedianos se puede
entender como una particularizacién del caso general, descrito por el Teorema de Inmersion,
segun el cual todo grupo totalmente ordenado se puede incluir en el grupo producto formado
por tantas copias de R como clases arquimedianas distintas de la del neutro tenga.

6.1. Grupo de Hahn y Teorema de Inmersion

Como hemos apuntado en la introduccion, probaremos el resultado siguiendo el texto de S.
PrieS-Crampe [30], basado en la idea de B. Banaschewski [I]. EL primer paso es presentar la
nocion de grupo de Hahn.

Definicién 6.1. Sean I' un conjunto totalmente ordenado y Fr = {G,},er una familia de
grupos abelianos. Se define el grupo de Hahn H(T', F1) como el producto lexicogréfico de
grupos de la familia Fr.

En el caso de que para todo v € I', G, sea mismo grupo G, denotamos el grupo de Hahn por
H(T',G). En particular, si los grupos G son subgrupos de un mismo grupo G, tenemos que el
grupo de Hahn H(I', Fr) es un subgrupo de H(I', G). Como anticipamos al motivar el producto
lexicografico de grupos en el Capitulo [4] la estructura ordenada del conjunto I' determina las
propiedades algebraicas del grupo de Hahn H(I', Fr). Para demostrarlo, nos basamos en la
detallada prueba de F. Hausdorff [12]. Este resultado no es necesario para demostrar el Teorema
de Hahn, pero nos proporciona una mejor comprension del contexto.

Proposicién 6.2. Sean I' un conjunto totalmente ordenado, k un cuerpo y H(T,k) el grupo de
Hahn asociado. En estas condiciones:

(1) Si (T',*) es un semigrupo abeliano totalmente ordenado, entonces H(I',k) es un anillo
conmutativo y unitario, con la multiplicacion definida por el producto de Cauchy

(g-uh)(v) = > gla)-npB)

xfB=y
para todos g,h € H(I',k) y~v eT.
(2) Si (L, %) es un grupo abeliano totalmente ordenado, entonces H(T',Kk) es un cuerpo.

Demostracion. (1) Supongamos primero que (I, %, <) es un semigrupo abeliano totalmente or-
denado. De acuerdo con la definicién de producto lexicogréfico de grupos, H(T',k) es un grupo
para la operacién (suma) coordenada a coordenada, que ademds es abeliano por serlo k. Tene-
mos que probar que se trata, ademds, de un monoide conmutativo para el producto de Cauchy
definido, y que el producto es distributivo respecto de la suma.

Para empezar, probemos que el producto esta bien definido. En primer lugar, debemos ver que
la suma que define cada componente es finita para todo v € I'. Como g, h € H(I',k), los duales
en el sentido del orden de sus soportes s(g) y s(h) son conjuntos bien ordenados. Consideramos
el conjunto A :={axf:a € s(g),8 € s(h)} CT. Por un lado, tenemos que si v ¢ A, entonces
(9-m h)(y) = 0. Alternativamente, dado v € A, observamos que si o * 31 = ag* 2 con g > g,
entonces 51 < Ps, por la compatibilidad en la estructura de semigrupo totalmente ordenado. Asi,
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como el conjunto {a € s(g) : a x B para algin S € s(h)} C s(g) estd dualmente bien ordenado,
entonces el correspondiente {8 € s(h) : ax § para algin a € s(g)} C s(h) estd bien ordenado, y
viceversa, puesto que estdn en biyeccién. En consecuencia, por el Corolario del Anexo, son
conjuntos finitos, y por lo tanto también lo es el conjunto de pares (o, 3) € s(g) x s(h) tales que
a*x 3 = ~. Con ello, tenemos que el producto de Cauchy definido es un elemento del producto
directo k. Nos queda por ver que s(g -z h) estd dualmente bien ordenado. Por reduccién al
absurdo, supongamos que existe una sucesién creciente en s(g -z h)

o * Py <ar*B1<agxfy< ...
Entonces, como el dual de s(g) estd bien ordenado, podemos definir recursivamente
o, = max{a; 11 € N}; oy, = méx{a; 11 € N>;, |} para k> 1,
y obtener con ello la sucesiéon
iy * Big < iy * Biy < iy * Biy < ...
Como «;, > ay, ., para todo k € N, debe existir en s(h) la sucesién creciente
Bio < Biy < Biy < ...

lo que contradice el hecho de que s(h) estd dualmente bien ordenado.

En conclusién, el producto de cualesquiera dos elementos g, h € H(I',k) estd en el producto
lexicografico, asi que la operacién g estd bien definida en H(I',k). En estas condiciones, la
operacién entre dos elementos de H(I',k) tiene las mismas propiedades que el producto usual
entre polinomios o series de potencias. Asi, denotaremos cuando sea conveniente cada elemento

g € H(T',k) por
g9=> g4t
vel
donde g, = g(v) y los monomios t7 son simplemente indicadores de posiciéon para v € I
Adicionalmente, si sélo se indican los términos correspondientes a un subconjunto A C I', se
supone que el resto de los coeficientes son nulos. Por simplicidad de notacién, denotaremos la
operacion -z como el producto usual en k cuando no haya lugar a confusién.

Continuamos con la prueba de que H(I',k) tiene estructura de anillo. Como (I',*) es un
semigrupo y (k,-) es un grupo, ambos verifican la propiedad asociativa, y de ello podemos
deducir que también la posee el producto en H(I', k). En efecto, dados f,g,h € H(I',k) y v € T,
se tiene que

[(f-9) R =D (f-g)e)-hB)= Y (Z f(u)-g(V)> - h(B)

Oz*ﬁz’y a*lB:'y HHRV=a

= > Fw-gw)hB) = Y fw)- | D 9)-h(B)

kv B=y pAT="y vxf=n
= > fw-(g-B)m) =If(g-M]H).
="y

Se comprueba de forma directa que 1 = 1-t°T es el elemento neutro para el producto, donde
1 es el neutro del producto en k y er es el elemento neutro en I'. Finalmente, observamos que la
operacion g es distributiva respecto de la suma como consecuencia de la propiedad distributiva
en el anillo (k,+, ). Hemos probado que H(I',k) es un anillo con unidad, y la conmutatividad
es directa a partir de las de I y k. Concluimos con ello la demostracién de (1).
(2) Ahora, supongamos que (I, %, <) es un grupo abeliano totalmente ordenado, y tenemos
que probar adicionalmente la existencia de elemento inverso respecto del producto para todo
g € H(I',k) no nulo. Sea a@ = méx(s(g)) € I'. Consideramos los conjuntos M = {h € H(T',k) :
1—hg#0}y S(M) ={méax(s(1 — hg)) : h € M}, y distinguimos los siguientes casos:
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e Siexiste § = min(S(M)), sea h € M con f = max(s(1l — hg)), es decir, de forma que

c:=1—hg= 05255 + chﬂ.
v<p

Por otro lado, por ser I' un grupo, el elemento « tiene un inverso &, y entonces tenemos

(C'Btﬁ*d> g = Cgtﬁ + Z dt7.

Yo V<B

Con ello, definiendo
fi=h—Lpa c g k),
Ya
tenemos que max(s(1 — fg)) < 8. Como = min(S(M)), deducimos que f ¢ M y por lo
tanto 1 — fg = 0, asi que f es el inverso de g respecto de producto.

e Si el conjunto S(M) no tiene minimo, tomamos 7 € S(M) y consideramos dos elementos
h,h' € M tales que max(s(1 — hg)) < 7y méx(s(l1 — h'g)) < 7, cuya existencia estd
garantizada porque S(M) no tiene minimo. Denotando ¢ := & * 7, donde & es el inverso
de «, vamos a ver que h(d) = h'(8) =: fs para cualesquiera dos elementos asi. Supuesto
h # k', deducimos por cémo hemos elegido h y h' que

méx(s(h’ — h)) * max(s(g)) = max(s((h — h')g)) < 7,

donde la desigualdad se deduce de que (h —h')g = (1 — h'g) — (1 — hg). En consecuencia,
méx(s(h' — h)) < ax7 =240,y asi h(d) = h'(J), como querfamos probar. Construimos asi

f= Z f(;té.

deaxS(M)

Veamos que su soporte es un subconjunto dualmente bien ordenado de I'. De nuevo, su-
pongamos por reduccién al absurdo que existe una sucesién creciente en s(f) sin elemento
maximo,

50<51<5Q<...

En particular, 6y = ax* 7y para cierto 1o € S(M), y podemos encontrar h € M de forma que
méx(s(1 — hg)) < 19 < 7; para todo i € N, con 7; = a x ;. Por lo razonado anteriormente,
entonces h(d;) = fs5, # 0 para todo i € N, luego la sucesién es un subconjunto de s(h) sin
elemento maximo, en contradiccién con que h € H(I',k). En consecuencia, f € H(T, k).

Para terminar, veamos que f es el inverso de g. Suponiendo lo contrario, resulta f € M,y
por tanto existe 3, = max(s(1—fg)) € S(M). Asi, podemos encontrar un elemento h € M
de modo que méx(s(1—hg)) < Bm, y de esa forma tendremos, repitiendo un razonamiento
anterior, que max(s(h — f)) = & * By, =: O, y por lo tanto f(d,,) # h(d,,). Sin embargo,
segtn lo que habifamos visto, en estas condiciones se tiene que h(dy,) = f5,, = f(dm), asi
que la suposicion f € M conduce a contradiccion y concluimos que fg = 1.

O]

El resultado anterior no es cierto si relajamos la hipdtesis y suponemos que alguno de los
subgrupos de la familia Jr no son todos iguales, aunque sean subcuerpos de un mismo cuerpo
k. Por ejemplo, se puede comprobar que el producto no estd bien definido tomando I' = N y

6, {2 =t

R | en otro caso.
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Ejemplos.

1. Si I' es un conjunto finito de cardinal n € N>, el grupo de Hahn H(I',R) coincide con

(R™,

+). En este caso el producto lexicogréfico coincide con el producto directo, por ser

I" finito y por tanto bien ordenado. Més en general, dada una familia JFr, se tiene que
H(T, Fr) es un subgrupo de (R", +).

2. Como anticipamos en el Capitulo [ en los ejemplos habituales el orden natural en el
conjunto I' es el que va a proporcionarnos el buen orden del soporte de los elementos del
grupo de Hahn. Asi, para respetar la construccién realizada en la que requerimos que el
soporte esté bien ordenado respecto del orden dual, debemos trabajar con el dual del orden
natural en I'. Omitiremos este matiz cuando no haya lugar a la confusion. En ese sentido,
los siguientes tres casos son de especial relevancia:

El anillo de series formales de potencias con coeficientes reales es el grupo de Hahn
asociado al semigrupo I' = (N, +, <p). Como N es un conjunto bien ordenado, toda
serie > a;t* es un elemento del anillo. Habitualmente se denota por R][z]].
1€EN
El cuerpo de series de Laurent con coeficientes reales es el grupo de Hahn asociado
al grupo I' = (Z, +,<p). Sus elementos son series de la forma > a;t’ para cierto
1E€EL>,

ko € Z, ya que un subconjunto de Z esta bien ordenado si y sélo si toiene minimo. El
cuerpo de series de Laurent coincide con el cuerpo de fracciones del anillo R][z]], ya
que toda serie formal de potencias tiene su inverso en H(Z,R) y toda serie de Laurent
se puede construir como suma finita de series formales de potencias y sus inversos.
En consecuencia, se denota también como R((z)).

El cuerpo de series de Puiseuxr con coeficientes reales es el subcuerpo del grupo de

Hahn H(Q,R) que contiene los elementos con soporte de la forma {é 11 € L> ko} para

cierto ¢ € N fijo y kg € Z. En otras palabras, los soportes de las series de Puiseux son
subconjuntos bien ordenados de Q cuyos elementos tienen denominadores acotados.
Asi, podemos escribir cualquier serie de Puiseux como ) aité. Se puede comprobar
1€L >k
que la suma y producto de dos series de Puiseux también lo es, y en el caso del inverso,
basta observar que multiplicando por t? obtenemos una serie de Laurent, cuyo inverso
es de nuevo una serie de Laurent, asi que los denominadores del inverso en H(Q,R)
estan de nuevo acotados por g. Con ello, las series de Puiseux forman un subcuerpo
de H(Q,R). Al final del capitulo, veremos que H(Q,R) es el grupo de Hahn més
pequeno que contiene a las series de Puiseux, salvo isomorfia. En otras palabras, el
cuerpo de series de Puiseux no es isomorfo como grupo a ningin grupo de Hahn, lo
que pone de manifiesto que la inmersién del Teorema de Hahn no tiene por qué ser
un isomorfismo.

El interés de estas series esta ligado a la resolucién de ecuaciones diferenciales polinémicas,
como detallamos en la Seccién [6.2] En concreto, dada una ecuacién algebraica o diferencial de
forma polinémica y con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado, las soluciones obte-
nidas mediante el método de Newton-Puiseux son precisamente series de exponentes racionales
con denominadores acotados, de acuerdo con el Teorema de Puiseux [31].

Extendiendo la notacién anterior en términos de series de potencias, la expresion k[[z']] es
habitual en muchos textos para referirse al grupo de Hahn H(I', k), si bien en esta parte nos
ceniremos a la empleada en la definicién. Si que la emplearemos cuando hablemos de cuerpos

valorados.

De igual forma, cuando I' es un grupo abeliano totalmente ordenado se suele hablar

de cuerpos de Hahn.
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Volvemos ahora al caso en el que I' es simplemente un conjunto totalmente ordenado. El si-
guiente lema auxiliar recoge un resultado béasico sobre espacios vectoriales. En él probamos que
en cualquier espacio vectorial existe una aplicacion que lleva cada subespacio en su suplementa-
rio, invirtiendo las contenciones. Se trata de un resultado muy tutil de cara a la demostracion del
Teorema de Inmersién, puesto que nos permitira evitar en ella el tecnicismo asociado a trabajar
con ordinales, a diferencia de lo que sucede en la prueba original de Hahn.

Lema 6.3. Sean V un espacio vectorial sobre un cuerpo k, y S(V) el conjunto de subespacios
vectoriales de V. Entonces existe una aplicacion o : S(V) — S(V') con las siguientes propiedades,
para todos U, W € S(V):

(1) SiU C W, entonces o(W) C o(U).
(2) V=WeaaoW).

Demostracion. Sean {e;}icr una base de V' con I un ordinal, cuya existencia justificamos en la

Observacion [1.9] del y W € S(V). Definimos
Tw :={ej:e; ¢ k(WU{e; i < j})},

donde k(M) denota el subespacio vectorial generado por un subconjunto M C V. Construimos
asi la aplicacién o : S(V)) — S(V) tal que o(W) = k(T ). Veamos primero que WNk(Ty) = {0}.
Si no, existiria 0 # w € W tal que
n
w = Z aier,,
i=1

de modo que e, € Ty y 0 # o4 € k para 1 < ¢ < n. Tomando ¢ = max{k; : 1 < i < n},
tendriamos entonces ey € k(W U{ey : k < £}), en contradiccién con la definicién de Ty. Veamos
que W +k(Tyw) = V empleando el Principio de Induccién Transfinita, probado en el Sea
ej, €l primer elemento de la base que no estd en W. Tenemos asi que k(W U {e; : i < jo}) =W,
y en consecuencia ej, € Ty C k(Tw) € W + k(T ). Ahora, dado j € I, supongamos que para
todo i < j se tiene que e; € W + Tyy. Entonces, o bien e; € k(W U {e; : i < j}), contenido
en W + k(Tw) por hipétesis de induccién, o bien e; € Ty C k(Tw ). En ambos casos tenemos
ej € W +k(Tw). Deducimos que la suma es directa, lo que prueba (2).

Para probar la propiedad (1), sean U C W y e; € o(W) = k(Tw), es decir, se tiene que
ej ¢ k(W U{e; : i <j}). Entonces, e; ¢ k(U U{e; : i < j}), y por tanto e; € k(Ty) =o(U). O

Pasamos ahora a demostrar el Teorema de Inmersién, cuya prueba dividimos en dos etapas.
En primer lugar, obtendremos el resultado para grupos divisibles, y después lo extenderemos a
la versién general usando la nocién de envolvente divisible definida en el Capitulo[2} Recordemos
que en el Capitulo b, concretamente en el Teorema hemos probado que dados un grupo
totalmente ordenado G'y un elemento z € G, los subgrupos convexos G,) = {g € G : [g] < [z]}
y Gl = {g € G : [g] < [z]} forman un salto Gl C Gl en la cadena de subgrupos convexos
de G, siendo [z] denota la clase arquimediana de = en G. Si denotamos por I' = [G] \ {[0]} el
conjunto de clases arquimedianas no neutras de GG, podemos denotar estos subgrupos por G, y
G7, respectivamente, donde v = [z], dado que G|y es independiente del representante escogido.

Teorema 6.4. Sean (G,+) un grupo abeliano divisible totalmente ordenado, y I' = [G] \ {[0]}
el conjunto de sus clases arquimedianas no nulas. Entonces, existe un o-monomorfismo

v:G— | [[6/6,

ver lex

de modo que g € GP\ G, es decir, [g) = 3, si y solo si f = max(s(p(g))). En ese caso, se tiene
que o(g)(B) = g + G-
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Demostracion. Como G es un grupo abeliano divisible, y es libre de torsion por ser totalmente
ordenado, se trata de un Q-espacio vectorial, por el Corolario Ademss, cualquier subgrupo
convexo de G es divisible, por la Proposicién y con ello un subespacio vectorial de G.

Sean S(G) el conjunto de subespacios vectoriales de G y o : S(G) — S(G) una aplicacién
que verifica las propiedades del Lema [6.3] Entonces, para cada v € T', tenemos la suma directa
G =G @ o(G7), de forma que cada g € G se descompone segin g = g, + Gy, con g, € GV y
G~ € 0(G7). Definimos la aplicacién

v: G — [l GG,
ver , con ¢(g)(y) = gy + G4 para todo y € T
g — (g

En primer lugar, veamos que la imagen de ¢ esté en el producto lexicogréfico <H7€F G/ G7>l ,
exr

esto es, que todo subconjunto no vacio del soporte s(¢(g)) tiene maximo para cualquier g € G.
Consideremos un elemento g € Gy un subconjunto no vacio T' C s(¢(g)) = {y € I' : g, & G~}.
Definimos el subgrupo

¢"= ] a6,

yeT

que es convexo por ser la familia de subgrupos convexos de G una cadena, por el Lema Y,
por lo tanto, es un subespacio vectorial de G.

Usando el Lema sobre G, tenemos la descomposicién g = z+y con z € GT ey € o(GT).
Entonces, existe 8 € T tal que z € GP. Veamos que 8 = méx(T). Dado que G7 C G7, se tiene
que o(GT) C 0(G7), y asi, para todo v € T resulta que y, = 0. En consecuencia, para todo
v € T se tiene que g, = (x + y)7 = Z, y en particular gg = x3. Como = € Gﬁ, tenemos que
gs =z, y como B € s(¢(g)), x ¢ Gg. Por tanto, = € G® \ Gg, es decir, [z] = By 2 = z5. Con
ello, para todo v > f3 se tiene que x € G7, luego = = x, es decir,

e(9)(V) =gy + Gy =2+ Gy =gs+ Gy =0+G,,

dado que G# C G, . En consecuencia, v ¢ T, y asi § = max(T).

La definicién de ¢ asegura que se trata de un homomorfismo de grupos, por serlo en cada
componente. De hecho, es un monomorfismo: si g € G tiene imagen neutra por ¢, entonces
gy € G para todo v € I', y por tanto [¢g] < [z] para todo x € G no nulo, con lo cual g = 0.

Probemos ahora la propiedad enunciada. Si g € G? \ Gp, entonces (g)(3) # 0 + Gj.
Razonando como antes, para todo v > /3 tenemos que ¢(g)(y) = 0+G., luego 8 = méx(s(¢(g))).
Reciprocamente, si § = max(s(¢(g))), se tiene que g, € G, para todo v > 3,y gg ¢ Gg. Por
tanto, resulta [g] = (. En este caso, para todo v > 8 se cumple que g € G7, luego g = gg, y
concluimos que ¢(g)(8) = g+ G3.

Finalmente, comprobemos que ¢ preserva el orden. Si g € P(G) y g € G\ G, entonces
0+Gp < g+Gg=p(g)(B), siendo B = max(s(e(g))), asi que ¢(g) es un elemento positivo en
el producto lexicografico, como consecuencia de la Proposicién 4.5 O

Con el Teorema de Inmersion extendemos este resultado a grupos no necesariamente divisi-
bles, empleando para ello la nocién de envolvente divisible desarrollada en la Seccién

Teorema 6.5 (Teorema de Inmersiéon de Hahn [I1]). Todo grupo abeliano totalmente or-
denado G admite una inmersion en el grupo de Hahn H(I',R) que preserva el orden, donde
I'=[G] \ {[0]} es el conjunto de clases arquimedianas no nulas de G.

Demostracion. Sea G un grupo abeliano totalmente ordenado y por tanto libre de torsién,
de acuerdo con la Proposicién Consideramos la envolvente divisible G, construida en el
Teorema que es también un grupo abeliano totalmente ordenado, mediante una extension
del orden de G. Las clases arquimedianas de G estdn en biyeccién con las de G, puesto que
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cualquier elemento del tipo & con a € G y n € N»; es arquimedianamente equivalente a a.
Ademas, la biyeccién preserva el orden en I' = [G] \ {[0]}.
Por otro lado, observamos que el monomorfismo ¢ del Teorema preserva la valoracién de

un elemento g de acuerdo con las valoraciones naturales en Gy ([[.cp G7/ Gv)l . En efecto,
ex

~yel
dado g € G con clase arquimediana v = [g], se tiene que

[9] =~ =miéx(s(p(9))) = [¢(9)],

donde la tltima igualdad se debe a que, por ser los grupos G/ G’W arquimedianos, el conjunto de
clases arquimedianas no neutras del producto es el mismo I'. Usando de nuevo este argumento,
podemos aplicar el Teorema y ver que cada grupo G7/G, es o-isomorfo a un subgrupo de

(R,+), y en consecuencia existe una o-inmersion 7 : (Hver GV/C%)ZW — H(I',R).

Con todo, tenemos la siguiente cadena de o-monomorfismos,

¢HaS | [[6/6,] & HER),

ver lex

que definen una o-inmersién de G en el grupo de Hahn H(T',R). O

Notemos que, con el Teorema de Inmersién, hemos logrado incluir grupos abelianos totalmen-
te ordenados no necesariamente divisibles en el grupo de Hahn H(I',R). De hecho, queddndonos
con los dos primeros monomorfismos, tenemos una o-inmersién del grupo G en el produco lexi-
cogréfico de los grupos G7/ GV. Sin embargo, es importante reiterar que los subgrupos GV y GV
no son, en general, subgrupos de G, sino de su envolvente divisible. En otras palabras, el Teore-
ma [6.4] no es cierto para grupos no divisibles, y A. H. Clifford muestra un ejemplo considerando
el siguiente subgrupo de Q* [4]:

G = {(p, ', npyt) : pn es el n-ésimo primo}),

con el orden lexicografico, es decir, (z,y) < (0,0) siz < 0V (x = 0 Ay < 0). Observamos que,
para cada par (n,m) € Z2, tenemos que

Pyt oY) = (s mpt) = (0,m —m),

luego {0} x Z C @. Por otro lado, veamos que estos son los unicos elementos con primera

coordenada nula. Si suponemos que x = ki(pi_l, z'pi_l) € {0} xQ, con S C N> finitoy k; € Z
€S
para ¢ € S, entonces tenemos que

Zkipi_l:Hpi_l Zkinj =0.

icS i€s i€S  j#i

Por un argumento de divisibilidad, como los p; son primos, tenemos que p; | k; para todo i € S,
y con ello z € {0} x Z. Por lo tanto, se tiene que {0} x Z = {(0,r) € G : r € Q}, y en particular
es un subgrupo convexo. Esto prueba también que G no es divisible, puesto que (0,1) € G pero
(0,1/2) no. Cualquier otro subgrupo convexo distinto del anterior debe contener a todos los
elementos (p,, !, np,!) y por tanto es igual a G, luego la cadena de subgrupos convexos de G es

{0} {0} xZ=ZCG.

Sin embargo, si fuera G = Z x H para cierto subgrupo H C G, tendriamos que (p,, !, np,!) € H,
pero hemos visto que combinaciones de elementos de esta forma generan todo G. Concluimos
que la construccion del o-homomorfismo del Teorema [6.4 no es posible en este caso.
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Por tltimo, veamos que H(Q,R) es el grupo de Hahn més pequenio que contiene al cuerpo
de las series de Puiseux, como mencionamos en la pagina Para cada r € Q, el monomio t" es
una serie de Puiseux. Con el orden lexicografico, dos monomios t" y t® pertenecen a la misma
clase arquimediana si y sélo si r = s, luego el conjunto de clases arquimedianas no nulas del
cuerpo de series de Puiseux esta contenido en Q. De hecho coincide con Q, ya que todo elemento
no nulo es equivalente arquimediano del monomio de menor grado. Como el conjunto de clases
arquimedianas del grupo de Hahn H(I",R) es el propio I, tenemos que si H(I', R) contiene a las
series de Puiseux, entonces Q C I' y en consecuencia H(Q,R) C H(I',R). Sin embargo, la serie

d Ve HQR)

TLGNZl

no es una serie de Puiseux. Con ello concluimos que, si bien podemos incluir todo grupo abeliano
totalmente ordenado G en un grupo de Hahn, no es cierto en general que exista un conjunto
I’ de forma que G sea isomorfo a H(I',R). Un ejemplo més sencillo es considerar (Q, +) con el
orden usual, que es arquimediano pero no es isomorfo a R.

6.2. Aplicaciones en la resolucion de ecuaciones diferenciales

La principal motivacién para hallar un resultado como el Teorema de Inmersiéon de Hahn tu-
vo su origen en la resolucién de ecuaciones diferenciales. Mas concretamente, los grupos de Hahn
y el Teorema de Inmersién permitieron obtener y describir espacios que contienen las soluciones,
en forma de series de potencias con exponentes reales, de ecuaciones diferenciales ordinarias con
coeficientes polinémicos. Dedicamos esta 1ltima seccién a detallar esta relacién, describiendo el
método de resolucién de ecuaciones que dio lugar a la idea de series con exponentes reales y enun-
ciando algunos resultados relacionados con este problema. Se trata de una seccién descriptiva,
en la que por lo general omitiremos los detalles de los desarrollos o demostraciones.

El punto de partida es la resolucién de ecuaciones algebraicas con coeficientes polinémicos.
Las soluciones se pueden determinar, como series con exponentes racionales, a través del método
de Newton-Puiseux. Este tiene su origen en el algoritmo de Newton, basado en la construccion del
poligono homénimo, y que fue estudiado mas tarde por V. A. Puiseux. Mostramos a continuacién
sus fundamentos.

Consideremos una ecuacién algebraica

F(z,y) =0,

donde F' € k|z,y|, siendo k un cuerpo algebraicamente cerrado. Suponemos que F'(0,0) = 0. En
caso contrario, podemos lograr esta condicién mediante un cambio de variables. Adicionalmente,
suponemos que F(y) = F(z,y) € k[z][y] no es un polinomio constante en la variable y. La idea
de Newton era encontrar, de forma recursiva, una serie

y= g
qeQ

que describiera una rama de la curva alrededor del origen; o, equivalentemente, encontrar local-
mente una raiz de F'(y). Para ello definiremos el poligono de Newton. Denotamos

F(z,y) = Zai,jxiyj- (1)
i7j

Tenemos que o9 = 0, ya que F' se anula en el origen. Si a; ¢ = 0 para todo ¢ € N, tenemos la
solucién trivial y = 0. Suponemos entonces que no todos se anulan a la vez. Consideramos el
siguiente subconjunto de NZ:

A= {(Z,]) S N2 . (781 7’5 0},
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Su envolvente convexa H, formada por un nimero finito de segmentos que unen puntos de A,
se conoce como poligono de Newton. Por hipétesis, existe ¢ = min{i € N>; : o o # 0}. Ademds,
H tiene al menos un lado porque F no es constante. Sea (i1, 71) el punto final del segmento con
origen en (ip,0), que estd contenido en la recta a + pb = ¢, con p,c € Q, y que contiene los
puntos

(C, 0) = (al,bl), (ag,bg),..., (ar,br) = (’il,jl) S A,

Entonces, resulta i + pj > ¢ para todo (i,j) € A. Introducimos ahora la variable y(;) = y — Bz*,
con 3 por determinar de forma que y(1) no tenga término en z*. Tenemos entonces que

i,
Fz,ym) =) aiga’(yoy +Ba"Y =Y aij ) (@ yiy "Bt
0 irj k=0

j—1

L j ke .
= Z amﬁsz-ﬂu + Yy Z i Z <k> ygl) lﬁkxz-&-uk

T ‘771 .
i+ pj JN . j—k— ;
=) a8+ D aiBi by D i ) <k> vl Rt
=1 k=0

i+uj>c 1,

De este modo, obtenemos como coeficiente del término z¢ un polinomio en 3 sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado. Entonces, escogiendo 5 como una de sus raices, anulamos el coeficiente
y asf eliminamos el punto (¢, 0) del poligono de Newton del polinomio F(z,y(1)). De hecho, cada
solucién nos dara a posteriori una rama de la curva. La transformacion realizada garantiza que
el primer punto (7,0) sobre el eje X del nuevo poligono, si es que hay alguno, satisface i > ¢,
puesto que es uno de los términos del segundo sumando. Por su parte, el resto de puntos del
segmento seguird formando parte del poligono, de forma que al repetir el proceso obtendremos un
segmento de inclinacién mayor, y con ello un segundo exponente u(l) > ,u(o) := p. Ilustraremos
este procedimiento con un ejemplo concreto.

En consecuencia, el método da lugar a una serie con una sucesién creciente de exponentes
racionales {,u(")}neN, y el Teorema de Puiseux garantiza que los denominadores estan acotados
[31]. Expresado de otro modo, existen m € N y ng € Z de forma que

Yy = Z ann/m’

n=ng

y por tanto y es una serie de Puiseux. Mostramos a continuacién un ejemplo de la aplicacién
del método a una ecuacion algebraica.

Ejemplo. Consideramos la curva algebraica F(z,y) = 0 con F(z,y) := y? — 22 + 23, similar a la
conocida como ctbica de Tschirnhaus. El segmento inicial del algoritmo de Newton-Puiseux es
el que contiene los puntos (2,0) y (0,2), de inclinacién p(9) = 1. Asi, tomamos yay =y — bz, y
obtenemos la ecuacion

(8] — 1)z° + 2° + 2B1zy (1) + ’y(21) =0,

con lo que tenemos dos soluciones 1 = 1 y 1 = —1. Eligiendo la primera, se tiene que
F(z,yq)) = % + 2zyq + y(21), y repitiendo el proceso elegimos el segmento que contiene los

puntos (1,1) y (3,0), de inclinacién M) = 2. Los tres primeros pasos conducen a la siguiente
aproximacion de la rama que cruza al origen con pendiente positiva
Lo 13
T)~xr——x°— -1
y() 5%~ g

Tomando ;1 = —1 obtendriamos la rama simétrica —y(z).
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En 1856, C. Briot y T. Bouquet trataron de extender en primera instancia el método de
Newton-Puiseux a la resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, del tipo

f(xvy) =0,

con f € klz,y] = K[z, 0, Y1, ..., yn], € yp = O*yo, donde se define el operador dg = x% para
cualquier funcién g. La eleccion de esta derivada en lugar de la usual se debe a que simplifica la

k
notacién al derivar monomios, ya que con ella resulta 9% (z") = n*2™ en lugar de [] n(n—~£)z"*.
=0

Podemos escribir entonces

ey =3 iy’
i,J
donde J = (jo, ..., jn) € N1y representar el conjunto

A={(i,7) : oy # 0 para algin J con Zji = j} C 72
=0

cuya envolvente convexa H es el poligono de Newton de la ecuacion. Notemos que, ahora, cabe
la posibilidad de que varios monomios z'y” correspondan al mismo punto. Asi, existen dos posi-
bilidades de proceder con el método: anular la suma de términos correspondientes a un segmento
0 a un vértice. En el primer caso, obtendriamos en la solucién un término cuyo exponente
es su inclinacién, mientras que en el segundo, puede ser valido cualquier exponente real con
valor entre las inclinaciones de lados contiguos. Por otro lado, al realizar el cambio de variable
Y por y(1), debemos considerar sus derivadas, y con ellas, las ecuaciones imponen condiciones
también sobre el exponente i, de forma que la existencia de solucién no estd asegurada. Vemos
a continuacién tres casos ilustrativos.

Ejemplos.

1. Consideramos el polinomio f(x,¥o,vy1,%2) = yoy2 — ¥>. El poligono de Newton asociado
a la ecuacién f = 0 tiene s6lo un vértice, el punto (0,2), al que corresponden los dos
monomios. Observamos que toda funcién del tipo yo(xz) = Bz# con f € R e inclinacién
u € Ry satisface la ecuacién, y por lo tanto cualquier eleccién de los pardmetros conduce
a una solucion valida.

2. Alternativamente, la ecuacién f = 0 con f(z,yo,v1) = y3 +23yF — Tadyoyr + 1223y3 — 21!

no tiene ninguna solucién en forma de serie con exponentes reales. El poligono de Newton
asociado consta de dos lados con el vértice miltiple comin (3,2). Al tratar de anular los
términos correspondientes se obtienen condiciones imposibles sobre g y p, de modo que
no podemos construir ninguna solucién con el método anterior. Se pueden consultar los
detalles en [3].

3. En los casos anteriores, hemos obtenido soluciones series de potencias con exponentes en
un grupo arquimediano como R. Sin embargo, la ecuacién z2y; — 2yo — 2> + 22 = 0 posee,
ademds de la solucién y(z) = = que proporciona el método de Newton-Puiseux, la solucién
y(z) = z+e~ /7 Dado que la funcién y = e~ 1/7" eg plana en x = 0 y no es comparable con
y = x, para describirla como serie de potencias surge la necesidad de considerar cuerpos
de series con exponentes en grupos no arquimedianos, dotados de una regla de derivacion
compatible con la derivada usual. Esta es una de las motivaciones para el desarrollo de la
teorfa de cuerpos valorados y cuerpos diferenciales que introducimos en la Seccién [6.3]

Dilucidar en cual de los anteriores casos nos encontramos no es sencillo: D. Grigoriev y M.
F. Singer probaron que el problema de decidir si una ecuacién diferencial tiene soluciones en
forma de series con exponentes reales es indecidible [I0]. Por otro lado, antes del desarrollo de
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la teoria de estructuras ordenadas y sin un resultado como el Teorema de Inmersién de Hahn,
la busqueda de soluciones de ecuaciones diferenciales en forma de series carecia de un marco
tedrico que proporcionara espacios donde encontrar dichas soluciones. Veremos que precisamente
el trabajo de Grigoriev y Singer fue relevante, ademés, en la determinacion de subgrupos de series
con exponentes reales soluciones de ecuaciones diferenciales.

El trabajo de H. Hahn en 1907 generalizo las series formales de potencias con exponentes
enteros, que era el Unico ejemplo grupo de Hahn que habia sido usado con anterioridad, y las
construcciones de cuerpos ordenados no arquimedianos que habian dado en los afios anteriores
G. Veronese y T. Levi-Civita [7].

Gracias al Teorema de Puiseux, el espacio de soluciones en forma de series de potencias de
ecuaciones algebraicas polinémicas con coeficientes en un cuerpo algebraicamente cerrado queda
completamente determinado con un caso particular de grupo de Hahn, las series de Puiseux. En
cambio, en el caso de las ecuaciones diferenciales, como hemos razonado previamente, pueden
existir soluciones en forma de series de potencias con exponentes reales. En este sentido, el
aspecto relevante de la construccién de Hahn es la generalizacién del cuerpo H(Q,R), que
contiene al cuerpo de las series de Puiseux, para un conjunto cualquiera de clases arquimedianas
I'. Asi, de manera analoga al caso algebraico, se han encontrado diferentes ejemplos de grupos
de Hahn que contienen las soluciones en forma de series de potencias de ecuaciones diferenciales
cuyos coeficientes cumplen ciertas propiedades. A modo ilustrativo, mostramos a continuacién
dos ejemplos concretos, acompanados de los resultados que describen el espacio de soluciones en
cada caso.

En primer lugar, observamos que la construcciéon del poligono de Newton conduce a series de
potencias cuyos exponentes son una sucesion creciente de niimeros reales. En el trabajo citado
previamente, Grigoriev y Singer buscaron soluciones de ecuaciones diferenciales polindmicas con
coeficientes en H(Z,C), es decir, series de Laurent sobre los complejos. En particular, conside-
raron el conjunto

Q= Zﬂix“i € HR,C) : pjy1 > p; para todoi € N
ieN

En la primera parte de su trabajo, Grigoriev y Singer muestran que las Unicas series de
potencias de la forma anterior que pueden ser solucién de una ecuacién diferencial polinémica
con coeficientes series de Laurent son aquellas para las que la sucesiéon de exponentes no estd
acotada, como recoge el siguiente enunciado.

Proposicién 6.6 (D. Grigoriev, M. F. Singer [10]). Si, dada una serie g = >, piz* € H(R,C)
€N
con i+ > Wi para todo i € N, existe p € R tal que p = lim p;, entonces g no satisface ninguna
71— 00

ecuacion diferencial polinomica con coeficientes en H(Z,C).

A continuacion, desarrollan con detalle el método de Newton-Puiseux y describen un pro-
cedimiento para enumerar el conjunto de series de potencias que son solucién de una ecuacién
diferencial. Finalmente demuestran que no existe un algoritmo que decida si una ecuacién dife-
rencial admite una solucién en forma de series de este tipo, al contrario de lo que sucede en el
caso algebraico.

En segundo lugar consideramos, en el caso en que I' sea un monoide, en particular un
semigrupo, las ecuaciones cuyos coeficientes son series reticuladas en la variable x. La definicién
de las series reticuladas se basa en el concepto de conjunto reticulado en un semigrupo totalmente
ordenado, construido como una red sobre un origen y un nimero finito de direcciones, como
formalizamos a continuacién.

Definicién 6.7. Sea (I',+, <) un monoide totalmente ordenado. Se dice que un subconjunto
A CT es un subconjunto reticulado si existen n € Ay {7;: 1 <i <r} C A un subconjunto
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finito de forma que todo 6 € A se puede escribir como

,
d=mn+ Z M55
i=1

donde n; € N para todo ¢ € {1,...,7}.

La definicion general para monoides parcialmente ordenados considera un ntmero finito de
origenes 7;; sin embargo, se puede probar que la definicién dada es equivalente si I' es totalmente
ordenado [37]. El interés de los conjuntos reticulados al trabajar con elementos de un producto
lexicografico se debe al siguiente resultado.

Proposicion 6.8. Todo conjunto reticulado estd bien ordenado.

Con ello, podemos tomar subconjuntos reticulados de I' con el orden dual como soportes de
elementos de H(T',R), o en general del grupo H(T', k) para un cuerpo cualquiera k.

Definicion 6.9. Dados un cuerpo k y un monoide totalmente ordenado I', se dice que un
elemento de H(I',k) es una serie reticulada si su soporte es un subconjunto reticulado de I

Se verifica a partir de la definicién que el conjunto de series reticuladas es un subgrupo de
H(T',k), que denotaremos por Hr(I',k). Por otro lado, el siguiente resultado garantiza que se
trata de un espacio de soluciones de ecuaciones diferenciales en forma de series de potencias.

Teorema 6.10 (J. van der Hoeven [37]). Seak un cuerpo algebraicamente cerrado, y considérese
la ecuacion diferencial

fay) =3 fr@)y’ =0,
J

donde J € N" para cierto r € Ny f; € Hr(R,k) para todo J € N". Entonces, si g € H(R,k) es
solucion de la ecuacidn, se tiene que g € Hr(R, k).

En otras palabras, las soluciones en forma de serie de potencias de ecuaciones diferenciales
cuyos coeficientes son series reticuladas son necesariamente series reticuladas. Asi, tenemos una
primera descripcién de un subgrupo de soluciones de ecuaciones diferenciales en forma series de
potencias en los términos introducidos por Hahn.

6.3. Valoraciones de cuerpos y Teorema de Kaplansky

Por dltimo, dedicamos unos parrafos a las ideas con las que continuaria esta linea de trabajo.
En primer lugar, realizamos una breve introduccién a la teoria de cuerpos valorados, que sigue
un desarrollo paralelo a la teoria de grupos ordenados que hemos estudiado en este trabajo,
culminando con el Teorema de Kaplansky como equivalente del Teorema del Inmersién de Hahn.
Como indicamos en el Capitulo [5] un concepto més habitual que el de valoracién de un grupo
por un conjunto es el de valoraciéon de un cuerpo por un grupo totalmente ordenado. Seguimos
en esta parte el texto de L. Fuchs y L. Salce [9].

Consideramos un grupo abeliano totalmente ordenado I', y anadimos a I' un elemento de-
notado por oo, de forma que para todo v € I' resulta v < 0o y la operacién en I' se extiende a
I'U{oo} segtin v+ 0o = oo. De ese modo, I' U{oo} es un magma unitario totalmente ordenado,
v lo denotaremos por I'.

Definiciéon 6.11. Sean K un cuerpo, I' un grupo abeliano totalmente ordenado y ' su exten-
sién por oco. Se dice que una aplicacién v : K — 'y, es una valoracién de cuerpos de K por
el grupo I si satisface, para todos x,y € K:

(I) v(z) =00 siy sélosixz=0.
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D) v(zy) = v(z) + v(y).
(ITI) v(z +y) > min(v(z),v(y)).
En estas condiciones, se dice que (K,v,I") es un cuerpo valorado.

Podemos observar que la definicién es similar a la de valoracién de grupos (Definicién ,
considerando el orden dual en I" y cambiando ey = min(I") por co. De hecho, como habiamos
anticipado, el Ejemplo 3 de la pagina 28] la valoracién de grupos p-ddica 7, se entiende de forma
natural como una valoracién de cuerpos de Q en Z U {oo}, asociando a cada m/n € Q el valor
vp(m) — vp(n), siendo vp(a) := p(a) ™ y {0} = 15,(7, ' (o0)). Igualmente, podemos aplicar esta
definicién a cualquier cuerpo de Hahn, con coeficientes en R u otro cuerpo cualquiera, obteniendo
la valoracion natural. Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que las valoraciones
de cuerpos son aplicaciones suprayectivas, como las valoraciones de grupos, ya que v(K \ {0})
es siempre un subgrupo de I'.

La nocién de valoraciéon nos permite considerar el cuerpo residual de un cuerpo valorado,
que tiene en el Teorema de Kaplansky un papel andlogo al de R en el Teorema de Hahn.

Definiciéon 6.12. Se dice que un anillo conmutativo R es un anillo de valoracion si la fa-
milia de sus ideales estd totalmente ordenada por la inclusién. Se dice que es un dominio de
valoracién si R es ademds un dominio de integridad.

Como consecuencia de la definicién, si un anillo de valoracién no es un cuerpo posee un unico
ideal maximal, que contiene todos los elementos no invertibles de R. En particular, un anillo de
valoracién es un anillo local.

Definicion 6.13. Dados un anillo de valoracién R y su ideal maximal m, se dice que el cuerpo
cociente R/m es el cuerpo residual de R.

El siguiente resultado permite conciliar estas definiciones con las valoraciones de cuerpos.

Proposicién 6.14. Dado un cuerpo valorado (K,v,T"), el subconjunto
R,={zx€ K :v(z) >0}

es un dominio de valoracion, cuyo unico ideal mazximal es
m, ={z € K :v(xz)>0}.

En estas condiciones, se dice que R, es el anillo de valoracién de v, y k, = R,/m, su
cuerpo residual. Alternativamente, se puede probar que todo dominio de valoracién es el anillo
de valoracién de una valoracién sobre su cuerpo de fracciones [9].

Ademsds, dados un cuerpo k y un grupo abeliano totalmente ordenado I', podemos considerar
el equivalente del grupo de Hahn, que denotamos en esta parte por k[[z"]]. En este caso, no
impondremos que k sea un cuerpo ordenado, como si lo es R. No obstante, nétese que en la
Proposicion no usamos que R es ordenado, y por lo tanto podemos asegurar que k[[mr]] tiene
estructura de cuerpo. De ese modo, podemos considerar la valoracién natural v : k[[z"]] — T.
Con todo lo anterior, estamos en condiciones de enunciar el Teorema de Kaplansky.

Teorema 6.15 (Teorema de Kaplansky [I8]). Si (K,v,I') es un cuerpo valorado de ca-
racteristica cero tal que el cuerpo residual k de la valoracion es un subcuerpo de K, entonces
(K,v,T) es isomorfo a un subcuerpo valorado de (k[[z']],vr,T).

La similitud con el Teorema de Inmersién de Hahn se hace evidente si consideramos cuerpos
ordenados.
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Definicién 6.16. Sean (K,+,) un cuerpo y < una relacién de orden sobre K. Se dice que
K es un cuerpo totalmente ordenado si (K,+,<) es un grupo totalmente ordenado vy,
adicionalmente, se verifica que para todos a,b € K tales que a > 0 y b > 0, entonces a - b > 0.

Asi, el grupo de valoraciéon correspondiente a la valoracién natural sobre K es el grupo de las
clases arquimedianas de K, y el resultado proporciona una generalizaciéon directa del Teorema
de Hahn para cuerpos.

Finalizamos el texto enunciando uno de los problemas abiertos con mas interés en esta area:
la bisqueda de una versién diferencial del Teorema de Kaplansky [27]. Para su formulacion,
debemos considerar primero la nocién de cuerpo diferencial, con el cual se extiende el concepto
de derivada de una serie de potencias con exponentes reales a cuerpos de series generalizadas.

Definiciéon 6.17. Dado un cuerpo K, se dice que una aplicacion d : K — K es una ley de
derivacidn si satisface, para todos a,b € K:

(I) d(a+b) =d(a)+ d(b).
(IT) d(ab) = d(a)b+ ad(b) (Regla de Leibniz).
Se dice que un cuerpo K dotado de una ley de derivacién d es un cuerpo diferencial (K, d).

Observacion 6.18. Se puede comprobar el conjunto k := kerd = {¢ € K : d(c) = 0} es un
subcuerpo de K, conocido como cuerpo de constantes de K respecto de d. Entonces, dados
a € Ky cek, se tiene que d(ca) = d(c)a + cd(a) = cd(a). Combinando esta propiedad con (I),
se puede caracterizar una ley de derivacion como una aplicacion k-lineal que satisface la regla
de Leibniz.

El siguiente paso es conciliar los conceptos de valoracién y ley de derivacién.

Definicién 6.19. Sean (K, d) un cuerpo diferencial y k su cuerpo de constantes. Sean v una
valoracién definida en K, R, su anillo de valoracién y m, el ideal maximal de R,. Se dice la
valoraciéon v es una valoracion diferencial si satisface

(I) RV - k"‘my

(IT) Para todos a,b € m, con b # 0, se tiene que % em,.
Dados un cuerpo diferencial (K, d) y una valoracién diferencial v sobre él, se dice que (K, d, )
es un cuerpo valorado diferencial.

Dados dos cuerpos valorados diferenciales y un isomorfismo entre ellos, se dice que son
isomorfos analiticamente si el isomorfismo conmuta con la valoracién, y que son isomorfos dife-
rencialmente si conmuta con la ley de derivacion. Por otro lado, existen particularizaciones de la
definicién de ley de derivacién en cuerpos valorados diferenciales que imponen condiciones adi-
cionales sobre la aplicacion d. Un ejemplo es la derivacion de tipo Hardy, que permite extender
a las series generalizadas algunas reglas que verifican las series formales. La definicion formal se
pueden consultar en [27].

En estas condiciones, se enuncia el problema de inmersién de Kaplansky diferencial,
que consiste en estudiar qué cuerpos valorados diferenciales son isomorfos analiticamente y
diferencialmente a un subcuerpo del cuerpo de series generalizadas correspondiente dotado de
una derivacién de Hardy. Una instancia particular del problema anterior es la conjetura de
inmersién de Kaplansky diferencial, segiin la cual el enunciado anterior es cierto en los
cuerpos de Hardy de gérmenes de funciones en el infinito, extendiendo el resultado demostrado
para la versién axiomadtica de los cuerpos de Hardy, los llamados H-cuerpos [26].

50



I. Anexo. Relaciones de orden y ordinales

En el texto, asumimos la axiomatica de Zermelo-Fraenkel junto con el Axioma de Eleccién.
La lista de axiomas de esta teoria se puede consultar en [17].

Recordamos que una relacién sobre un conjunto M se dice de orden si verifica las propie-
dades reflexiva, antisimétrica y transtitiva. Si para cada par x,y € M, resulta x <y 6y < z, se
dice que el orden es total. Por otro lado, si cada subconjunto no vacio de M posee minimo, se
dice que < es un buen orden, o que (M, <) estd bien ordenado.

Se emplea habitualmente la notaciéon x < y cuando (z < y) A (z # y). En el texto, al dotar
de orden a un conjunto lo especificamos con uno u otro simbolo indistintamente, siendo eviden-
te el significado del otro, en cada caso. Adicionalmente, se dice que una aplicacién biyectiva,
inyectiva o suprayectiva entre dos conjuntos ordenados es, respectivamente, un isomorfismo,
monomorfismo o epimorfismo de orden si preserva el orden entre cada par de elementos.
Se emplean equivalentemente el término o-isomorfismo y sus andlogos. Asi, si M y N son
conjuntos o-isomorfos, lo denotamos por M ~ N.

Desarrollamos a continuacién una breve introduccién a la teoria de los ordinales. Los ordinales
son conjuntos que nos permiten extender la nocién de enumeracién a conjuntos infinitos.

Definicion I.1. Se dice que un conjunto 7' es transitivo si todo elemento de 7" es un subcon-
junto de T o, equivalentemente, si T' C P(T).

Definicion I.2. Se dice que un conjunto es un ordinal si es transitivo y esta bien ordenado
respecto de la relacion de pertenencia €.

Se deduce de la definicién que un ordinal estd, de hecho, totalmente ordenado, defininiendo
a < B sia e f. Asi, notamos que todo elemento de un ordinal es a su vez un ordinal, que
contiene los elementos menores que él. Por definicién, el conjunto vacio es un ordinal, contenido
en todos los demds, que denotamos por 0 := &. Para cualquier ordinal «, observamos que aU{a}
también es un ordinal.

Definicién I.3. Dado un ordinal «, se dice que o+ 1 := U {a} es su sucesor.
Definicién I.4. Sea o un ordinal.
(I) Se dice que « es un ordinal sucesor si existe un ordinal f tal que o = 5 + 1.
(IT) Se dice que « es un ordinal limite si no es un sucesor.

Podemos construir los ordinales finitos sin méas que considerar los ordinales sucesores del
primer ordinal, el conjunto vacio:

0:=02, 1:=0+1={), 2:=1+1= {2 {2}},

y asi sucesivamente. En estos términos, por el Axioma de Infinitud sabemos que existe un
conjunto = tal que 0 € x y para todo y € x, entonces y + 1 € x. Los conjuntos con esta
propiedad se denominan conjuntos sucesores. Empleando axiomas de la teoria de conjuntos,
se puede probar que existe un conjunto sucesor contenido en cualquier conjunto sucesor, que
conocemos como conjunto de los nimeros naturales y denotamos por w é N. Adicionalmente,
resulta que w es el conjunto de todos los ordinales finitos y satisface los axiomas de Peano.
Empleando estas propiedades se demuestra, ademas, que w es un ordinal, en particular el primer
ordinal infinito.

El conjunto de los nimeros naturales w es un conjunto bien ordenado en el que se verifica el
Principio de Induccidn, lo que nos permite obtener el Teorema de Recurrencia y definir con él la
aritmética sobre w. A continuacién vamos a ver, por un lado, que todo conjunto bien ordenado
estd en biyeccién con un ordinal; y por otro, que podemos extender el Principio de Induccién a
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cualquier ordinal. Algunas de las demostraciones que siguen se basan en conceptos de la teoria
de conjuntos que exceden el interés de este trabajo, por lo que las omitimos o no detallamos
completamente en algunos casos.

Comencemos introduciendo el concepto de intervalo inicial.

Definicién 1.5. Sean (M, <) un conjunto totalmente ordenado y x € M. Se llama intervalo
inicial en M dado por z al subconjunto

M, ={yeM:y<uz}.

Pasamos a enunciar uno de los resultados que nos conduciran a probar que todo conjunto
bien ordenado estd en biyeccién con un ordinal.

Proposicién 1.6 (Ley de tricotomia). Dados dos conjuntos bien ordenados M, N, se cumple
eractamente una de las siguientes afirmaciones:

e M es o-isomorfo a N.
o FEziste x € M tal que M, es o-isomorfo a N.
e Existey € N tal que Ny es o-isomorfo a M.

Por otro lado, emplearemos también la siguiente propiedad, conocida como paradoja de
Burali-Forti.

Teorema 1.7. No existe el conjunto de todos los ordinales.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que existe el conjunto {2 de todos los
ordinales. Vamos a ver que, entonces, {2 es transitivo y estd bien ordenado.

En el caso de la transitividad, observamos que si a € Q y § € a, entonces « es un ordinal y
por tanto 8 también, luego 5 € 2. Para ver la buena ordenacién, supongamos por contradiccion
que existe M C € no vacio sin primer elemento. Entonces, dado o € M existe 8 € M tal que
B € a, asi que f € anNM. Como « es un ordinal y N M C « un subconjunto no vacio, tiene un
primer elemento oy = min(a N M). Veamos que este elemento debe ser el primero de M. Dado
cualquier v € M, utilizamos la ley de tricotomia entre v y v para ver que ag € 7:

e Siy € «, entonces ¥y € aN M, y por tanto ag € 7.
e Siaevydba~r -y, entonces a C vy asi ag € 7.

En consecuencia, M debe tener minimo y por tanto {2 estd bien ordenado.
Hemos probado que €2 es un ordinal, asi que €2 € €2, lo que implica < €. Sin embargo esto

es imposible en un ordinal, ya que se trata de un conjunto totalmente ordenado.
O

Como consecuencia, se dice que los ordinales forman una clase. En este punto estamos en
condiciones de probar el resultado que buscabamos.

Teorema 1.8. Sea (z, <) un conjunto bien ordenado. Entonces existe un tunico ordinal o, salvo
isomorfismo, tal que o es o-isomorfo a x.

Demostracion. Dado cualquier ordinal «, consideramos la ley de tricotomia entre x y a. En los
casos T R oy T ~ (v, con 7y € «, tenemos el o-isomorfismo. Por otro lado, el tercer caso, z, ~ o
con a € x4, no se puede dar en todos los ordinales. En efecto, usando argumentos propios de la
teoria de conjuntos se puede probar que, si ese fuera el caso, existiria el conjunto de todos los
ordinales, en contradiccién con el Teorema[l.7] En consecuencia, tenemos asegurada la existencia
de un ordinal que cumple una de las dos primeras afirmaciones de la ley de tricotomia y por
tanto es o-isomorfo a x. O
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Observacion 1.9. A partir del teorema anterior, veamos que en todo espacio vectorial podemos
encontrar una base indexada por un ordinal, como usamos en el Lema [6.3] Por el Axioma de
Eleccién, todo espacio vectorial tiene una base y todo conjunto se puede dotar de un buen
orden. Por tanto, podemos asumir que todo espacio vectorial tiene una base bien ordenada.
Por el Teorema [[.8 dicha base es o-isomorfa a un ordinal. Este hecho nos permite realizar
razonamientos inductivos transfinitos sobre los elementos de una base de un espacio vectorial.

Una consecuencia directa del teorema anterior es el siguiente resultado que empleamos en el
trabajo.

Corolario 1.10. Si un conjunto totalmente ordenado (A, <) estd bien ordenado respecto del
orden < y del orden dual <p, entonces es finito.

Demostracion. Como A estd bien ordenado, estd en o-biyeccién con un ordinal a. Si & no fuera
finito, entonces w C «, y en consecuencia existiria un subconjunto B C A en o-biyeccién con
w. Sin embargo, esto no es posible porque w no tiene elemento maximo, mientras que B debe
tenerlo por estar A bien ordenado respecto del orden dual. ]

Para terminar, consideramos el concepto de transfinito. Al igual que hablamos de sucesiones
finitas o infinitas, cuando su dominio es, respectivamente, un conjunto finito é N, se emplea
el concepto de sucesion transfinita para referirnos a sucesiones definidas sobre un ordinal. El
argumento de induccién también tiene su equivalente en el caso transfinito.

Proposicién 1.11 (Induccién transfinita). Sea 8 un ordinal y v un subconjunto de B con
las propiedades:

(1) @ €n.
(2) Sia € yaCry, entonces o € 7.
Entonces v = 5.

Demostracion. Supongamos que v C 3, con lo que 8\ v es un subconjunto no vacio de 3, y por
tanto existe ag = min(B\ ). Por (1), ap # &. Por ser el minimo, se tiene que ap C v, y entonces
satisface (2), luego g € 7, en contradicciéon con su definicién. Asi que debe ser v = 3. O

Del mismo modo que para los nimeros naturales, se pueden definir con algo de precaucion la
suma y producto de ordinales, y con ello los ordinales sucesores de w: w+1,w+2, ..., hasta llegar
al siguiente ordinal limite, w + w =: w -2, y més tarde w - 3, ...,w - w =: w?, .... Andlogamente al
caso de w, podemos obtener la caracterizacién a« = {8 : f < a} para cualquier ordinal. Omitimos

el formalismo porque excede el interés de este trabajo.
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II. Apéndice. Resultados de ordenabilidad en grupos

Dedicamos este apéndice a probar algunos resultados mas relativos al concepto de ordenabi-
lidad en un grupo, que acompanaran a las caracterizaciones de grupo ordenable enunciadas en
la Proposicién y el Teorema Si bien los resultados de esta seccién no guardan relacion
con el Teorema de Inmersion de Hahn, a diferencia de los recogidos en el resto del trabajo, su
inclusion completa la teoria de grupos ordenados desarrollada a lo largo del texto, sin necesidad
de introducir una gran cantidad de nociones nuevas. En particular, caracterizaremos en primer
lugar la ordenabilidad en términos de semigrupos normales, y posteriormente probaremos que
los grupos nilpotentes y los grupos libres son grupos ordenables. Hemos usado el texto de D.S.
Dummit y R.M. Foote [6] como referencia principal en esta parte.

I1.1. Ordenabilidad en términos de semigrupos normales

Comenzamos por considerar el cono positivo P de un orden parcial sobre un grupo G, y
nos preguntamos bajo qué condiciones se puede extender éste a un conjunto P que defina un
orden total, de forma que G tenga estructura de grupo totalmente ordenado. Denotaremos por
Py = PU{e} el conjunto de elementos no negativos, que tiene estructura de monoide. En efecto,
se trata de un conjunto no vacio con la operacién (asociativa) heredada de G, que es cerrada
en P por la propiedad de compatibilidad, y por tanto en Py, y posee un elemento neutro e.
Dado un subconjunto A C G, denotamos por S(A) el semigrupo generado por A, que se puede
caracterizar como el conjunto de combinaciones finitas de elementos de A cuando este no es
vacio. De forma similar, consideremos el siguiente concepto.

Definicion II.1. Sea A un subconjunto de un grupo G. Se define el semigrupo normal
generado por A como
Sn(4)= (] N,
NeN,y

donde Ny es la familia de semigrupos normales de G que contienen a A.

El conjunto Sy (A) definido es semigrupo normal por ser interseccién de semigrupos normales.
Presentamos ahora una caracterizacion del mismo.

Proposicién I1.2. Sea A un subconjunto no vacio de G. Entonces, el semigrupo normal Sy (A)

generado por A es el semigrupo generado por la union |J AY, es decir, por los conjugados de
geG
elementos de A por elementos de G.

Demostracion. Denotando la unién considerada por Ay, tenemos que ver que S(Ay) = Sy(A),

de acuerdo con la Definicién Veamos primero que S(Ay) es un semigrupo normal, que
contiene a A, y asi tendremos que Sy(A) C S(Ay). Tomamos un elemento

n
z =[] 'wigi € S(Aw),
i=1
con x; € Ay g; € G para todo 1 < i <n. Dado g € G, tenemos que
n n n
g leg=g" <H 9{1$i9i> g=119"9 'wigig = [[(9:9) 'wilgig) € S(An),
i=1 i=1 i=1
luego g~ 1S(An)g C S(An), v asl S(Ay) es normal. Ademds, como A® = A, tenemos que
A C S(Apn), y por tanto la primera contencion.
En sentido opuesto, veamos que S(Ax) C Sy (A4). Dado un semigrupo normal que contiene a
A, por normalidad contiene también al conjunto conjugado de A por cualquier elemento g € G,
y en consecuencia a la union Ay de estos conjuntos. Por lo tanto, por ser semigrupo, contiene
al semigrupo generado S(Ay) generado por Ay. O
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En el caso de tener un conjunto finito A = {a; : i € {1,...,n}} C G, denotaremos por Sy(A)
el semigrupo normal generado por A, y por Sy(A€) el generado por A¢ = {aj’ : i € {1,...,n}},
donde € = (€1,...,6,) € {—1,1}". Ademads, emplearemos la notacién Sy(ai) := Sy({a1}) si
A={a1},y Sn(A, B) := Sy(AU B) para dos subconjuntos 4, B C G.

Con todo ello, podemos enunciar un resultado que da una condicién necesaria y suficiente
para que un orden parcial se pueda extender a un orden total. La idea es poder construir un
conjunto normal, disjunto de los positivos del orden parcial y cerrado respecto de la operacién
en (G, de modo que cada elemento o su inverso estén en él. Este serd a posteriori el conjunto de
negativos, que definird el orden total buscado.

Teorema I1.3 (L. Fuchs [8]). Sean G un grupo parcialmente ordenado y P C G el cono positivo.
Entonces, son equivalentes:

(1) El orden definido por P se puede extender a un orden total.

(2) Para cualquier conjunto finito A C G con e ¢ A, existe € € {—1,1}# de forma que
Pyn SN(Ae) =J.

Demostracion. Supongamos que un orden parcial dado por P sobre un grupo G se puede exten-
der a un orden total P. En ese caso, dado un conjunto finito A = {a; : i € {1,...,n}} € G con
e ¢ A, exactamente un elemento de {a;, ai_l} pertenece a P~1, de acuerdo con la caracterizacién
del Corolario Por la propiedad de compatibilidad, como P~! es normal y cerrado para la
operacién en G, se puede escoger € de modo que A¢ C P~y Sy(A€) C P71, Asi, se tiene que

(P(] N SN(AG)) C (PO ﬁSN(Ae)) - (PO N ]5—1) = .

Reciprocamente, consideremos un orden parcial dado por P C G que verifica (2). Debemos
encontrar un orden total cuyo conjunto de positivos contenga a P. Dado z € G, probaremos que,
si P’ define un orden parcial que satisface (2), entonces al menos uno de P'Sy(z) 6 P'Sy(z~1)
también define un orden parcial con la propiedad (2). Supongamos que existen subconjuntos
finitos A, B C GG que no contienen al neutro, y tales que para toda eleccién de €, 7, es

PyNSy(z,A°) # @, PinSy(xz',B") # 2.

Entonces, tendriamos que PiNSn(z, A€, B") # &, donde ¢y € {—1, 1}, en contradiccién con que
P’ cumple (2). Asi, notamos que para algin ¢y € {—1, 1}, se cumple que para todo subconjunto
A existe una sucesién € tal que PN Sy(z, A°) = @. Supongamos que €y = 1. Tomando asi el
conjunto P'Sy(x~1), se puede comprobar que es normal y cerrado para la operacién de G, ya
que lo son P’y Sy(z~!). Veamos que ademés satisface (2). Por normalidad podemos escribir

todo elemento de P'Sy (1) como pr~™* conpe P y k € N>;. Entonces, dado un subconjunto
finito A C G con e ¢ A,

pr e Sn(A9) = pe Sy(aF, A% C Sn(x, A9,

lo cual es imposible por lo razonado para x. Por otro lado, e ¢ Sy(A€) C Sy(z, A9), con lo
que concluimos que (P'Sy(x71))o N Sy (A€) = . Finalmente, observamos que dado cualquier
y € G no neutro, la propiedad (2) implica que P'Sy (2~ ') NSy (y") = @ para algin n € {—1,1},
y en consecuencia tenemos que (P'Sy(z71)) N (P'Sy(z71))~! = . Con ello concluimos que
P'Sn(z7!) define un orden parcial con la propiedad (2). Si fuera ¢y = —1, obtendriamos el
resultado para P'Sy(z).

Podemos ahora considerar la cadena de subconjuntos de G formada al anadir sucesivamente
un elemento de cada par {x,z~'}, segiin el desarrollo previo, al orden parcial P. Dicha cadena
estd totalmente ordenada por la inclusién y acotada superiormente por el grupo G. Usando el
Lema de Kuratowski-Zorn, posee un elemento maximal P, que satisface (2) y define un orden
sobre G que extiende el definido por P. Ademas, el orden es total, puesto que si no podriamos
repetir la construccién anterior y extenderlo a un orden estrictamente mayor. Asi, queda probado
que G es ordenable. ]
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Podemos aplicar el Teorema en el caso particular de que no tengamos un orden parcial en
G, es decir, P = @, y con ello, establecer otra caracterizaciéon de un grupo ordenable, que se
anade a las obtenidas en el trabajo.

Corolario I1.4. Un grupo G es ordenable si y sélo si para cualquier conjunto finito A C G que
no contenga al elemento neutro, existe € € {—1,1}# de tal forma que e ¢ Sn(A°).

Ejemplo. Con este resultado podemos probar que el grupo (C, -) no es ordenable, ya que tomando
A = {i}, se tiene que 1 € Sy(A) = {7, —i,1, —1}.

Consideramos ahora la interseccién de los 24 semigrupos Sy (A€) para diferentes posibilida-
des de eleccién de la sucesién € € {—1,1}4, Tenemos la siguiente caracterizacién.

Lema I1.5. Para cualquier conjunto finito A C G, el conjunto

(1 Sw(49)

ee{—1,1}#4
es un subgrupo de G o el conjunto vacio.

Demostracion. Sea A = {a; :i € {1,...,n}}. Supongamos que la interseccién no es vacia y sean
z,y € e (—1,1}n Sn(A€). Asi, ambos se pueden escribir de al menos 2" formas como producto
finito de potencias de conjugados de elementos de cada A€, respectivamente, que denotaremos
por z(e), y(e). Dado € € {—1,1}", sean

l

k
H laﬁj g] H lbfj h

donde aj,b; € A, gj,hj € Gy rj,s; € N> para todo j € {1,...,méx{k,l}}. Entonces, para
cualquier € € {—1,1}", observamos que zy~' se puede escribir como elemento de Sy (A€) segin
~1

k m
w(e)y(—e) ™" = | [Tg; ai gy | [ TTh; "0 hy)%
j=1 j=1
k 1
1 € . —1,€5 .
= H(gj ajjgj)rj H (hj bjj hi)™ |
j=1 j=m
y concluimos que zy~! es también elemento de la interseccion. O

Con ello enunciamos otra consecuencia del Teorema [T.3

Corolario I1.6. Un grupo G es ordenable si y sélo si para cualquier conjunto finito A C G que
no contenga al elemento neutro,

ﬂ S(Ae)_

ee{—1,1}t4

Demostracion. Basta ver que, si la interseccién no es vacia, entonces es un subgrupo y e es un
elemento de ella. En caso contrario, e no estd en alguno de los Sy (A). O]

Como consecuencia del Corolario anterior, enunciamos una caracterizaciéon mas de los grupos
ordenables, en términos de los subgrupos de generacién finita.

Teorema I1.7 (Teorema local de ordenabilidad). Un grupo G es ordenable si y sdlo si lo
es cada uno de sus subgrupos finitamente generados.

Demostracion. Si G es ordenable, lo son todos sus subgrupos, en particular los de generacién
finita. Reciprocamente, tomando un conjunto finito A C G que no contenga al elemento neutro, A
es subconjunto del subgrupo (finitamente) generado por A. Por ser este ordenable, la interseccién
de los Sy (A€) debe ser vacia, asi que por el Corolario el propio G es ordenable. O
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I1.2. Ordenabilidad en términos de series centrales de subgrupos

En esta seccién introducimos un tipo particular de familias subinvariantes de subgrupos en un
grupo: las series centrales. En particular, trabajaremos con las denominadas series central inferior
y superior de un grupo, y deduciremos un resultado de ordenabilidad basado en condiciones sobre
estas series. Ademads, las series centrales nos permitiran definir el concepto de grupo nilpotente
en la siguiente seccién, y probar que tanto los grupos nilpotentes como los grupos libres son
ordenables.

Definicién IL.8. Sean (G,-) un grupo y G una familia subinvariante de subgrupos normales
de G. Se dice que la familia G es una serie central si para todo salto A C— B de G, el grupo
cociente B/A esta contenido en el centro del grupo G/A.

De forma habitual, las series centrales vienen definidas en términos de conmutadores de
subgrupos.

Definicion I1.9. Sea G un grupo, y g,h € G. Se define el conmutador de g y h como el
elemento de G' dado por [g, h] := g th~1gh.

Definicion I1.10. Sean G un grupo y H y K dos subgrupos de G. Se define el conmutador
de H y K, denotado por [H, K|, como el subgrupo generado por el conjunto

{lh,k]:he H k€ K}.

El interés del conmutador de subgrupos esta relacionado con la bisqueda de grupos cociente
abelianos. Por ejemplo, [G, G] es el subgrupo normal de G' mas pequeno de forma que el cociente
es abeliano. En general, tenemos la siguiente propiedad.

Proposicién I1.11. Dados un grupo G y dos subgrupos normales H y K, el conmutador [H, K|
es un subgrupo normal.

Demostracion. Consideramos tres elementos g € G, h € H y k € K. Si demostramos que
g~ lh, k]g € [H, K], tendremos el resultado también para todo elemento generado por elementos
del tipo [h, k], y concluiremos que [H, K| es normal. Entonces,

9 ' [hklg =g "Wk hkg = (g7 h ) (97 k) (97 T hg) (97 kg) = [9 " hg, 97 kg,

Dado que H y K son normales, g*hg € H y g 'kg € K, por lo tanto g~ '[h, klg € [H, K], como
queriamos probar. O

Pasamos ahora a considerar las series centrales inferior y superior transfinitas de un grupo,
que emplearemos en la caracterizacion de grupo ordenable. El adjetivo transfinito hace referencia
a la necesidad de definir estas series en términos de ordinales cuando el grupo es infinito. Una
breve teoria de ordinales ha sido desarrollada en el [Anexdl

Definicién I1.12. Sean (G,-) un grupo y « un ordinal.

(I) Se llama serie central inferior transfinita de G a la cadena de subgrupos normales en
G con indices en «,
~-'QGTQG7712-~-QG12G0:G>

definida segun:

e G; =[G;_1,G] si T es un ordinal sucesor.

e G; = () Gy si T es un ordinal limite.
o<T
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(IT) Se llama serie central superior transfinita de G a la cadena de subgrupos normales
en GG con indices en «,

(e} = Zo(G) C Z1(G) C ... C Z+(G) C Zr11(G) C ...

definida segun:

e 7. (G)={heG:hg] € Z;—1(G) para todo g € G} si T es un ordinal sucesor.
e Z.(G)= U Z,(G) si T es un ordinal limite.

o<T

Comprobemos que las series estdn bien definidas. Por la Proposicién los subgrupos
G, son normales para todo 7 € «. Asimismo, Z.(G) < Z;4+1(G) por definicién. Las siguientes
propisiciones prueban que las dos cadenas de subgrupos definidas son, en efecto, series centrales,
de acuerdo con la Definicion En el segundo caso deducimos, ademas, que los subgrupos
Z;(G) también son normales en G.

Proposicién I11.13. Sean G un grupo y {G;}rca la serie central inferior transfinita de G.
Entonces, para todo ordinal T € o se verifica que

GT/GT+1 g Z(G/GT+1)
En particular, los factores son abelianos.

Demostracion. Consideramos 7 € a y un elemento h € G.. Queremos ver que la operacién entre
hGr41 € G /G141 y cualquier elemento gG,11 € G/Gr41 es conmutativa. Tenemos la siguiente
cadena de equivalencias:

(hGr41)(9Gr11) = (9Gr41)(hGri1) & (hg)Gry1 = (gh)Gri1 & (gh) "' (hg) € Gry1.

Observamos que (gh)~(hg) = h='g 'hg = [h, g], y éste, usando la definicién, es un elemento
de G-41 = [G-,Gl. O

Proposicién 11.14. Sean G y {Z:(G)}reca la serie central superior transfinita de G. Entonces,
para todo ordinal T € a se verifica que

2r:1(G)/2:(G) = Z(G/2,(G)).
En particular, los factores son abelianos. Ademds, Z;+1(G) es un subgrupo normal en G.

Demostracion. La prueba del primer enunciado es una mera comprobacion a partir de la defi-
nicién. Dado h € G, tenemos que

hZ-(G) € Zo1(G)/Z-(G) &  [h7:(G),97-(G)] = Z+(G) VgeG
< hZ:(G) e Z(G/Z:(Q)).

Con ello, veamos que Z-11(G) es normal en G. Sean h € Z;11(G) y g € G. Por la igualdad

anterior, Z-11(G)/Z-(G) < G/Z(G). Asi, existe h € Z-11(G) tal que g thgZ.(G) = hZ.(G),

y en consecuencia g~ 'hg = hz para cierto z € Z.(G). Como Z,(G) C Z,;1(G), tenemos que

g thg € Z;11(G), lo que prueba la normalidad. O

El hecho de que las series definidas sean cadenas asegura la normalidad en el caso de los
subgrupos correspondientes a ordinales limite.

Observacion 11.15.

1. Si G es abeliano, tenemos las relaciones [G,G] = {e} y Z(G) = G, y en consecuencia las
series centrales inferior y superior son triviales. Veremos que una generalizacién consiste
en estudiar los grupos para las que son finitas, conocidos como grupos nilpotentes.
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2. La igualdad en la Proposicién implica que la serie central superior es la cadena
ascendente de subgrupos de G que crece mas rapido. En otras palabras, dada cualquier
serie central {H;};cq con Hy = {e}, se tiene que H, C Z.(G) para todo 7 € «, por la
definicién de serie central. Adicionalmente, observamos que el subgrupo Z;(G) coincide
con el centro de G, y siguiendo esa denominacién, se dice que Z,(G) es el T-ésimo centro
de G.

Mostramos a continuacién un ejemplo de series centrales inferior y superior de un grupo.

Ejemplo. Consideramos el grupo G = Dy x (Z/2Z), donde D, denota el grupo diédrico de las
simetrias del cuadrado, de orden 8. Calculemos sus series centrales inferior y superior de acuerdo
con la Definicién Se puede comprobar que tanto el conmutador como el centro conmutan
con el producto de grupos, asi que podemos trabajar independientemente con ambos grupos.

Como K := 7/27Z es abeliano, ambas series son triviales, es decir, K; = {e} y Z1(K) = K.
En el caso de H := Dy, observamos primero que H; = [H, H] es el subgrupo normal mas pequeno
de forma que H/H; es un grupo abeliano. Como H tiene orden 8 y al menos dos subgrupos de
orden 4, el conmutador, que es tinico, debe tener orden 2. Encontramos que {1,a?} es normal y
el cociente es abeliano, luego Hy = {1,a?}. Este es a su vez es abeliano, asf que Hy = {e}. Con
todo, la serie inferior viene dada por

{e} € {1,a%} x {e} C Dy x (Z./27.).

Alternativamente, tenemos también que Z;(Dy) = {1,a?}, y por ser el cociente abeliano, usando
la Proposicién [[1.14] obtenemos Zs(Dy) = Dy. Por lo tanto, la serie superior es

{e} € {1,a*} x (Z/2Z) C Dy x (Z./2Z).

Este ejemplo pone de manifiesto que las series inferior y superior no tienen por qué coincidir.

En relacién con las definiciones anteriores, enunciamos el siguiente resultado. En él se recogen
dos condiciones suficientes para la ordenabilidad de un grupo, que se demuestran de forma
paralela.

Teorema I1.16 (B. H. Neumann [28]). Sea (G, ) un grupo.
(1) Si G posee una serie central con factores libres de torsion, entonces G es ordenable.

(2) Si G posee una serie central inferior dada por un conjunto ordinal de indices «, cuyos
factores G+ /G141 son libres de torsion, y tal que G, = {e}, entonces G es ordenable.

Demostracion. En ambos casos tenemos que para todo salto A C B de la serie normal corres-
pondiente, B/A es abeliano y libre de torsién, y por tanto, de acuerdo con la Proposicién
ordenable. Ademas, en los dos casos resulta B/A C Z(G/A). Empleando un argumento de in-
duccién, suponemos que G/B es ordenable, y estamos en condiciones de aplicar el Lema m
tenemos que B/A y el cociente (G/A)/(B/A) = G /B son grupos ordenables. Como consecuen-
cia, deducimos que una ordenacién de B/A lo es a su vez de G/A, y por tanto de N(A)/A, dado
que G = N(A) para todo A por ser las series normales. Para el caso (1), tenemos que toda serie
central es subinvariante. En (2), la unica propiedad que debemos confirmar es el punto (I) de
la Definicion y se verifica por ser G, = {e}, asi que la familia también es subinvarian-
te. En ambos casos estamos en condiciones de aplicar el Teorema [5.24] y concluimos que G es
ordenable. O
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I1.3. Grupos nilpotentes

En la Proposicién hemos probado que un grupo abeliano libre de torsiéon admite un
orden compatible con la operacién de grupo. Vemos ahora que, en realidad, podemos relajar la
hipétesis de ser abeliano por la de ser nilpotente, mas débil. Empezamos con la definicién de
grupo nilpotente.

Definicién I1.17. Un grupo (G, -) se dice nilpotente si posee una serie central de longitud
finita.

Una serie central es, en particular, una familia completa. En ese caso, de acuerdo con la
Proposiciéon los subgrupos de las series centrales de longitud finita estdan en biyeccién con
los saltos. Esta propiedad es fundamental para poder deducir que los grupos nilpotentes y libres
de torsién son ordenables.

La denominacién de grupo nilpotente se debe a que, dada esa propiedad, se puede comprobar
que la aplicacién

adg: ¢ — G
r — [g,1]

es nilpotente, es decir, que existe n € N tal que (ady)" es la aplicacién neutra, para todo g € G.

Definicion I1.18. Dado un grupo nilpotente GG, se denomina clase de nilpotencia al minimo
de las longitudes de las series centrales.

Los grupos abelianos son grupos nilpotentes de clase de nilpotencia 1, ya que el centro
coincide con el propio grupo, y entonces la serie central superior es trivial. El grupo Dy x (Z/27),
cuyas series centrales han sido calculadas en la pagina es un ejemplo de grupo nilpotente no
abeliano, de clase 2.

Definicion I1.19. Se dice que un grupo G es localmente nilpotente si todo subgrupo de G
finitamente generado es nilpotente.

Para la siguiente propiedad sobre los grupos nilpotentes, seguiremos la demostraciéon de A.
G. Kurosch [2]]. En ella se emplea el siguiente concepto.

Definicion I1.20. Se dice que un grupo es un r-grupo si para todo a € G y n € N, la ecuacién
2" = a tiene a lo sumo una solucion.

La r en la denominacién proviene de que, si existe, la raiz n-ésima de un elemento es tnica.
Observamos que esta condicion es equivalente a que dados x,y € G tales que 2" = y” con n > 0,
entonces z = y. Basta tomar a = y” en la definicién y observar que y es solucién. A continuacién
enunciamos un resultado que nos llevara a probar la ordenabilidad de los grupos nilpotentes y
libres de torsion.

Lema I1.21 (A. G. Kurosch [21]). Todo grupo nilpotente y libre de torsidn posee una serie
central de longitud finita con factores libres de torsion.

Demostracion. Consideramos un grupo G nilpotente y libre de torsién. Dividiremos la demos-
tracion en dos partes. En primer lugar, veremos que G es un r-grupo, y a continuacién veremos
que, en consecuencia, existe una serie central superior en G con factores abelianos y libres de
torsion.

Probamos el primer resultado por induccién en la clase de nilpotencia k de G. El caso k =1
se corresponde con el de un grupo abeliano. Con ello, dados x,y € G con z" = y", resulta
1 =2"% " = (zy~ )", y como G es libre de torsién, x = y, asi que G es r-grupo. En el caso
general, consideramos la serie central superior de longitud &

{6} = Z()(G) g Z1(G) g g Zk_l(G) g Zk(G) =G.
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Sean z,y € G dos elementos tales que 2" = y" con n € N>j, y consideramos el subgrupo
H = (Zx_1(G), z). Por la Proposicién [I1.14] el factor G/Zj_1(G) es abeliano. En consecuencia,
dados z € Gy h € H existe m € Z tal que

(27 h2) Z1(G) = (27'0"™2) Z 1 (G) = 2" Z 1 (G).

Asf 27thz € 2™Z;,_1(G), y en consecuencia 2z 'hz € H. Por tanto, H es normal en G. Veamos
que, ademds, H es nilpotente de clase a lo sumo k — 1, es decir, que el (k — 1)-ésimo término
Zy—1(H) de la serie central superior de H coincide con H.

Demostramos primero por induccién que Z;_1(G) es un subgrupo de Z;_1(H), para lo que
basta comprobar que es un subconjunto. Dado que {e} = Zy(G) = Zp(H), el primer caso es
una igualdad. Supongamos entonces que a € Z;(G) = {a € G : Vy € G, [a,b] € Z;_1(G)} para
i <k—1,y veamos que a € Z;(H). Por un lado, como a € Z;(G), tenemos que [a,b] € Z;_1(G)
para todo b € G. Dado b € H, como ademds a € Z;(G) C Z;_1(G) C H, el conmutador
[a,b] € H. Por hipétesis de induccién, Z;_1(G) C Z;_1(H), asi que entonces [a,b] € Z;_1(H), y
en consecuencia a € Z;(H).

Ahora, usando el Teorema de Isomorfia, tenemos que

H/Zx1(H) C H/Zp1(G) = (22;-1(Q)) ,

y con ello H/Zy_1(H) es un grupo ciclico. Sin embargo, se puede comprobar que esto sélo es
posible si H = Z,_1(H), por lo tanto H es nilpotente de grado a lo sumo k — 1. Aplicando la
hipétesis de induccién, H es un r-grupo. Tenemos ahora que

1 1

=y =y Yy =y 2"y = (y tay)"

Por ser H normal, z e y~'2y son elementos de H. Como H es r-grupo, entonces son iguales, asi
que z e y conmutan. Usando el mismo argumento que si G es abeliano, concluimos que x = y.

Veamos ahora la segunda parte. Por ser G nilpotente, podemos tomar la serie central de
longitud & anterior, si bien el resultado es cierto aunque la serie no sea finita. Probaremos que
los factores G;/G;i_1 son abelianos y libres de torsién, y los cocientes G/G; son r- grupos, para
todo 1 < i < k. Podemos asumir que el grupo G; = G1/Gy es el centro de G, y en consecuencia
es un grupo abeliano y libre de torsién. Tenemos ademds que G/G1 es r-grupo. En efecto, dados
xz,y € G,

"Gr=y"G1 & "y "eGy & "y "=g=y "z

para cierto g € G1 = Z(G). Tenemos asi que
=y "yt = (y " ay")",

luego, como G es r-grupo, = y "xy". Repitiendo el proceso llegamos a = = y~'zy, y en-
tonces (xy~1)" € Gi. Asi, dado g € G, resulta (zy 1" = g Yazy )¢ = (¢ tay 1g)", y en
consecuencia xy ' = g lzy~lg, luego zy~! € G1. Con esto, probamos G/G1 es r-grupo.
Empleando de nuevo induccién, sea 2 < j < k supongamos que G;_1/Gj_2 es también
abeliano y libre de torsién, y que G/Gj—1 es r-grupo. Asumimos de nuevo que G;/G;_1 es el
centro de G/Gj_1, que como consecuencia es abeliano, como centro, y libre de torsién, por la
propiedad de r-grupo. Con un razonamiento analogo al caso j = 1, vemos que el cociente G/G;
es también r-grupo, con lo que queda finalizada la demostracion. O

Concluimos la seccién con el resultado principal de ordenabilidad.
Teorema I1.22. Un grupo G libre de torsion y localmente nilpotente es ordenable.

Demostracion. Consideramos un subgrupo H de G finitamente generado. Por hipétesis, es nil-
potente y libre de torsién. En consecuencia, de acuerdo con el Lema[[I.21], posee una serie central
superior de longitud finita, cuyos factores son libres de torsién. Aplicando el Teorema (1),
H es ordenable. Asi, todos los subgrupos finitamente generados de GG son ordenables, y usando
el el Teorema tenemos entonces que G es ordenable. ]
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I1.4. Grupos libres

Pasamos a hablar ahora de otra familia de grupos en los que esta garantizada la ordenabi-
lidad: los grupos libres. La idea de grupo libre es la de un grupo generado por un conjunto A
en cuya presentacion no hay relaciones entre los elementos de A, mas alla de las dadas por los
axiomas de grupo. En otras palabras, dada una concatenacién de elementos de A, a = [[a;’
con a; € A, ¢ € {—1,1}, las tnicas simplificaciones posibles en la expresién de a serdn omitir
el elemento neutro, los pares consecutivos a;a; ! (y viceversa), y agrupar un mismo elemento
repetido en potencias, usando la propiedad asociativa. Tratamos de plasmar esta idea con rigor
a continuacién.

Definicién I1.23. Sea A un conjunto, y denotemos por A~! un conjunto disjunto y biyectable
con A, de forma que para cada x € A, denotamos por ! su correspondiente en A~!, y andlo-
gamente, para cada y € A™!, denotamos por y~! € A el elemento tal que su correspondiente
es y. Sea {e} un conjunto de un elemento disjunto de A y A~1. Se define una palabra sobre A
como una secuencia finita .
a = H a;,
i=1

donde el producto indica concatenacién de elementos y a; € AU A~ U {e} para todo 1 < i < n.

Nos interesa ahora reducir palabras en las que un elemento y su inverso aparezcan de forma
consecutiva. Por ejemplo, de forma que la secuencia aa™! coincida con e. Asumiremos que e
coincide con todas sus potencias, y que la operacién de e con cualquier otro elemento a € AUA™!
es a, por izquierda o derecha. Entonces, dada una palabra sobre A podemos realizar cancelaciones
hasta obtener lo que llamamos forma reducida.

Definicién I1.24. Se dice que una palabra a = []!"_; a; sobre un conjunto A, de longitud n y
distinta de la palabra vacia e, estd en forma reducida, si se verifican las condiciones

(I) a; # e para todo 1 < i < n.
(I1) a;+1 # a; " paratodo 1 <i<n—1.

Con ello, se puede definir la operacion x entre dos palabras en forma reducida como la forma
reducida de su concatenacion, cancelando los términos finales de la primera con los iniciales de
la segunda, para obtener otra palabra en forma reducida sobre A. Por definicién, la operacién
de concatenacion es asociativa, y por tanto * también, y tiene a e como elemento neutro. Por
otro lado, dado a = [, a;, encontramos que a~! := Hzlzn a; 1 es su un elemento inverso. En
consecuencia, tenemos una estructura de grupo sobre la unién del conjunto de palabras en forma
reducida y el elemento neutro. Esta estructura es tinica por construccién.

Definicion II1.25. Sea A un conjunto. Se dice que el conjunto de palabras en forma reducida
sobre A, junto con la palabra vacia, dotado de la operacién x, es el grupo libre generado por
A, y se denota F(A).

Dado un homomorfismo de grupos de un grupo libre F' en un grupo G, nos fijamos en que
basta conocer la imagen de los elementos del conjunto generador de F' para, por las propiedades
de los homomorfismos de grupos, determinar la imagen de cualquier elemento de F. En otras
palabras, cualquier aplicacién de un conjunto A en un grupo G se extiende de manera tunica
a un homomorfismo de grupos de F(A) en G. Se conoce esta propiedad como la propiedad
universal de los grupos libres, y es andloga a propiedades similares en otras ramas del algebra,
como el caso de una base de un espacio vectorial y una aplicacién lineal definida sobre él.
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Ejemplos.

1. El grupo libre Fy generado por el conjunto vacio es el grupo trivial, ya que la inica palabra
posible es e.

2. El grupo libre F; generado por un elemento es el grupo ciclico infinito, y por tanto isomorfo
a (Z,+). En efecto, por cancelacién de a con a~!, todas palabras en forma reducida son
del tipo a™ con n € Z, tomando a” := e y a" := (a~!)™™ cuando n < 0. Las potencias son
todas diferentes por definicion de grupo libre.

3. Los grupos libres generados por conjuntos de 2 o més elementos son grupos infinitos no
abelianos. Por ejemplo, F5 tiene dos generadores a, b, y por definiciéon tenemos que ab # ba.
No obstante, apreciamos que el cociente Fy/(a)y si es abeliano, ya que es isomorfo a
(b) = Z, donde (a)y es el subgrupo normal generado por a. En efecto, consideremos la
aplicacién dada por

Tq - F2 — F1:<b>

a > e

b +— b
T, €s homomorfismo de grupos suprayectivo. Observamos que si consideramos un elemento
z =[],z € kermg, donde z; € {a,b, a~!,b7 1}, su imagen es, por un lado, un elemento
de Fy = (b), y por tanto de la forma Hle b con ¢; € {—1, 1}, y por otro igual al elemento
neutro en F). Asi, tiene que haber tantos factores b como b~' en la expresién de z, y
en consecuencia podemos escribir  como un elemento generado por potencias de a y
sus conjugados por b. Usando un razonamiento similar al empleado para caracterizar un
semigrupo normal en la Proposiciéon se puede probar que (a)y estd generado por
estos mismos elementos, y ademds (a)y C kerm,, de donde deducimos que son iguales.
Concluimos el resultado aplicando el Teorema de Isomorfia.

Mostramos a continuacién una idea andloga a la del punto 3 del ejemplo anterior se puede
aplicar a un grupo libre cualquiera, incluso infinito, de forma que construimos una serie central
inferior con factores abelianos y libres de torsiéon. Hemos seguido para ello el desarrollo de
Jacobson [16], apoydandonos también en la prueba original de Magnus, dividida en [24] y [25]

Lema I1.26 (W. Magnus [24], 25]). Todo grupo libre posee una serie central inferior con factores
libres de torsion
F=FR2F2..2F2F412..2F, =

Y

siendo w el primer ordinal infinito.

Demostracion. Partimos de un grupo libre F', generado por el conjunto {a; : i € I}. Para cada a;
definimos la variable z;, y consideramos el anillo R = Z{{z1,z2,...}} de series formales dotado
de la suma usual y un producto de convolucién asociativo pero no conmutativo. Veamos que F
es isomorfo al subgrupo de (R \ {0},-) generado por los elementos «; = 1 + 1z, si se identifica

cada generador a; con . Para ello, probemos que si [[ ¢’ es una palabra sobre el conjunto de
h J

J
generadores con ¢; # ij41, entonces no es igual a 1. En otras palabras, ninguna expresién de ese
tipo puede ser reducida. Para k € N>, tenemos que

k
k -1 k
k Nk . I~k Nk , 2
o =(1+x)" =14 ka; + 15_2 <l>xi, a "= <(1+xl) ) =1—kx; + (2)xZ + ..,

y en consecuencia, dado que R no es conmutativo y que indices consecutivos son diferentes, el

término (H k:j> (H x; J) no se cancela con ningin otro, y el producto nunca es igual a 1.
J J
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Consideramos ahora el ideal a de las series de potencias sin término constante,
a= U IL’Z‘R,
i€l
y para cada n € N>1, definimos el siguiente subconjunto de F:
FMl.—{aeF:a-1ea"}.

Observamos que, si n = 1, entonces a; € FM™ para i € I, y de hecho cualquier producto de
los generadores «, por las caracteristicas del grupo libre. Tenemos entonces que FI! = F. En
general, notemos que los elementos de F[ son de la forma o = 1 + p, con g € a™. Dado un
segundo v € a”, resulta

I+ ) (14+v)" = (14 p) <Z(—1) )—l—l—u—uz (W + ) €14 a,

ieN ieN

asi que FI" es un subgrupo de F', que se conoce como subgrupo de F' de dimensién n.
De modo similar, vemos que si a = 14 p € FIly 8 =1+ v e FIM_ entonces tenemos la
siguiente expresién para su conmutador:

0,8 = a5 g = ) > ()™M (Lt ot vt ).
i€N jeN
Se puede comprobar que los términos univariados se cancelan, y en consecuencia, se tiene que

[, B] = 1 € (uv) C a™™, es decir, (a,8) € FI**™. Por lo tanto,

[ Flnl. F[m]} c plotm]

para todos n,m € N>j. Como consecuencia, y por ser F U = F, todos los subgrupos F™
son normales en F', por la Proposicion m Con ello, podemos definir Fy := FIl = F y
recursivamente F), := [F,,_1, F| para cada n € N>g, y tenemos asf una cadena F' = F} D Fy D ...,

que es de hecho una serie central inferior transfinita, de acuerdo con la Definicién Ademss,
se sigue que F), C FI"l para todo n € N>1, y dado que

N =,
neEN>
resulta F, = {e}.

Para terminar, queda por probar que los factores F,,/F,,;+1 son libres de torsién para todo
n € N>1. Junto con lo anterior, se puede probar que, de hecho, se tiene la igualdad F;, = Flnl,
Omitimos la prueba completa porque es bastante técnica, y se apoya en resultados previos que
extenderian més de lo deseado esta demostracién. De forma similar a la idea anterior, en este
caso se basa en la construccién de un pseudo-anillo en el que el producto no es asociativo, y el
uso de argumentos de pertenencia a ideales para ver que el homomorfismo de paso al cociente
FI"l — FI/F, es 1a aplicacién nula [25].

Con ello, basta comprobar que los factores FI" /F ["+1] son libres de torsién. Sea as{ a € F M\
FI+1es decir, distinto del neutro en el grupo cociente, y k € N>;. Veremos que o ¢ FI**1,
Por definicién de FI™, podemos escribir &« = 14 p = 1 + py + [, donde g € a” se puede
descomponer en i, € a”\ a”t! y i € a", con p, # 0 por ser a ¢ F+1. Expresado de otro
modo, i, acumula los términos de grado n en las variables z;, y ji los de grado n 4+ 1 o mayor.
Con ello, se expresa

k
X . k e
= (L4 pn + )" = (L + )" + (j>(1+un)k T
1

k k
B\ -y o[k L
= 1+ kg + 1) <j>u£‘2 +i <]> (14 pn)* 77" € (1 + kpn) + 0™,
=2 j=1



de donde se deduce que (a* — 1) + a™*! = kpu, + a®!, que es distinto de 0 por ser p, # 0 una
serie formal de grado n con coeficientes en Z. En consecuencia, of — 1 ¢ a1y tenemos el
resultado. O

Con ello, tenemos el siguiente enunciado.
Teorema I1.27. Un grupo libre es ordenable.

Demostracion. Dado un grupo libre F', por el Lema [[1.26] tenemos que F' tiene una serie central
inferior {C },cq con factores libres de torsién y de forma que C,, = {e} para un w € 2. Entonces,
aplicando el Teorema [[1.16] (2), resulta que F es ordenable. O

El ultimo resultado de esta seccién proporciona una descripcion de cualquier grupo totalmen-
te ordenado mediante como la imagen de un grupo libre por un o-epimorfismo. Para probarlo,
necesitamos introducir antes el concepto de presentacién de un grupo.

Las presentaciones suponen una forma 1til e intuituiva de describir un grupo [6]. En general,
dado un grupo (G, -), podemos escoger un subconjunto A C G de forma que cualquier g € G se
puede escribir como producto finito de elementos de A y sus inversos. Se dice entonces que los
elementos de A son generadores. Alternativamente, podemos encontrar ecuaciones que verifican
todos los generadores de G, llamadas relaciones. Por ejemplo, si G = (Z/3Z x Z/3Z, +), tenemos
que a = (1,0) y b = (0,1) son generadores, y se dan las relaciones a® = e, b3 = ¢, ab = ba. En
este caso, todas las relaciones entre elementos de G se derivan de estas tres, y se escribe

G = {(a,b|a® b aba™ b7,

donde se omite la igualdad con el neutro en las relaciones.

La descripcion formal de la presentacién de un grupo se basa en los grupos libres. De acuerdo
con la propiedad universal, toda aplicacién de un conjunto A en un grupo G se extiende de
manera inica a un homomorfismo de grupos de F'(A) en G. Si A es un conjunto de generadores
de G, entonces la aplicacién ¢ : A < G determina un epimorfismo de F(A) en G.

Definicién I1.28. Sean G un grupo y A un subconjunto de G tal que G = (A).

(I) Una presentacién de G es un par (A, R), de modo que R es un conjunto de palabras
de F(A) tal que el subgrupo normal (R)y que genera es el nicleo del homomorfismo
7 : F(A) — G que extiende la inclusién ¢ : A — G. Se conocen los elementos de A como
generadores y los de R como relaciones.

(IT) Se dice que G es de generacién finita si admite una presentacién (A, R) con A finito, y
de presentacién finita si admite una presentacién (A, R) con A y R finitos.

Se denota en general G = (A | R).

Por el Teorema de Isomorfia, observamos que
G=Imnm=F(A)/kerm.

Asi, tenemos que (A | R) = F(A)/(R)n para cualquier presentacién. Deducimos que todo grupo
G admite una presentacién: basta tomar G como conjunto generador y las relaciones dadas por
kerm C F(G), y tenemos entonces G = (G | ker ).

Tras este desarrollo, estamos en condiciones de enunciar el resultado mencionado respecto
de los grupos ordenados.

Teorema I1.29 (K. Iwasawa [15]). Todo grupo totalmente ordenado es la imagen por un o-
epimorfismo de un grupo libre.
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Demostracion. Consideramos un grupo ordenado G, y la presentacion G = (A, R) = F(A)/N,
donde N := (R)y es el subgrupo normal generado por R. Asi, podemos considerar el cociente
F(A)/N con el orden de G.

Por el Teorema F(A) es ordenable y, entonces, podemos dotar a N de un orden cuyo
cono positivo sea invariante por automorfismos internos de F'(A). Estamos con ello en condiciones
de aplicar el Lema y concluir que el orden sobre N se extiende al orden sobre F'(A) de tal
forma que el orden inducido en el cociente F'(A)/N coincide con el dado por el isomorfismo con
G. En consecuencia, 7 : F(A) — F(A)/N =, G es un o-epimorfismo. O
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