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Resumen

En este trabajo se realiza un estudio de la ecuacién de ondas de Boussinesq. El
trabajo se desarrolla principalmente en el campo de analisis matematico, en par-
ticular sobre ecuaciones en derivadas parciales, aunque también jugaran un papel
importante nociones algebraicas, geométricas y algunos conceptos fisicos. Se estu-
diara su derivacién desde el movimiento de las olas en aguas poco profundas y desde
los estudios de Fermi-Pasta-Ulam basados en la evolucion de un cristal hacia el equi-
librio térmico, detallando en cada caso el contexto y calculos que les llevo a obtener
la ecuacion. También se tratara la existencia de solucién para el problema de valo-
res iniciales y se demostrara la existencia de solucion local aplicando un argumento
de punto fijo sobre un operador correctamente definido en el espacio de Sobolev
H*'. Por ultimo, se realizardn simulaciones en MATLAB de la solucién del IVP de

Boussinesq. Para ello se resolvera aplicando el método de Runge-Kutta-Fehlberg con
orden (4,5).
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Abstract

In this work a study of the Boussinesq wave equation is carried out. The work
is developed mainly in the field of mathematical analysis, particularly on equations
in partial derivatives, although algebraic and geometric notions and some physical
concepts will also play an important role. Its derivation from the movement of waves
in shallow waters and from the Fermi-Pasta-Ulam studies based on the evolution
of a crystal towards thermal equilibrium will be studied, detailing in each case the
context and calculations that led them to obtain the equation. The existence of
a solution for the initial value problem will also be discussed and the existence
of a local solution will be demonstrated by applying a fixed point argument to a
correctly defined operator in the Sobolev space H'. Finally, MATLAB simulations
of the Boussinesq IVP solution will be performed. To do this, it will be solved by
applying the Runge-Kutta-Fehlberg method with order (4,5).
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Capitulo 1

Introduccion

Las ecuaciones de Boussinesq aparecen al estudiar fenomenos en la costa, rios,
lagos e incluso tsunamis, son usadas frecuentemente en la ingenieria costera, don-
de se realizan simulaciones para describir las olas en aguas poco profundas. Estas

ecuaciones toman la forma de una EDP de segundo orden en tiempo.

En el capitulo 2 de este trabajo se estudiara la derivacion de la ecuacion de Bous-
sinesq desde el movimiento de las olas del agua (seccién 2.1) donde se seguirdn y
se desarrollardn los estudios de Boussinesq [1]. Para ello se introducird un breve
contexto historico sobre la teoria de los solitones y una vez expuestas las ecuacio-
nes fundamentales de mecanica de fluidos, se procedera a obtener la aproximacion
de Boussinesq basada en la onda solitaria y planteamiento del problema de valores
iniciales. Ademads, en este capitulo también se estudiara la derivacién desde los ex-
perimentos de Fermi-Pasta-Ulam [4] en 1952-1955 sobre la evolucién de un cristal
hacia el equilibro térmico (seccién 2.2), donde se obtendra la ecuacién de Boussinesq

mediante aproximaciones con diferencias finitas y un cambio de variable.

En el capitulo 3 se abordara la existencia local. Se presentara el problema de valo-
res iniciales para la ecuacién lineal de Boussinesq, se analizaran sus dos variantes
(ecuacién “buena” y “mala”) y se resolveran mediante el método de variacién de
parametros. En el caso no lineal se demostrara la existencia y unicidad de soluciéon
local utilizando un argumento basado en el teorema de la aplicacién contractiva
y teorema de punto fijo sobre un operador correctamente definido. Por ltimo, al
final de capitulo se proporcionara un ejemplo de resolucion de la ecuacion “mala”
de Boussinesq usando soluciones del tipo solitéon con el método de la tangente hi-

perbdlica.



2 Introduccién

En el capitulo 4 se realizaran las simulaciones en MATLAB para el IVP con la
ecuacion “buena” de Boussinesq. Se aplicard un cambio de variable al espacio de
Fourier para trabajar con EDOs en el IVP. Se explicaran los métodos de Runge-
Kutta y espectrales, asi como que papel juegan en nuestro problema. Se mostrard
el cédigo MATLAB que representa el IVP y lo resuelve empleando el método de
pares encajados con orden (4,5) que recoge la funcién ode45. Ademads, en el main
también se recogera el codigo que realiza las representaciones graficas para distintas
condiciones iniciales de la evolucion de un conjunto de soluciones frente al tiempo,

junto con la grafica de la solucién en el espacio en instantes concretos.



Capitulo 2
Derivacion de la ecuacion

Vamos a obtener la ecuacién de Boussinesq a partir de las ecuaciones que rigen
el movimiento de fluidos en aguas poco profundas. Para ello seguiremos los estudios
de Boussinesq sobre las observaciones de John Scott Russell de la onda de traslacion
[1] (actualmente conocida como solitén). Por otro lado, también estudiaremos la
obtencion de la ecuaciéon de Boussinesq desde la ecuaciéon de Fermi-Pasta-Ulam
obtenida a partir de sus experimentos realizados en 1952-1955 [4] sobre la evolucién

de un cristal hacia el equilibrio térmico.

2.1. Derivacion desde el movimiento de las olas

del agua

En esta seccién primero introduciremos el contexto histérico del estudio de Bous-
sinesq, seguido de las ecuaciones y nociones basicas de la hidrodinamica. Estas ecua-
ciones seran modificadas de acuerdo a las particularidades del fluido que vamos a
estudiar (subsecciones (2.1.1) y (2.1.2)). A continuacién, en la subseccién (2.1.3)
daremos una aproximacién para la funcién potencial que utilizaremos en la subsec-
cién (2.1.5) para expandir las condiciones de la superficie libre* del fluido. En la
subseccién (2.1.4) se mostrara el sistema que plantea el movimiento del fluido en
el plano XZ (omitiendo la coordenada y) a lo largo de un canal rectangular, este
sistema esta formado por las condiciones de contorno junto con la ecuacién de la
continuidad. En la ltima subseccion deduciremos la ecuacion de Boussinesq, para
ello haremos uso de las dos expresiones que muestran la variacion de la elevacion de
la superficie libre y la velocidad en el fondo en funcién de las variables x, t. Con estas
expresiones y realizando una segunda aproximacién en las condiciones de contorno

podremos obtener la ecuaciéon buscada.
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2.1.1. Contexto

En 1834 John Scott Russell realizo unas observaciones sobre la propagacién de
una ola con unas caracteristicas particulares a lo largo de un canal. Si a la entrada de
un canal rectangular que contiene un liquido en reposo y de profundidad constante
se produce una perturbacién, ya sea por la entrada en el canal de liquido desde el
exterior o por hacerlo retroceder por un piston, esto genera una tunica ola que se
propaga a lo largo del canal. Esta ola se caracteriza por tener una seccién longitudi-
nal regular y simétrica respecto el eje vertical y por recorrer grandes distancias sin
deformarse. La ola observada por Scott Russell en sus experimentos se denomina
onda solitaria o solitén.

A partir de las observaciones de Russell sobre el solitén, Boussinesq dio una apro-
ximacién, unas ecuaciones en derivadas parciales no lineales conocidas como ecua-
ciones de Boussinesq. Estas ecuaciones estan destinadas a describir el movimiento
irrotacional de un fluido incompresible*, homogéneo y no viscoso, ademés son vali-
das para olas largas débilmente no lineales. Las ecuaciones de Boussinesq son més
completas que otras ecuaciones sobre aguas poco profundas, debido a que tienen en
cuenta efectos dispersivos?*, dependiendo de cémo se haya escogido la dispersion la

efectividad de las ecuaciones variara.

2.1.2. Ecuaciones fundamentales en la derivacion

Tomamos el sistema cartesiano (z,y, z), coordenadas que representan un punto
en el espacio ocupado por una molécula de fluido en un instante ¢, sea p la presién en
ese punto y p la densidad. Tomamos como funciones continuas p, u,v y w en x, vy, 2, t,
donde u, v, w son las tres componentes de la velocidad asociadas a los ejes. El fluido
en el que vamos a trabajar serd incompresible y no viscoso con un flujo irrotacional.
También tenemos que introducir la funcién potencial p(x,y, z,t) que determina el
movimiento de dicho fluido, la cual usaremos para denotar el flujo potencial®*, dicho

potencial existe por la irrotacién

Vxu=0=u=Vyp

T
siendo 4 = (u,v,w) el vector de velocidad y V = (8_37’ By &> el gradiente. Por
ultimo llamaremos Fi, Fy v F3 a las componentes de las fuerzas externas por unidad
de masa que actian sobre el volumen del flujo. Asi diremos que las ecuaciones
del movimiento, también conocidas como las Ecuaciones de Euler para fluidos

incompresibles con densidad constante y uniforme, son:



2.1.3. Aproximacion de la funcién potencial D

10p DU 19p DV 10p DW
-—=F-—— —=—=Fh—-—, ——=F;—— 2.1.1
p Oz YDt poy > Dt poz " Dt ( )
Donde % = g—? + - Vu denota la derivada material®*. Debido a la incomprensibi-

lidad del fluido (densidad constante) y la irrotacionalidad del flujo se tiene

ou Jv Ow
. _»: 2 . p— f— — — —
V-u=V-p=Ap O:>8x+8y+3z 0=
P % Do
57 o o (2.1.2)

A continuacién, recordando la relacién @ = Vi podemos integrar las ecuaciones en

(2.1.1), teniendo en cuenta F; =0, Fy = 0, F3 = —g - €3, donde g es la gravedad.

B oo\?  [0o\®  [Op\*
() () () mse e

De igual manera obtenemos el resto.

) oo\?  [0o\®  [Op\*
() () (5)) e e

B 1{/0o\> [0o\> [0p\>
]/—j:—a—f—gz—§(<a—i> +(8_Zj) +<a—f> >+f3(x,y,t) (2.1.5)

Las funciones fi(y, z,t), fo(z, 2,t) vy f3(x,y,t) son funciones arbitrarias obtenidas al
integrar con respecto a ,y o z las ecuaciones de (2.1.1). Realizando (2.1.3) - (2.1.4)
= fily,z,t) = fo(z, 2z,t) = f(2,t), con esto hemos deducido que tanto f; como fo
son funciones que dependen solo de z y t. A su vez, si restamos (2.1.3) - (2.1.5)
= f3(z,y,t) = gz + f(z,t) luego f3 = F(t) es una funcién que solo depende de t,
sustituyendo f(z,t) = F(t) — gz en (2.1.3) obtenemos la ecuacién de Bernoulli

junto con una funcién arbitraria F(t).
p_ O L0\, (90, (09
P % 0 (& 77 . F 2.1.
P a7 9 ( ( ox ) * dy * 0z +F) (2.1.6)

2.1.3. Aproximaciéon de la funcién potencial

Partiendo del planteamiento que propuso Boussinesq, suponemos el liquido conte-

nido en una piscina de fondo horizontal y agitado de tal manera que las componentes
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horizontales de la velocidad u y v tienen valores similares en cualquier momento para
todas las moléculas del fluido que se encuentren sobre una misma seccion vertical.
Tomamos el fondo de la piscina como el plano XY y llamaremos g (z,y,t) al valor
de la funciéon potencial ¢ en los puntos de este plano. Podemos observar que en el
plano XY (z = 0) la velocidad vertical w = g‘j =

Segun la condicién especial en el fondo tenemos:

o(x,y,2,t) = po(z,y,1) // 8(pdzdz

P D
¥ = 900_/ / (@—f——) dz dz' (2.1.7)

Ahora podemos reemplazar en (2.1.7) las velocidades u y v por los valores en el

usando (2.1.2);

fondo vy = W y v = aa—“;() (situado en la misma vertical) que son valores similares

como suponiamos antes. Integrando teniendo en cuenta que ¢y depende solo de x, ¥y, t
obtenemos una primera aproximacién de ¢.

~ 2 (P I 9o
PR T\ a2 0y?

Sustituimos esta aproximacion de la funcién potencial en la integral de (2.1.7) para
obtener un nuevo término en la aproximacién de mayor orden. Realizando estas
sustituciones sucesivamente obtenemos una serie convergente a la funcién potencial

¢ en funcion de los valores del fondo. Llamando Ay = 88—;2 + g—;z tenemos finalmente:

2 4 6

4 z
A — = Ny, —
2%00‘1‘1_2_3_4 2%0

3 T3 gl (218)

Y = $o —

2.1.4. Condiciones de contorno

A continuacion tenemos que encontrar las condiciones de contorno que restringen
el problema; las dos condiciones frontera sobre la vertical, la dindmica y cinematica.
Sea pg la presion atmosférica que suponemos constante en todo momento y lugar;
p la presion en la profundidad considerada; H la profundidad constante del liquido
en las partes donde no se encuentra agitado; H + h la profundidad, siendo h una
funcion en z,y,t que representa las variaciones de profundidad en la superficie del
liquido. Ademas, denotaremos por €); al dominio del fluido no acotado lateralmente,
que se encuentra limitado inferiormente por el fondo del canal (plano z = 0) y

superiormente por la superficie libre (z = H + h(z,y,t)). De acuerdo a la presién
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hidrostatica
p=po+pg(H+h-—=z)

Ahora podemos sustituir la presion p en la ecuacion (2.1.6), agrupando la expresién
constante gH en la funcién arbitraria F'(¢). En cuanto a la funcién arbitraria F'(¢) de
la ecuacién (2.1.6), podemos determinarla observando que en puntos muy distantes,
donde ¢ = 0 las cuatro derivadas de ¢ en x,y, z,t y las cantidades py y h se anulan a
la vez, por tanto, se tiene F(t) = 0. Con todo esto, la condicién dindmica (2.1.6)

evaluada en la superficie libre se convierte en:

po Op 1 [10p\? | [0p\* | (0p)®
PR gh 2((8x) + By +1 3, (2.1.9)

tomando py = 0 obtendremos la primera condicién especial de la superficie:

Op 1 Op 2 Op 2 Op 2 B B
8t+gh+2<(8x) +<8y + P =0 en z=H+ h(x,y,t)

La condicién cinematica para el flujo, que se deducen del movimiento de las

moléculas del agua a lo largo de la superficie

dp Oh Op Oh Op Oh B
8z_8t+8x 3x+8y o en z=H+ h(x,y,t)

Por 1ltimo nos queda la condicion en el fondo. Como el fondo lo hemos conside-

rado plano, su vector normal serd 7 = —es3. Asi tenemos:
— — — 8
u-n:0:>Vg0-n=O:>a—90:O
z

Nos proponemos estudiar los movimientos a lo largo de un canal de longitud in-
definida para evitar tratar las condiciones frontera. Solo consideramos las velocida-
des horizontales en el plano XZ independientes de y. La funciéon potencial en el
fondo plano g y la parte variable de la profundidad h solo dependeran de x y ¢
(Q; = Rx [0, H + h]). Finalmente, juntando las condiciones de contorno y afiadiendo

la ecuacién de la continuidad (2.1.2) tenemos el siguiente sistema:
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Py | D
2 T <2< 1.
922 T2 0<z<H+h(z,t)  (21.10)
92 L ony L (22 2+ O¢\’ =0 — H+h(z,t)  (2.1.11)
ot Y 2 ox 0z N S T e
dp Oh Op Oh B
R TR z=H+ h(x,1) (2.1.12)

dp B

9z ! 2=0 (2.1.13)
z

zZ,w

H+h(x,1) X, U

lﬁ X

Figura 2.1: Geometria en la seccion vertical XZ

2.1.5. Deduccién de la ecuacién de Boussinesq

Suponemos que el movimiento se propaga hacia z € RT y cuando 2 — oo se

anulan g y ug. Esto supone

oo a o
9002—/ ﬂalfcz—/ ug dx
2/ ax 2!

Sustituyendo ¢q en la aproximacién (2.1.8) y recordando que nuestro sistema es
independiente de la variable y, obtenemos
/ o 22 Qug 24 PPy 28 9Py
Y=
x

dy — =220 —
, O T T 9 T 1.2.3-40285  1-2-3-4-5-6 00

.. (21.14)
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Esta nueva aproximacion de ¢ la utilizaremos para sustituirla en las condiciones de
la superficie libre (2.1.11) y (2.1.12) para z = H + h

( _ (P 0ug g, (HA)? 9%ug
gh fm’ o dx 12 owor T

2 2 2
...+§{(u0_<H;;> T N

H-+h O H+h)3 93 ) Sh H+h)2 52
—Hthoug 4 (HAH) Sug + Oy, — HHAS Sug |y,

\ 1 123 dz3 T Bt 12 Oz2

Estas son dos ecuaciones se encuentran regidas por las variaciones de h y ug en x y t.
Si determinamos estas dos funciones, las férmulas (2.1.14) y (2.1.9) nos permitiran
obtener las velocidades u, w y la presion py no hidrostatica en todos los puntos del
fluido. Tanto la variable A de la profundidad como la velocidad ug las supondremos
muy pequenas, por tanto, sus sucesivas derivadas en x seran cada vez mas pequenas,
luego la serie (2.1.14) sera rapidamente convergente. Realizando una primera aproxi-
macién despreciando los términos mas pequenos frente a g en la primera de (2.1.15)

y frente a ‘9% en la segunda, las ecuaciones de (2.1.15) se reducen a

p)
/ Mdngh(x,t); (2.1.16)
o ot
Oh(x,t) Oug(z,t)
ot " or

A continuacién multiplicando por H y derivando dos veces con respecto a x a (2.1.16)

(2.1.17)

y diferenciada con respecto a t (2.1.17) se tiene

_ g Pue gHa2h

oxot — 22 2 2
0°h 0°h
ﬂ - 82u0
otz oxOt

Esta es la ecuacién diferencial aproximada encontrada por Lagrange que representa

el movimiento de las olas en aguas poco profundas.

Solucién de la ecuacién (2.1.18)

La ecuacién se trata de una EDP lineal de segundo orden con coeficientes constantes.
Las ecuaciones caracteristicas de hy — gHh,, = 0 son:

dr  0+£+,/0—4-(—gH)

dat 2
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que admite como soluciones las rectas x = A\t + cte con \; = ++/gH para i =1,2.
El discriminante de la ecuacién caracteristica es menor que cero por ser g negativo,

luego estamos ante un caso eliptico. Ahora tomamos el cambio

e(t,x) =x —t\/gH; n(t,x) =z +1t\/gH

entonces con este cambio podemos reescribir (2.1.18) como

hoyleim) = 0= / / heglem)de dy = () + fi(n)

Luego la solucién a la ecuacién (2.1.18) es:

h(z,t) = f (m _ gH) +h <x+t\/g_H> (2.1.19)

Una vez obtenida la solucién a la ecuacion del movimiento (2.1.18), podemos susti-

tuir en (2.1.17) e integrar esa expresién con respecto a x, con esto obtenemos

o = \/% [f (a: — gH> A <3c +t\/g_H> —i—g(t)} (2.1.20)

La funcién arbitraria g(¢) deducimos que es nula al sustituir esta ecuacion en (2.1.16).
En cuanto a las dos funciones arbitrarias f y f; se determinaran usando que para
t = 0, ug y h son funciones en z. Solo estudiamos los movimientos de las olas
propagadas en las z positivas, podemos suponer que hemos elegimos el origen de
las z tal que para t = 0, up(z,0) = 0y h(x,0) = 0 o al menos insensibles para
valores de > 0. Con todo esto, de las férmulas (2.1.19) y (2.1.20) sacamos f (z) =
fi(x) y f(x) = —fi (z) entonces tenemos f (z) = fi (z) = 0 para > 0. Si solo
consideramos valores de x > —t\/gH = x + t\/gH > 0 nos permite reducir las

expresiones més generales (2.1.19) y (2.1.20) en:

h(z,t)=f (3: —t gH) ; ug(x,t) = %h(w,t) (2.1.21)
Pasando a una segunda aproximacién (respecto a la realizada para obtener las ecua-
ciones (2.1.16) y (2.1.17)) de las condiciones de contorno (2.1.15), mantendremos los

siguientes términos:

1. En la primera ecuacién de (2.1.15) mantenemos (el resto de términos seran
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despreciados por ser mas pequenos)

o 3u0 H2 (92U0
h— | 290 g
g . ot 2 0z0t

1 2
+§U’O:O

x

2. En la segunda de (2.1.15) conservamos

H + h 8u0 H3 83u0 oh oh

1 0z 6 05 ot "o

Con esta nueva aproximacion y teniendo en cuenta las relaciones entre ug y h de

(2.1.21), las ecuaciones de (2.1.15) se reducen a

[ eda = gh+§ (4 + H2Z%)

4 (2.1.22a)-(2.1.22b)
oh __ Ju h? H? 9%h

4 v (5 - )

A continuacion, si derivamos una vez con respecto a t (2.1.22b), observando en

2.1.21) que 8“0 = /Lo Cy que = — , se tiene
(2.1.21) 73 Vol
?h 0 g Oh o (k2  H20%h
o2 " o (—H (\/E%) ~ Vs, (F B ?a?)) =
0%h 0%h 0> (h? H?0%h
) ; s = - === 2.1.2
o Ha H8x2 < 6 8:62) ( 3)

Derivando dos veces con respecto a x, multiplicando por H la ecuacién (2.1.22.a) y

3u0 _

teniendo en cuenta = —g2 a , obtenemos

02 oh 0%h  gH & (h® _,0%h
B (—g/z, a_dx) It T ow (E+H@):’

(1 )

0= (2
2 Ox? 0x?

(2.1.24)

Finalmente sumando (2.1.23)4(2.1.24) obtenemos la ecuacién de Boussinesq (no

adimensional)

2 2 2 2 2 52
0°h 9%h 15} (3h H*0 h) (2.1.25)

r gl gl (2 2P
g Mg TIN5 T 3 o

Para obtener su expresién adimensional realizamos los cambios; ¢ = 2};{, la elevacion
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de la superficie adimensional; 7 = ﬁt\/%, el tiempo adimensional; ¢ = \/3%, la

posicion horizontal adimensional.

¢TT - ¢55 - (3¢2 + ¢55)€6 =0 (2126)

2.2. Derivacion desde la ecuacion de Fermi-Pasta-
Ulam

En la siguiente presentaremos el contexto histérico de los estudios Fermi-Pasta-
Ulam que les llevo a experimentar con modelos no lineales (2.2.1) y su relacién con
la ecuacién de Boussinesq. En las subsecciones (2.2.2) y (2.2.3) mostraremos dos
maneras de obtener una aproximacion a la ecuacién de Boussinesq a partir de la
ecuacion de Fermi-Pasta-Ulam, en (2.2.2) partiendo de diferencias finitas sobre la
funcién de fuerzas entre particulas independiente del espaciado del enrejado y en
(2.2.3) mediante un cambio de variable que represente el estiramiento de la i-ésima
particula con respecto a la i — 1 y tomando un espaciado de enrejado arbitrario en

la funcién de fuerzas, que consideraremos pequeno.

2.2.1. Contexto

Los cientificos Enrico Fermi, John Pasta y Stanislaw Ulam planearon una serie
de experimentos numéricos con el fin de entender mejor los sistemas no lineales,
realizaron estos experimentos sobre un modelo no lineal simple. Estos experimentos
fueron llevados a cabo en Los Alamos utilizando la supercomputadora MANTAC-1,
computadora cuyo uso inicial era para realizar calculos sobre armas nucleares. Fermi,
Pasta y Ulam decidieron seleccionar para su estudio un modelo fisico sencillo que
se adaptase a un modelo no lineal y simular su comportamiento en un periodo de
tiempo. el modelo escogido fue el estudio de la evolucién de un cristal hacia el equi-

A4

librio térmico modelizado mediante una cadena de osciladores™* acoplados, cada

oscilador se encuentra unido por un potencial de interaccién®*

cuadratico junto con
una interaccién débil no lineal (modelo discreto determinado por la masa unitaria
de los osciladores).

En el modelo lineal la solucién es una vibracién periédica de la cadena, luego el
resultado esperado para el modelo no lineal seria la aleatorizaciéon del movimiento
de la cadena de osciladores y la equiparticion térmica (la energia esta compartida de

igual manera entre modos™* a medida que el sistema evoluciona). Contrariamente
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a lo esperado, el reparto de la energia del modo original entre los demas modos no
ocurria, la cadena mostraba un comportamiento casi periédico en el que préactica-
mente toda la energia original regresaba al modo original. Este hecho se le conoce
como la paradoja de FPU, la no linealidad no es condicién suficiente para garantizar
la equiparticion de la energia. Fermi, Pasta y Ulam afirmaron que en su EDO, si se
permite que el nimero de particulas se vuelva infinito esta ecuacion se transforme
en la ecuacién de Boussinesq.

Una vez publicados sus experimentos en 1955, en los anos posteriores se continuaron
realizando mas estudios sobre el FPU. En 1961 Zabusky explico el comportamiento
periodico introduciendo el concepto de solitén, ondas solitarias estables no lineales
que se comportan como particulas, que se encuentra presente en el FPU. Paralela-
mente, Morikazu Toda se interesé por el FPU y trabajo sobre una red con interac-
ciones exponenciales conocida como red de Toda, sistema completamente integrable
que también tenia soluciones del tipo solitén. Sin embargo, no fue hasta 1971 cuando
el matematico V.E.Zakharov propuso una explicacién del fenémeno recurrente del
FPU** usando la ecuacién de Boussinesq. Su principal resultado fue que las ecua-
ciones de Boussinesq presentan un conjunto infinito de integrales conmutables del

44 completamente integrable con

movimiento?*, es decir, un sistema hamiltoniano
orbitas casi peridédicas. Debido a la gran relacién entre la ecuacion de Boussinesq
y el FPU, la ecuacion de Boussinesq explicaria la cuasi periodicidad del FPU, sin
embargo, Zakharov no llego a profundizar en sus estudios sobre esta relacién. En
esta seccién abordaremos como podemos obtener la ecuacién de Boussinesq a partir

de la ecuacién del FPU.

2.2.2. Estimacion mediante diferencias finitas

Consideramos la ecuacion no lineal cuadrética de Fermi-Pasta-Ulam (FPU) sobre

la recta real:

O?u;i(x,t)

a2 = (’U,i+1 — 2U1 + Uif1) + (Ui+1 — ui)Q — (Uz — ui,1)2; reR (221)

Donde u; es el desplazamiento de la i-ésima particula y las condiciones de contorno
del problema son u; = 0, u,, = 0.

Sea la funcién f : R — R ; f(s) = s+ hs? que representa la fuerza ejercida entre dos
particulas de la cadena (relacién esfuerzo-deformacién), con h > 0 el espaciado en

la red de Toda”* (considerado pequeiio). Vamos a tratar de dar una nueva versién
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del (FPU) utilizando los operadores de diferencias finitas progresivas y regresivas.

Mnlf) () = LEEDZ 1)
a7 [f] () = T =20

Utilizando estos operadores, planteamos una versién del (FPU)

0u;(w,t)

iz = Anlf (A [ 0)]

Si consideramos la funcién f como f(s) = s + s* (independiente del espaciado del

enrejado), la ecuacién anterior se convierte en:

%[<ux+m2—u@¢v2_(M%ﬂ_zw_mﬂ)z 2.

Podemos observar que si tomamos h = 1 esta ecuacion se convierte en la original

del (FPU) (2.2.1). A continuacién consideramos las expansiones de Taylor

Ou(x,t) N h? Pu(, t) N 0 Pu(a,t)  h* 0'u(z,t)

U(I + h7 t) - u(x, t) +h ox 2 o2 6 ox3 24 Ozt

du(z,t) N B2 Pu(a,t)  h*Pu(x,t) R u(a,t)
Ox 2 0a? 6 Ox3 24 Ozt

u(z — h,t) =u(x,t) —h

Con esto tenemos en (2.2.2)

R LT
T e
_hQGQU;(Uf,t) B h{@%;g,t) N hgaug;, t) 821(;(;;, t) %‘aug; t) 331(;;3;, t) N R4>

Donde R;, Ry, R3 y R4 son los términos restantes omitidos en la expansion. Si ope-

ramos esta EDP obtenemos finalmente una versién escalada de la ecuacion de Bous-
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sinesq junto con un término restante R.

h2

2.2.3. Estimacion con cambio de variable

Retomando la funcién sobre las fuerzas entre particulas f = s + hs? para un
espaciado de enrejado h, podemos escribir la ecuacién (2.2.1) con respecto a esta
funcién Pula.t)

8—1527 = f(uit1 —wi) — f(u; — ui-1)
Sea la variable v(z,t) |,—ig= v; = u; — u;_1 que indica la generalizacién del esti-
ramiento de la i-ésima particula con respecto a la ¢« — 1, donde H es el espacio de

enrejado constante. Ahora podemos reescribir la ecuacion en términos de v;.

0*v(x,t)

o fir) = 2f (vi) + f(vie1) (2.2.3)

A continuacion expandiremos la ecuacién tomando el desarrollo en serie de Taylor
de f(vie1) y f(via):

Gf(vl) i Ean(UZ) + H3 83f<1)z)

ox 2 Ox2 6 Ox3

f(oier) = f(ui) £ H

aplicamos la transformada de Fourier a la serie de Taylor pasando a la funcion

continua v,
3(f(v)iHa°g(;) +H78ai(2v> i%aaj;(:> ) =
:/_Oo(f(v):tHaJ(;Sj)+H7aaj;(;):t%aéi(;})+)emdﬂ?:
= 57 E=ieHF L) @)1 (29 D5 T )iy g T o)
= e (f(v))(e)

Con esto definimos la correspondencia T'(f(v)) = F *(eT=HF(f(v))(e))(e) =

e*H9% f(y), esta notacién nos permite reescribir la ecuacién (2.2.3):

0?v(z,t)

G = (e =) o) = asint (50, ) Fole,t)
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Ahora tomamos el desarrollo de Taylor para sinh? (%81) entorno a x = 0 y apro-
ximamos hasta los elementos de orden O(H*) y anulamos los términos de orden
O(hH*) (para h pequeiios).

(GO R GO

Finalmente realizando los cambios © — £ H12, t — V12t, v — hv y recordando que

despreciamos los términos de O(hH*), llegamos a la ecuacién

0?v(x,t)

o (2.2.4)

= (v+ 0>+ vyy)

rx

Recordando que v es el tramo discreto de la red y que habiamos considerado v(x,t) =

u(z,t . . .
%, deshacemos este cambio de variable e integramos una vez con respecto a z,

asi la ecuacién (2.2.4) se vuelve:

O*u(x,t)
ot?
Si realizamos el cambio U(z,t) = u(x,t) — 0; 2F(t) = 0?U(z,t) = O*u(x,t) — F(t)

nos permite anular la funcién arbitraria obtenida en la integracién sin alterar la

= gy + (U}) | + Ungaa + F (1)

parcial de u respecto a x. Con todo esto concluimos con la obtencién de la ecuaciéon

de Boussinesq.
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Capitulo 3

Existencia local

3.1. Problema de valores iniciales (IVP)

Consideramos el siguiente problema de valores iniciales (IVP) para una ecuacién

de tipo Boussinesq:

U — Uz + Ugzze + (V(U)) gz = 0 reR,t>0
u(z,0) = f(z) (3.1.1)
ui(x,0) = g(x).

Esta ecuacién surge en el modelado de cuerdas®? no lineales, la cual es una generali-
zacién de la ecuacién de Boussinesq. Para el caso 1(u) = u? tenemos la denominada

ecuacion ”"buena”de Boussinesq
en comparaciéon con la ecuacion ”mala”de Boussinesq definida como

Podemos observar que esta version es la obtenida en la derivacién de la seccién 2.1
al calcular la ecuacion desde el movimiento de las olas del agua y la obtenida en la
seccién 2.2 basandonos en los estudios de Fermi-Pasta-Ulam. Tanto para la version
“buena” como para la generalizada (3.1.1) podemos estudiar soluciones locales para
el (IVP) a diferencia de la versién "mala”.

Para la ecuacién (3.1.3) solo se conocen soluciones de tipo solitén, es decir, solu-

ciones para ecuaciones que deriven del estudio de la onda soliton. En la seccién 3.4
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mostraremos como obtener este tipo de soluciones de tipo soliton para la ecuacion
(3.1.3) usando el método de la tangente hiperbdlica.

En cuanto a las versiones lineales de la ecuacién “buena” y “mala” las resolveremos
en la seccion 3.2 aplicando la transformada de Fourier para poder comprobar que

2 .
+2°t con el tiempo, hecho

las soluciones de la ecuacién (3.1.3) lineal crecen como e
que hereda el problema no lineal, luego para poder estudiar un buen planteamiento
tenemos que eliminar la componente proporcional a e=*t. Por otro lado, también cal-
cularemos las soluciones de la ecuacién (3.1.2) lineal no homogénea, que nos servira
para plantear el teorema de punto fijo (con base sobre el teorema de punto fijo de
Banach), el cual jugard un papel muy importante en el estudio de la existencia local

en el espacio de Sobolev H' (seccién 3.3).

Finalmente, tenemos que definir los espacios de Sobolev H*(R?), en particular el
espacio H'(R), este espacio nos permitird tomar funciones las cuales podremos apli-
car la trasformada de Fourier correctamente. Previamente, tenemos que introducir
el espacio de funciones Lebesgue de p-ésima potencia integrable (espacios LP). De-

finimos estos espacios como

def def
2@l ey [ fut) e < o0}

Siendo 2 el espacio donde vamos a considerar las funciones f : {2 — R, en nuestro
caso consideraremos © = R<. Por otro lado, |u]_ son el conjunto de clases de
equivalencia u, con relaciéon de equivalencia dada por u ~ v si u = v en casi todo

punto?*, es decir, en el sentido que hemos definido la norma en L

|m—vwmn=zjw@—v@wwx=o

Esta relacion de equivalencia dota a las funciones medibles la estructura de espacio
vectorial normado, asi tenemos que los espacios LP son espacios de Banach, es decir,

un espacio vectorial completo. Se tiene el siguiente resultado sobre la completitud,

Teorema 3.1.1. Dada una sucesion f, convergente a f en sentido LP,
’ T _
T [ fo = fllie ) =

existe al menos una subsucesion tal que f,, (r) — f(x) para casi todo z, y |fn,| <

g(x) para cierta g integrable.
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Ahora, estamos en condiciones de definir el espacio de Sobolev

HW@@{WLJMW®J@Wm®<aﬁz{wL:AO+Mﬁm@F%<m}

La expresion [|0,ul| 2z, se trata de la derivada débil?*. Esta definicién puede gene-

ralizarse a un mayor nimero de derivadas y a una dimension arbitraria

) g [ (1 1)l de < oo}

Dotamos a este espacio del producto interno

b [ $@lg(o) + 0 s @kgta)dn = [ Fie)ate) + 16 Feate)ae

y de norma

Wl 0 = (1006 + o liﬁ 2:(4(1+KW)V@ﬂigyﬂ

Podemos llevar esta idea en términos de los espacios LP y definir asi los espacios

Sobolev més generales
Lp def .
W) S { L) ull gy 100l ey < o0}

Definimos la norma ||.[|, , en el espacio de Sobolev H*(R) como [|f]l;, = H/\’“f”2
donde A*f(€) = (1+[¢[%)™ f(¢).

Estos espacios nos permiten medir el nimero de derivadas débiles de una funcién
en términos del decaimiento?* de su transformada de Fourier y aseguran que dada
una funcién y sus sucesivas derivadas hasta cierto orden se las pueda aplicar la

transformada de Fourier de manera que se encuentre bien definida.

3.2. Solucion de las ecuaciones lineales de Bous-

sinesq

3.2.1. Solucién para la ecuacion homogénea

Partiendo de (IVP) de (3.1.1), planteamos la versién lineal tomando ¢ (u) =0y

dependiendo del signo de .., estaremos hablando de la ecuacién “buena” (4) o
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“mala” (-) de Boussinesq

Upp — Ugy T Upgge = 0 reR,t>0
u(z,0) = f(x) (3.2.1)
u(z,0) = g().

Tomamos las funciones f y g en el espacio de Sobolev H!. A continuacién aplicamos

la transformada de Fourier al problema (3.2.1) respecto la variable z, llamando

U, t) = /00 u(z, t)e” " da

o0

y aplicando la propiedad de la transformada de Fourier F(f™)(¢) = (i€)"F(f)(€) se

obtiene
Un(§,t) = —U(E, 1) ££'UE)  ERE>0
U(€,0) = f(¢) (3.2.2)
Ui (&, 0) = 9(&)-

Ahora fijando &, podemos resolver la EDP como una EDO lineal de segundo orden.

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién de (3.2.2) es

M=+ = N=F[¢/-1££
Con esto podemos proponer una solucion de la forma

U, t) = cl(g)e\ﬂ\/—ligat i 02(5)6_‘&\/@15

donde ¢;(§) y ¢2(&) son funciones arbitrarias.

Caso ecuacién “buena”

En este caso observamos que el polinomio caracterfstico A\2 = —£2—¢% tiene dos raices
complejas conjugadas, luego las soluciones independientes de la ecuacion homogénea

son de la forma

U(&,1) = cr(§)cos([S|v/ 1 + £%1) + ca(§) sen(|E| v/ 1 + £1) (3.2.3)
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Las funciones ¢; y ¢o las podemos sustituir en funcién de f y ¢ empleando las

condiciones iniciales de (3.2.2)

: 1(§)
=
Ui(€,0) = 9(&) = c2(9)[€] V1 + &

—A—
T
—~
Iy
=)
~
I
>
—~
I
S~—
I
)

U(E.t) = F(€)cos(IE|v/T T E0) + Mh/jT? n(lE|v/1 T &)

Por tltimo, aplicamos la transformada inversa para poder obtener la solucién del

problema inicial (3.2.1)

ulo ) = o [ (Feos(igl/THED +

2
9(8)
+ - v 77
fvite

(3.2.4)
en(l¢] 1+5%Oe@ws

Caso ecuacién “mala”
En cuanto al caso malo, las raices del polinomio caracteristico A = £[{[{/—1 + &2
dependen del signo de —1 + £2. Si ¢ € (—1, 1) obtendriamos raices complejas y vol-

verfamos a proponer una solucién del tipo de (3.2.4), sin embargo, si estamos ante

el caso £ € R\ (—1,1) obtendriamos raices reales y propondriamos

U(E,t) = 1 (€)eldIVTIEE o) (g)elelV —15€% (3.2.5)

Aplicando de nuevo las condiciones iniciales de (3.2.2) obtenemos el siguiente sistema

{U(f,O) = f(&) = a1(&) + 2(§) (3.2.6)

Ui(€,0) = 9(&) = c1(IE[V =1+ & = c2(§) [€[v/ =1 + &

Si calculamos (3.2.6a) + (3.2.6b)/(|¢]v/—1 + £2) sacamos que

[, 90 oS8 _ 99
20 gy 20 21+

Finalmente aplicando la transformada inversa llegamos a

u(x,t) = L /OO (cl(é)e|5| VIR | (€)e v _1+52t> e*rdg (3.2.7)

01(5) =

2T
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Podemos observar que la funcién (&, t) dada por el tiempo ¢ que integramos en
la solucién (3.2.4) se encuentra acotada para £ fijo por ser la suma de funciones

acotadas (sen(x),cos(x) € [—1,1]). Con esto tenemos

|cos(z)]|,|sen(x)|€[0,1]

(€. D) z 9e)

+—
[€lv/1+¢2

entonces la funcién (£, ¢) nunca se nos saldra del espacio de Sobolev considera-

do para cualquier ¢ € R. Sin embargo, la solucién asociada a la ecuacién “mala”
de Boussinesq (3.2.7) para el caso || > 1 la funcién (&, t) = cl(£)e|5|\/T+€2t +
cz(g)e_mmt crece de forma exponencial con el tiempo, esto quiere decir que
no se encuentra acotada en t, por lo que no podra ser una funcién integrable. La
propiedad ||ul| ;2 (ry < 00 tampoco se cumple, asf que no podrd ser una funcién en el

espacio de Sobolev H' que habfamos tomado de partida.

3.2.2. Soluciéon para la ecuacion no homogénea

Una vez calculadas las posibles soluciones u;, al problema homogéneo en la an-
terior subseccién, ahora nos centraremos en calcular la solucién particular u, para
el caso de la ecuacion de Boussinesq “buena”, para ello volveremos a plantear el
problema (2.3.2) a partir del IVP (2.3.1) no homogéneo con una funcién arbitraria
h(t), h(t) € H'.

Uu(€.1) + U (&, 1) + U (£, 1) = h(t) EeR,t>0
U(¢,0) = f(¢) (3.2.8)
U:(€,0) = g(8).

De nuevo fijando ¢ estamos ante una EDO lineal no homogénea, la cual resolve-
remos por el método de variacion de parametros. Buscamos una solucion parti-

cular de la forma U, = ki(t)U; + ko(t)Us, con Uy y Us el conjunto fundamental

Ua(§, t h(t dt

de soluciones de la ecuacién homogénea (3.2.3) y con ki(t) = Wt 0o

f Ui (&, t)h
W(U1 U2)

de solu01ones {cos(|E|\/1 + &2t), sen(|€|/1 + £2t)} v sustituimos en las férmulas de
kiy ko

dt . Primero calculamos el Wronskiano del conjunto fundamental

cos(|€]\/1 + €2t) sen([€|\/1 + &2t) _ o
VBT Esen(elVTT B VET Beos(elyTT )V 8T
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[ senlEl/TT @) [t eos(lely/TE E@s)h(s)
() =~ [ N s lt) = | NGETT

Una vez obtenidas las funciones arbitrarias ya podemos calcular U,

U,(&,1) :\/% (/ sen(|€|\/ 1+ &£2s)h(s)ds - cos(|&]\/1 + &2t)—
=

—/ cos(|€]\/1 + &2s)h(s)dt - sen(|¢] 1—|—§2t)>

(1) = —— / T U (e et (3.2.9)

2 J_

Para finalizar, juntando los resultados de (3.2.4) y (3.2.9) la solucién del problema

no homogéneo asociado a (3.2.1) es u = uy, + u,.

A

) = 5 [ (Feos(iel/T+E

2r J_
98
|§|\/ e

Cabe destacar que la solucién particular (3.2.9) se encuentra bien definida en nuestro

(3.2.10)
n(|€]V/ 1+ &2t) + Uy(¢, t)) erde

espacio H! por ser la funcién de dentro de la integral 7(¢,t) una funcién acotada.

D.T

7)) < \/ﬁ (‘/Otsen(|§|\/r§23)ﬁ(s)ds +
<¢§217§4</ B(s)‘der/O

Con esto concluimos que la funcién 7(,t) esta acotada para cualquier ¢. como la

tcos(|§|\/1 + €25)h(s)ds
0

) <

fz(s)‘ ds) _

2
§2+&Jo

suma de funciones acotadas es una funcién acotada, tenemos que la funcion v de la
solucién u = uy, + u, estard formada por la suma de funciones acotadas en ¢ como
hemos discutido a lo largo de la subsecciéon. La solucién u del IVP no homogéneo
(3.2.10) se encuentra bien definida en el espacio de Sobolev, asi podemos concluir
que el problema (3.2.1) no homogéneo tiene solucién para (z,t) € Rx Rty f.g,h €
H'(R).

3.3. Teoria de existencia local para el IVP en H!

En la seccién previa hemos comprobado la existencia de solucién (3.2.10) para

el IVP lineal no homogéneo, en esta seccién retomando el IVP (3.1.1), vamos a es-
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tudiar el buen planteamiento del problema para la ecuaciéon “buena” de Boussinesq.
Nuestro objetivo es probar la existencia de solucién, su unicidad y que el comporta-
miento de la solucién cambie continuamente con las condiciones iniciales. Vamos a
tomar las funciones correspondientes a las condiciones iniciales (f, g) en el espacio
HY(R) x L*(R).

Antes de comenzar con el estudio de la existencia local necesitamos introducir las
caracteristicas de la ecuacion no lineal a tratar. Sea u = u(x,y) una variable depen-
diente en R* y F' = F(x,y,u, g—z, %...g;ﬁ, %) una EDP no lineal de orden m en
dos variables, podemos clasificar F' segin:

s I es una EDP semilineal, si es una combinacion lineal de las derivadas de
mayor orden de u, con coeficientes de la combinacion en funcién de las variables

independientes, y con componente no lineal dada por una funcién R(x,y,u).

ai(x )l—l—a(x )L—l—a(x )L—i—a(x )ﬂ—i— +
ou ou (2 PPN
+an_1(x,y)% + an(x,y)a—y = R(z,y,u); ai,..,a, € C"(R*),R € C™(R”)

= F es una EDP cuasi lineal, si depende linealmente de las derivadas parciales,

pero la dependencia con respecto a u no es necesariamente lineal.

ar(x u)—amu + as(x u)—amu + az(x u)—amu + ay(x u)—amu +
1 ' Y, axm 2\, Y, aym 3L, Y, 8$m_18y 4\ T, Y, axﬁym_l
0 0
(9,0 5 @y 0) 5 = Ry w)s - s, R E CT(RY)

= F' es una EDP completamente no lineal, estas EDPs englobarian al resto
de no lineales que no sean ni semilineales ni cuasi lineales. Estas son las mas

dificiles.
Recordamos que la ecuaciéon “buena” de Boussinesq (3.1.2) es
2y _ 2 _
Ut — Ugy + Uzzzz + (U ):vx = Ut — Ugy + Uzzrz + 2 (ux + uux:r) - O

Esta EDP se trata de una ecuacion semilineal, observando que podemos reescribir
esta ecuacion de segundo orden en ¢t como un sistema equivalente de dos ecuaciones

de primer orden en t. E1 IVP (3.1.1) es equivalente a

Ut = Vg T € R,t >0
(3.3.1)

vy = (u — Ugpy — u2)x
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con

{u(m, 0) = f(z) (3.3.2)

v(x,0) = g(x).
Podemos observar que el sistema (3.3.1) es equivalente a la ecuacién (3.1.2), si deri-
vamos la primera ecuacién con respecto a t y la segunda con respecto a x e igualamos
vz Obtenemos la ecuacién de Boussinesq. Con (3.1.1) podemos ver claramente que

se trata de una EDP semilineal.

En esta seccion usaremos la siguiente notacion,

= ([ e+ ([ o a)

y consideraremos el espacio

1/4 1/4

Y2 ={ueC(0,7] : H'(R)) N L*[0,T] : L))/
(—A) 0 € C([0,T] : L*(R)), sup [u@®)ll o < a, [u@®)]l; < a,

sup H (—A)’l/z&guH < a}.
(0,71

3.3.1. Operador punto fijo

Para probar la existencia local haremos uso del teorema de punto fijo para un

operador bilineal correctamente definido. Partiendo del IVP

U (7, 1) — U (7, ) + Uggae (7, 1) = —(U?) e reR, t>0
u(z,0) = f(x) (3.3.3)
Ut(x’ 0) = g([)?)

para (f(z),g(x)) € HY(R)x L*(R), si fijamos la parte no lineal de (3.3.3) con i € Y2,

podemos definir el siguiente problema lineal,

Ut (T, 1) — U (T, 1) + U (T, 1) = —(U) 1 rER, t>0
u(z,0) = f(x) (3.3.4)
uy(x,0) = g(x).

en la seccién 3.2 obtuvimos la solucién (3.2.10) para el problema lineal no ho-

mogéneo, que se corresponde con la solucién del problema (3.3.4) para h(x,t) =

—(4?),,, esta nueva solucién u se denomina solucién mild. Ahora definiremos un
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operador ®(u)(t) en el espacio Y tal que
O(U)(t) = u.

Asi, nuestro objetivo serd demostrar la existencia de un punto fijo para el operador
®. Si conseguimos demostrar la existencia de un punto fijo para este operador,
habremos concluido la existencia de una solucién mild para el IVP (3.3.3). Para
empezar probaremos si esta bien definido el operador ® en el espacio Y. Antes de

probar este resultado consideremos los siguientes lemas

LEMA 3.3.1. Sea el IVP

U (T, 1) — U (T, 1) + Upgge (2, 8) =0 reR, t>0

u(z,0) = f(x) (3.3.5)
w(x,0) = 0.
Entonces -
o) =Vi®)f(e) = [ OO fig)ag (3:3.6)
con (&) = €] /1 + &2, y ademds
Vi) fll, < C U flly (3.3.7)
T 1/4
( [ o dt) < o1+ T Ifll,. (33.8)

Demostracion. La prueba de (3.3.7) es inmediata utilizando el teorema de Plancherel

A52 A52

Vi £ @)l 2 Vit £ @), = Cllrll,  (3.3.9)

e fo)| <c|fe),

ConC>1> }e”‘f@)’.
Para probar (3.3.8) consideremos x € Cg°(R), x = 1en [—1,1] y suppx =
{reR:x(x) #0} C[-2,2]

Vi) (x) = / " O+ Fe)y (€)de + / T OO Fe)(1 - (6))de

[e.o] —00

= Vi () f(2) + V(1) f ()
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Podemos escribir V2(¢) f(x) como

X ) ) |y ey (1)2 FO1 - x(€)
A s

Ahora usando la estimacién (A.2.1.1) del teorema A.5.1, la propiedad de que para
€ >1 0<ex,

(3 +2¢7)

7€) = Sg”(f)m

= 1< ]y'(6)] <2 (3.3.10)

y el teorema de Plancherel (A.5.2) se tiene

~

(©0 -
(€ W

H |fl, =ehfll. @31

”Vll(t)f@)Hoo _ H/ ei(tv(é)ﬂ&)ﬂg)x(@dgH <c

def (H / z(t7§)+w£ Fo)x(

SCHfXH12ZCHf*th,2=C(Hf*XI\2+H@x( *2)ll2)

/ ¢+ ) ()de

—00

1,2

H O F)  (€)de)

)

< c(IXly 1l + 10Xy 1f1l2) < ex £z

¢, = max ||x||; +max ||0.X]|; -

En la primera desigualdad hemos aplicado la desigualdad de Sobolev (A.5.4), la
segunda desigualdad viene de aplicar Plancherel y tomar ¢ > |em(§) ‘ y para terminar
el resultado hemos utilizado la propiedad de la transformada de Fourier f/*\g(f) =
f(f)ﬁ(f) junto con la desigualdad de Young (A.5.1). Ahora, integrando en [0, 7]

T 1/4
( / ||vf<t>f<x>H:dt> < e TV £l (3:312)

Combinando los resultados de (3.3.11) y (3.3.12) concluimos el resultado. O

LEMA 3.3.2. Sea el IVP de (3.3.5) con condiciones iniciales u(x,0) = 0, us(x,0) =

g;(x), entonces

u(z,t) = Va(t)gi(z) = /_OO ei(_”(g)”é)i%% (3.3.13)
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y ademds
Va(t)gi (@)l < cllgill i (3.3.14)

1/4

T
([ metiiar) < eer ol (3315
0

Demostracion. la prueba de (3.3.14) es analoga a la de (3.3.9) teniendo en cuenta

Para probar (3.3.15) se utiliza un argumento similar al del lema (3.3.1). Sea x

91(6)

W = llgall -1z

2

definida como en el lema anterior. Se tiene

Va(t)gi () = /OO ei(‘”(@”@ix(g)‘ﬁﬁg—gz)@dg ¥ /OO i (-(E+2€)(] _ X(g))s(gl”fgg)ll(g) it

= V3 (t)gi () + VE(t)g} ()

Se puede ver V2(t)g}(z) como

IR sgn@‘gt/(s)(l ~ (),

“ dis ()72 (11 €2)1/2

De nuevo, haciendo uso de (A.2.1.1) del teorema A.5.1 y la desigualdad (3.3.10) se

tiene
00 A 1/4
([ Ivzeoals) <

Y para V3 (t)g;(z) argumentando de la misma manera que en el lema (3.3.1) se tiene

Gi(€)(1 - x(9))
1 (1 + g2z,

<clgll_,  (3:3.16)

it errae) o S9E G (E)
/_Ooe ZX(&) (1+£2 1/2 déH

/OO o=t +ag) x(£)g1(§)
o0 (1+¢2)2

3 Voo
<c (H ((1 f]:é2>)1/2> H< 1+ &2) 1/2) % Op X
Aj52

45,1 51(8) 55,
Tveyr) ||, = @ 191111

IV (00:01()]|. = \

< c

)
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integrando en [0, T

T 1/4
4
(A mGuwu@Hmw) < e T lgill_, (3.3.17)

Finalmente se obtiene el resultado buscado combinando (3.3.17) y (3.3.16). O

LEMA 3.3.3. Sea el IVP de (3.5.5) con condiciones iniciales u(x,0) = 0, u(z,0) =

gy(x), entonces

" - i(—t T 6 5/\ 5
u(z,t) = Va(t)gy (v) = /Ooe( V©+ 5)%(15 (3.3.18)
y ademds
IVa(t)g5 (2)ll, < Cllgall, (3.3.19)
Y

00 1/4
([ mgia) - <clol,. 3:520)

o0

Demostracion. la prueba de (3.3.19) es andloga a la de (3.3.9) del lema (3.3.1)

teniendo en cuenta que

En cuanto a la prueba de ( ) se tiene V5(t)gh () como

X ty©rae) ez Sgn(§)Ega(€) 4
| O TR 4y e

de nuevo aplicando la estimacién del teorema A.5.1, la desigualdad (3.3.10) junto

con el teorema de Plancherel (A.5.2) se concluye

> 14 sgn 592 )
([wnw@wmm W,, e}

< cllgall, -

Ahora ya estamos en condiciones para probar si esta bien definido el operador

.

PROPOSICION 3.3.1. Para f € H'(R) y g = ¢, € L*R) definimos ®(u)(t)
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= =(f coSs @5@71 _
0 (1)0) = 2800 = (Feostr(©)) + L sentr(600)
_%ﬁ) (/ sen(v(f)t)(ﬁ;)mdt ~cos(y(&)t) — /cos(y(f)t)(ﬂ?)mdt ) Sen(v({)t))) ’

1(§) = €] V146> € CF(R —{0})

o lo que es lo mismo con las notaciones de los lemas previos

() (1) = Vi(1) f () + Valt)d) () — / Va(t — 1) () (7)dr

Entonces ®(u)(t) : Y — Y} para algin T y a dependiendo de 6, donde § =
maz(01,92), y | fll2 < 0u llgully < 02

Demostracion. Usaremos para la prueba los resultados (3.3.8), (3.3.15), (3.3.20)
de los lemas anteriores en combinaciéon con la desigualdad de Holder A.5.7 y la

desigualdad de Sobolev (A.5.4).

1/4

T
||<1><u><t>||L4TLgo=(/o ||<I><u><t>||iodt) <147 (Il + ol y) +
T 2
bo [ Tl dr < (479 (11 + la1]l) + Tsup uto) 2,
0 [0,

(3.3.21)

4 1/4

El término chT |u|l o, llully dT que se obtiene al aplicar (3.3.20) vine de
1/4 T T 4
dt) < ( L ([ wate = nutuea ol ar) dt)
) 0 0

([
([ st D) T, [ 1wt

AB5,7 T
<o [l Nl ar
0

/0 Vat — 7)([ufu)os (r)dr

A continuacién, usando el mismo argumento que en (3.3.21) podemos dar la misma

cota para la siguiente expresion

10 @) (0 g e < e+ T (Ifllyz + lonl) + Toup[u®liy.  (3322)
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Ahora combinando (3.3.21) y (3.3.22)

1@ (u) ()], < 2c(1+ T (||f||172 + ||91||2> +2cTsup [|u(t)]1, <
(0.7} (3.3.23)
< (14 TY4)(26) + 2¢Ta®

escogemos a = 8cd y T tal que (T4 +T2°c%5) < 1, con esto se obtiene la primera
propiedad del espacio Y
[P (w)ll; < 8cd.

Siguiendo con la prueba, haciendo uso de (3.3.7), (3.3.14), (3.3.19) junto con la
desigualdad de Sobolev (A.5.4) y la de Holder (A.5.7) (para el tercer término de
O (u)(t)) se tiene

T
sup 90, < (171, + ol 1a) e [ Tl Julydr

0 (3.3.24)
< (Ifllyo + lgull) + eTsup [u(®)7
(0,77
De la misma forma se obtiene
sup [0, (D)l < ¢ (17115 + 1) + T [u(t) 2, (3.3.25)
[0,7] [0,7]
Uniendo los resultados (3.3.24) y (3.3.25) se sigue
sup [[®(u)()]ly 5 < sup |@(u)(t)]ly + sup (|02 (u)(#)]l,
[0,7] [0,7] [0,7]
<2 (Iflha + 1h15) + 2T sup (o) (3:3.26)
0,
< 2¢(20) + 2cTa?
escogemos a = 8¢ y T tal que
(2°¢%6T) < 1 (3.3.27)

entonces se tiene que

sup |[D(u) (1), < 8¢5
[0,T]

con esto hemos obtenido la segunda propiedad del espacio Y.

Para terminar probaremos la tultima propiedad del espacio Y. Para ello usaremos la
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proposicién (A.5.1) junto con la desigualdad de Sobolev (A.5.4) y el teorema (A.5.5)

T
sup |(-2)202(w)(0)], < ¢ (1o + loul) +¢ [ [l r <
0.7] 0 (3.3.28)

¢ (Wflha + gl ) + <Tsupfu(o)

Tomando a y T como en (3.3.27) se concluye

sup H(—A)_lﬂﬁt@(u)(t)HQ <4ch
[0,7]

Asi hemos probado que ®(u)(t) € Y+ y, por tanto, el operador esta bien definido. [

3.3.2. Existencia y unicidad de Solucion

En esta subseccion vamos a probar la existencia y unicidad de solucion en el
espacio Y%, para ello utilizaremos el teorema de Punto fijo de Banach (A.5.9) sobre
el operador ®. Con esto habremos concluido la existencia y unicidad de solucion
para (3.2.10). Ademaés, en el siguiente teorema también probaremos que la solucién
depende de manera continua de las condiciones iniciales al aplicar una aplicacién

Lipschitz.

Teorema 3.3.1. Para todo f € H'(R) y g = g} € L*(R) existe T = T(§) > 0 y

una unica solucion u para la integral de (3.2.10) en [0,T] con

u e C[0,T): HY) N L*([0,T) : L*™)

(=AY ou e C(o: T : L?).

ademds, para cualquier Ty < T existe un entorno W de (f,0.g91) € H'(R) x L*(R),
donde la aplicacion
w: W
(f7 gl)

es Lipschitz, con'Y el espacio Y = {C([0,T] : H')NL*([0,Ty] : L)/ (—A)fl/2 Oyu €
C([0: Ty : L?)}.

— Y
-

Demostracion. La proposicién (3.3.1) afirma que el operador ® cumple ®(u)(t) :
Y7 — Y7, lo tnico que nos falta de probar para verificar que tenga al menos un

punto fijo es que ® sea una aplicacién contractiva.
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Sean u,v € Y} con f = ¢} por la definicién de ® se tiene
T Y9=40

(P(u) — @(v)) (t) = —/0 Vot —7) (u® — UQ)M dr.

Entonces, usando la estimacion (3.3.20), la desigualdad de Hélder (A.5.7) y la des-
igualdad de Sobolev (A.5.4) en un argumento similar al de (3.3.21) se tiene

1/4

l00) = 00 Wl = ([ I0000) = 00 @)

_ (/OT /OTVQ(t—T) ) arl dt>1/4

T T A 1/4 3.3.20 T

<[ ([ Wae-n =) a) art e [ e - e
0 0 * 0 (3.3.29)
T A5,7 T

:c/o () (= ), dr < / (lalloe + llelloo) 1w — v) (7, dr

A,5,4 T
< C/o (Hullre + l[v]]12) [(w = v)(T)]], o dT

< OTsupl|(u —v)()]], <supnuul,2 - supuvm,z) -

A continuacién, para estimar [|0,®(u) — 0, ®(v)|[11 e se utilizard la siguiente
desigualdad
u - uy — v v < cflu—v||ug| + |v] |ue — va] }- (3.3.30)

A esta desigualdad se llega

Uty — v v = U Uy F Uy V= Uy 0 — V| =

= v (up — vz) + ug (u—v)| < |v| - Jug — V| + |ug] |u— v

Entonces combinando la estimacion (3.3.20), la desigualdad (3.3.30), la de So-
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bolev y la de Hélder (A.5.7) se llega a

3,3,20

T
10,2(0) = 0,0(0) (Olyaz < < [ 102 = 07), ] ar
T T
:c/ | 2uu, — 2vv,||, dT < c/ |lury — vy ||, dr
0 0

T
< c/ | — v |ug| + |v| Juy — vgl|, dT (3.3.31)
0

A7 T T
2" / = ol [l lodr + ¢ / ol leto — vl dr
0 0

Aj5A
< T'(sup ||U(t)||12 + sup ||U(t)||1,2)3“p [(u —v) (t)||1,2 :
(0,71 [0,7] (0,7

Combinando (3.3.29) y (3.3.31) se obtiene

[@(u) = @(v)[|; < 2¢T (sup [[u(t)]|, , + sup [[v(E)]l, o) sup [|(w —v) ()], 5
[0, [0,T] [0,7]

(3.3.32)
< 2(2a)cTsup || (u —v) (B)]] 5 -
(0,7]
Volviendo a hacer uso de los argumentos de (3.3.21) y (3.3.25) llegamos a
sup [[(®(u) = @(v)) (1)]], <
(0,77
(3.3.33)

< cTsup||(u = v) ()]l (sup [[u@)l], o + sup [lo(t)]l; )
[0,7] [0,7] (0,7]

Ahora, utilizado (3.3.19), la desigualdad (3.3.30), la desigualdad de Sobolev y la de

Hoélder de una forma similar a (3.3.29)

ﬁ)ug (0@ (u) — 0, ®(v)) ()], <

(3.3.34)

< cT'sup||(u —v) ()], o (sup lu(®)|l, , + sup[[o(E)]; 5)-
[0,T] 0,7] 0,7

Combinando los dos resultados anteriores (3.3.33) y (3.3.34)

sup [|(®(w) — B(v)) @], < sup (@ (u) = ®(v)) ()], + sup 102 ®(u) = 0:®(v)) (E)],

(0,77

< 2cTsup||(u = v) ()]l (sup [[u(t)l], o + sup lv(®)] )
[0,7] (0,7 0,71

< (4a)cT'sup ||(u—v) (), -
[0,7]

(3.3.35)
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Para terminar, usando los argumentos usados en (3.3.28) y (3.3.31) se tiene

sup [(=2)720:2(u)(t) — (=A)"20,2(v) (1), <

T A5,1
< [ 2y 2aate - 1) (0 = Palladr S e [ fu? =y r
0 0 ’

d T T
Lo [t = ?dr e [l =), ) dr
0 0

3,3,30

T T
< c(/ ||(U+v)(U—v)||2d7+/ |||u—v||uz|+|v||ux—vx|||2d7-)

0 0
A5T T T T
< C</o Hu+v”ooHu—’UHng+/O HU—UHOOHuHLQdTJr/O HU_UHLQHUHOOdT>

A5,4
< Tsupllu =l , (28up [lly o + 2sup HUH1,2> < cI'(4a)sup |lu — vl , .
[0,T7 (0,7 [0, [0,T7]

(3.3.36)
Juntando los resultados (3.3.32), (3.3.35), (3.3.36) y escogiendo T' y a como en
(3.3.27) se tiene que 4acT < 1. Asi tenemos que ® es una aplicacién contractiva y
tiene un unico punto fijo por el teorema de punto fijo de Banach (A.5.9), esto nos
asegura la existencia y unicidad de solucién para (3.2.10) en Y*. Sin embargo, la

unicidad se puede extender a
Y ={C([0,T] : H) N L*[0,Ty] : L)/ (=A) Y 0u € C([0 : Tp] : L*)}.

Si suponemos una solucion w € Y satisfaciendo los datos iniciales del teorema, en-
tonces para 17" < T suficientemente pequeno w € Y y u=w en R x [0,T"].
Para demostrar la segunda parte del teorema, que para cualquier Ty < T la aplica-
cion

oW —= Y

(f,91) — w

es Lipschitz, tomemos u y v soluciones de (3.2.10) con condiciones iniciales {( fo,910)

(f1,g’171)} en W, entonces

u(t) —v(t) = Vi(t)(fo = f1) + Va(t) (910 — 911) — /0 O Va(t = 7)(u® = v*)au(7)d7.
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Con un argumento similar a (3.3.35) y (3.3.26) se tiene

sup||(u —v)(t)]], 5 <
0,71

Scmﬁ—ﬁmg+mm—mﬂ@+aawwmu—w@mgwawm+mmmmJ
[0,7] [0,7] [0,7]

< (llfo= il + 910 = g1l ) + dacTosup = )@
0,7

(3.3.37)
de forma andaloga a (3.3.32) y (3.3.23) se llega a

Ju=vll < e (14 55") (10 = fillia + lono = g1all) + 4cToasup [(u = 0)B)l
0,7

(3.3.38)
y usando argumentos similares a (3.3.36) y (3.3.28)
sup H(—A)’l/Q(?tu(t) - (—A)’1/28tv(t)||2 <
o1 (3.3.39)

< (o= illa + loro = gralle) +dacTosup (u— )0}y

Finalmente por (3.3.27) se tiene que 4cT'a < 1, entonces tomando A = || fo — fil; o+

91,0 — 91,1/, se obtiene

[0,7]

mm{mmwu—MQWMJW—th%HFAY”%m@—%—AYm&MﬂM}
0,

§Hu—ﬂh§c<L+ﬁM>A+4dM%%MU—WQNM

Ahora, se puede simplificar esta expresion realizando

sup |(u =)@ < ¢ (14 5) A+ deToasup (u = )0, =
0,T 0,7

(1—@%@mmmu—m@m2gcﬁ+q#ﬂA
[0,7] ’

como 1 > 1 —4cTy y para Tj suficientemente pequeno se tiene 2 > 1/(1 — 4¢Ty)

(1 +T01/4)
sup |[(uw —v)(t SCoTT Ty
[0,7]“? H( )( )H1,2 = (1 _ 4CT0@)

sup (=) (D)l < 2¢ (1+73/") 4
(0,T]

entonces

A=
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Con esto se concluye

[0,T] [0,T7

sup {sup I = )0z = ol sup [|(~2) " 20,u(t) - <—A>-1/Zatv<t>uz}
< en, (Ilfo = fillo + lgro = 91,1l

Luego para || fo — fill; 5 ¥ l91,0 — 91,1 ]|, suficientemente pequetio se tiene el resultado
deseado.
]

3.4. Resolucion analitica mediante solitones

En esta subseccion buscaremos una solucion explicita para la ecuacién mala de
Boussinesq usando el método de la tangente hiperbdlica. La forma de Boussinesq

que estudiaremos sera la ecuacién de Boussinesq mala

3.4.1. Meétodo de la tangente hiperbdlica

El método de la tangente hiperbdlica nos permite encontrar soluciones de EDPs
no lineales, en nuestro caso soluciones del tipo solitén.
Sea P un polinomio de variables u y sus sucesivas derivadas que representara la
EDP a tratar,
P(u, ug, Ugy Uggy ...) = 0. (3.4.2)

Para poder resolver esta ecuacion se introduce el cambio de variable & = kx — wt
para pasar a términos de la onda solitaria, donde k denotarfa el ntimero de onda “*

y w la frecuencia angular. Con este cambio se tiene u(z,t) = U(&) y ademés

0 d 0 d

5 d

o__ 40 40
ot de’ ox  dE 02 de’

Ahora trabajamos con una EDO en lugar de una EDP. Sea R el polinomio resultante

al aplicar el cambio de variable a (3.4.2)

R(U,U,U",U",..) =0
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El objetivo principal es derivar soluciones exactas o aproximadas, si es posible, para
esas EDO. El primer paso para poder aplicar el método de la tangente hiperbdlica es
asumir una solucion del tipo soliton, dicha solucién puede ser expresada en términos
de la tangente hiperbdlica. Para alcanzar nuestro objetivo se introduce una nueva
variable Y (z,t) = tanh(§). A continuacién realizamos el cambio y aplicamos la regla

de la cadena a cada una de las derivadas:

d dy d d
— 2 —(1-Y? =
d¢ — de dy ( )dY
a2 d d d d d d
— (1 =Y — )= —(1-Y?) —+ (1-YV) —— =
5w (07 35) =5 - 5+ -V gy
dy d d d2 d d2
— —(1-Y)—+(1-Y s = 2Y(1-Y?)—+ (1 =Y —
€ ar Jay e ( Jay T e
del mismo modo
a3 d d2 a3
— =21 -YH)HBY?-1)— —6Y(1 - Y — + (1 - Y?)—.
e ( )3 )dY 6Y ( )dy2+( )dY3

Ahora, la solucién que andamos buscando podemos escribirla como una serie de
potencias finita en Y, limitandonos al caso del soliton. Dependiendo de si las con-
diciones frontera se encuentran presentes o no variara la definicion de la serie, en
nuestro caso no consideramos ninguna condicion, luego podemos proponer la solu-
cion

N

u(a,t) =UE) =Y _ aY?, (3.4.3)

=0
Después de sustituir (3.4.3) en la ecuacién a estudiar, para poder determinar N
(el orden mas alto en Y'), se igualan los términos de mayor orden lineales con los
de mayor orden no lineales. Una vez determinado N, se obtiene k,w y a; para

1 =0,1,..., N resolviendo el sistema asociado a la EDO una vez hemos realizado el
cambio Y (x,t) = tanh(§).
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3.4.2. Solucién explicita

Aplicando el método descrito anteriormente para la ecuacién "mala”de Boussi-
nesq

2
Ut = Uge T Ugzze + (u )mx

se tienen los cambios u(z,t) = U(§) con { = kx — wt. Realizando estos cambios se

llega a
(w? = K*)U"(€) = KU (&) — 2k*((U'(€)* + UU"(€)) =

= (w? = K)U"(€) — K'U™(€) — 2k*(UT'(€)) = 0,

Ahora integrando dos veces en ¢ y tomando constante de integracion cero,
(W? — KHU(€) — K*U"(€) — K*U?(€) = 0. (3.4.4)

Siguiendo los pasos del método de la tangente hiperbdlica, se asume que la solucién
de (3.4.4) es del tipo solitén

u(x,t) = U(€) = ZaiYi, Y (x,t) = tanh(€).

De acuerdo al cambio se tenfa que % = 2Y(1-Y)L + (1 -Y?)?L, luego
(3.4.4) se vuelve
dU d*U
2 _ g2 o _ v Y v Y e iyy — o, (34
(W2 — K)U(Y) k(QY(l St Y)dyz) U(Y) = 0. (3.4.5)

A continuacién para poder calcular N (el orden mds alto en Y') se tienen que igualar
los términos de mayor orden de la parte lineal y la no lineal. Los términos de mayor
orden en (3.4.5) son U”(Y) y U*(Y). Con esto se deduce que 4 + (N —2) = 2N =
N = 2, entonces

UY)=ag+aY +aY? con ay#0 (3.4.6)

Ahora sustituyendo (3.4.6) en (3.4.5)

(W? = k*)(ao + mY + aY?)—k* (=2Y (1 = Y?)(a1 + 2a2Y) + (1 — Y?)?(2a))
— kQ(&Q +a1Y + G2Y2)2 =0&

(w? — k*)(ag + a1Y + apY'?) — k* (2@2 —2a1Y — 8ayY? + 24, Y3 + 6a2Y4) —
— K*(a 4 2a0a,Y + (2apas + a?)Y? + 2a1a0Y> + a3Y*) =0
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e igualando los términos a ambos lados de la igualdad

( (w? — kY ag — 2k*ay — k%al =0

(w? — kHay + 2k*a; — 2k*aga; =0
(w? — k) ay + 8k*ay — k*(2apay + af) =0
— 2]{34(11 — 2k:2a1a2 =0

[ — 6k*ay — k*a3 = 0.

Resolviendo el sistema teniendo en cuenta que as # 0 se obtienen dos posibles

soluciones dependiendo del valor de ag

a2 = —6k% a1 =0, ay = 6k*, w = £Vk2 + 4k* (3.4.7)
a2 = —6k*, a; =0, ap = 2k*, w = £Vk? — 4k* (3.4.8)

Para el caso (3.4.7) deshaciendo el cambio se tienen dos posibles soluciones en u(z, t):

u(w, t) =6k — 6k2Y? = 6k2 — 6k>tanh? <k;(a: FVit 41:%)) _

(3.4.9)
= 6k*sech? (k:(x FV1l+ 4k2t)>
y para el caso (3.4.8)
u(z,t) = 2k — 6K2Y? = 2k2 — 6K>tanh? (k(x FVI— 4k2t)> (3.4.10)

En la figura (3.4.2) se representan las dos soluciones para x € [—20,20] y ¢ € [0, 10],
tomando k = }L de tal manera que /1 — 4k? > 0.

Figura 3.1: Soluciones de la ecuacién de Boussinesq (solitén)
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Capitulo 4
Simulaciones

EITVP de la ecuacién “buena” de Boussinesq que se ha estudiado en los capitulos

anteriores
Ut — Ugy + Upgza + (UQ)aca; =0 T < R,t >0

u(z,0) = f(x) (4.0.1)
'LLt(.I, 0) = g(.]?)
como se vio en la seccién (3.3) este IVP se podia transformar en el sistema equiva-

lente (3.3.1). Si se pasa el IVP (4.0.1) al espacio de Fourier y se emplea el mismo

cambio de variable que en (3.3.1) para el espacio Fourier se tiene

{Ut(f,t) = V(&) (4.0.2)

Vi(&,t) = (—IeP = 1€ U (&, 1) — [¢*u?
Con esto se tiene un sistema de dos EDOs que se puede resolver aplicando el método
de Runge-Kutta. Se aplicard la variante de Runge-Kutta pares encajados con orden

(4,5) mediante la funcién Ode45 que proporciona MATLAB y se representaréan

graficamente varias soluciones para distintas condiciones iniciales.

4.1. Meétodos Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta se tratan de una serie de métodos numéricos ite-
rativos explicitos e implicitos para encontrar aproximaciones de las soluciones de

ecuaciones diferenciales lineales o no lineales. Sea la EDO

y'(t) = f(t,y(t))
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con f:Q CRxR"— R"y condicién inicial y(to) = yo, (to,y0) € 2. El método de

Runge-Kutta de s etapas y orden p tiene la siguiente expresion:

Ynt1 = Yo+ h Z bik;,

i=1

donde h = At, = t,;1 — t, es el paso de cada iteracién y k; son los términos

intermedios que aproximan la funcién, evaluados localmente en f

ki=f (tn + heis yn +hzaijkj> , 1=1,...,s.

j=1

El error viene dado por
max|y(t;) — yi| < Cht®.

Para poder plantear un método Runge-Kutta, se tienen que dar los nimeros b;, a;;
y ¢; (s* 4 2s ntimeros) que dependerén de la regla de cuadratura escogida. Algunos
ejemplos de métodos de R-K son el método de Euler de orden 1, el de punto me-
dio de orden 2 o el método Runge-Kutta estandar de orden 4. Cada uno de estos
métodos tienen sus respectivos términos b;, a;; y ¢; que se recogen en los tableros de
Butcher

¢4 con A = (a;5)1<i<s € Msus(R),C = (¢;)1<i<s € R® y B = (bi)1<ij<s € R
Los métodos de R-K explicitos son aquellos en los que los términos k; en vez de
aparecer en funcion de ellos mismos aparecen despejados. El método R-K maés efi-
ciente sera aquel en que se puedan reducir el nimero de etapas en que se evalia f
manteniendo el orden.

El método que se va a utilizar para la resoluciéon de la ecuacion de Boussinesq
en MATLAB sera la variante de R-K conocida como método de Runge-Kutta-
Fehlberg o pares encajados con la funcion ode45 que aplica este método con érde-

nes (4,5). R-K-F se trata de un método que emplea otros dos métodos R-K de orden

pyp+1, .
Ynt1 = Yn + Z bik;,

i=1

s+1

=1
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Ambos métodos comparten los términos k;, ademas, los términos del tablero de But-
cher en R-K-F vienen dados por los términos de los métodos M1 y M2 elegidos
C'| A
A R S
— = B
v
R-K-F utiliza el método de mayor orden para estimar el error y el de menor para

cla ¢
B

tomar el paso y avanzar. El error local de truncamiento con el método de orden p+1

viene dado por
Ty =hY (b= b)) k;
i=1

y el paso con el de orden p se toma de acuerdo a

1/(p+1)
) con |Thi1] <e.

h ew S h
" <|Tn+1|

4.2. Meétodos espectrales

Existen distintos métodos numéricos para encontrar una solucion aproximada a
una ecuacién diferencial, entre ellos destacan los métodos de diferencias finitas, méto-
dos de elementos finitos y los espectrales, siendo estos ultimos los mas adecuados.
Mientras que los métodos de diferencias finitas dan soluciones locales aproximadas
y los métodos de elementos finitos dan aproximaciones polinomiales continuas o
continuas a trozos en regiones poligonales, los métodos espectrales dan soluciones
aproximadas como polinomios en todo el dominio.

Los métodos espectrales se utilizan para resolver problemas del tipo

w(z,t) = Lu(z,t), z€ X,t>0
Fu(z,t) =0, € 0X,t>0
w(@,0) = f(z), z€X

donde X es el dominio espacial, 0X su frontera y F es el operador que representa

las condiciones frontera. En nuestro caso el sistema a resolver en MATLAB es

Uy — Ugg + Ugzze + (U) gz = 0 x € |[-L, L]t €04
u(z,0) = f(z)
u(z,0) = g().
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con condiciones frontera Fu(x,t) 2L-periédicas,

u(—L,t) = u(L,t)
um(—L,t) = uz(L7t)

Los métodos espectrales tratan de aproximar la soluciéon exacta por una suma
finita de la forma

un(z, 1) = Y ar(t)Pu(x)

N
k=0
donde @, () es una funcién ortogonal conocida denominada funcién base. Esta fun-

cién se escoge de acuerdo a las condiciones frontera

» Series de Fourier ®,(z) = ¢***: Para condiciones de frontera periédicas. Para
nuestro problema son las que utilizaremos para su resolucion en MATLAB, ya
que nuestro problema tiene condiciones de contorno 2L-periédicas. La funcién
de MATLAB FFT() sera la que permita aplicar la transformada de Fourier y

pasar asi al espacio Fourier.

= Polinomios de Chebyshev o de Legendre: Para condiciones de frontera

no periodicas.

= Polinomios racionales de Chebyshev o de Legendre: Para condiciones

de frontera en intervalos semi-infinitos.

= Polinomios de Chebyshev o de Hermite: Para condiciones de frontera en

intervalos infinitos.

Para poder obtener la aproximacion a la solucién definida en todo el dominio espacial
se necesitan los coeficientes ay, estos coeficientes pueden ser calculados utilizando

tres técnicas

» Método Tau: Requiere que u,(z) satisfaga las condiciones frontera y que el
residuo R(z,t) = (u,(z,t));— Lu,(x,t) sea ortogonal a la mayorfa de funciones

base.

» Método Galerkin: Las funciones base se eligen de tal forma que la solucién
propuesta satisfaga las condiciones de frontera y el residuo sea ortogonal a

tantas funciones nuevas base como sea posible.

= Método de colocacion o pseudoespectral: En este método se asume que la

solucién aproximada u,, satisface la ecuacién diferencial en un conjunto finito
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de puntos xg, z1, ..., xy. Ademas, el residuo tiene que anularse en ese conjunto

de puntos.

En nuestra resolucién de la ecuacion de Boussinesq se calcularan los coeficientes ay,

usando el método de colocacion.

4.3. Simulaciones en MATLAB

En esta seccién se muestra el cédigo de MATLAB que implementa el plan-
teamiento del IVP para la ecuaciéon buena de Boussinesq en RHSboussinesq y en
MainBous se resuelve el IVP aplicando Runge-Kutta-Fehlberg con orden (4,5) me-
diante la funcion ode45 de MATLAB para distintas condiciones iniciales. Ademas, en
MainBous se incluye el codigo que realiza la representacion grafica de u(zo,t) frente
al tiempo t y la representacién de u(z, t) frente al espacio x donde se puede verificar

que se cumple la condicién inicial u(x,0) = f(x) y la frontera u(—L,t) = u(L,1).

RHSboussinesq

function K1=RHSboussinesq(xi,U)
Tt Tt hToto ol TotohoToto ol TotohoTototoTo To bl To Toto T To %o To to %o T To %o o To 1o %o o To %o o To %o o
%U: U = [U(xi,t), V(xi,t)]

%xi: variable del espacio fourier

5 %ht: tiempo

%U(xi,t): vector de longitud N que representa la

% transformada de fourier de u(x,t)

Dot TotoTo o ToTo ToTo 0o To 0o To to To o T fo 1o To 0o To 0o To Fo T o 1o o 0o o 0o To Fo T o T o 9o o 0o o 0o o o T o % o % o s

N = length(U)/2;

%calculo de la parte derecha de Vt

Vt = (-abs(xi). 2-abs(xi)."4) . *U(1:N)-abs(xi) . 2.xfft(real (ifft (U
(1:N)))."2);

% calculo de Ut = V

Ut = U(N+1:2%N);

K1 = [Ut;Vt];

MainBous

clear all

format short e
%Parametro Numerico
N=250;

5 %Dominios
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hx=(2%pi/N)*(-N/2:N/2-1)’; % grafica 1
hx=(8/N)*(-N/2:N/2-1)’; ¥, grafica 2
x=(pi/(2%N))*(-N/2:N/2-1)’; % grafica 3

%condiciones iniciales

%y 0 [fft(cos(x + 2));fft(sin(x + 2))1];

%y O [fft(sin(pi*x/4));fft(cos(pix*x/4))]1;
yO = [fft(cos(2.%x) .72 );fft(sin(x-pi/2))1];

sintervalo de integracion

tspan = 0:1e-2:4;

hsolucion del sistema espacio fourier

OPTIONS = odeset(’RelTol’ ,le-4,’AbsTol’ ,le-7);
[t,y] = ode45(@RHSboussinesq,tspan,y0, OPTIONS) ;

% solucion en el espacio fisico
% Y: matriz que almacenara los valores de u(x,t) de acuerdo a
% los valores de x y t

Y = zeros(length(tspan) ,N);

5 % Max: matriz que almacenara los valores maximos de u(x,t)

% para cada tiempo t
Max = zeros(l,length(tspan));
for jj=1:length(y(:,1)) %intervalo de timepo

Y(jj,:)=real (ifft(y(jj,1:N)));
Max (jj)=max (abs (Y(jj,:)));

end
%evolucion de u(xO,t) para t en [0,4]

subplot (1,2,1)

i plot(t,Max,’--k’>,t,Y(:,1),’-.r>, t, Y(:,83),°¢g’,

t,Y(:,166),’c’, t,Y(:,250),’-.b’)
grid on
title(’Solucion Ecuacion Boussinesq frente al tiempo’)
xlabel (’tiempo (t)?)
ylabel (’u(x0,t) )
%legend (’Maximo u(x,t)’,’u(-pi,t)’,”’,”’,’u(0.992pi,t)’)
hlegend (°Maximo u(x,t)’,’u(-4,t)’,’’,%’,’u(3.968,t) )
legend (’Maximo u(x,t)’,’u(-pi/4,t)’,’’,’’,’u(0.248pi,t)’)

hgraficas de la evolucion de u(x,t) para t =0,1,2,3,4

; subplot(1,2,2)

plot(x,Y(1,:),’--b’,x,Y(101,:) ,x,Y(201,:) ,x,Y(301,:),x,Y(401,:))
grid on
haxis ([-pi pi -1.5 1.5]);
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w

50 haxis ([-4 4 -1.5 1.5]);

1 axis([-pi/4 pi/4 -1.5 1.5]);

ot
¥

o

o

title(’Solucion Ecuacion Boussinesq en el espacio’)

54 xlabel (’x?)

5 ylabel (u(x,t0)’)
» legend (Pu(x,0)’,’u(x,1)’,’u(x,2)’,’u(x,3)’,’u(x,4)’)

Graficas

Partiendo del IVP (4.0.1) con condiciones iniciales u(z, 0) = cos(z+2) y us(x,0) =

sen(z + 2) y condiciones frontera 2m-periddicas, tomando los intervalos ¢ €[0,4] y

2487 :
x €[—m, %] se obtiene
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Figura 4.1: A la izquierda grafica del conjunto de soluciones de la ecuaciéon buena
de Boussinesq frente al tiempo para cinco valores = equiespaciados en el intervalo
[—m, 257] junto con el maximo u(z,t). Ademds, se puede observar como u(—m,t) ~
u(%, t) debido a la 2m-periodicidad en las condiciones frontera. A la derecha las
graficas de las soluciones en t = 0, 1, 2, 3,4 donde se puede comprobar que en t = 0

se cumple la condicién inicial u(z,0) = cos(x + 2).

Ahora con condiciones iniciales u(z,0) = sen(nz/4) y u:(x,0) = cos(mx/4) y condi-
ciones frontera 8-periddicas, tomando el tiempo ¢t €[0,4] y x €[-4, 3.968] se tiene
Por tltimo, tomando u(z,0) = cos?*(2z), us(x,0) = sin(x — 7/2) y condiciones de

contorno m/2-periddicas en t €[0,4] y x €[—n/4,0,2487]| se tiene
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Figura 4.2: A la izquierda gréfica del conjunto de soluciones de la ecuacién buena de
Boussinesq frente al tiempo ¢ junto con el méximo de u(x,t) para x equiespaciado

en [-4, 3.968], donde de nuevo se puede comprobar u(—4,t) ~ u(3,968,t). A la
derecha las graficas de las soluciones en t = 0,1, 2, 3,4 donde se puede comprobar

que u(x,0) = sen(mwx/4).
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Figura 4.3: A la izquierda gréfica del conjunto de soluciones de la ecuacién buena de
Boussinesq frente al tiempo t junto con el maximo de u(zx,t) con x equiespaciado en
[—7/4,0,2487] y a la derecha gréfica de las soluciones en ¢t = 0, 1,2, 3,4. De nuevo
se puede observar que u(—m/4,t) ~ u(0,2487,t) y u(z,0) = cos*(2z).
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Apéndice

A.4. Definiciones

= Fluido incomprensible: Un fluido se dice incompresible si su densidad per-
manece constante en el tiempo, y tiene la capacidad de oponerse a la compre-
sion del mismo bajo cualquier condicién, es decir, la masa y el volumen del

fluido permanecen iguales.

= Dispersion de una Onda: En fisica es el fenémeno de separacion de las
ondas de distinta frecuencia al atravesar un material. Asi mismo, la dispersién
en olas seria el proceso de separacion de las olas en funcién de la longitud de

onda.

= Flujo potencial: funciéon que describe la cinematica de un fluido basada en
el concepto de funcion potencial, esta relacién viene del hecho de que el campo
de velocidades (campo vectorial) del flujo de un fluido es igual al gradiente de

una funcién potencial que rige el movimiento del fluido.

= Derivada material: Describe la tasa de cambio en el tiempo de alguna can-
tidad fisica de una particula sujeto a variaciones del campo de velocidad ma-

croscopica dependiente del espacio y el tiempo.

= Superficie libre: Superficie de un fluido que est4 sujeto a una tensién de corte
paralela cero, el limite entre dos fluidos homogéneos (superficie que separa el

agua y aire de la atmosfera).

= Oscilador: Sistema capaz de crear perturbaciones o cambios peridédicos o cuasi

periodicos en un medio.

= Potencial de interaccién entre particulas: fuerzas distintas que se generan
en la separacién entre particulas, una fuerza atractiva que actia a grandes
distancias (fuerzas de dispersion) y una fuerza repulsiva actuando a pequenas

distancias.
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Modo de vibracién: Diversas formas en que una cuerda o cadena puede

vibrar, generando ondas estacionarias (con puntos fijos).
FPU: Acrénimo que se utiliza para referirse al problema de Fermi-Pasta-Ulam.

Integral del movimiento: Expresiéon analitica C(x;,y;) que es constante si
se sustituyen sus variables por la expresion temporal de las coordenadas y

velocidades generalizadas.

Sistema Hamiltoniano: sistema dindmico completamente descrito por el
hamiltoniano que permiten describir las ecuaciones de evolucion de un sistema

fisico.

Red de Toda: modelo sencillo para un cristal unidimensional. Consiste en
una cadena de particulas que interaccionan entre sus vecinos mediante ciertas
ecuaciones del movimiento en las que juegan un papel clave el momento y el

desplazamiento de las particulas.

Cuerda: en teoria de cuerdas, una cuerda es un objeto con una dimension
espacial extendida, a diferencia de las particulas elementales que son de di-

mension cero, como un punto.

Problema de dispersion inversa: problema que trata de determinar las ca-
racteristicas de un objeto, basado en datos sobre como se dispersa la radiacion
o particulas entrantes. Es el problema inverso al problema de dispersién direc-
ta, el cual consiste en determinar como se dispersa la radiacion o particulas en

funcién de las propiedades del dispersor.

f = g en casi todo punto: para un espacio de medida (X, o, 1) diremos que

f(z) = g(x) en casi todo x € X cuando existe un conjunto B € o tal que
w(B)=0vz € X\ B

Derivada débil: La funcién v es la derivada débil de u si cumple
/ o(z)é(z)dz = — / w(@)Byd(x)dz, Yo € C.
R R

Con Cg* el espacio de funciones test.

Decaimiento exponencial: decimos que una funcién tiene un decaimiento

exponencial si disminuye a una tasa proporcional con respecto a su valor actual.
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= Aplicacién Lipschitz: Dada una aplicacién f : U C R" — R™, diremos que
f es (globalmente) Lipschitz en el conjunto U cuando existe una constante
K >0 tal que

|f(z) — fy)] < K|z —yl, Vr,y € U.

= Nimero de onda: El nimero de onda es una magnitud de frecuencia que

indica el nimero de veces que vibra una onda en una unidad de distancia.

A.5. Resultados

Teorema A.5.1. (ver [6]) Sea el operador Wy(t) f(x) definido como

Wal0)f(w) = [ O () Feydes +(€) = Iel(1+ €)1

—00

Si ¢ € [0,1] entonces

1/q
([ Iwesos@ia) < clsl, (A2.11)

donde g =4/, p=2/(1 —7).

Teorema A.5.2 (Plancherel). (ver [7]) Sea f € L* entonces se puede definir f € L2

y ademds

T
/R f(x)g(x)de = /R Fle)a@)de

Teorema A.5.3 (Desigualdad de Morrey). (ver [8]) Supongamos n < p < oo y
sea C? (R™) el espacio de funciones con p derivadas continuas que se anula en el

infinito. Entonces existe una constante C', dependiendo esta solo de p y n, tal que

||f||c§(Rn) < C ||f||W1,p(]Rn)
Vf e CYR"), donde p=1—n/p.

Teorema A.5.4 (Desigualdad de Sobolev). (ver [7]) Sea € > 0. Entonces se tiene

la siguiente desigualdad

[fllo@ < 1fller@ < Cellfllgiszem) -
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para todo f € HY**2(R). En particular se tiene que
HY?*(R) € Cy(R).
Ademds, para el caso H® se tiene la siguiente desigualdad

11l o @ey < CIISI

Hs(Rd)

donde 2 <p < ooy % = 2 asi tenemos la inclusion

1

2
H*(RY) C P

Para el caso s = d/2 falla, se le conoce como exponente critico de Sobolev.

LEMA A.5.1 (Desigualdad de Young). (ver [7]) Dadas f € LP y g € L7 con

1 1 1
Tl =14
P q r

se tiene

1f 9l r@ay < 11l 2o gy 191 Loy -

Teorema A.5.5. (ver [6]) Si s > n/2 H*(R*) es un dlgebra de Banach, es decir,
f,g € H*(R™) entonces fg € H*(R"™) con

||fg||s,2 S Cs ||f||s,2 ||g||s,2 .

Teorema A.5.6 (interpolacién). (ver [7]) Sea f una funcion tal que f € LP () y
f € LY(Q) entonces f € L"(Q) para todo r € [p',q']. Ademds,

0 1-0
1A ey < Ao o 1 1o

donde 0 < 0 <1 se define como

Teorema A.5.7 (desigualdad de Holder). (ver [7]) Dados f € LY(Q) , g € L4(Q),

con % + ]lj =1, entonces fg € L' y se tiene

Ifglly < A1, llgll,
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PROPOSICION A.5.1. (ver [6]) Si

(-8 a0 @) - [ ()OO Fie)de,

(=2)720Va(t)gl (x) = /_OOilfl_lv(ﬁ)eim(sms)%df

(-8) Pavatgy(e) = | Ooz‘!ﬂ17(§)ei(tv(£)+zé)%d§

entonces se tiene

[(—=A) 128, V4(t) (@), < ClIflls (A.2.1.2)
H(—A)*”@tVz(lﬁ)gi(:v)H2 <Clall, (A.2.1.3)

Y
|(=A)" 20, Va(t) g (x)]|, < C g2l 5 - (A.2.1.4)

Demostracion. Recordando que habfamos tomado v(€) = |€](1+£2)'/2) 1a prueba de

las tres estimaciones se realiza del mismo modo aplicando el teorema de Plancherel
(A.5.2)

|(=8) 2avi) @), 2 I(=8)Pavie) @), < ¢ ||l 17 )|

=cla+ey o), = Cliflhe.

1, 22 I

1(—A)20,V3 (1) g, () A VBVt (), < C [l e 2N
(1+¢2)

=Cllall,

y en la ultima teniendo en cuenta que

£
(1+€2)172

sgn(£§)§52(8)

|22 0va(t) g5 @), 2 (=2)*Pava(t gy (@), < € 1+

€171 (6)

2
< Cllgallyy-

O

Teorema A.5.8 (Desigualdad de Jensen). (ver [7]) Sean (X;<S, 1) un espacio de
medida tal que u(X) =1 (es decir, un espacio de probabilidad); A un intervalo de

la recta real R; g € LY(X, u, A), es decir, sea g una funcién p-integrable con valores
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en A; f: A — R una funcion convexa.

f(/ngu)S/Xfogdu

Teorema A.5.9 (Punto fijo de Banach). (ver [7]) Sea X un espacio de Banach y

sea 7 : X X X — X una aplicacion tal que

Entonces

I7(w) = 7(V)llx < K lu—wvllx

con K < 1. Entonces T tiene un unico punto fijo.
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