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Resumen

El objetivo principal de este trabajo es obtener la funciéon de Green asociada a determina-
dos problemas de contorno. Se estudiaran varios ejemplos en los que es posible encontrar dicha
funcion y se enunciaran algunas de sus propiedades mas importantes. La funcién de Green, aso-
ciada a un operador diferencial o en derivadas parciales lineal L, es la solucién de la ecuacién
L[u] = 0, donde el término no homogéneo ¢ es la Delta de Dirac. Por tanto, se introducira esta

distribucién y algunas de sus propiedades mas relevantes.

Como punto de partida se determinard la funcién de Green asociada a algunos problemas de
contorno sencillos, en los que la ecuacién involucrada es una ecuaciéon diferencial ordinaria.
Posteriormente, el trabajo se centrara en la obtencién de dicha funcién para resolver algunas
ecuaciones en derivadas parciales clasicas, como la Ecuacién de Laplace, la Ecuacion de Poisson

o la Ecuacion del Calor.

Palabras clave: Funcién de Green, problema de contorno, Delta de Dirac, operador dife-
rencial, ecuacion diferencial ordinaria, ecuacién en derivadas parciales, Ecuacién de Laplace,

Ecuacion de Poisson, Ecuacion del Calor.

Abstract

The aim of this project is to obtain the Green’s function associated to certain boundary-value
problems. We will study several examples in which it is possible to find this function and we
will show some of its most important properties. The Green’s function associated to a linear
ordinary or partial differential operator £, is the solution to the problem L[u] = §, where the
nonhomogeneous term ¢ is the Dirac Delta function. Therefore, we will introduce this distribu-

tion and some of its most relevant properties.

As a starting point, we will determine the Green’s function associated to some boundary-value
problems, in which the equation involved is an ordinary differential equation. Afterwards, the
dissertattion will focus on obtaining this function aiming to solve some classical partial diffe-

rential equations such as Laplace equation, Poisson equation or Heat equation.

Key words: Green’s function, boundary-value problem, Dirac Delta, differential operator,
ordinary differential equation, partial differential equation, Laplace equation, Poisson equation,

Heat equation.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Breve historia

Las funciones de Green son una herramienta matematica utilizada en la teoria de ecuaciones
diferenciales y con muchas aplicaciones en la fisica tedrica, para resolver ecuaciones diferenciales
bajo ciertas condiciones de contorno. Estas funciones llevan el nombre del matemético britanico
George Green (1793-1841), quien las introdujo por primera vez en su ensayo de 1828 titulado
“An FEssay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity and
Magnetism”. Green fue uno de los primeros matematicos en darse cuenta de que las soluciones de
las EDP podian expresarse en términos de funciones especiales que dependen de las condiciones
de contorno del problema en cuestién. En particular, observé que las soluciones de la Ecuaciéon
de Laplace, sujeta a unas determinadas condiciones de contorno, podian expresarse a través de
lo que hoy se conoce como funciones de Green. Dicho problema es conocido como Problema de

Dirichlet y se introducira mas adelante en el trabajo.

Figura 1.1: George Green, extraida de [15].

Sin embargo, la teoria de Green no fue muy conocida hasta que se utilizo para resolver proble-

mas de transferencia de calor. A partir de entonces, las funciones de Green se convirtieron en
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una herramienta valiosa para la solucién de problemas en diversas areas de la fisica, la ingenieria

y las matematicas.

En el trabajo que nos ocupa, nos centraremos en las aplicaciones matematicas de las funciones de
Green, sobre todo, en el campo de las Ecuaciones en Derivadas Parciales. En dicha materia, estas
funciones proporcionan una manera de calcular la solucién de una EDP en unas condiciones de
contorno adecuadas. Esta solucion se calcula mediante una integral que involucra la funcién de
Green y el término no homogéneo. De modo que, si se logra construir dicha funcién, la solucion

al problema queda reducida al calculo de una integral.

1.2. Planteamiento matematico

En términos matematicos, el problema descrito anteriormente se puede expresar de la siguiente
forma. La funcién de Green G(t, s) para un operador diferencial o en derivadas parciales lineal

L, se puede definir como su solucién cuando el término no homogéneo es la Delta de Dirac!:
L[G](t,s) =d(t — s).

Por tanto, la solucién al problema no homogéneo L[u|(t) = f(t) se puede construir aplicando

la siguiente relacion

u(t) = /_ T Gt ) f(s)ds.

1.3. Estructura del trabajo

El objetivo principal de este trabajo es la obtencion de la funcién de Green para algunas EDPs
clasicas, como la Ecuacion de Laplace, y su versiéon no homogénea, la Ecuacion de Poisson, 6 la
Ecuacion del Calor, bajo ciertas condiciones de contorno. No obstante, también se introducira
una férmula de determinacién de dicha funcién cuando la ecuacion asociada al problema es una

EDO de segundo orden. Por ello, el trabajo se organizara de la siguiente forma.

Como punto de partida, el TFG comenzard por establecer algunos resultados elementales sobre
las funciones de Green. En el Capitulo 2 se estudiara la Delta de Dirac. Se definira formalmen-
te el concepto de funcion de Green y se detallaran algunas de sus propiedades mas relevantes.
Ademas, gran parte de este capitulo se dedicara a la obtencion de una féormula general de deter-
minacion de la funciéon de Green cuando la ecuacién involucrada es una EDO de segundo orden.
Como aplicacion, se resolveran varios ejemplos sencillos que ayudaran a entender el concepto

de funcién de Green.

1Se introducira mas adelante en el trabajo.
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Los capitulos siguientes se centrardn en la determinacién de la funciéon de Green para dos
EDPs clasicas, una de tipo eliptico y otra de tipo parabdlico. En el Capitulo 3 se estudiara
con detalle la conocida Ecuacién de Laplace y su version no homogénea, la Ecuacion de Pois-
son. Se introduciran varios resultados auxiliares que seran de ayuda en la determinacion de
la solucion fundamental de dicha ecuacion. Se trabajard con el clasico Problema de Dirichlet.
Por otro lado, el Capitulo 4 se centrara en el estudio de la Ecuacién del Calor siguiendo una

estructura similar a la del capitulo anterior.



Capitulo 2
La funcion de Green

Para la elaboracién de este capitulo se han consultado fundamentalmente [4], [10], [11].

2.1. Delta de Dirac

La funcién de Green para un operador diferencial lineal (o en derivadas parciales) es su solucién
cuando el término no homogéneo es la funcion Delta de Dirac, debida a una fuerza puntual
unitaria en un dominio dado. Por ello, se hace necesario, antes de comenzar con el estudio de la
funcion de Green, caracterizar la Delta de Dirac, asi como enunciar algunas de sus propiedades
mas importantes, que seran utilizadas en el desarrollo del trabajo. La Delta de Dirac es una
de las distribuciones més conocidas. En el Anexo A se estudian con mas detenimiento algunas
nociones elementales de Teoria de Distribuciones.

Con el objetivo de facilitar su comprension, se comenzara por introducir el significado fisico de
la Delta de Dirac a través de un ejemplo particular, para, posteriormente, profundizar méas en

el concepto matematico.

2.1.1. Interpretacién fisica

Por lo general, las magnitudes fisicas se extienden a lo largo de un dominio especial y durante
un intervalo de tiempo especifico. Sin embargo, hay casos en los que las condiciones iniciales
o los parametros se concentran en una region muy pequena del dominio. Por ejemplo, una
carga puede estar concentrada en una seccién muy pequena de una viga. También es necesario
estudiar procesos en los que se ejerce una fuerza intensa durante un breve lapso, como en el
caso de un “chispazo”. Todos estos escenarios exigen un esquema que contemple tanto variables
distribuidas en el espacio y el tiempo, como aquellas que se concentran en puntos o momentos
especificos. Por lo tanto, se requiere una perspectiva que abarque estos distintos aspectos. Todo

ello motiva la introduccion del posterior ejemplo:
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Ejemplo 2.1.1. Consideremos la accion de una fuerza “instantdinea”. Supongamos que un
cuerpo de masa unidad (m = 1), en reposo en el instante inicial t = 0, experimenta la accidn
de una fuerza impulsiva en un instante tg > 0, que le comunica una velocidad v = 1, después
de lo cual la accion de la fuerza termina. ;Qué fuerza actia sobre el cuerpo en el instante t?
(Ver [4, Pag 145, Cap 7]).

Solucion. Sea F(t) la fuerza a determinar, aplicando la Segunda Ley de Newton!, si a(t) denota

la aceleracion del cuerpo en el instante ¢t entonces

F(t) = a(t). (2.1)
En este caso,
_Jtoo sit =1
alt) = { 0 sit#to, (22

ya que la velocidad del objeto permanece constante excepto en el momento ty, cuando experi-
menta un cambio instantaneo de v =0 a v = 1.

Tedricamente, vemos que la expresién obtenida (2.2) carece de sentido matematico, puesto que,
es imposible encontrar una funcién de ¢t que asigne el valor infinito. Por otro lado, si integramos

(2.1) entre 0 y § >ty obtenemos:

1) é
/ F(t) dt:/ a(t) dt =2v(d) —v(0) =1, (2.3)

donde v(t) denota la velocidad del cuerpo en el instante de tiempo ¢. Sin embargo, aplicando

5
(2.2), se tiene que F(t) = 0 si t # to, lo que significa que / F(t) = 0, mientras (2.3) nos
0

5
lleva a F(t) = 1. Por tanto, llegamos a un absurdo. Estas aparentes contradicciones pueden

0
resolverse mediante el concepto de funcion generalizada o distribucion, que se introducira a

continuacion.

2.1.2. Breve historia

La Delta de Dirac debe su nombre al fisico tedrico inglés Paul Adrien Maurice Dirac (1902-
1984 ), quien trabajé con ella en su libro “Principios de la mecdnica cudntica”. Esta herramienta
ya habia sido manejada a finales del siglo XIX por varios fisicos, entre los que destacé, el britani-
co, Oliver Heaviside (1850-1925), quien desarroll6 la “funcion escalon”. Sin embargo, como ya
se ha comentado, las funciones generalizadas no son consideradas del todo funciones. En sus

inicios, la Delta de Dirac no conté con aceptacion matematica por ser aparentemente poco

'La segunda ley de Newton establece que las aceleraciones que experimenta un cuerpo son proporcionales a
las fuerzas que recibe (F = m - a, donde m es la masa del cuerpo, F' la fuerza que recibe y a su aceleracién).
2Teniendo en cuenta que la aceleracién es la derivada de la velocidad.
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Figura 2.1: Paul A. M. Dirac, extraida de [13].

rigurosa. Heaviside fue muy criticado por trabajar con ella. Incluso, muchos de los trabajos
que la involucraban no lograron ser publicados. No fue hasta mediados del siglo XX cuando
el matematico francés Laurent Schwartz (1915-2002) publicé una serie de articulos, que ex-
ponian una teoria matematicamente coherente y maés rigurosa sobre la Delta de Dirac. A la
par que Schwartz, la escuela rusa® hizo importantes contribuciones al desarrollo de la teorfa
de distribuciones, que a su vez permitié una mejor comprension y tratamiento de la Delta de
Dirac en el contexto matematico. Por lo tanto, los trabajos de ambos son considerados piezas

fundamentales en el desarrollo de las distribuciones.

2.1.3. Definicién

Conocida la Definicién A.1 (ver Anexo A) de la Delta de Dirac en términos de distribuciones,
en base a la idea intuitiva expuesta en el Ejemplo 2.1.1, vamos a dar ahora una definicion
alternativa de la Delta entendida como el limite de una sucesién de funciones*. La Delta de

Dirac en el punto ¢t = ¢y debe verificar formalmente:

+o00 sit=ty

ot —tg) ="
(t = to) 0 sit#t

(2.4)

Es claro que, no existe una funcion asi definida entre las funciones clasicas conocidas. Sin

embargo, sea € > 0, consideremos la siguiente familia de funciones clasicas:

L) = = sité€[ty—e€ty+e

0 sitél[to—eto+e. (25)

3La escuela rusa de mateméticas se refiere a un grupo de matemadticos rusos que surgieron a principios del
siglo XX y que destacaron en el campo de la matematica pura. Algunos de los nombres més conocidos de esta
escuela incluyen a Andrey Kolmogorov, Pavel Alexandrov, Sergei Sobolev, entre otros.

4Dicha Definicién nos sera més 1til y manejable en el desarrollo del trabajo.

®También usaremos d;,. para denotar la Delta de Dirac en el punto tg
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Observamos que se puede definir una funcién generalizada a partir del limite de (2.5), que

aproxima la Delta de Dirac:

lim f.(t) =

it=t
0+ {+OO ; "= d(t—to). (2.6)

0 Slt?’éto

Ademas de (2.5) existen muchas otras familias de funciones clasicas que pueden ser utilizadas
para definir la Delta de Dirac. Una funcién que se suele usar como aproximacién es la funcién

gaussiana®. Consideramos el siguiente ejemplo:

dle,t) = e el (2.7)

Figura 2.2: Aproximacion de la Delta de Dirac en el origen usando (2.7) para € = 0,1 (azul) y
e = 0,2 (rojo).

Para formalizar el concepto de expresar la Delta de Dirac a partir del limite de una familia de

funciones clésicas, basandonos en el Lema A.1, introducimos la siguiente definicién.

Definicién 2.1.3.1. Sea f. la definida en (2.5) y sea ¢ una funcidn continua, entonces:

| st taeteyie = tim [ g0

Observacion 2.1.3.1. La Definicion 2.1.3.1 se ha particularizado a la funcion (2.5), que serd

con la que trabajaremos en el capitulo. No obstante, dicha definicion es vdlida para cualquier

6La solucién fundamental de la Ecuacién del Calor que estudiaremos en el Capitulo 4 es utilizada para
aproximar la Delta de Dirac.
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otra familia de funciones cldsicas que verifique (2.6).

2.1.4. Propiedades

A continuacién, estudiaremos algunas de las propiedades de la Delta de Dirac, centrandonos en

aquellas que toman relevancia en la caracterizacion de la funcion de Green.

Proposicién 2.1.4.1. (Propiedades). Algunas propiedades importantes de la Delta de Dirac

son las siguientes:

1. / d(t —to)p(t)dt = p(tg) (Propiedad fundamental).

2 [ o - )ttt = plto).

3. El area bajo la curva que define la funcién Delta de Dirac (2.6) es igual a 1.
donde ¢ : R — R es una funcion continua.
Demostracion. Estudiaremos cada propiedad por separado:

1. Para cada funcién ¢(t) continua en ¢y, aplicando la Definicién 2.1.3.1:

/ TS — to)p(t)dt = Tim / £.(t) ot [ f.(et)dt.  (2.8)

o e—0+ e—0t to—e

Por otro lado, estamos en condiciones de aplicar el Teorema del Valor Medio para el
Calculo Integral C.3. Sea ¢ una funcién continua en un conjunto cerrado y acotado [ty —

€,to + €], entonces ¢ alcanza su punto medio para algin ¢ en ese conjunto, es decir:

to+e
lim l/t e(t)dt = ¢(to). (2.9)

Por tanto, uniendo (2.8) y (2.9) se tiene
/ 5(t — to)p(t)dt = p(to).

2. Procediendo igual que para la propiedad anterior, para f, la definida en (2.5), se tiene

/ It —to)p todt—hm/ fe()p(to)dt = hm/ fe(t
e—0t e—0t

—otio) [ %dt ~ (to) [Qiz} = o(to).

0—€
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3. A partir de la propiedad fundamental, tomando ¢(¢) = 1, de modo que ¢ es una funcién

continua en R, y procediendo igual que para los casos anteriores, se tiene:

/OO 5(t — to)p(t)dt = /OO §(t — to)(1)dt = lim /Oo f.(0)dt =1,

—00 —00 6*)0""

donde f, es de nuevo la funcién (2.5).

2.1.5. La funcion de Heaviside

Como ya se comenté en el Anexo A, la Delta de Dirac se define como la derivada de la conocida

“funcién escalén” de Heaviside. A partir de la Definicién A.1.1 lo probaremos.

1.6

0.5

-1.5 -1 0.5 0.5 1 1.5

.51

=1.6[

Figura 2.3: Grafica de la funcién de Heaviside.

Definicién 2.1.5.1. (Funcién de Heaviside) La funcion “escalon” de Heaviside, es una
funcion discontinua cuyo valor es 0 para cualquier argumento negativo, y 1, para cualquier
argumento positivo:

1, s1t>0
H(t) = ’ 2.10
®) {0, st t < 0. ( )

Observacién 2.1.5.1. De modo andlogo, se define H(t —to) de la siguiente forma:

1, sit>t (2 11)
0, sit<to. '

H(t —to) ::{
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Esta funcion se utiliza frecuentemente para restringir la solucion de un problema de contorno

a un intervalo concreto” t > t,.

Proposicién 2.1.5.1. La derivada en el sentido de las distribuciones de la funcion de Heaviside

(2.10) coincide con la Delta de Dirac en el origen, es decir, H'(t) = ().

Demostracion. Sea (2.10), si elegimos trabajar con el intervalo (—1, 1), aplicando la Definicién

A.1.1, para cada funcién ¢ € D(—1, 1),

/

/_ H (Ot = - / (O (it = - / S ()t = (1) + p(0) =5p(0).  (2.12)

Por otro lado, aplicando la Propiedad Fundamental de la Delta de Dirac en ¢, = 0, se tiene que

/_ 5(t)p(t)dt = (0). (2.13)

1

Uniendo las expresiones (2.12) y (2.13) se concluye

/ I(t)p(t)dt = H'(t)p(t)dt (para cada ¢ € D(—1,1)).

1 -1

Por tanto, en el sentido de las distribuciones:

2.2. Introduccién al concepto de funcién de Green
Antes de comenzar, se hace necesario introducir el siguiente concepto:

Definicién 2.2.1. (Operador en derivadas parciales lineal L de orden k). [2, Pdg 2,
Cap 1, Def 1]. Un operador en derivadas parciales lineal L es un operador definido como una
aplicacion L : X — Xy entre dos espacios funcionales X1, Xs. Sea u € X1 una funcion tal que
u:Q CR"—= R, yseax € Se define:

Llu)(z) =Y aa(r)Du(x), (2.14)

donde a es un vector de la forma a = (ay, ..., ) llamado multi-indice tal que cada componente

"Usaremos esta funcién para expresar la funcién de Green asociada a la Ecuacién del Calor en el Capitulo 4.
8Teniendo en cuenta que ¢ € D(—1,1), entonces ¢(1) = 0.
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a; es un numero natural y su orden es |a| = aj + ... + o, . D se corresponde con

ey (2
D%u(x) = 0“u(z)

© 0x(t...0xen

Observacion 2.2.1. En el caso particular de dimension n = 1 el operador L es un operador

diferencial lineal de orden k.

Como ya se comento en la introduccion, la funcién de Green G(t, s) para un operador diferencial

o en derivadas parciales lineal, en un dominio {2 satisface la siguiente ecuacién:
L[G](t,s) = d(t — s), (2.15)

donde §(t — s) es la Delta de Dirac en el punto s. Ademds, (2.15) estd sujeta a las siguientes

condiciones de contorno en la frontera 9€2:
B|G](t,s) =0,

donde B es un operador diferencial o en derivadas parciales lineal cuyo orden es menor que el
de L.

Observacion 2.2.2. Si el dominio 2 es todo el espacio, la solucion al problema de contorno

se conoce como solucion fundamental del operador L.

2.3. La funciéon de Green para EDOs

Para entender mejor el concepto de funcion de Green, vamos a trabajar, en primer lugar, en la
obtencion de dicha funcién para ecuaciones diferenciales ordinarias. Como punto de partida, se
hace necesario establecer algunos conocimientos previos que seran fundamentales en el trabajo
(Ver [4, Cap 5]).

2.3.1. Problemas de Contorno

Para el estudio y determinacién de la funcién de Green, nos vamos a centrar en un tipo particular

de problema de contorno. En concreto, aquellos del tipo:

(pu'(1))" + q(t)ult) = f(t), € la,b]
(PC) < aju(a) + asu/(a) = « (2.16)
biu(b) + bt/ (b) = B,



12 CAPITULO 2. LA FUNCION DE GREEN

donde p € C'[a, ], q, f € Cla,b, p(t) > 0,V ¢ € [a,b], @, B € Ry [ar| + as| > 0, [bu| +[ba] > 0.

Con el objetivo de simplificar la notacion, vamos a trabajar con las siguientes expresiones:

L[uf(t) == (p(t)u' (1)) + q(t)u(t), (2.17)
H,[u] :== aju(a) + asu/(a),
Hylu] := byu(b) + bou/(b),

donde L es el operador diferencial lineal (2.14) de orden 2 asociado. Por tanto, el problema de

contorno (2.16), se puede expresar de la siguiente forma

)

[ul(t) = f(t), t€a,b]
(PC) S Hyu]l =«

[u]

~—

=

Teorema 2.3.1.1. (Identidad de Lagrange). [j, Pig 86, Cap 5]. Sean u,v : [a,b] C R+— R
dos funciones de clase C*([a,b]). Aplicando (2.17), se tiene que:

u(t)Llv](t) — v(t) Llul(t) = %(p(t)W[u,v} (1)) Vtelab], (2.18)

donde W u,v|(t) es el Wronskiano de u,v en un puntot € [a,b] y viene definido por la siguiente

erpresion.:

Wluy, ug(t) =

Demostracion. Es facil comprobar que se verifica la identidad desarrollando cada término por

separado:

2.3.2. Determinacion de la funcion de Green

En lo que a la busqueda de la funciéon de Green se refiere, cuando trabajamos con un problema
de contorno del tipo (2.16), se puede determinar una férmula general de obtencién de dicha

funciéon apoyandonos fundamentalmente en el método de separacion de variables.
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Teorema 2.3.2.1. Sea f una funcidn continua en el intervalo [a,b] C R, y el problema de

contorno

D

)
(PCS){ H,[u]

[u]

Si (2.19) tiene una tinica solucidn, es posible encontrar una integral, que involucra la funcion de

~—

= f(t), t€]la,b

0 (2.19)
0.

5

Green y el término no homogéneo f(t), la cual permite obtener una férmula general de solucion

independientemente de cual sea la funcion f. Es decir,

u(t):/ G(t,s)f(s)ds. (2.20)

Demostracion. Sea u(t) la inica solucién del problema (2.19). Vamos a encontrar una expresion
para u(t) aplicando la técnica de variacién de parametros. Procedemos separando (2.19) en dos

problemas de Cauchy.

]
(PC1)§ u(a) = ay (2.21)

u'(a) = —ay,
Llul(t) =0, t¢€la,b

(PC2) § u(b) = by (2.22)
U/<b) = —bl,

Como la EDO involucrada en ambos problemas es lineal y sus coeficientes p(t), ¢(t) son continuos
en [a, b] por hipétesis, el Teorema de Existencia y Unicidad de solucién global B.1.1 (ver Anexo
B) nos asegura que (2.21) y (2.22) poseen una tnica solucién, que ademas esté definida en [a, b].
Denotemos u(t) y us(t) las soluciones, linealmente independientes en [a, b], de (2.21) y (2.22),
respectivamente. Por la forma en que han sido definidas uy y ug es claro que H,[u;] = Hylus) =0
y ademads son soluciones linealmente independientes de la misma EDO. Ahora, vamos a aplicar
el método de separacién de variables. Para ello, en primer lugar, vamos a transformar la EDO
de segundo orden L[u](t) = f(t) en un sistema equivalente con dos EDOs de primer orden.

Para conseguirlo, consideramos las funciones:

vi(t) =u(t) y wva(t) = p(t)u'(t),

y obtenemos:
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vy(t) =7 = q(t)vr(t) + f(1).

Uniendo las dos expresiones anteriores, se tiene el siguiente sistema:

Ahora, aplicando el método de variacién de parametros, buscamos u(t) tal que

u(t) = A(t)ur (t) + B(t)usa(t),
p()u'(t) = A(t)p(t)u (t) + B(t)p(t)us(t),

con A(t) y B(t) funciones desconocidas. Nuestro objetivo es resolver el siguiente sistema:

A (uy(t) + B'(t)ua(t) =0 (2.23)
A(bui (1) + B (t)us(t) = L. '
Dado que
Ul(t) Ug(t)
Wug, us](t) = a0 ) #0 Vte la,bl,

podemos obtener la tnica solucién del problema usando la regla de Cramer.

0 uy(t)
IOy (1) —uz(t) (1)
ren | op@) = 2
A= Wl ®) oW sl (1)
Lo la® B wr)
P = Wuwl® ~ pOW i w]®)

A(t) y B(t) seran obtenidas integrando las expresiones anteriores. Por tanto, la tinica solucién

del problema (2.19) viene dada por la siguiente expresion,

o= ([ oo ([ o)

Sin embargo, aplicando la identidad de Lagrange (2.18), obtenemos que para todo t € [a, bl

existe K € R tal que:

% (P(O)W lur, ug](1)) = ua (8) Llug] () — uz(t) Llua] () = 0 = p(t)Wur, up](t) = K. (2.25)

9Despejando en la EDO del problema de contorno (2.16).
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Por tanto, la expresién (2.24) se reduce a

u(t) = (/bt wds) i (t) + (/t %@) ws(t). (2.26)

Solo queda verificar que (2.26) satisface las condiciones del problema (2.19).
» En primer lugar, es claro que, por construccion, se verifica L[u|(t) = f(t) en [a, b].
= Por otro lado, se cumplen las condiciones de contorno:

Halu](t) = a1 (A(a)ua(a) + B(a)uz(a)) + az(A(a)uy(a) + Bla)us(a))

= A(a)(ajas — ayaz) =0,

Hy[u](t) = b1 (A(b)u (b) + B(b)us(b)) + ba(A(b)uy (b) + B(b)us(b))
= B(b)(biby — byby) = 0,

sin mas que aplicando u/(t) = A(t)u}(t) + B(t)us(t) y A(b) = B(a) = 0.

Recapitulando, uniendo todas las expresiones anteriores, la funcién de Green del problema de

contorno (2.19) viene dada por la siguiente expresién

Gt %’ sitea,s] (2.27)
78 = |
mleua®) i ¢ [s,0].

Por tanto, se puede resolver el problema por medio de la siguiente integral:

u(t):/ G(t,s)f(s)ds.

]

Observacion 2.3.2.1. En la prueba del Teorema 2.3.2.1, para la construccion de la funcion
de Green no es necesario que uj u ug sean soluciones de (2.21) y (2.22), es suficiente con que
verifiquen Llui|(t) = Llug)(t) = 0 en [a,b] y Hy[u1] = Hp[us] = 0. Si se modificase uy d usg
automdticamente cambiaria la constante K. Deberiamos recalcular (2.25) para las nuevas uy
Y Uz, y como ambas son linealmente dependientes de u; y us respectivamente, finalmente, si

operdsemos de nuevo, la funcidn de Green (2.27) no cambiaria'®.

Observacion 2.3.2.2. La funcion de Green es independiente del término no homogéneo f(t).

Por ello, una vez calculada, gracias a (2.20) podemos hallar la solucion al problema de contorno

ONo nos vamos a detener en probar este resultado para no extendernos demasiado, ya que su dificultad
unicamente reside en operar con los nuevos valores uy y us.
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para cualquier funcion f(t), sin necesidad de recalcular la funcion de Green. Por tanto, la

funcion de Green es conocida como solucion fundamental del problema de contorno.

Para ilustrar el método general de determinacién de la funcién de Green cuando la ecuacién
asociada al problema de contorno es una EDO, a continuaciéon estudiaremos varios ejemplos.

En primer lugar, se trabajara con un problema de contorno, el cual, debido a su sencillez, se
puede resolver facilmente usando las técnicas conocidas hasta el momento (por ejemplo, por
integracién directa). Posteriormente, se calculard la funcién de Green asociada, comprobéndose

que efectivamente se llega al mismo resultado.

Ejemplo 2.3.2.1. El problema de contorno
(2.28)

donde L denota el operador diferencial lineal sujeto a las condiciones de contorno dadas.

Solucion. Dicho problema se puede resolver o bien por integracion directa, o bien mediante

funciones de Green. Vease cada método por separado.

» Integrando dos veces u(t) respecto a la variable ¢ se tiene:

2 3 2

t 2 t t
Mﬂ:/H&ﬁ:§+#M¥$u@:/é%¢+0ﬁ:E+E+Q+D

Aplicando las condiciones de contorno, se obtiene el valor de las constantes C, D.

w0)=04+D=0— D=0

1 1 2
NN==4+-+C=0—C=—=
ul)=5+3+ 3
Por tanto,
34 3t2 — 4t
Mo:—i7r—f

= A partir de los resultados obtenidos para el problema general (2.19), la funcién de Green

asociada al problema (2.28) serd de la forma (2.27)

uy (t)ua(s) .
Clt.s) = e osite [0, 9]
mlehe@ - i ¢ € [s,1]
K ) y L1y

donde, por un lado, u; verifica v/(t) = 0 y u1(0) = 0 y por otro lado, de forma andloga,

ug verifica ul(t) = 0 y uz(1) = 0. Por tanto, se puede tomar uy(t) =ty us(t) =t — 1.
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La constante K, aplicando (2.25), se corresponde con el Wronskiano de u; y us (en este

caso p(t) = 1):

t t—1
Wiy, us|(t) = = 1.
) =|
Por tanto,
t(s—1 itel0
Gits)= {187, stte (0 (2.29)
s(t—1), site[s1],

es la funcién de Green asociada al problema (2.28).

.05 -

0.25

Figura 2.4: Gréfica de la funcién (2.29) para s = 0,5.

Finalmente, aplicando (2.20), resulta sencillo comprobar que

u(t) = /01 G(t,s)(s+ 1)ds = /Ots(t —1)(s+1)ds + /tl t(s—1)(s+1)ds

_2t4+t3—3t2+—2t4+6t2—4t_t3+3t2—4t
B 6 6 a 6 '

Ejemplo 2.3.2.2. Se considera el problema de contorno que representa las vibraciones de una

cuerda tensa de longitud , definido por

Llu)(t) = —(t) + K*u(t) = —f(t), 0<t<l

donde L denota el operador diferencial lineal sujeto a las condiciones de contorno dadas (Ver
[11, pp. 31, Chap. 2, Ex. 2.9]).

Solucion. A partir de los resultados obtenidos para el problema general (2.19), la funcién de
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Green asociada al problema (2.30) serd de la forma (2.27)

—ul(t);{”(s), site0,s]

G(t,s) =
—“1(8;?2(”, sit e [s, ],

donde, por un lado, uy verifica Lu1|(t) = 0y Hy[u1] = u1(0) = 0 y por otro lado, de forma
andaloga, uy verifica Lus](t) = 0y Hy[us] = us(l) = 0. Por tanto, se puede tomar u;(t) = sin(kt)
y ug(t) = sin[k(t — )] con 0 < t < I.

La constante K, aplicando (2.25), se corresponde con el Wronskiano de u; y ug (en este caso
p(t) =1).

sin(kt)  sin[k(t — )]

Wuy, us)(t) = kcos(kt) kcos[k(t —1)]

= ksin(kl).

Recapitulando, se tiene que u;(t) = sin(kt), ug(t) = sin[k(t — )] y K = ksin(kl). Por tanto,

in(kt) sin[k(s—1)] .

ot = { iy %e<l

’ sin(ks) sin|k(t— .
iy site s

es la funcién de Green asociada al problema (2.30), la cual existe siempre que sin(kl) # 0.

Luego, aplicando (2.20), la solucién de (2.30) se reduce al calculo de la siguiente integral:

ute) = [ s+ [ s

A modo de conclusion, recalcar que todas las funciones de Green halladas en esta seccion

verifican algunas propiedades.
Proposicién 2.3.2.1. (Propiedades de la funcion de Green).
s Simetria: La funcion de Green es simétrica, es decir,
G(t,s) = G(s,t)
para cada t, s € [a,b].
s Continuidad: La funcion de Green es continua en el punto t = s. Es decir:

lim G(t,s) = lim G(t,s).

t—st t—s—

Demostracion. Lo comprobaremos para la funcién hallada en el Ejemplo 2.3.2.1. Sea G(t, s) la
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funcién de Green:

_Jts=1), sitel0,4]
Gl s) = {s(t—l), sit € [s,1]. (2:31)

» La simetria se verifica facilmente intercambiando las variables.

» Veamos que (2.31) es continua en el punto t = s:

lim G(t,s) = lim s(t —1) =s(s — 1) = lim #(s — 1) = lim G(¢, s)

t—sst t—st t—s~ t—s—

(La prueba para el Ejemplo 2.3.2.2 se realiza de forma andloga). O

2.3.3. La funciéon de Green en el sentido de las distribuciones
Partiendo de la funcién de Green (2.27) hallada para el problema de contorno (2.19)

u1 (Hua(s) :
ot = {“1(522('5)’ S-l et
SRS sit e [s,0),

se va a reinterpretar dicha funcion utilizando ahora la Delta de Dirac. Como ya se coment6 en la
introduccién, la funcién de Green G(t, s) para un operador L, se puede definir como la solucién
de una EDO o EDP, cuando el término no homogéneo es la Delta de Dirac. A continuacién, lo

probaremos (Ver [4, Cap 7, Seccién 7.7]).

Teorema 2.3.3.1. Sea G la funcién de Green hallada para (2.19), L el operador diferencial

lineal asociado, entonces:

LIG(, s)|(t) = 0(t — s),
donde § es la Delta de Dirac en el punto s.

Demostracion. En primer lugar, aplicando la Definicién A.1.1 derivamos dos veces G(t, s) en

el sentido de las distribuciones con respecto a la variable .

E(t 5 = M, sit € |a,s]
dt Wbl ® it [s, 0]

Multiplicando la expresion por p(t):

0 t,5) BRspe, it € o
dt POl it ¢ [s, 0]
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Ahora, derivando de nuevo, sea

dG

p(t)%(t, 3) = fl(t> S)a

aplicando (A.1), resulta que para cada ¢ € D(a,b)'

/ fi(t, s)p(t)dt = — / fi(t, )¢ (D)dt

[ (1Y [ (POBE)

Integrando por partes cada integral, teniendo en cuenta que como ¢ € D(a,b), se tiene que

@(a) = ¢(b) = 0, entonces:

[ (p<t>u; (0001 0 - [p<t>u1 §>u2<s>¢<t)1: [ ()

[ p<s>u1<s>u;<s>¢(s)]

_ /jw (m(s)(zo?u;(t))’)dt (2.33)

Por otro lado, aplicando (2.25), el salto en la discontinuidad ¢ = s vale:

pO)W [ur, us)(t)

I =1Vt € [a,b]

entonces:

HRecordar (A.2).
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Uniendo (2.32) y (2.33), y aplicando la relacién (2.34), se tiene

[ et == [ (PO g [ (MR

- {p(S)W[UuW](S)}O(SH/S (1) ((NM

=

Ahora, aplicando las Propiedades 2.1.4.1 de la Delta de Dirac'?:

(p(Huf () uals)
d dG L sit € |a,s]
— | p(t)—(t t,s) = B (1 5(t—s). 2.35
di (p( ) dt ( 73)) (t,s) {m(S)(P(t)ug(t)) sitels, b +6(t — ) ( )

En vista de (2.17),

d dG
LG 9)0) = ( W, >) (t.5) + a()C(t. 3
®)’ +q ui(t))uz(s)
sitela,s]
+0(t —s). 2.36
{ t)u +q(t)ua(t)) site [S, b] ( ) ( )
Teniendo en cuenta que L[u;](t) = L[ug(t) = 0, se anula'?® el primer término de (2.36) y por

tanto, podemos concluir que:

LIG(-,9)|(t) =6(t — s).
Aplicando formalmente el operador £ a la expresién (2.20) se obtiene:
b b
= / LIG(-,9)](t) f(s)ds = / 5(t —s)f(s)ds =1f(t), Vte€la,b.

]

A continuacion, se va a estudiar de nuevo el Ejemplo 2.3.2.1, interpretado esta vez en el sentido

de las distribuciones.

b

2 [t syelt)d = (o)

BLIu](t) = (p(t)ut (1)) + a(t)ui(t) = 0y Llua](t) = (p(t)us(t))" + q(t)uz(t) = 0.
14 Aplicando las Propiedades 2.1.4.1 de la Delta de Dirac.
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Ejemplo 2.3.3.1. Dado el problema de contorno (2.28),

Llu](t) = u"(t) =t + 1,

estudiado en el Ejemplo 2.3.2.1, vamos a re-interpretar la funcion de Green obtenida , utilizando
la Delta de Dirac.

Solucion. En el Ejemplo 2.3.2.1 se probd que

t(s—1), site|0,
Gt 5) = { (s=1), sit€[0s
es la funcién de Green asociada a dicho problema. Por tanto, en virtud de (2.20), la tnica

solucion del mismo viene dada por la siguiente integral

u(t) = /0 Gt 8)(s 1 1)ds. (2.37)

Siguiendo el procedimiento descrito para el caso general, en primer lugar, se deriva dos veces
G(t, s) en el sentido de las distribuciones (Recordar la Definicién A.1.1 del Anexo A).

dt

dG s—1, sitel0,s]
(t,s) =
s, site[s,1].

Teniendo en cuenta que uy(t) =ty ug(t) =t — 1, y por tanto uf(t) = uj(t) = 0, la expresion

obtenida para el caso general (2.35) se reduce a:

+4(t—s)=0(t —s)

d*G M, sit € |a,s]
dtQ (t7 8) =

G wllEO gy e s, 1)

Finalmente, aplicando la derivacién bajo el signo integral'®, se deriva dos veces con respecto a

la variable ¢ la expresién (2.37):

u"(t):/Olfo(t,s)(sH)ds:/015(t—s)(s+1)ds:16t+1, te0,1].

158e puede justificar con el Teorema C.2.1.
16 Aplicando las Propiedades 2.1.4.1 de la Delta de Dirac.



Capitulo 3

EDPs Elipticas: Ecuaciones de Laplace

y Poisson

En este capitulo nos centraremos en la determinaciéon de la funcién de Green para el famoso
problema de Dirichlet, asociado a una EDP de tipo eliptico, la Ecuacion de Laplace, y a su
version no homogénea, la Ecuacion de Poisson. El problema de obtener la soluciéon de una
EDP sujeta a unas determinadas condiciones de contorno mediante las funciones de Green, es
analogo al descrito para las EDO en el Capitulo 2. Para la elaboracion de este capitulo se han

utilizado esencialmente [2], [7].

Definicién 3.1. (Ecuacion de Laplace de dimension n). Sea Q) abierto tal que @ C R".
Sea u : Q2 — R"™ una funcion de clase C*(2) y sea Au el operador Laplaciano D.1.1 asociado,

se define la ecuacion de Laplace de dimension n de la siguiente forma:
Au=0 (>0,<0). (3.1)

Definicién 3.2. (Funcidn armonica). Sea Q) un abierto de R", yu : Q — R" una funcidn
real de n variables, u es una funcién arménica en Q, si u € C*(Q) y satisface la ecuacion de
Laplace (3.1) en Q.

Observacion 3.1. La definicion 3.2 es andloga para funciones subarmaonicas y superarmonicas.

Si u verifica Au > 0 se denomina funcion subarmdnica, y si Au < 0, funcion superarmonica

(Ver Anezo D).

Una vez introducido el concepto de funcién arménica, se estudiaran algunas de sus propiedades,

que seran de gran utilidad en la determinacion de la funcién de Green.

'En el Anexo D se explica el significado de las desigualdades.

23
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3.1. Resultados previos

Como punto de partida, se comenzara con el Teorema de la Divergencia en R".

Teorema 3.1.1. (Teorema de la Divergencia en R").[7, Pdg 13, Cap 2/. Sea Qo un
dominio acotado de frontera 0y, de clase C*. Sea v la normal exterior a 0, para cualquier

campo vectorial w € C () N CL(Qy) se tiene:

/ divwdx:/ w- v ds, (3.2)
Qo 890

donde ds denota el diferencial del drea de dimension n-1 en 0.

En particular, si u € C*(Qo) N C?(Q), y se toma w = Vu se tiene:

Au dx =2 Vu-vds= 5/ @ds. (3.3)
990 B

Qo Qo aV

A continuacién, se introduciran algunos teoremas que seran de ayuda en la caracterizacién de

las funciones armonicas.

Teorema 3.1.2. (Desigualdades de valor medio). Sea 2 abierto tal que Q C R", u €
C%Q) N O(Q) tal que Au(z) = 0 (>0, < 0) en Q. Entonces, para toda bola Br(y) C Q se

tiene:

u(y) = (<, Z)W/%R(y) u(r) ds(z). (3.4)
1

u(y) = (<, > u(x) dx, 3.5

W= €2 [ uw (35)

donde w,, denota el volumen de la bola unidad en R™. Para funciones armonicas, el Teorema
dice que el valor de la funcion en el centro de la bola Br(y), es igual al valor medio integral

sobre la superficie frontera y sobre la propia Br(y).
Demostracion. Probaremos cada desigualdad por separado.

1. En primer lugar, se procederd con la prueba de (3.4). Teniendo en cuenta que ][ u(x) ds(z)
9BRr(y)
se corresponde con:

1
]{951553 As) = R /E?BR(Z/) u(z) ds(z).

Si se introducen coordenadas radiales y angulares

x_
r=le—yl w="" ()= uly+ro)

2Usando div w = div Vu = Au en la ecuacién (3.2).
3Usando la Definicién D.1 de derivada direccional de w en la direccién de v.
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aplicando el cambio en la integral para B, (y) donde r € (0, R], se tiene:
B(r) = ][ u(z) ds(z) = ][ u(y + rw) ds(w). (3.6)
8B'r(y) 631(0)

Continuamos aplicando la derivacién bajo el signo integral* a (3.6):

¢ (r) = (]éBl(o) u(y +rw) dé’("w))/ = ]gBl(o) (uly +rw))" ds(w).

Teniendo en cuenta que v es el vector normal exterior a dBg(y) en y, de modo que
|lv|| = 1, se deduce que v coincide con la direccién de la recta x — y. Por lo que, como v

es unitario y ||z —y|| =r
r—Y r—Yy

V= —=
lz =yl 7

= w.
Por otro lado, aplicando (D.1)

(u(y +rw)) = %(y +rw) = Vuly +rw) - w = Vu(y +rw) - % (3.7)

luego, a partir de (3.7), se tiene

' = Uf]fx_y S\T) = %l’ S\T
)=, vl e = f ) ds(a)

Si se aplica ahora la primera identidad de Green (D.11)

][ o (z) ds(z) = E][ Au(z) d = (=, <)0.
P Br(y)

B (y) 8u n

Entonces, ¢ es una funcién constante:
’

¢ (r)=0= ¢(r)=C Vre (0,R].

Por tanto, sea t € (0, R), se considera la bola B;(y)

t—0 t—0

C =lim¢(t) = lim u(z) ds(x) = ][ u(z) ds(x) = u(y).
OB (y) 9BR(y)

2. Ahora, para la prueba de (3.5), sea p € (0, R], teniendo en cuenta que por (3.4) se tiene

nw, g u(y) = (<,>) / u(z) ds(x)

9Byp(y)

4Se puede justificar con el Teorema C.2.1.
5Aw = 0 por hipétesis.
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haciendo uso de las coordenadas polares enunciadas en el Anexo D

/BR(m ule) de = /oR </83p(y) u) ds(m)) ap

R n1R
= u(y) / nwp"~dp = nwn%} = (<, >)w,R"uy).  (3.8)
0 0

Despejando la expresién anterior (3.8)

3.1.1. Principio del maximo y del minimo

Con la ayuda del Teorema 3.1.2, se obtendra la versién fuerte del principio del maximo (y
del minimo), para funciones subarmonicas. Para la elaboracién de esta seccién ademds de las

fuentes ya citadas, nos hemos servido de [1].

Teorema 3.1.1.1. (Principio fuerte del mdximo (minimo)). Sea Au >0 (<0) en un

conjunto abierto Q C R™. Se supone que existe un puntoy € Q para el cual u(y) = sup u (igf u) ,
Q

entonces u es constante. FEs decir, una funcion armonica no puede tener un mdxrimo o minimo

mterior a no ser que sea constante.

Demostracion. Sea Au > 0 en 2. Se denota M = sup u. Entonces, se define el conjunto
Q

Qu ={r € Q:u(zx) =M}

Se supone en primer lugar que, por hipétesis, Qy # 0 (es decir, existen puntos de méximo).
Ademas, como u es continua, {2, es cerrado en relacion a €2 con respecto a la topologia inducida

en ). Es decir, se puede ver el conjunto §2,; como
Qu=u{M})NQ

donde v~ *({M}) es un conjunto cerrado en  C R”, por tanto, 23, C 2 es un conjunto cerrado
en ).

Vedse a continuacién que €2, es también un conjunto abierto. Sea z € (23, como €2 es un
conjunto abierto, existe un conjunto Bp(z) C §2 con p > 0 tal que aplicando (3.5) a la funcién

subarmoénica u — M en la bola B,(z) C 2 se obtiene

1

wy,p"

0= u(z) - M <

/ (u(z) — M)dx <0, conz €, Vpe(0,p].
By(z)
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Por tanto, necesariamente
u(x) — M =0= u(xr) =M en B,(z) cualquiera que sea p € (0,D].

En consecuencia, By(z) C ). Es decir, para todo z € €, existe un conjunto abierto By(z) de
modo que z € By(z) C Q. Esto significa que, el conjunto €2, es también un conjunto abierto

con respecto a la topologia inducida en 2. Por lo tanto, 2 = Q. 0

Observacion 3.1.1.1. La prueba del Teorema 3.1.1.1 para funciones superarmonicas se Sigue

de remplazar u por —u en la demostracion anterior.

Los principios fuertes del maximo y del minimo implican estimaciones globales, llamadas prin-

cipio débil (del méximo y del minimo respectivamente).

Teorema 3.1.1.2. (Principio débil del mdrimo (minimo)). Sea v € C*(Q)NC(Q) con
Au >0 (<0) en Q. Entonces, dado Q acotado:

sup u = sup u <1’nf u = inf u) , (3.9)
Q o0 Q o0

EN CONSECUEencia, Para U armonica.

inf u<wu(z)<sup u z €.

o0 90
Demostracion. Como () es un conjunto acotado, se sigue que Q es un conjunto compacto. Por
otro lado se tiene que Q C Q, por lo que, por el Teorema de Weierstrass®, existe el maximo

(minimo) de u en Q. Es decir, sup u se alcanza donde se alcance el méximo de Q. Por el
Q
Teorema 3.1.1.1 el supremo de u no puede estar en {2 salvo que u sea constante.

En caso de que u no sea una funcién constante, el supremo (infimo) de u en €2 se alcanzard en

99", por lo que, efectivamente:

sup u=sup u |inf u=1inf u|.
a a0 Q o0

En consecuencia, para u armonica,

inf u <wu(zr) <sup u=inf u<wu(zr) <sup u z € Q.
Q Q o0 o0

6Cualquier funcién continua en un compacto tiene maximo (minimo) global.
"Recuérdese que 2 = QU ON.
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Teorema 3.1.1.3. Sea u,v C C*(Q)NC(Q) tal que Au = Av en Q, u = v en I, entonces se

tiene que u = v en ().

Demostracion. Sea w = u — v, entonces, por hipétesis Au = Av en €, luego:
Aw = Au— Av = 0en (.
Por otro lado, como u = v en 0€2:
w=u—v= 0en 0.
Por tanto, aplicando el Teorema 3.1.1.2 se tiene que:

0:1'(% w<wx)<supw=0=w=0en Q= u=wven
B

3.2. Representacion de Green

Como preludio al estudio de la existencia de soluciones, se introducen ahora algunas consecuen-

cias del Teorema de la Divergencia 3.1.1 en R", conocidas como identidades de Green.

3.2.1. Identidades de Green

Definicién 3.2.1.1. (Primera identidad de Green). Sea Q2 C R"™ un dominio para el cual
se cumple el Teorema 3.1.1 y sean u,v € C1(Q)NC?(Q). Sea v el vector normal exterior a 0%,

se toma w = Vu-v en (3.2), y se aplican (3.3) y la regla de la cadena®,

/divw:/v-Audij/Vu'Vvdx:/ U~@ds, (3.10)
Q Q Q oo OV
si se intercambian u y v en (3.10):
Jv
/u-Avdm—l—/Dv-Dudx:/u‘—ds, (3.11)
Q Q oo OV

y se restan las expresiones (3.10) y (3.11), se obtiene la sequnda identidad de Green:

Definicién 3.2.1.2. (Segunda identidad de Green). Sea Q0 C R™ un dominio para el cual

se cumple el teorema 3.1.1 y sean u,v € C*(Q) N C?(Q), sea v el vector normal exterior a ON.

8div w = div(Vu - v) =v- Au+ Vu - Dv.
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ou ov
/Q (vAu—uAv)da:—/aQ <v-%—u-$)ds. (3.12)

3.2.2. Solucién fundamental de la Ecuacién de Laplace

Como punto de partida a la busqueda de soluciones para la Ecuaciéon de Laplace, una buena
estrategia para comenzar es identificar primero algunas soluciones explicitas y después, siempre
que la EDP sea lineal, ensamblar soluciones mas complicadas a partir de las especificas anotadas
previamente. Suele ser conveniente fijarse en funciones con ciertas propiedades de simetria. Por

tanto, vease en primer lugar que la Ecuacién de Laplace es invariante ante rotaciones.

Proposicién 3.2.2.1. La Ecuacion de Laplace (3.1), Au = 0, es invariante ante rotaciones,

esto es, si O es una matriz ortogonal de dimensién n X n (con n € N) y se define:
v(z) =u(Ox) conx € R",

entonces Av = ().

Demostracion. Sea O = [0;;] con 1 <i <n, 1< j <n una matriz ortogonal, se tiene
Ov .

Como O es una matriz ortogonal, efectivamente se verifica

011 012 -+ O1pn 011 021 *** Opn1
n
021 022 -+ Op 012 022 -+ Op2
oo"=1| 7T T N I = E 0ijok; | = In.
: : .. : : : .. : =1 ik
Op1 Op2 *°° Opp O1n O2p ' ** Onpp

Entonces

u 1 sii=k
Z oijokj == 52-7;6 == { S‘l Z (314)
= 0 sii#k.

Observamos que a partir de (3.13) se tiene la siguiente relacién:

PV = %u
@ = Z Z mOijij. (315)
- —1 7
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Por lo tanto, aplicando en primer lugar (3.15)

a n n n n
AU_Z : Z<Zz&v8x OU%) o= 1<] 0x;0x OZ]Ok])

i=1 k=1 =1

= Zi D0z (Z 0”“’”’) Zi af;xk

Ahora, se pueden distinguir dos casos en funcién de (3.14).

» Sii =k, entonces 0, = 1 luego

d*u
A”_Zzaxaxk 8x = Au=0.

» Sii# k, entonces §;, = 0y se sigue trivialmente el resultado

]

El hecho de que la Ecuacion de Laplace sea invariante ante rotaciones, probado en la Proposicién

3.2.2.1, sugiere empezar a buscar soluciones radiales, esto es, funciones de r = |z — y| = |z|.

Proposicién 3.2.2.2. La solucion fundamental de la Ecuacion de Laplace (3.1) es una funcion

radial, es decir, v : R"™ — R tal que u(z) = v(r), de la forma:

b+ c, st > 2
u(r) =4, 7
b log(r)+c¢, sin=2,

donde r = |z —y| = |2| = (224 ...+ 22)2 y, b, ¢ son constantes’ (Ver [2, pp 20, Section 2.2.1]).

Demostracion. Se trata de encontrar una solucién u de la ecuacién de Laplace (3.1) de la forma:

donde r = |z = (22 + ... + 22)2 y v debe ser elegido de forma que Au = 0. En primer lugar,
notese que para i =1,...,n
or 1 1 Zi

2 2\—1 “i
=—(2{+...+2) 22z = = —
5z ~ 2 2 (2+.. 4222 T

(2 #0).

9El valor de las constantes b, ¢ lo determinaremos a continuacién.
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Por tanto, aplicando la regla de la cadena

" 0Pu 24+ 22 ;o1 22 22
ae=3 G = () o (- 5) v (- 3))

1" 2 cee 2 ! 1 2 “ee 2
_ () (L) o)) <H_L>

r T

Teniendo en cuenta que r = |z| = (2% + ... + 22)2, se simplifica

" - 1 ’
Au=v (1) D ().
r
Por lo que, Au = 0, si, y solo si:
" n—1, v'(r) 1-n
V) ) e (3.16)

Siv'(r) # 0 se deduce:

integrando

/ ]_ - / 1—n
log(v (1)) = / . Dy = (1 —n)log(r) = v'(r) = el=Mlelr) — plog(r™") — pl-n

/ . . . .
Luego, v (r) = =% para cualquier constante a. En consecuencia, si r > 0, se tiene

L in>2
v(r) = pzhe s (3.17)
b log(r)+c sin=2

donde b, ¢ son constantes. O

Todas estas consideraciones, motivan la introduccion de la solucion fundamental de la Ecuacion

de Laplace.

0Recuérdese que la derivada de un logaritmo es (log(v(r)))" = FOR
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Definicién 3.2.2.1. (Solucién fundamental de la Ecuacién de Laplace). [2, pp 22].
La funcion
L 2] sin>2

D(2) = T(J2]) = {<—>

1 , (3.18)
5-log|z| sin = 2.

definida para z € R™, con z = x —y # 0, es la solucion fundamental de la Ecuacion de Laplace.

Observacion 3.2.2.1. Escribimos I'(x —y) = T'(|z — y|) para enfatizar que la solucion funda-

mental (3.18) es radial.

Observacion 3.2.2.2. La eleccion de las constantes viene motivada por los cdalculos posteriores

en la resolucidn del problema de Poisson (Ver [2, pp 23, Thm 1]).

A continuacién, calcularemos estimaciones para las derivadas de la solucién fundamental (3.18)
que seran de ayuda en la simplificacién de algunos resultados que se introduciran mas adelante

en el capitulo.

Proposicién 3.2.2.3. (Estimaciones de las derivadas de la solucion fundamental).
Sea I'(2) la solucion fundamental de la Ecuacion de Laplace (3.18), siempre que z # 0, podemos

obtener las siguientes estimaciones:

ar C

< .
50| < o= (319)
o°T C
- < — )
52| < T (320)

para cualquier constante C' > 0.

Demostracion. Se pueden obtener las derivadas primeras y segundas de (3.18) respecto a z

operando tal como sigue:

) = g Gl = e (3.21)
gi;;(z) = mlunu —n)|z| " = (mlun - w%) I (3.22)
A partir de (3.21) y (3.22), siempre que z # 0:
)| < e <
O s s S

con C' > 0 una constante. O]
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3.2.3. Derivacion de la funcion de Green

El objetivo del capitulo era la determinacién de la funcién de Green asociada al famoso Problema
de Dirichlet''. Dicho problema es un problema de contorno que busca encontrar una funcién
que satisfaga una EDP en un dominio dado y que también verifique una condicién'? de contorno
prescrita en la frontera del dominio. En particular, para la Ecuacién de Laplace, sea 2 C R"

abierto y acotado, tal que 92 es de clase C', sea g € C'(992), tenemos:

—Au=0 enQ
(PDirichletl) (3.23)

u=g en .

También estudiaremos el Problema de Dirichlet-Poisson, que es andlogo a (3.23), pero la EDP
involucrada esta vez es la version no homogénea de la Ecuacién de Laplace (3.1), la Ecuacién

de Poisson:
o —Au=f en
(PDirichlet2) (3.24)
u=g¢g en 0.
con f una funciéon continua. Antes de comenzar con la bisqueda de la funcion de Green que
permita resolver este problema, veamos, apoyandonos en algunos de los resultados previos

establecidos en la Seccion 3.1, que la solucién al Problema de Dirichlet, en caso de existir, es

Unica.

Teorema 3.2.3.1. (Unicidad de solucidon). Sea el problema (3.24) donde g € C(09) y
f € C(Q), existe como mdzimo una solucién u € C*(2) N C(Q) de (3.24).

Demostracion. Este resultado es consecuencia directa del Principio fuerte del maximo 3.1.1.1 y

se prueba de forma andloga al Teorema 3.1.1.3. O

Teorema 3.2.3.2. (Formula de representacion de Green). Sea Q0 C R™ un dominio
para el cual se cumple el Teorema 3.1.1 y sea u € C%(2). Sea v el vector normal exterior a 05
y I'(x —y) la solucion fundamental de la Ecuacion de Laplace (3.18), se conoce como Formula

de Representacion de Green a la siguiente expresion

u(y) = /BQ (u(x)g—Z(x—y) - F(x—y)%(x))ds(x) +/Qf‘(x—y)Au(x) dr  (y € Q). (3.25)

Demostracion. La singularidad existente en z = 0 previene de usar I' en vez de v en la segunda
identidad de Green (3.12). Una forma de solventar este problema es reemplazar 2 por 2 — B,

donde B, = B,(y) para p > 0 suficientemente pequefio. Sea y € {2 un punto fijo, v la normal

Pyede resolverse para muchas EDPs, aunque originalmente fue planteado para la ecuacién de Laplace.
12Conocida como condicién de Dirichlet.
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exterior a 0(2 — B,), se aplica la Segunda Identidad de Green (3.12) en la regién Q — B,

/Q_BP(F(QU —y)Au(z) — u(z)Al(x — y))dz = /

A(Q—By)

(Pl = )50 = ), (o = ) ) dsto),

Teniendo en cuenta que I' es solucién de la Ecuacién de Laplace, se verifica que AI' = 0, luego

(P —pdu)de= [ (T - 2%) - u@) (e - ) )dsa)
/QBP /39( ov ov

+ /BBP <F(q; — y)%(m) — u(x)%(az — y)) ds(z). (3.26)

r
Vedse ahora que hacer con / <F($ — y)@(aj) — u(m)a—(x — y)> ds(z). Se analizard el com-
OBy ov ov

portamiento de cada término por separado, donde se usaran las Desigualdades de Valor Medio
3.1.2.

En primer lugar, utilizando (3.4), si p — 0, se cumple:

/8 ) Do ) 22 (x)ds(a) = T(p) y O (a)ds() < nioup™™* T(p) sup | D — 0.

Por otro lado, teniendo también en cuenta (3.4), si p — 0, se cumple:

—1

nwnpnfl

’

or
/8 ,, 1@ g, =) dsta) = =) /a , 1(e) o) <

/ u(x) ds(x) — —u(y).
OB,

Por lo tanto, haciendo p — 0 en (3.26)

[ 0= auwyds = [ (v G - w0 - )asto
v 5 (Pl = ) 5(o) = )G o =) )
= [ (re- 92 - uw) e — y) ) ds() — ().
[ (=g - un;

Despejando la expresion anterior se obtiene el resultado:

ut) = [ (a0 -0 =T =95 Jds) + [ Tlo - pauta) do

]

Definicién 3.2.3.1. (Potencial Newtoniano). Para una funcion f acotada e integrable, la

integral / I(x —y)f(z) dx se conoce como Potencial Newtoniano con densidad f.
0

Observacion 3.2.3.1. Si u tiene soporte compacto en R", entonces (3.25) conduce a la fre-
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cuentemente usada formula de representacion:

u(y) = /QF(QC —vy) Au(z) dx.

Demostracion. Acorde con la Definicién D.4 se sabe que

supp(f) = {z € Q : u(z) # 0}

lo que implica que u = 0 fuera del soporte de la funcién. Se trabajard con {u # 0}, para
simplificar la notacién, en el resto de la prueba. El conjunto {u # 0} es un conjunto abierto, ya
que se puede expresar como la contraimagen de un conjunto abierto por una aplicacién continua

u

{u 7£ O} =u! ((_OO’ 0) U (07 OO)) )

entonces u = 0 en d({u # 0}) = d({u # 0}) y por tanto u = 0 en 9f2. Aplicando esto a (3.25),

se anula la integral en 0€) y se concluye el resultado. U

Observacién 3.2.3.2. Para u € C*(Q) una funcién arménica (Au = 0), también se tiene la

siguiente formula de representacion:

a) = [ (a0 -0 =T 0Gho) )ist) e,

3.2.3.1. Definicién de la funcién de Green

La férmula anterior (3.25) permite resolver u(y) si se conocen los valores de Au en Q y los

u u

valores de u, % en 0. Sin embargo, la derivada normal ™ a lo largo de 02 es desconocida.
v v

Por lo tanto, se debe modificar de alguna manera (3.25) para eliminar este término. La idea

es introducir, para y fijo, una funcién que actie de funcidn correctora tal que hY = h¥(x) y

resuelva el problema de contorno siguiente:

AhY =0 en )
hY =T(x—y) en S

(3.27)

Aplicando la segunda identidad de Green (3.12):

/Q hY Au(z) dz = / ) (hy@)%(@«) - u(x)%(x))ds(a:)

o

= [ (- 0w - w5 @) ) dsto), (3.28)

En virtud de (3.28), podemos introducir la funcién de Green para una regién {2 C R™.
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Definicién 3.2.3.1.1. (Funcion de Green para una region ). Sea I'(x —y) la solucion
fundamental de la Ecuacion de Laplace (3.18) y h € C*(Q)NC?(Q) verificando (3.27), entonces:

G(z,y) =T(zr —y)—h(z) (v,y€Qx#y), (3.29)

es la funcion de Green asociada al problema de Dirichlet (3.23).

Una vez definida la funcién de Green (3.29), podemos expresar (3.25) en términos de esta

funcién.

Teorema 3.2.3.1.1. (Formula de representacion usando la funcién de Green). Sea
Q C R" un dominio para el cual se cumple el Teorema 3.1.1 y sea u € C*(Q). Para y € R"

fijo, sea v el vector normal exterior a O y G(x,y) la funcion de Green (3.29), entonces:

u(y) = /zm u(x)g—f(:p,y) ds(z) +/QG(x,y) Au(z) de (y € Q), (3.30)

donde . oC
E(xuy> = %(l‘?y) ' V($)7

es la deriwada normal de G con respecto a la variable x.

Demostracion. Tomando G(z,y) la expresada en (3.29), sumando las expresiones (3.25) y

(3.28):

Obtenemos:
G
uly) = /a u() G (o) dso) + / G(z,y) Aulz) de.
]

0
Observacion 3.2.3.1.1. Se verifica que el término —u(x) no aparece en (3.30). Precisamente

ov

se introdujo la funcion h para que esto sucediese.

3.2.3.2. Generalizacion al problema no homogéneo

Supongamos ahora que u € C?(Q) resuelve el problema de contorno asociado a la ecuacién de

Poisson:

—Au=f enf)
(PDirichlet2) (3.31)
u=g en 0f)
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para dos funciones continuas f, g. A partir de (3.30) se obtiene el siguiente Teorema.

Teorema 3.2.3.2.1. (Férmula de Representacién usando la funcién de Green). Sea

u € C%(Q) werificando (3.31), y sean f, g dos funciones continuas, entonces

uly) = /8 Qg(m)‘g—f@,wds(x) - [ s o wen) (3.32)

Q

es una solucion de (3.31).

Como ya se comenté en la introduccion, la funcién de Green es la solucion de una determinada
ecuacion diferencial cuando el término no homogéneo es la Delta de Dirac (2.4). Por tanto, el

problema descrito anteriormente (3.31) se puede reescribir en términos de la Delta de Dirac.

Observaciéon 3.2.3.2.1. Fijado y € €2, considerando la funcion de Green G (3.29), como una
funcion exclusivamente de x, dicha funcion es la solucion del problema (3.31) cuando el término
no homogéneo f involucrado en la ecuacion de Poisson, es la Delta de Dirac (2.4) en el punto
y, denotada por ,:
-AG =46, enf
G=0 en0f.

(3.33)

Teorema 3.2.3.2.2. (Simetria de la funciéon de Green). La funcion G(x,y) dada en
(3.29) es simétrica en las variables x ey (Ver [2, pp. 36, Thm. 13]).

El Teorema 3.2.3.2.1 proporciona una férmula para la solucién del problema de contorno (3.31),
siempre que se pueda construir la funcién de Green G (3.29) para el dominio dado €. Esto es
en general una cuestién dificil, y sélo se puede hacer cuando €2 tiene una geometria simple. A
continuacion, se estudiaran, a modo de ejemplo, algunos casos especiales para los que es posible

un calculo explicito de G.

3.3. Integral de Poisson

En caso de que €2 sea una bola, la funciéon de Green puede determinarse explicitamente por
el método de las imagenes y conduce a la conocida representacion integral de Poisson para
funciones armoénicas en una bola (ver [2, pp. 39, Cap 2]). Se comenzara por estudiar lo que
sucede con la bola unidad B;(0). Se hara uso de la inversién a través de la esfera. Por ello,
resulta necesario comenzar definiendo el inverso de un punto cualquiera y de la bola unidad,

con respecto a la frontera de la misma, 0B;(0).

Definicién 3.3.1. (Inverso de y con respecto a 0B1(0)). Sea y € B1(0) con y # 0, el

punto

S
|y|?
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es el inverso de y respecto a 0B (0).

Observacion 3.3.1. La aplicacion y — 3 se llama inversion a través de la esfera unidad

9B,(0).

Fijado y € B;(0), se trata de encontrar una funcién h, que llamaremos funcion correctora, tal

que hY = h¥(x) y resuelva el problema de contorno:

AhY =0 en B(0)
(3.34)
hY =T(x —y) en 0B1(0).
Por tanto, aplicando (3.29) la funcién de Green seré:
G(z,y) =T(z —y) — h¥(z). (3.35)

Para encontrar dicha funcién h que verifique (3.34), la idea es invertir la singularidad de
y € B1(0) ay ¢ B1(0). Por el momento, se asume n > 3. Se define la funcién = — I'(z — 7),
que es arménica para ¥ # . Entonces x +— |y|> "T'(z — ) es arménica para x # 3. Por tanto,

la funcién “correctora” de (3.29) en caso de que el dominio sea la bola unidad es

ho(x) = T(lyl(z — 7)),

la cual es arménica en B;(0), es decir AhY = 0 en By (0).
Ademés si z € 0B;1(0) e y # 0,

_ 2z -y 1
WWx—m2=wFOﬂ”—nm +EF>=BWF—Zvy+1=u—yR (3.36)

Como (3.36) es un nimero real positivo:

_ (n—2)
_(n=2)

2 a7
e e Gt 0 B Gt o
y se puede concluir (|y||z —7|)~ ™2 = |z — y|~"=2). En consecuencia, se verifica:
RY(z) =T(x —y) conz € dB(0).

Definicién 3.3.2. (Funcion de Green para B1(0)). Sea z,y € B1(0) con x # y, seay el

inverso de y con respecto a 0B1(0), la funcion de Green para la bola unidad es

G(z,y) :=T(z —y) = T(lyl(z — 7).

13Como z € 8B;(0) entonces |z|? = 1.




3.3. INTEGRAL DE POISSON 39

Observacion 3.3.2. La misma formula (3.3.2) es vdlida para el caso n = 2.

Teorema 3.3.1. (Férmula de representacion de Green para B1(0)). Sea g una funcion

continua en B1(0) y u € C*(B1(0)) N C(B1(0)) tal que resuelve el problema existente en el

borde

Au=0 en B(0) (3.37)
u=g en dB(0),

entonces se obtiene la Formula de Representacion:

u(y) = =W /83 95w, (3.38)

nwy © [T —y["

Demostracion. Haciendo uso de la Férmula de Representacién de Green (3.32) se tiene

w) =" [ o), e (e (3.39)

Ahora, usando (3.3.2), la dificultad reside en el calculo de la derivada normal de la Funcién de

Green para poder simplificar la expresién (3.39):

%ZW y) = 3;. (x—y) = 8iif(|yl(x —7))- (3.40)

Se procedera estudiando cada término de (3.40) por separado.

r
(x —y). Aplicando (3.21), se tiene:

» En primer lugar, se estudiara

8@-
8F 1 1— 1 Ty — Y
— ) = _ n_ . 3.41
. (x—y) nwn!x yl o P—T (3.41)
or

= Ahora, vease que sucede con

(lyl(z —9)). Aplicando de nuevo (3.21) se tiene:
T

i

1—-n 1

or 1

o lle =) = - vite =)

~ nw, (Jyl(@ —9)

yl(z —7)

n

A continuacién, usando (3.36),

or 1 zilyl* — i
it — ) =

(3.42)

Por tanto, uniendo (3.41) y (3.42) se tiene que si x € 9B;(0) y v es el vector normal exterior a

148e anula la parte de la integral correspondiente a Bj(0) ya que Au = 0.
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0B (0), entonces,

0G  0G -~ 0G 11 ¢ : 2
E_M_;xl o ) = o ;xz((:m—yz)—wz\yl + i)

[ — o &

1 21— |y]?)) 1—|yP?

Cnw,  Jr—vy|r nwlz —yn

En resumen, la derivada normal de la funcion de Green viene dada por

oG 0G, 11—

il = = _ 3.43
5 (z,y) ] (z,y) o e — g (3.43)
Ahora, continuando a partir de (3.39) y aplicando (3.43), se tiene el resultado:
1—|yl? g(x
u(y) = #/ (—>nds(x).
NWn  JoB1(0) [z — |
[

A partir de la férmula anterior (3.38), se trata de generalizar para obtener la versién para una

bola cualquiera de radio R > 0.

Teorema 3.3.2. (Férmula integral de Poisson). Sea g una funcion continua en 0Bg(0)

y u € C*(Bgr(0)) N C(Bg(0)) tal que resuelve el problema de contorno siguiente:

Au=0 en Bg(0)
u=g en J0Bg(0),

(3.44)

entonces, se conoce como Formula integral de Poisson a la siguiente expresion:

u(y)zM /a 9E) o) (3.45)

nw, R Jop, |2 —y|"

Demostracion. Para continuar a partir del Teorema 3.3.1, suponemos que u, en vez de resolver
el problema (3.37), verifica
Au=0 en Bg(0)
u=g en 0Bg(0).
Entonces u(y) = u(Ry) resolveria (3.37), con g(y) = g(Ry) reemplazando a g. Cambiando las

nuevas variables se obtiene

R? — Jy|? g(2)
= — ———d Bgr(0).
u(y) nw, R /833 z—y" s(x) con y € Bg(0)
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Definicién 3.3.3. (Kernel de Poisson). Sea v € Bg(0), y € 0Bg(0), la funcion

R —y* 1
nw,R | —y|?

K(z,y) =

es conocida como Kernel de Poisson para la bola Br(0).
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Capitulo 4

EDPs Parabodlicas: La Ecuacion del
Calor

En este capitulo, nos centraremos en el estudio de la conocida Ecuacion del Calor, una EDP
parabdlica con numerosas aplicaciones dentro de la fisica. Fundamentalmente, se encarga de
describir la distribucién del calor (o variacién de la temperatura) en una regién a lo largo del

transcurso del tiempo. Para la elaboracion de este capitulo nos hemos servido de [2, Cap 2].

Definicién 4.1. (Ecuacién del Calor de dimension n). Sea Q abierto tal que 2 C R”,
sean t > 0, x € R™ las variables temporales y de espacio respectivamente, de modo que, u :
Q x [0,00) = R, u=u(x,t) y Au el operador Laplaciano (D.5) con respecto a las variables de

espacio © = (x1,...,x,). Se llama ecuacion del calor de dimension n a la siguiente expresion
ur(z,t) — Au(x,t) = 0. (4.1)
Sea f:Q x[0,00) — R una funcion cualquiera, la version no homogénea de (4.1) es:
w(z,t) — Au(x, t) = f(x,t). (4.2)

Observacion 4.1. u; en la ecuacion (4.1) hace referencia a la derivada parcial de la funcion

. u
u respecto a la variable temporal t, esto es, —(x,1).

ot

Observacién 4.2. Las ecuaciones (4.1) y (4.2) estan sujetas a unas condiciones iniciales y de

contorno adecuadas.

Observacion 4.3. Cualquier afirmacion sobre funciones armonicas, desarrolladas en el Capitu-
lo 3, da lugar a una version andloga, aunque, por lo general, mas complicada, sobre las solu-
ciones de la Ecuacién del Calor' (4.1).

'En el capitulo tinicamente nos centraremos en los resultados necesarios para obtener la solucién fundamental.

42
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4.1. Solucion fundamental de la Ecuacion del Calor

Como se coment6 en el Capitulo 3, para el caso de la Ecuacion de Laplace, el primer paso para
estudiar la existencia de soluciones de cualquier EDP, es identificar primero algunas soluciones
explicitas, para después, a partir de estas, obtener soluciones mas complicadas. Antes de co-
menzar a buscar, resulta 1til estudiar que la Ecuacién del Calor verifica algunas propiedades

que seran de ayuda en la construccion de dicha solucién.

Proposicién 4.1.1. Sea u una solucion de la Ecuacion del Calor (4.1), entonces verifica las

siguientes propiedades:

» Invarianza por dilatacion: siu(z,t) resuelve (4.1) entonces u(Az, \*t) (para cualquier
A € R) también lo hard. Sea v(x,t) = u(Ax, \*t) entonces:

v(z,t) = Nuy(Az, N2t) y Av(z,t) = (AN Au(dz, \*t)
sin mds que sustituyendo en (4.1) se tiene que u(Ax, \*t) también es solucion de (4.1).

» Invarianza por traslacion: si u(x,t) resuelve (4.1) entonces u(z+y,t) (para cualquier
=u

y € R) también lo hard. Sea w(z,t) (x +y,t), entonces:
wi(z,t) = u(x +y,t) y Aw(z,t) = Au(z + y,t)

sin mds que sustituyendo en (4.1), se tiene que u(x + y,t) también es solucion de (4.1).

» Inwvarianza por rotacion: se prueba de forma similar al caso de la Ecuacion de Laplace

estudiado en la Proposicion 3.2.2.1.

Proposicién 4.1.2. La funcion:

b -z
u(z, t) = t—%elel (xr eR"yt>0). (4.3)

donde b es una constante, es una solucion especifica de la Ecuacion del Calor (4.1).

Demostracion. En primer lugar, observamos que la Ecuacion del Calor involucra una derivada
con respecto a la variable temporal ¢, pero dos derivadas con respecto al espacio de variables
z; (i =1,...,n). Por tanto, usando la invarianza por dilatacion, si u(x,t) resuelve (4.1) entonces

u(Az, \%t) (para cualquier A € R) también lo hard. Esto sugiere comenzar a buscar soluciones

u(z,t) = v (12) —v (@) (t>0, z € R"), (4.4)

de la forma:

t
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para una funcién v por el momento desconocida. Es decir, tomando u(Az, A\%t), con A € R fijo,

aplicando (4.4):
u(Az, \*t) = v (%) = (@) = u(x,t).

Aunque este enfoque eventualmente conduzca a lo que se busca, es mas rapido tratar de en-
contrar una solucién u(x,t) que sea invariante ante dilataciones, con la estructura especial

u(r,t) = Xu(Nx, M), para todo A >0, € R®, ¢t > 0. Tomando \ = %, se obtiene:

u(z,t) = tlau (%) — (it Pr) (t>0, x € R, (4.5)

donde las constantes «, 5 y la funcién v : R — R han de ser encontradas. Ahora, a partir de

(4.5) se trata de obtener u; y Au. Comenzamos estudiando u:
wp(w,t) =t H—a)o(t ) + Vot Pr) (-t ). (4.6)

Para hallar Au, llamamos y = t?x y empezamos calculando las derivadas segundas:

0*u ey O _ ey 00 :
w(x,t)zt ﬁ'a—yg'(t br)y-tF =t 25-8—y2-(t fr) (i=1,..,n).

Por tanto, el Laplaciano (D.5) de u

N 0%
o

0%v

Z 2 (+B
o7 (t7Px) +

Au(z,t) =t ( : (t_ﬁx)> =t P At ). (4.7)

Ahora, introduciendo las expresiones (4.6) y (4.7) en (4.1), y operando:
at= Tyt Pr) + gt PaVo(tPr) + 7 OFIA u(tPr) = 0.
Como y = t Pz, se tiene:
at= Ty (y) + gty Tu(y) + 7 CFDA u(y) = 0. (4.8)

Con el objetivo de transformar (4.8) en una expresién solamente en funcién de la variable y, se

toma B = % Entonces, los términos en ¢ son idénticos y (4.8) se simplifica:
—ay—1 1 —ay—1 —a flA
at™t u(y) + §t ty-Voly) +t7 %t Ay(y) =0,

et (av(y) + %Wv(y) + Ayv(y)> =0,

av(y) + %yVU(y) + Ayu(y) = 0. (4.9)
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Usando ahora la invarianza por rotacién, se puede reducir atin mas la expresion anterior supo-
niendo que v es una funcién radial, lo cual reducird nuestra EDP a una EDO, mucho mas facil

de resolver. Esto es, v(y) = w(|y|) para alguna funcién w : R — R:

vy)=wr) vy r=lyl =@+ yl)E (4.10)

Por tanto, procediendo igual que en la biisqueda de soluciones de la ecuacién de Laplace (3.16):

ov ;o Or N 0% " n—1,
8yi_w(r)6yi_w(r)7 y Ay”(y)—za—y; + . w (r).

En consecuencia, se puede simplificar (4.9) de la siguiente forma:

1 ’ " n—1 ., ;. a
aw(r)+§rw(r)+w(7”)+ . w(r)=0 (conr—]y\, _E) (4.11)

Ahora, tomando o = g en (4.11) y operando:

gw(r) + %rw,(r) +w (r) + n ; 1w/(r) = gw(r) + (n -1 + 17“) w(r)+w (r) =0. (4.12)

Multiplicando (4.12) por r™~1:

- 1 1 ’ "
P Zwr) + (et o) W () 0 () ) =0 (4.13)
2 r 2
./ . TL—]. ! ! 1 n !
Veamos que la expresién anterior (4.13) se corresponde con (r w (7“)) t3 (r"w(r)) , lo cual

simplificard mucho los célculos:

(r"‘lw/(r)) + % (an(T))/ = (n—1)r" 2w

Por tanto, se tiene:

(r”lwl(r)) + % (r"w(r)) =0 2= "' (r) + %r"w(r) —a 3= w(r) = —=rw(r).

Entonces, como buscabamos, obtenemos una EDO lineal de primer orden, la cual resulta mucho

2Integrando.
3Como nuestro objetivo es encontrar una de las soluciones de la ecuacién del Calor, se puede tomar a = 0.
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més sencilla de resolver que la EDP inicial. Es decir, mientras w(r) # 0,

w(r) = —=rw(r) — 1:1])((:; =——r.
Recuérdese que (lo (w(r))), = w(r) = ——, por tanto:
q g - UJ(T) » P .
1 2 2 2 2
log(w(r)) = —/gdr =—3" % = —TZ te=w(r)=e¢ i =1w(r)=be 7

para b una constante arbitraria. Solo queda comprobar que (4.1) efectivamente verifica la Ecua-
cién del Calor. Recapitulando, uniendo las expresiones (4.5) y (4.1) para las elecciones parti-

culares de a = 5 y 8 = % y deshaciendo el cambio (4.10),

lu|? _ [t P22 — |t 2|2 —|x|?

v(y) =w(r) =w(ly]) =be” & ="be” T " =be T =be .

Por tanto, la siguiente expresién es una solucién especifica de la Ecuacién del Calor (4.1):

n b *12
u(w,t) =t vt Pr) = t"20(y) = el i (xeR", t>0, beR). (4.14)

[]

Todas las consideraciones previas, motivan la introduccion de la Solucion fundamental de la

FEcuacion del Calor normalizada.

Definicién 4.1.1. (Solucion fundamental de la ecuacion del calor normalizada).
La funcion

z2
We_% SiIEERn, t>0

0 stz eR" t<0

o(x,t) == (4.15)

es conocida como solucion fundamental de la Ecuacion del Calor.

1
La eleccién de la constante b = e de (4.3) esta justificada por el siguiente Lema.
T n

Lema 4.1.1. (Masa de la solucion fundamental). [2, Padg 46]. Sea o(x,t) la solucion
fundamental de la Ecuacion del Calor (4.15), sea x € R", para cada t > 0:

/ o(x, t)dx = 1. (4.16)

Demostracion. La prueba de este resultado requiere del uso de la funcién Gamma para simpli-

ficar algunos célculos, luego la hemos trasladado al Anexo E.1 (Ver Lema E.1.1). O

SRecordar que y =t~ - z.
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Observacion 4.1.1. Debemos tener en cuenta que la solucion fundamental (4.15) cumple las

siguientes propiedades:
» o(x,t) es una funcidn positiva radial para todo © € R™, t > 0.
» La solucion fundamental es singular en (0,0).

= Fs una funcion gaussiana.

4.2. Representacion de Green

Al igual que en el capitulo anterior, el objetivo es determinar la funcién de Green asociada al

problema con una condicién inicial (o problema de Cauchy) siguiente:

(PC1) ug(z,t) — Au(x,t) =0 en R™ x (0, 00) (4.17)
u(z,0) = g(z) en R”

con g : R" — R una funcién continua en R” x {t = 0}.

Observaciéon 4.2.1. Es importante aclarar que p(x,t), no estd definida para t = 0. Por lo

tanto, al afirmar que u(z,t) cumple la condicion u(x,0) = g(x) en R™, queremos expresar que

1f t) = g(z).
tggw(x,) g9()

Observacion 4.2.2. Ndtese que la funcion (x,t) — ¢(z,t) resuelve la Ecuacion del Calor fuera
de la singularidad existente en el punto (0,0), y, por tanto, usando la invarianza por traslacion

probada en la Proposicion 4.1.1, para y € R™ fijo, (x,t) — p(x — y,t) también resuelve (4.1).

Teniendo en cuenta la observacion anterior, un candidato para ser solucién del problema (4.17)

es el producto de convolucién (ver Definicién D.6) de las funciones p(z,t) y g(z):

lz—y|?

u(z,t) = / p(z =y, 1)g(y)dy = W /R e g(y)dy (zeR ¢>0).  (418)

Solo queda comprobar que, efectivamente, (4.18) resuelve el problema (4.17). En el siguiente

teorema, lo verificaremos.

Teorema 4.2.1. (Solucion del problema de valores iniciales). [2, pp 47, Thm 1]. Sea
g € C(R") N L>®(R™), y sea u la definida en (4.18), entonces:

w u e C®R" x (0,00)).
w u(x,t) — Au(z,t) =0 (z €R", t>0).

. lim  w(z,t) = g(xo) (para cada o € R", con x € R", t > 0).
(z,t)—(z0,01)
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Demostracion. La demostracién de este teorema requiere de algunas nociones especificas de

Célculo Integral, por lo que lo probaremos en el Anexo C (Ver Teorema C.3.1). ]

La funcién de Green es la solucién fundamental (4.15) de la ecuacién cuando el dominio es
todo el espacio R™. Por otro lado, como se comenté en la introduccion, la Delta de Dirac se
corresponde con la condicién no homogénea g de dicho problema. Teniendo esto en cuenta,

(4.17) se puede reescribir de la siguiente forma.

Observacion 4.2.3. Podemos escribir

%L _AG=0 enR"x(0,00)
G=109 enR"x{t=0}

donde &y denota la Delta de Dirac (2.4) en el punto 0.

Observacion 4.2.4. La solucion fundamental de la Ecuacion del Calor (4.15) aproxima a la

Delta de Dirac (2.4) en el punto 0, es decir, lim o(x,t) = 0.
t—0

4.2.1. Generalizacion al problema no homogéneo

Sea u : R — R tal que u es de clase C? con respecto a la variable z € R" y de clase C! con

respecto a la variable temporal ¢ € (0, c0) una solucién del problema:

(P w(z,t) — Au(z,t) = f(z,t) en R" x (0,00) (4.19)
w(z,0) =0 en R”

para f una funcion continua. La dificultad reside en obtener una férmula de representacién para
la solucién u de este problema no homogéneo. Para ello, aplicaremos el Principio de Duhamel®.
La idea es interpretar el problema como un conjunto de problemas homogéneos, comenzando
cada uno de ellos en un instante de tiempo distinto. Recuérdese la Observacion 4.2.2, en la
cual nos apoyamos para obtener (4.18). La idea ahora es que, para y € R" fijo y para s tal que
0 < s < t, entonces (x,t) — @(x —y,t — s) es también una solucién de la Ecuacién del Calor.

Ahora, si ademas fijamos s, la funcion:
u=ule,ti9) = [ o=yt = o)y s)dy

resuelve
ur(58) — Au(5s) =0 en R x (s,00)

u(;8) = f(+,9) en R" x {t = s}

(4.20)

6Es una técnica que se asemeja al método de variacién de pardmetros para EDOs. Es utilizado para obtener
soluciones a problemas de evolucion lineal no homogéneos, como el de la Ecuacién del Calor que nos ocupa, con
una condicién inicial a partir de la solucién del problema homogéneo [16].
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el cual es un problema de la misma forma que el inicial (4.17), pero escribiendo ¢ = s en vez
det =0y f(-,s) en vez de g. Sin embargo, u(-;s) no es ciertamente soluciéon de (4.19). El
Principio de Duhamel afirma que podemos construir la solucién al problema (4.19) a partir de

las soluciones (4.20) integrando respecto a la variable s. La idea es considerar:
t
u(z,t) = / u(z,t;s)ds (v € R",t >0).
0

Reescribiendo, para z € R™ y t > 0, tenemos:

t t 1 —lz—y|?
u(x,t) = gpx—y,t—sfy,sdyds:/—/ e 4= f(y,s)dyds. (4.21
@ = [ [« M syds = [ s | HH (g dys. (421
Solo queda comprobar que, efectivamente, (4.21) resuelve el problema (4.19). Para ello, intro-

ducimos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2. (Solucién del problema de valores iniciales no homogéneo). Sea u
la definida en (4.21), entonces:

» € C3R™ x (0,00)).
w w(x,t) — Au(z,t) = f(z,t) (x € R", t >0).

. lim  wu(z,t) =0 (para cada xog € R™, con z € R", t > 0)
(z,t)—(x0,0)

(La demostracién de este Teorema se realiza de forma similar al Teorema 4.2.1.)
Observacién 4.2.5. El hecho de que u € C3(R™ x (0,00)) hace referencia a que la funcién

u es de clase C? con respecto al espacio de variables x € R™ y de clase C' con respecto a la

variable temporal t.

En base a todas las consideraciones previas, podemos introducir la funcién de Green asociada

a la Ecuacién del Calor.
Definicién 4.2.1. (Funcién de Green para R"). Sea x,y € R", t > 0, la funcion de Green

para la Ecuacion del Calor (4.2) en las condiciones iniciales de (4.19) es:

r—yt—s) s10<s<t
G(z,y;t,s) == elz =y ) (4.22)
0 en otro caso

donde ¢ es la solucion fundamental (4.15).

Observacion 4.2.6. Podemos reescribir la funcion de Green (4.22) como:

H(t—s) —4|(z—y\)2
el 7 t—s .
(47 (t — s))/?

G(z,y;t,s) =
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donde H(t — s) es la funcion escalon de Heaviside (2.11).

Teorema 4.2.3. (Formula de representacion usando la funcion de Green). Sea f

una funcion continua, sea G(x,y;t,s) la funcion de Green (4.22), entonces,

u(z,t) —/0 - G(z,y;t,s)f(y, s)dyds

es una solucion para la Ecuacion del Calor no homogénea que verifica las condiciones (4.19).

Observacién 4.4. A modo de conclusion, observamos que si combinamos las soluciones o0b-
tenidas para (4.17) y (4.19) con f y g las definidas en los respectivos Teoremas 4.2.1 y 4.2.2,

entonces:

wat) = [ ooyt dn+ [ [ oo =it =) ) dyds,

o lo que es lo mismo:

wat) = [ Gyt O s+ [ [ Gt o)1) dyas

con G(x,y;t,s) la funcion de Green asociada a la Ecuacion del Calor /.22, resuelve el siguiente

problema:
u(z,t) — Au(x,t) = f(z,t) en R" x (0, 00)
u(z,0) = g(z) en R™.

(PC3)
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Apéndice A
Distribuciones

En el desarrollo del trabajo la Delta de Dirac toma un papel fundamental. Por ello, se hace
necesario introducir algunas nociones elementales sobre Teoria de Distribuciones. Para su ela-

boracién se han consultado fundamentalmente [9], [4].

Las funciones generalizadas o distribuciones se alejan de la nocién de funcién clasica que co-
nociamos hasta ahora. Intuitivamente, se puede decir que generalizan o amplian la nocién de
funcién. Permiten la definicion de funciones que no son continuas o derivables en el sentido
clasico. En esta seccién nos centraremos en entender el concepto de distribucion y en establecer

algunas propiedades que toman relevancia en el desarrollo del trabajo.

La Delta de Dirac es, probablemente, la distribuciéon mas conocida. Sin embargo, su estudio

resulta complicado. La Delta de Dirac en el punto t = t; debe verificar formalmente:

S(t—tg) = 400 sit=t
’ 0 sit#to.

Sin embargo, es evidente que no existe ninguna funcién clédsica asi definida. Nos encontramos
frente al problema de no poder asignar un valor numérico a todo punto. Para tratar de solucio-
narlo, nos serd util interpretar la Delta de Dirac como un funcional. Esto motiva la introduccién

de la siguiente definicion.
Definiciéon A.1. (La distribucion 0). [9, Pdg 59, Cap 3, Def 7]. La 6 de Dirac es un
funcional tal que para cada funcion continua p € C(R) se tiene que:

d:C(R)=R
< 0,0 >:=¢(0)
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La accion de este funcional sobre la funcion ¢ se denota como:

<6, >i= /OO ©(t)d(t)dt.

—00

En virtud de la Definicién A.1, podemos pensar que lo que nos interesa es saber como actua la
Delta de Dirac sobre las funciones en vez de determinar una férmula para ella. Podemos decir
que integrar es de alguna manera, el equivalente a realizar distintas mediciones. Por tanto,
vamos a utilizar el enfoque de analizar el efecto de una distribucion al actuar a través de una

integral sobre diversas funciones regulares como método para comprender dicha distribucion.

En particular, la Delta de Dirac se puede definir como limite de familias de funciones cldsicas!.

Sea € > 0, para dar esta definicién alternativa, definimos la siguiente sucesién de funciones

L) = > sité€[ty—e€ty+e
‘ 0 sité[to—eto+e.

Figura A.1: Representacién de f(t) para ty =0,y € = 0,4 (verde) y € = 0,5 (azul).

Ahora, veamos que, la acciéon de estas f., por medio de una integral, nos permite definir la

Delta de Dirac de manera rigurosa. Es decir, vamos a considerar los funcionales

¢f€ : C(R) =R

<G> / o) f. (1)t

[e.e]

y a estudiar su limite.

'En general, muchas distribuciones pueden ser definidas por medio de esta técnica.



Lema A.1l. Sea f. la familia definida anteriormente y sea ¢ € C(R) una funcion dada. En-

tonces, se tiene que

WFM<%wam/www.
e—=0t J_

e—0t

Demostracion. Aplicando el cambio de variable t = es
00 1 to+e€
<onp>= [ e =g [ el
—00 € to—e
Por tanto:

tg
041

1 %OJrl
lim < ¢s,p>= lim - p(es)ds = @/ 1ds = ¢(0).

=0+ e=0+ 2 Jro_ 2
€

O
Una vez introducida la Delta de Dirac, vamos a definir formalmente las distribuciones, para

enunciar algunas de sus propiedades que seran utilizadas en el trabajo.

Definicién A.2. (Distribucion). [9, Pdg 60, Cap 3, Def 8. Una distribucion ¢ es un ele-

mento del espacio dual C°. Es decir, es un funcional lineal y continuo
¢:CFXR) —R.

El espacio de las distribuciones se denota por D*(R).

Proposicién A.1. El conjunto D*(R) tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

suma y producto por un escalar definidas:

» Sean T, R € D*(R), entonces <T + R, ¢ >=<T,9p >+ < R, ¢ > Vo € D*(R).

» Sea T € D*(R) y a € R, entonces < aT,¢p >=a <T,¢p > V¢ € D*(R).
Observaciéon A.1. El espacio C° hace referencia a las funciones continuas y de soporte com-
pacto. Es decir, el espacio de todas las funciones ¢ de variable real, que tienen derivadas de todos

los ordenes y que se anulan fuera de una region acotada en R. El espacio de estas funciones

también se puede denotar por D(R).

En el desarrollo del trabajo es fundamental el concepto de derivada en el sentido de las distri-

buciones.
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A.1. La derivada en el sentido de las distribuciones

La definicién de derivada clasica de una funcién, se puede extender de modo que pueda aplicarse
a distribuciones. Supongamos que tenemos dos funciones f, ¢ € C'(a,b) tal que p(a) = (b) =

0. Integrando por partes, se tiene

/fﬁwwm:f@wm—ﬂ@mw—/f@¢@ﬁ=—/f@¢@w

Observaciéon A.1.1. El término de la izquierda en la expresion anterior unicamente tiene
sentido en el caso en el que [ es una funcion reqular. Por el contrario, la parte derecha tiene
sentido aunque f no sea derivable en el sentido cldsico, por ejemplo, cuando f es una funcion

continua definida a trozos en |a, b.

Definicién A.1.1. (Derivada en el sentido de las distribuciones).[/, Pag 147, Cap 7].
Dada una funcion f, cldsica o generalizada en [a,b], se define la derivada primera de f, en el

sentido de las distribuciones, como la aplicacion lineal:
" :D(a,b) — R,
dada por

b b
| retid= - [ roe e (A1)
donde
D(a,b) :={p € C>®(a,b) : p =0 fuera de un subintervalo de (a,b)}, (A.2)

siempre que la integral de la derecha en (A.1) esté bien definida para cada ¢ € D(a,b).

Observacién A.1.2. El conjunto D(a,b) (A.2) se corresponde con el espacio de las funciones
continuas y de soporte compacto que hemos definido anteriormente, pero evaluado dentro de un

mtervalo de R.



Apéndice B

Problema de Cauchy para EDOs de

segundo orden

En el desarrollo del trabajo, se ha utilizado la nocién de Problema de Cauchy, y algunos re-
sultados referidos a él. Unicamente hemos trabajado con problemas de orden 2, luego, para no
extendernos demasiado, nos centraremos en enunciar los resultados que han sido utilizados en
relacion a este tipo concreto de problema de Cauchy. Para la elaboraciéon de este apéndice se
ha consultado [8, Cap 4].

Se llama problema de Cauchy al conjunto formado por una ecuacién diferencial y unas condi-

ciones determinadas que vienen dadas sobre un mismo punto, formalmente:

Definicién B.1. (Problema de Cauchy) Dada f(z,y(x),y' (x),y"(xz)) = 0 con f : D C
R* — R y los valores (7o, Yo, y1) C R3, se denomina problema de valores iniciales o problema
de Cauchy al problema que consiste en la busqueda de funciones definidas en un intervalo I que

contenga a gy, que verifiquen

[z y(x),y' (), y" () =0 Ve € 1,

y que cumplan ademds

y(iUO) = Yo, ?/(iUo) =MW

denominadas condiciones iniciales. Escribiremos:
(PCauchy) { I
Ejemplo B.1. El siguiente problema

(PCauchyl) { (B.1)
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es un problema de Cauchy.

Solucidon. El problema (B.1) es un problema de Cauchy ya que presenta el mismo nimero de
condiciones que orden tiene la EDO asociada (2) y el valor de las condiciones viene dado sobre

el mismo punto (xy = 3).

B.1. Existencia y unicidad de solucion

Como ya se ha comentado, vamos a trabajar inicamente con problemas del tipo

y'(x) + ar(@)y'(x) + ao(x)y(z) = b(z)

y(xo) = yo, ¥ (o) =11 (B.2)

(PCauchy) {

donde el problema consiste en la busqueda de soluciones de la ecuacién diferencial definidas en

un intervalo que contiene a xy y ademas verifiquen las condiciones iniciales.

Teorema B.1.1. (Existencia y unicidad de solucién global). Si las funciones ag,aq,b :
I C R — R son continuas en el intervalo I para cada punto (xo,%0,71) € I X R?, entonces

(B.2) tiene una inica solucion; ademds, dicha solucion estd definida en todo el intervalo 1.



Apéndice C

Algunos resultados de Teoria de la
Medida

En esta secciéon vamos a enunciar varios resultados elementales de teoria de la medida e inte-
gracion que son utilizados en algunas demostraciones del trabajo. Para la elaboracion de este

apéndice nos hemos servido de [3], [9], [14].

Teorema C.1. (Teorema de la convergencia mondtona). [9, Pig 12, Cap 2, Teo 1]. Sea
fn(x) una sucesion no decreciente de funciones absolutamente integrables. Sea f(x) su limite
puntual

lim f,(z) = f(z) para casi todo .

n—oo

Entonces f es medible y ademds
lim fn(ai)dx:/ lim f,(x)dz.

Teorema C.2. (Teorema de la convergencia dominada). [9, Pag 12, Cap 2, Teo 3]. Sea

fn una sucesion de funciones que converge puntualmente a f

lim f,(xz) = f(x) para casi todo .

n—oo

Asumamos que

()] < g(x)

con g una funcion no negativa e integrable. Entonces f es integrable,

|f(@)| < g(x)

y ademas

lim an(x)dx:/ﬂf(x)dx.

n—o0



8 APENDICE C. ALGUNOS RESULTADOS DE TEORIA DE LA MEDIDA

Teorema C.3. (Teorema del Valor Medio para integrales definidas [1/]). Si f :
[a,b] — R es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b], entonces existe al menos un

valor ¢ € [a,b] tal que .
[ #a)dn = 00~ a)

Dado que el valor medio de f en [a,b] estd definido como

1 b
- a/a f(z)dz (C.1)

luego podemos entender que f alcanza su punto medio en algin c € (a,b).

C.1. Espacios de Lebesgue

Para la elaboracién de esta seccién se ha utilizado [9, Pag 15, Cap 2, Sec 2.2].

Definicién C.1.1. (Espacio de funciones absolutamente integrables) Se considera el

conjunto:
£H(Q) = {conjunto de clases de equivalencia u tal que ||ul|11q) := / lu(z)| do < oo} (C.2)
Q

Observacién C.1.1. Se observa que se puede dotar al conjunto (C.2) de la estructura de
espacio vectorial normado. En efecto, se tiene que tanto la suma como la multiplicacién por

escalares son operaciones cerradas en L'(€).

Una vez definido el espacio £! de clases de equivalencia de funciones absolutamente integrables,

se estudiardn los espacios que introducen potencias. El primero de ellos es el espacio £2().

Definicién C.1.2. (Espacio de las funciones de cuadrado integrable) Se considera el

conjunto:
L3(Q) = {conjunto de clases de equivalencia u tal que ||u||%2(9) = /Q lu(z)|* dz < oo}
A este espacio vectorial se le puede dotar del producto interno:
< fg>ei= | f@g()s
Q

y de la norma:

Wl = V<o f oo = ( / \f(x)|2dar)2 |

IPara dotar a este tipo de funciones de la estructura de espacio vectorial normado se define la relacién de
equivalencia u ~ v si u = v en casi todo punto.




C.2. DERIVACION BAJO EL SIGNO INTEGRAL 9

Por tltimo, tras considerar el caso de funciones de cuadrado integrable, se puede definir el

espacio de las funciones de p-ésima potencia integrable.

Definicién C.1.3. (Espacio de las funciones de p-ésima potencia integrable) Se

considera el conjunto:

LP(Q) = {conjunto de clases de equivalencia u tal que ||ulf, / lu(z)|P doe < oo}

C.2. Derivacion bajo el signo integral

Sea (X, M, pu) un espacio de medida, sea J C R un intervalo, y sea f : X x J — R una funcién
tal que para cada t € J, la funcién que a cada € X le asocia f(z,t) es integrable en X. Todo

esto permite considerar la funcién F : J — R :

- /X f(@.t) du(z)

la cual es una funcién definida por una integral dependiente del pardmetro t. (Ver [3, Pag 107,
Seccién 3.2]).

Teorema C.2.1. (Regla de Leibniz de derivacion bajo el signo integral). [3, Pdig 108,
Cap 3, Teo 8.2.2]. Si:

0
1. En casi todo X existe 8—{(m,t), para todo t € J.

2. Existe una funcion g integrable en X tal que

telJ).

%(m,t)‘ < g(x) (en casi todo X, para todo

Entonces F' es derivable en J y se cumple:

of

F'(t) = o

— (@, 1) du(z).
A continuacion, aplicaremos el Teorema C.2.1 a una funcién concreta usada en el Capitulo 4.

Veremos que se cumplen las hipotesis.

Ejemplo C.2.1. Como aplicacion del Teorema C.2.1 veamos que podemos aplicar la Regla de

Leibniz a la funcion f(y,t) = o(z —y,t)g(y) (para x € R™ fijo).

Solucion. Veamos que la funcién f(y,t) para J = R", verifica cada una de las propiedades del
Teorema C.2.1.

8—{(9&,@ en R™.

» En primer lugar, como ¢ € C*°(R" x (0,00)), es claro que existe
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= Por otro lado, para comprobar la segunda propiedad, tenemos que encontrar una funcién
integrable h tal que

W) < n(w)

ot Y, > ny).

Ahora, recordando que ¢ es la solucién fundamental (4.15), obtenemos:

0] = gy ol =g | = |5 (e F 0w )| (©3)

Se trata de ir acotando la expresién anterior, de modo que podamos encontrar la funcién
h que buscamos. Para ello, aplicando la regla de la cadena para derivar (C.3) y tomando

r€R"yte€[a,00) (con a > 0), tenemos:

of n 1 1 ja—y? 1 |z —y[?\ _le=u?
50 <| () wmme )] + g (P ) 00

(3 ) e 00|+ (i )| (e 2 ) 000
(
(
A

IN

IN

wl: wlz

1 1 1 1 |z —y[?\ _le=u?
471')”/2) an/2+1 -1 g(y)‘ + ((471')"/2) Oé”/2+1 ( At € Lo g(y)

s ) o)
| (£58)

VAN

Por tltimo, para terminar de acotar la expresién anterior, vamos a usar la siguiente idea.

Sea w > 0, entonces, veamos que tenemos la siguiente desigualdad:

w 1 1 ., /5
donde a es el minimo de la funcién Le3*/® en (0, 00). Graficamente:

Figura C.1: Gréfica de la funcién u(w) = Le3v/?.
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Todo esto nos permite acotar el segundo término de la expresién C.4 de la siguiente forma:

((47T)n/ian/z+1>‘ (’x ;tyP) e—'ﬁf‘Qg(y)' < (é) (W) 9(y)]

Recapitulando, uniendo todos los resultados anteriores, tenemos que:

‘g—{ (y,t)' < (2(4;)”/2) <an/12+1)lg(y)l + (%) ((4;)“/2) <an/12+1)lg(y)l = Clg(y)|

donde C' es una constante. Por tanto, como por hipétesis g € C(R™) N L>°(R"), tenemos

que g es la funcién integrable que buscabamos. Es decir, h(y) = ¢g(y) y hemos verificado

que se cumple la segunda propiedad.

Por tanto, podemos aplicar la derivacién bajo el signo integral a f(y,t) y escribir:

0

)
at /.. (x —y,t)g(y)dy = . aso(x -y, t)g(y)dy.

Observacion C.1. De modo andlogo al Ejemplo C.2.1 obtendriamos:

02 0?
5 [ o= uatidy = | Seta =00y

C.3. Otros resultados

En el Capitulo 4 presentamos algunos teoremas cuya demostracion requeria de algunos concep-
tos especificos de Teoria de la Medida que se han estudiado en este Anexo. Por tanto, hemos

trasladado su prueba a esta seccion. En primer lugar, recordemos el problema de valores iniciales
o de Cauchy (4.17):

(PC1) = u(x,t) — Au(z,t) =0 en R" x (0,00) (C6)
u(z,0) = g(z) en R”

Tenemos que comprobar que la siguiente expresion efectivamente resuelve (C.6).

u(z,t) = p(z,t) x g(z) = / Pz —y,1)g(y)dy = W /R e gl)dy (xR, £>0).

Teorema C.3.1. (Solucion del problema de valores iniciales). Sea g € C(R")NL>*(R"),

y sea u la definida en (4.18), entonces:
1. u e C®(R™ x (0,00)).

2. u(z,t) — Au(z,t) =0 (z € R", t>0).
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3. lim  w(z,t) =g(xo) (para cada xo € R™, con x € R",t > 0).
(z,t)—(z0,0)

(Ver [2, pp 47, Cap 2, Thm 1]) .

Demostracion. 1. Como ¢(x,t) es la solucién fundamental de (4.1), la cual hemos visto en el
Capitulo 4 que es C*°, entonces We_% es infinitamente diferenciable en R™ x [4, 00) para
cada § > 0. Por tanto, tenemos que u € C*(R"™ x (0, 00)).

2. Ahora, veamos que se verifica la segunda propiedad. Sustituyendo la expresién (4.18) se
tiene:

0 0?

u(z,t) = Az, t) = o | ple—y,t)gy)dy — 5= | el —y,t)gy)dy.
8t R ax R™

Para simplificar la expresion anterior, aplicando los resultados obtenidos en el Ejemplo C.2.1:

0? 0 02
—p(z—y,gy)dy — | ez —y, t)g(y)dy = — oz —y,t) — —p(z —y,t dy.
Rnatwtr Yy, t)g(y)dy Rnaxgwﬂr Yy, t)g(y)dy j&z[atwcr y,t) axgwﬂx Yy, )| 9(y)dy
Como ¢ es la solucién fundamental de la Ecuacién del Calor (4.15), la tltima igualdad se anula

y por tanto:
ur(z,t) — Az, t) = 0.

3. Por 1ltimo, nos queda comprobar que se cumplen las condiciones iniciales del problema.
Como ya se comenté en la Observacion 4.2.1, ¢(z,t), no estd definida para ¢ = 0. Por lo
tanto, al afirmar que wu(z,t) cumple la condicién u(x,0) = g(z) en R", queremos expresar
que tl_llrgl+ u(z,t) = g(x). A continuacién, lo probaremos. Sea xq € R" fijo, y sea ¢ > 0. Como
g € C(R™) por hipétesis, aplicando la definicién de continuidad, se tiene que, podemos elegir
0 > 0, tal que:

9(y) — g(xo)| <€ si |y—xo| <0 (yeR"). (C.7)

d

Ahora, suponiendo que |z — x| < § y teniendo en cuenta que, por el Lema 4.1.1 tenemos

/n o(x —y,t) = 1, entonces:

) = g(a0) = | [ oo~ 9.)g(0) dy = g0
= /;Mx—%ﬂﬂwdy—/zww—yJM@wdﬂ
=:/nﬂw—%ﬂw@%—ﬁmH@4§/‘Mx—%ﬂmw%—ﬂmﬂ@

n

:ié()w@—yxmmn—gmwmy+/ o(z —y,0)g(y) — g(ao)| dy

" —Bs(zo)

=1 + L. (C.8)



C.3. OTROS RESULTADOS 13

Vamos a estudiar cada término por separado.

(I;). Aplicando el Lema 4.1.1 y teniendo en cuenta que Bs(xg) C R™:
/ plr—yt)=1y / ( )90(11 —y,t)dy < / p(z—y,t)dy. (C.9)
n 35 xo n

Se tiene:

[1:/( )w(m—y,t)\g(y)—g(xo)\dyﬁﬁ/ plr—y t)dy =€
Bs(xo

n

. 5 .
2)- ) : - = - = Y
(I3). Por otro lado, veamos que ocurre con Ir. Si [z — 29| < § y |y — 0| > 4, aplicando la

desigualdad triangular, se tiene:
) 1
|y —@ol <y —al + |z —wof <y — 2|+ 5 <y — 2]+ 5y — 2. (C.10)
Despejando |y — 2| en (C.10) y operando, se tiene:
1 1
ly —al 2 ly = 2ol = 5ly — 2ol 2 51y — 2ol = |y — 20| <2y —2].

Recordemos ahora que, por hipétesis, g € C(R™) N L>=(R"), es decir, g es acotada®.

= etr o) gl < 2ol [ el undy

" —Bs(wo)

_lz—yl? ly—xq|?

C C
SC/ cp(x—y,t)dygn—/?/ e A dygn—ﬂ/ e~ ot dy.
R”—B(g(xo) t R”—Bg(a}o) t Rn—Bg(l‘o)

Para resolver la ultima integral, debemos realizar un cambio de variable a coordenadas polares,
que no justificaremos para no extendernos demasiado en la demostracién (Ver [2, pp. 48, Thm

1.3]). Por tanto, I, se reduciria a:
¢ [* 2o
[2 < W/(; e 16ty 1d7" (C.ll)

A partir de (C.11), solo queda ver que ocurre si t — 07 (Recordar Observacién 4.2.1).

c [ 2
lim — e~ 6t Ly,
b

10+ tn/2

El problema esta en introducir el limite dentro de la integral. Este paso esta justificado por el

Teorema?® de la Convergencia Dominada C.2. Por tanto:

C * 2 1 & C 2 1
lim — e 1wer" T dr = lim ——e 16 r™ dr = 0.
t—0+ tn/2 5 5 t—0t tn/Z

2Por tanto existe una constante M > 0, de modo que |g(z)| < M, para todo z € R™.
3No vamos a verificar las hipétesis de este teorema para no hacer demasiado extensa la prueba.
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Recapitulando, si |z — x| < g y t > 0 suficientemente pequeno entonces, uniendo ambos casos

y volviendo a (C.8), tenemos:

lu(z,t) — g(xo)] < 26 <= ( )h'r? )u(x,t) = g(xy) (para cada zp € R", con z € R", t > 0).
z,t)— (0,0

]



Apéndice D
Algunos resultados de Calculo

Definicién D.1. (Derivada direccional). [12, Pdig 3.9, Def 3.2, Cap 3]. Sea Q un abierto
de R" y sea f: Q) — R. Sea v € R" un vector no nulo. Se define la derivada direccional de f

en un punto xo de  en la direccion de v como:

dy f (o) = lim fzo +tv) — flao)

t—0 t

eR

st es que este limite existe.
St f es una funcion diferenciable en x, la deriwada direccional de [ en la direccion de v se

puede expresar como:
of

5 () =V f(x)- v (D.1)

Definicién D.2. (Matriz jacobiana). [12, Pig 3.23, Def 3.6, Cap 3]. Sea Q@ un subconjunto
abierto de R™, xq un punto de 2, y u : Q@ — R™ una funcion diferenciable en xq, entonces, la

matriz asociada

3—;;1(1:0) S%;(xo)
Gem(wg) -+ G (o)

se llama Matriz Jacobiana de u en xg.

Definicién D.3. (Vector gradiente). [12, Pig 3.23, Def 3.6, Cap 3]. Sea Q un subconjunto
abierto de R™, xo un punto de 2, y u : @ — R™ una funcion diferenciable en xq, se denomina

gradiente de u en xg a la siguiente expresion:
ou ou
Vu(xg) = | =—(x0),..., =—(20) | .
(20) 1= () o ()

Definicién D.4. (Soporte de una funcion real [6]). Sea Q2 un subconjunto abierto de R

y sea u : 0 — R™ una funcion real, entonces el soporte compacto de f, es la adherencia del

15
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conjunto de puntos en 2 donde la funcion f no es nula, es decir:

supp(f) = {x € Q : u(x) # 0}. (D.2)

Decimos que una funcion tiene soporte compacto si la adherencia del conjunto donde no es

nula (D.2), forma un conjunto cerrado y acotado.

Definicién D.5. (Derivada débil de una funcion u). [9, Pdg 61, Def 11, Cap 3]. La

funcion v es la derivada débil de u si cumple que:
¢
v(z)p(x)dr = — u( )81’( x)dx, Vo e Cx. (D.3)
R

Que la igualdad (D.3) se satisfaga para toda ¢ € C2° es crucial, porque representa el hecho de
que v se comporta como la derivada (cldsica) de u (en caso de existir) para toda funcién ¢ que

sirva de test.

Definicién D.6. (Producto de convolucion de dos funciones). (Ver [5, Pig 50, Def
3.3]). Dadas dos funciones f y g definidas en todo R", se define el producto de convolucién de
f y g (denotado por f * g) como una nueva funcion que para cada x € R"™ se define como la

integral:

(f * 9)(x / F(& — v)aly) dy (D.4)

D.1. El operador de Laplace

La Ecuacion de Laplace, con la que trabajamos en el trabajo, requiere recordar el concepto de

Laplaciano de una funcién.

Definicién D.1.1. (Laplaciano de una funcién u de clase C?). Sea Q) un subconjunto
abierto de R™, u una funcién de clase C? en , se llama Laplaciano de u, y se escribe Au, a

la siguiente expresion:

0z?

=1

Au(z) = ( ) = div Vu(x) Yu e C*(Q), v € R™. (D.5)

Es decir, la suma de las derivadas sequndas de la funcion u respecto a las n variables.

Sea u € C*(Q), entonces teniendo en cuenta que - (g—) es la derivada débil D.5 de g—;‘i:
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<Au,u>L2(Rn):/nAu-udx: RHV-(VU)-udx:Z/ ai(g;L)udx
' i=1 YR E

"\ Ju  Ou 9

Por tanto:
< —Au,u > gny= / |Vul?dz > 0. (D.7)
Rn
—A es un operador definido positivo. Por tanto, en funcién de (D.6) y (D.7) se puede establecer

la siguiente clasificacion:

1. La soluciones u de (D.8) son conocidas como funciones arménicas.

—Au=0«< Au=0. (D.8)

2. La soluciones u de (D.9) son conocidas como funciones superarmonicas.

—Au>0< Au<0. (D.9)

3. La soluciones u de (D.10) son conocidas como funciones subarmdnicas.

—Au <0< Au>0. (D.10)

D.2. Formulas de Green

Definicién D.2.1. (Primera identidad de Green). [2, pp.628, Thm.3.2]. Sea Q un dominio

para el cual se cumple el Teorema 3.1.1 y sean u,v € C*(Q) N C?(Q) funciones

/dz’vw:/v~Audx+/Du-Dvd:c:/ v~@ds. (D.11)
Q Q Q oo OV

Definicién D.2.2. (Segunda tdentidad de Green). [2, pp.628, Thm.3.3]. Sea Q2 un dominio

para el cual se cumple el teorema 3.1.1 y sean u,v € C*(Q) N C2(Q) funciones

ou ov
/Q (vAu—uAv)da::/m <v-%—u-$)ds. (D.12)
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D.3. Coordenadas Polares

Teorema D.3.1. (Coordenadas Polares).[2, pp.628, Thm.4].

n Sea f:R" — R una funcion continua e integrable:

79 [ )

para todo xy € R™.

= Fn particular:

para todo r > 0.



Apéndice E
Funcion Gamma

Para la elaboracién de este apéndice se ha consultado [5, Cap 4]. La funcién Gamma tiene
una presencia inherente en el calculo de integrales multiples y en estadistica. Representa una
generalizacién de la funcion factorial de un nimero natural y también se utiliza en la definicién

de otras funciones especiales de la Fisica Matematica.

Definicién E.1. (Funciéon Gamma). [5, Pdig 65, Cap 4, Def 4.1]. Dado z > 0, se define la

funcion Gamma de z como la integral

+oo
['(z) = / et dt.
0

Proposicién E.1. (Propiedades). A continuacion se detallardn algunas propiedades funda-

mentales de la funcion Gamma.

1. I'(z) estd bien definida:

1 +o0 1 +o0
1 ~
['(z) :/ ett“dt+/ e 't lat g/ t“dt+01/ e 2t = —4+2C1eT < +oo.
0 1 0 1 Z
Donde se ha utilizado que existe una constante Cy > 0 tal que

e < Clet? > 1.

2. Para z =0 la integral es divergente:

400 1
L") = / e"'tTdt > e / t71dt = e Jlog t[!=} = +o0.
0 0
+oo
3. T(1) :/ etdt = | — e I=55® = 1.
0

19
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4. Integrando por partes, obtenemos:
+00 “+o0o
I'(z+1)= / e Mdt = | — e IS + / ze "t dt = 2 - T(2),
0 0

para cada z > 0.

5. A partir de las propiedades anteriores, con z =n € N, tenemos que:

I'n+1)=n-T'n)=n-(n—1)-I'h—1)=..=n-(n—1)-...-1-T'(1) =n!

+oo
6. S12>0,T(z) = 2/ e s ds.

0
Se comprueba realizando el cambio de variable t = s* en la integral que define T'.

r (%) - (E1)

Utilizando la propiedad anterior, el valor de esa integral impropia no se puede calcular

directamente. Sin embargo, si se puede hallar utilizando el siguiente “truco”:

O (o) ([ 7o) [ e

+oo  pm/2 —r2 |r=+00
= / / rdfdr = — -6
0 0 2 2

donde se ha realizado el cambio a coordenadas polares t = rcos(6), s = rsin(f). Se tiene

47

r=0

el resultado sin mds que despejando de la expresion anterior.

8. Como consecuencia de las propiedades 4. y 7., se tiene
f(3Y Cp () (L) VA
2 2 2 \2 2
f(BY (3L Z 3 (3) A
2 2 2\ 2 4
N AT I I AN
2 2 2 \2 8

Hemos visto que la definicion de T'(z), en principio, tiene sentido para z > 0.

E.1. Otros resultados

A modo de Ejemplo, desarrollaremos la prueba del Lema 4.1.1 citada en el Capitulo 4, en la

cual utilizaremos la funcién Gamma para llegar al resultado.
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Lema E.1.1. (Masa de la solucion fundamental).[2, Pdg 46]. Sea ¢(x,t) la solucién
fundamental de la Ecuacion del Calor (4.15), sea x € R™, para cada t > 0:

/;wwjﬂle. (E.2)

Demostracion. Para resolver la integral (E.2) se realizard el siguiente cambio de variable:

x
z2=—-.
2Vt

Teniendo en cuenta que x € R" y t > 0, dv = dz, ..., dx,
dxy, ..., dz, = dz12V/1, ..., dz,2Vt = dx = (2V/1)"dz.

Aplicando el cambio, la integral se reduce a:

1 |2 2ntn/2 9
e = ——— [ efirde= - [ g
/ﬂm)xMWW@etx(mw/f ©

1 v [T
— Il et (E:3)
7-[-TL
i=1Y 7>

Para continuar a partir de (E.3), se hard uso de la funcion Gamma. En primer lugar, para

poder usar dicha funcion, tenemos que hacer el siguiente cambio de variable:

1/2

1
u=z2 = 2z = (u)"'? = dz = §u_1/2du

“+o00 9 —+o0 ) o0 1 [e’e]
/ e Fidy =1 2/ e “idz; = 2/ e (—u_1/2du) = / e~y 2 du.
—o0 0 0 2 0

A partir de la Definicién E.1 y aplicando la propiedad (E.1) se tiene:

+00 e oo . —1/2 1 12
e Fidz = ety du=T (=) =n"'°
—o0 0 2

Por tanto:

d o 1 - e —‘22|d _ 1 1/2 1/2 _71—"/2_1
ngp(m,t)x—ﬂn/gl—ll - e % zi_m(ﬂ + ...+ )—m— .

. .7 — 2
I Aplicando que la funcién e~% es par.
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