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Resumen

En este trabajo, se presenta la estrecha relaciéon que existe entre algunas funciones diferenciables
y la estructura de la variedad diferenciable en la que se definen. Dichas funciones diferenciables
seran definidas bajo el nombre de funciones de Morse, en honor a Marston Morse. En concreto, se
centrard la atencion en los puntos criticos y sus entornos, siendo el lema de Morse el resultado mas
destacado en este &mbito. Se profundizard sobre la existencia de funciones de Morse, desprendiéndo-
se en el camino grandes resultados como el teorema de Sard y conceptos clave como la cercania
entre funciones diferenciables o los conjuntos de medida cero. Seguidamente, se introducirdn las
nociones de campo vectorial gradiente, curva integral y secciéon de una variedad diferenciable; las
cuales son esenciales para presentar dos teoremas denominados fundamentales por su capacidad
para relacionar las distintas secciones de una variedad diferenciable. Se culminara con el corolario
de descomposicién, el cual afirma que cualquier variedad diferenciable es difeomorfa a un complejo
de asas.

Palabras Clave: Variedad diferenciable, Teoria de Morse, Funcién de Morse, Complejo de asas.

Abstract

This work is devoted to investigate the relationship between some differentiable functions and the
structure of the differentiable manifold where they are defined. Those differentiable functions will
be defined as Morse functions, in honor of Marston Morse. One of the main subjects of study
are going to be critical points and their neighbourhoods, where Morse lemma is undoubtedly the
most important result. Existence of Morse functions will be analyzed on detail, reaching on the
path some major results as Sard theorem and key concepts as the closeness between differentiable
functions and sets of measure zero. Next, it will be introduced the notions of gradient vector field,
integral curve and section of a differentiable manifold; which are essential to present two funda-
mental theoremas, so called because they relate any two sections of a differentiable manifold. It
will culminate with the corollary of descomposition, which claim that any differentiable manifold
is diffeomorphic to a handlebody.
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Introduccion

Contexto historico

Su gran influencia en el mundo de las matematicas y el contenido de este trabajo, hacen imprescin-
dible unas breves palabras hacia a Marston Morse y sus aportaciones. Tomaremos como referencia
el articulo de R. Bott [4]. Marston Morse nacié en 1892, sin embargé no fue hasta 1925 que pu-
blicé su articulo Relations between the critical points of a real function of n independent variables®
y empez6 a desarrollar lo que hoy en dia conocemos como teoria de Morse; hasta entonces, ya
habia presentado grandes resultados relativos a geodésicas. Lo que en el presente conocemos como
funciones de Morse, eran denotadas por él mismo como funciones no degeneradas, a partir de las
cuales desarrolla toda su teoria. La comunidad matematica contintia fascinada con las desigualda-
des planteadas por Morse en su trabajo, actualmente conocidas como desigualdades de Morse, y
que relacionan los nimeros de Betti con la cantidad de puntos criticos y sus indices. Gran parte
de los resultados geométricos necesarios para demostrarlas estdn incluidos? en este escrito, aunque
se ha preferido centrar la atencién en las funciones de Morse. Las personas familiarizadas con la
teoria de Morse notaran que la que aqui se presenta es una version reducida a espacios de dimen-
sién finita, y es que la fuerza motriz de Morse a partir de [17] fue ampliar todo este conocimiento
a casos infinito-dimensionales, tarea que realiz6 de manera realmente fructifera.

Contenido
A continuacién, un breve resumen de cada uno de los capitulos que componen este trabajo.

e Capitulo 1: En primer lugar, veremos algunas definiciones bésicas e indispensables para el
posterior contenido. Empezando por concretar qué es una variedad diferenciable, esta es la
primera gran bifurcacién con respecto a la mayor parte de la bibliografia proporcionada, en
este trabajo manejaremos variedades diferenciables abstractas, en las cuales es caracteristica
la ausencia de restricciéon sobre la procedencia de los puntos de la misma. Los siguientes
conceptos de geometria diferencial, seran definidos con un enfoque principalmente intrinseco,
y acompanados con algunas observaciones para observar su comportamiento en las distintas

Wéase [17].

2Los teoremas fundamentales juegan un papel esencial, véase la seccién 3.3. La formulacién de los teoremas
fundamentales aqui expuesta, en categoria de difeomorfismos, no se presenta hasta los anos 60 de mano de Smale,
tal y como indica R. Bott [4] pdg 924.



Introduccién

cartas. Por tltimo, se hard una breve introduccién de las herramientas topoldgicas necesarias
para el estudio de funciones de Morse.

Capitulo 2: En este capitulo analizaremos extensamente las funciones de Morse, sus puntos
criticos y su existencia. Empezaremos con una breve definicion de qué es una funcion de Morse
y algunos ejemplos. Seguidamente, enunciaremos y demostraremos varios lemas previos y
necesarios al lema de Morse, entre los cuales destaca el lema de Hadamard. A continuacién,
veremos qué son los conjuntos de medida cero en una variedad diferenciable, siendo estos el
eje central del teorema de Sard, el cual se demostrara con todo lujo de detalle. Para culminar
la seccién, estudiaremos en profundidad la existencia de funciones de Morse.

Capitulo 3: Llegando al final de este trabajo, se presentaran las nociones de campo vec-
torial gradiente, curva integral y seccion de una variedad diferenciable. La divergencia mas
grande con respecto a la literatura tradicional se encuentra en la definicion de campo vecto-
rial gradiente, evitando anadir mas complejidad de la necesaria. Todo lo visto hasta ahora
convergerd en dos teoremas que relacionan las distintas secciones de una variedad diferencia-
ble, para juntos formar el corolario de descomposicién, que asegura que cualquier variedad
diferenciable compacta es difeomorfa a un complejo de asas.

Convenios y notacién

Es posible que el lector esté acostumbrado a ciertas convenciones y notacién, a continuacién,
exponemos algunos de los més relevantes en el escrito.

Durante todo el escrito se asume que trabajamos con espacios topoldgicos conexos?, Haussdorf
y que verifican el segundo axioma de numerabilidad.

Cuando se hable de aplicacién o funcién diferenciable, siempre seréd de clase C*°.

Siempre que no se diga lo contrario, variedad diferenciable se referird a variedad diferenciable
sin borde.

A no ser que se diga lo contrario, la estructura de variedad diferenciable de un abierto serd
la heredada.

Nos referimos a R™ como el espacio euclideo real de dimensién n, siendo esta dimension
arbitraria en caso de no especificarse lo contrario.

Por ltimo, cabe destacar el desuso del criterio de Einstein?, esto es debido a la inexistencia
de largas y recurrentes expresiones que lo requieran.

3No es absolutamente necesario disponer de la conectividad para definir correctamente una variedad diferenciable,
sin embargo, habria que ser mucho méas cuidadoso en todas las definiciones ligadas a la misma. Lo mismo ocurre con
la condicién de ser Haussdorf y cumplir el segundo axioma de numerabilidad. La razén para tales imposiciones se
debe a su uso en multitud de demostraciones.

1Véase [10] pag 18.



Capitulo 1

Definiciones Basicas

A continuacién presentamos algunas definiciones bésicas; las acompanaran algunas observaciones
que el autor ha considerado necesarias para la comprension de este y posteriores capitulos.

1.1 Geometria diferencial de una variedad

En primer lugar y como es evidente, se dard una definicién formal de variedad diferenciable y apli-
cacién diferenciable, siendo conveniente advertir al lector sobre los muchos cambios' que sufren
segun la bibliografia consultada, en nuestro caso, el punto de partida son las variedades diferencia-
bles abstractas. Seguidamente precisaremos algunos conceptos esenciales ligados a estas, para los
cuales se ha decidido tomar un enfoque principalmente intrinseco. Las referencias méas utilizadas
seran los libros de J.M. Lee [10] y F.W. Warner [22] aunque, hacia el final del capitulo haremos
referencia a otros como el de J.W. Milnor [14].

1.1.1 Variedades diferenciables

Definicién 1.1.1. (Variedad diferenciable) Dado M un espacio topolégico Hausdorff verifican-
do el sequndo azxioma de numerabilidad.

(1) Sea U un abierto de M, se llama carta a cualquier aplicacion x : U — R™, de manera que,
z(U) es un abierto de R™ y x es un homeomorfismo de U en su imagen. A U se le llama
dominio de carta y al par (U, x) entorno coordenado.

(2) Dos entornos coordenados (U,x) y (V,y) se dicen compatibles si los subconjuntos (U NV)
e y(UNV) son abiertos de R™ y la aplicacion

zoy t:y(UNV)CR" - z(UNV)CR",

es un difeomorfismo.

'El famoso teorema de inmersién de Whitney es el encargado de unificar la gran mayorfa de estos cambios, véase
[10] Theorem 6.15.



1. Definiciones Bésicas

(8) Un conjunto de entornos coordenados A = {(U;, x;) bicr se llama atlas sobre M, si cualesquiera
dos cartas coordenadas de A son compatibles, y ademds, U;ctU; = M

(4) Dos atlas Ay y Az, son atlas equivalentes si Ay U Az es también un atlas sobre M.
(5) Un atlas A se dice atlas mazximal si no puede incluirse en ningin otro.

(6) Se dice que M tiene estructura de variedad diferenciable, si se le puede® dotar de un atlas
maximal A. De esta manera, se denomina variedad diferenciable al par (M,A), y n a su
dimension.

Observacion 1.1.1. Tanto en esta definicion como en el resto del escrito, se hablard de funciones
diferenciables y difeomorfismos para referirse, a funciones diferenciables y difeomorfismos de clase

.

Observacién 1.1.2. Si imponemos el conjunto H" = {(t1,...,t,) € R™ : t, < 0} en vez de R"
como el codominio de las cartas de una variedad diferenciable, obtenemos las variedades di-
ferenciables con borde. El borde de dicha variedad OM corresponde al conjunto de puntos de
OH" a través de cualquier carta, siendo sencillo comprobar® que, OM tiene estructura de variedad
diferenciable de dimensién n — 1. Llamamos interior* de una variedad diferenciable con borde a
M~ OM, que tiene estructura de variedad diferenciable de dimension n.

Siempre que no se especifique, se hablard de variedades diferenciables sin borde, aunque, muchas
de las construcciones que hacemos a continuacion pueden ser ampliadas a variedades diferenciables
con borde.

Observacion 1.1.3. Dada una variedad diferenciable (M, A), la definicion de atlas mazimal nos
mwita a pensar en €l, como el conjunto de todos los entornos coordenados compatibles entre si.
Es decir®, cualquier entorno coordenado (V,y) compatible con todos los de A, pertenece a A.
Este resultado es inmediato, aplicando los apartados (3), (4) v (5) de la definicion 1.1.1. De esta
interpretacion se desprende que, cualquier atlas de M esta contenido en un inico atlas maximal.

Observacién 1.1.4. Dada una variedad diferenciable (M, A), cualquier abierto U puede dotarse
con estructura de variedad diferenciable, con la topologia heredada y el atlas maximal

A ={(({UNU), zi|weow,)) : (Ui, i) € A} (1.1)

Al hablar de (U, A") diremos que tiene la estructura de variedad diferenciable heredada® de
(M, A), y en caso de no especificar lo contrario, se supondrd que cualquier abierto estd equipado
con dicha estructura.

2Esta tarea no siempre es posible, véase [9]. En algunas ocasiones, al mismo espacio topoldgico se le puede dotar
de varias estructuras de variedad diferenciable, véase [12].

$Véase [10] Proposition 1.38.

4También denotado por M°

®Véase [10] pag 13.

5Véase [22] 1.5 Examples, (e).



1.1. Geometria diferencial de una variedad

Observaciéon 1.1.5. Consideremos una variedad diferenciable (M, A) y un entorno coordenado
(U,z) de A en p, entonces

z:U—=R"
z(q) = (1(q), 22(q); -, T0(q)) -

Denotamos sistema de coordenadas local’ a la n-tupla de funciones (1,2, ...,7,), siendo
evidente que cada una de ellas es continua en U. En el caso de los espacios euclideos, es posible
definir una unica carta global, la identidad, para la que reservamos la letra t. Al entorno coordenado

(R, t) lo llamaremos candnico®.

1.1.2 Aplicaciones y funciones diferenciables

Definicién 1.1.2. (Aplicacion diferenciable) Sean (M, Ay) y (Ma, As) dos variedades diferen-
ciables de dimensiones n y m respectivamente. Una aplicacion f : My — Moy se dice diferenciable
en un punto p € My, si para todo entorno coordenado (U, x) de Ay en p, y todo entorno coordenado
(V,y) de As en f(p), resulta que la aplicacion

yofox ' z(U)CR" —y(V)CR™,

es diferenciable. De esta manera, f serd diferenciable en My silo es para todo p € M. Al conjunto
de aplicaciones diferenciables de My en My se le denota C*°(My, Ma).

Observacion 1.1.6. Con la misma notacion que en la definicion 1.1.2, el conjunto C°° (M, M)

tiene estructura de anillo para la suma y el producto de funciones’.

Observacion 1.1.7. Sea (My,. A1) una variedad diferenciable. Se reservard la palabra funcion para
designar a las aplicaciones f : M1 — R vy, al conjunto de funciones diferenciables se le denotard
por C*(My).

Definicién 1.1.3. (Difeomorfismo) Sean (M, A1) y (Ma, As) dos variedades diferenciables y
[ My — Ms una aplicacion entre ambas. Diremos que f es un difeomorfismo, si es una aplicacion
diferenciable, biyectiva y de inversa también diferenciable.

Observacién 1.1.8. En inmediato'® comprobar que, cualquier carta del atlas mazimal de una
variedad diferenciable, es un difeomorfismo sobre su imagen.

1.1.3 Vectores y espacios tangentes

Definicién 1.1.4. (Derivadas parciales) Sean (M, A) una variedad diferenciable, p € M y
(U,z) un entorno coordenado de A en p. Para cada i € {1,...,n}, se llama derivada parcial i-
ésima al operador

a o0 o0
gy C(0) = 02 (),

"Véase [10] pag 15.

8Véase [22] 1.5 Examples, (a).
9Véase [10] Exercise 2.1.

10V éase [10] Example 2.14, (b).



1. Definiciones Bésicas

que queda definido por

of
8@-

- <a‘l)p<f>,

(L) o)z

<6:8xi>p(f) - W

Definicién 1.1.5. (Vector tangente) Sean (M, A) una variedad diferenciable y p € M. Denota-
mos D al conjunto de funciones diferenciables en un entorno de p, y definamos la siguiente clase
de equivalencia para cualesquiera f,g € D

stendo

z(p)

ng e 3W:f‘w=g|w,

donde W es un entorno de p. Cada clase de equivalencia se conoce como germen. Un vector
tangente en p es una derivacion lineal de D/ ~ en R, es decir, cualquier operador que cumpla

(1) o([f + Agl) = v([f]) + Av((g]) -
(2) v(lf9]) = f(p)o(lg]) + g9(p)o([f]) -

para cualesquiera f,g € D y A € R.

Observacién 1.1.9. El conjunto de gérmenes D/ ~ forma un dlgebra sobre R para la suma y
producto de funciones, siendo esta una de las muchas ventajas que D no posee, y por lo cual se ha
decidido hacer uso de ellos para la definicion de vector tangente!®.

Cabe destacar una sequnda forma intrinseca de definir los vectores tangentes, la cual serd wutil
a lo largo del escrito'?. Recuperando las notacion de la definicion 1.1.5 y dado € > 0, cada vector
tangente en p estd definido por una curva o € C°(I, M) con a(0) =p e I = (—¢,¢€), en concreto,
por un operador

a'(0): D) ~—R
d(f o)

YO = TG

siendo sencillo comprobar que estd bien definido y no depende del representante del germen. FEsta
definicion tiene como principal ventaja, el ser geométricamente mas intuitiva, sin embargo, es.

Por dltimo, a menudo los vectores tangentes actuardn sobre f € D refiriéndose a [f] € D/ ~,
con el fin de aliviar la notacion.

"Para una discusién més detallada sobre el uso de los gérmenes, véase [10] pag 71 y [22] pag 12.
1230bre la equivalencia de las definiciones, véase [10] Proposition 3.23.



1.1. Geometria diferencial de una variedad

Observacion 1.1.10. Partiendo de las mismas hipdtesis de la definicion 1.1.5 y dado un entorno
coordenado (U,z) de A en p. Cada vector tangente'® o/(0), admite una definicion local como

o'(0) = zn: (ai,)p d;f

=1

)
0
stendo x;oa = ay. Haciendo uso de la observacion 1.1.9, un cdlculo directo muestra la equivalencia
entre esta y la definicion 1.1.5 en U.

Definicién 1.1.6. (Espacio tangente) Sea (M, A) una variedad diferenciable y p € M. El
espacio tangente T,M, se define como el R-espacio vectorial de vectores tangentes en p.

Observacion 1.1.11. Partiendo de la misma notacion que en la definicion 1.1.5. Definimos K
como el conjunto de curvas o € C*°(I, M) tales que a(0) = p. Ahora definimos la siguiente relacion
de equivalencia

d(foa)

~ [ &&= —
o~ f di

_d(fop)

. dt

0

para cualesquiera o, 3 € K y f € D. Entonces, y de manera alternativa, el espacio tangente T, M
se define como el conjunto de vectores tangentes generados por los representantes de K/ ~. Como
hemos dicho en la observacion 1.1.9, no es facil comprobar que esta definicion es equivalente!® a
1.1.6.

Para terminar y al igual que con los gérmenes de la definicion 1.1.5, se usard o'(0) € T,M
para referirse a la clase de equivalencia o) (0) € T,M y ast, aliviar la notacidn.

Observacion 1.1.12. Haciendo uso de las premisas de la definicion 1.1.6. Una definicion local y
un tanto mds algebraica de T, M, es el R-espacio vectorial real generado por la base

r={(55), ().}

a la cual denotaremos base candnica de (U, xz) en T, M. Probar que la definicion 1.1.5 y esta son
equivalentes'®, no es un trabajo trivial.

Definicién 1.1.7. (La diferencial) Sean (M, A1) y (M2, A2) dos variedades diferenciables y
p € M. La diferencial en p de cualquier aplicacion f € C°°(My, Ms), se define como la aplicacion
lineal'®

dfp : TpM — Tf(p)N
dfp(a’(0)) = (f 0 @)(0).

13No es necesario restringir los elementos de D a tinicamente las funciones diferenciables en un entorno que contenga
a U, esto se debe a que siempre es posible escoger un representante de D/ ~ que cumpla dicha condicién, véase [22]
péag 11.

4Para una idea sobre la demostracién véase [10] pag 72

15Véase [10] Proposition 3.15.

16yéase [10] Proposition 3.6 para estudiar esta y otras propiedades de la diferencial.




1. Definiciones Bésicas

Observacién 1.1.13. Al igual que con los conceptos anteriores, existe una definicion local de la
diferencial, con los mismos supuestos de la definicion 1.1.7 y suponiendo que las dimensiones de
las variedades diferenciables son n y m respectivamente, tomemos un entorno coordenado (U, x)
de Ay en p y otro (V,y) de Az en f(p). Sea v € T,M, debido a la observacion 1.1.12, éste puede
definirse localmente como

-\ 0)

con v; € R para cualquier i € {1,...,n}. Entonces, es un mero ejercicio de cdlculo observar que en
U yV, la diferencial de f en p es

dprM%Tf()N

of;
dfy(v Z Z <8y] > 8sz

=1 j=1

donde f; = yjo f. Ahora, un concepto estrechamente relacionado con la diferencial de manera local
es la jacobiana, en los entornos coordenados (U,z) y (V,vy), la definimos como

J : C°°(My, My) — C*°(My, Ma)™"
af;
j - < ]> )
() 9%i ) 1<j<m1<i<n

que en caso de tomar como bases de TyM y Ty, N las candnicas, se verifica que

T ()lpv = dfp(v).
Por dltimo, en el caso particular My = R, la diferencial queda equivalentemente'” definida como

df, : T,M — R
dfp(v) = v(f) .

1.1.4 Campos vectoriales y 1-formas diferenciales

Definicién 1.1.8. (Campo vectorial) Sea (M, A) una variedad diferenciable. Al conjunto TM =
UpemIpM lo denominamos fibrado tangente de la variedad y de modo natural definimos la
proyeccion w : TM — M que hace corresponder a cada vector tangente, el punto al que es tangente.
Se define una seccion del fibrado tangente como cualquier aplicacion X : M — T M que verifica
noX = Idy. Sila aplicacion X es diferenciable®, la llamaremos campo vectorial, y al conjunto
de estos, lo denotaremos por X(M)

17Véanse [10] pag 284 y [22] pag 16.
18V/éase [10] Proposition 3.18 para dotar a TM de estructura de variedad diferenciable de dimensién el doble de

(M, A).



1.1. Geometria diferencial de una variedad

Observacion 1.1.14. Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n y (U, x) un entorno
coordenado de A. Un campo vectorial X € X(M) se puede definir localmente en U como

"0
Xz;amixi,

donde X; € C*(U) para todo i € {1,...,n}. Basta usar la observacion 1.1.12 para demostrar que
la definicion 1.1.9 y esta son equivalentes.

La siguiente, es una operacion recurrente entre campos vectoriales.

Definicién 1.1.9. (Corchete de Lie) Sean (M, A) una variedad diferenciable y X,Y € X(M).
Definimos el campo vectorial [X,Y] que llamaremos corchete de Lie de X e Y por

(X, Y]p(f) = X (Y () = Y[,(X(£)),
dondepe M y f € C®(M).

Observacion 1.1.15. Con la misma notacion de la definicion 1.1.9, es comun ver campos vecto-
riales actuando sobre funciones diferenciables, dicha operacion se caracteriza por

X(f)’p:X|p(f)-

Sabiendo esto, es sencillo comprobar que el corchete de Lie de cualesquiera dos campos vectoriales,
es efectivamente, un campo vectorial.

Pasamos a presentar las 1-formas diferenciales, un concepto estrechamente ligado a los campos
vectoriales.

Definicién 1.1.10. (1-forma diferencial) Sea (M, A) una variedad diferenciable, denotamos
espacio cotangente de la variedad en el punto p a Ty M, el espacio vectorial dual de TpM.
Los elementos de Ty M se denominan covectores, y al conjunto T*M = Upepy Ty M lo llamamos
fibrado cotangente de la variedad. Si definimos la proyeccion 7w : T*M — M que hace corres-
ponder a cada covector, el punto en el que se aplica, entonces, se define una seccion del fibrado
cotangente como cualquier aplicacion w : M — T*M que verifica mow = Idys. Si la aplicacion
w es diferenciable!, la llamaremos 1-forma diferencial, y al conjunto de estos, lo denotaremos

por A1 (M)

Observacién 1.1.16. Dada una variedad diferenciable (M, A) de dimension n, p € M y un
entorno coordenado (U,x) de A en p . En primer lugar observamos que {dx;,};", es una base
dual?’ de Ty, M y por tanto cualquier covector z € Ty M puede escribirse en U como

n
z= deipzi , (1.2)
i=1

19V éase [10] Proposition 11.9 para dotar a T* M de estructura de variedad diferenciable de dimensién el doble de
(M, A).

2ONétese que, por la observacién 1.1.12 dicha construccién tiene sentido.



1. Definiciones Bésicas

con z; € R para cualquier i € {1,...,n}. Ahora, sea f € C>°(M), el estudio de las 1-formas
diferenciales localmente, se basa en el operador
df - M —T*M
df(Q) = de7
siendo sencillo®", por la observacion 1.1.13 vy teniendo en cuenta que los campos vectoriales son

aplicaciones diferenciables, comprobar que df € Ai(M). Como consecuencia directa de este hecho
y recordando (1.2), cualquier 1-forma diferencial actia en U como

n
w = E drw; ,
=1

donde w; € C*(U) para cualquier i € {1,...,n}.

Observaciéon 1.1.17. Con las mismas premisas que en las observaciones 1.1.16 y 1.1.14, los
conguntos X(M) y A (M) pueden definirse localmente como C°°(U)-espacios vectoriales de bases

0 0
Bl = {aajl, ceny axn} Yy BQ = {d.’,(}l,...,dxn}

respectivamente. Denotaremos a dichas bases las canonicas del entorno coordenado (U, x). A dife-
rencia de la observacion 1.1.12 y haciendo uso de la misma, es un ejercicio rutinario demostrar
la equivalencia de esta definicion y las dadas anteriormente.

1.1.5 Hessiana y puntos criticos

Definicién 1.1.11. (Operador hessiano) Sea (M, A) una variedad diferenciable de dimension n.
Para cualquier p € M y (U, x) entorno coordenado de A en p. Dada cualquier funcion f € C°(M).

(1) El punto p se dice punto critico de f, si df, no es sobreyectiva, o lo que es equivalente, la
1-forma diferencial df es nula en p, en caso de no ser un punto critico se dice punto regular.
q € R se dice valor critico si existe r € M punto critico con f(r) = q, cualquier q que no es
valor critico se dice valor regular.

(2) Suponiendo que p es un punto critico de f. Definimos el operador hessiano como la siguiente
aplicacion bilineal y simétrica

d*fy: T,M x T,M — R
& fo(v,0) = V(W (f))lp,

donde V' y W representan extensiones de los vectores tangentes a campos vectoriales, en los
que V|, =v y W|, = w.

21V éase [10] Proposition 11.18.
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1.1. Geometria diferencial de una variedad

(3) Sea G el conjunto de subespacios de T,M en los cuales d2fp es definida negativa. Definimos
el tndice de d*f, en p como

maz{dim(K) : K € G} .
(4) Sea W el conjunto de v € T,M, para los que d*f,(v,w) = 0 para cualguier w € T,M. Se define
la nulidad de d*f, en p como la dimension de W.

(5) Suponiendo que el punto p es un punto critico de f, diremos que ademds es no degenerado,
si la nulidad de d*f, en p es 0.

Observacion 1.1.18. Normalmente denotaremos al indice y la nulidad de dzfp en p, simplemente
por el indice y la nulidad de f en p.

Observacion 1.1.19. Con las mismas premisas de la definicion 1.1.11, demostraremos que la
definicion dada en (2) es coherente consigo misma. Es decir, que dzfp estd bien definida y es
stmétrica, empecemos notando que

VWl =WV + V. Wlp(f) =0,

donde [V, W] es el corchete de Lie de V- y W. Ahora, al ser p un punto critico de f se verifica (1),
y en consecuencia df ,([V,W]|p) = [V, W]|,(f) = 0, lo que implica

VW)l =WV (),

dejando en evidencia que d2fp es simétrica y lo que es mds importante, no depende de la extension
escogida para los vectores tangentes, y por tanto estd bien definida. St ahora tenemos en cuenta la

observacion 1.1.12
Zn 0 Zn 0
v <8l‘i>pvi yow= <8xi>pwi

i=1 =1

y por ejemplo, tomando las extensiones

"0 "0
Vzizgaxivi y Wzizl(%iwi

donde para cualquieri € {1,...,n}, W; denota la funcidn constantemente w;, al igual que V; denota
la funcion constantemente v;. Se tiene que

Bhyvw) = 3 vy 2
P = J 8x18:1:]
3,j=1 p

De este modo, definimos la hessiana en el entorno coordenado (U, x) como

2

H : C%(M) — C™°(M)"

[
H(f) = <agjial'j>1§i,j§" .

11



1. Definiciones Bésicas

Tomando como base de T, M la candnica, se verifica que
wH(f)],v= d? f(v,w).

Notese que para definir correctamente d2fp, hemos hecho uso de la condicion de p como punto
critico de f, es por eso, que la hessiana solo estd definida en estos®?.

Observacién 1.1.20. Con las mismas hipotesis de la definicion 1.1.11 y, junto a la observacion
1.1.13, es un mero ejercicio de cdlculo demostrar que ser punto critico de f es equivalente a

of| _  _ of

p

P

en el entorno coordenado (U,x). A continuacion, mostraremos las definiciones locales de indice,
nulidad y no degeneracion; probar que son equivalentes a las dadas es inmediato si elegimos una
base adecuada de T,M para expresar d2fp. En primer lugar, en el entorno coordenado (U, x), el
indice de f es equivalente a la cantidad de autovalores negativos de H(f) |p y la nulidad de [ es
equivalente a la cantidad de autovalores nulos de la misma matriz. Por iltimo, en el mismo entorno
coordenado, f es no degenerada si y solo si la matriz H(f) |p es no singular.

Observacién 1.1.21. Sean (M;, A1) y (M2, A2) dos variedades diferenciables de dimensiones n
y m respectivamente. Fxiste la posibilidad de extender el concepto de punto critico a cualquier
aplicacion f € C®°(My, My). Esto nos serd de gran utilidad en futuras secciones, en particular
para el teorema de Sard®*3. De manera similar a (1), diremos que un punto p € M es un punto
critico de f, si df, no es sobreyectiva. Ahora, existe un caso local de especial interés®*
entonces

, St m=mn,

p es punto critico de f <= det(J(f)) =0,

donde la jacobiana se ha tomado con respecto a dos entornos coordenados cualesquiera (U, x) de
Ay enp y (V,y) de Az en f(p). Los términos punto reqular, valor reqular y valor critico, se usan
de manera andloga a (1).

Para finalizar, el conjunto de puntos criticos es cerrado, esto se debe a que la funcion

h:U—R
h(p) = det (J(F)lp(J())Ip)") »

es continua, independientemente de los entornos coordenados con los que se construya la jacobiana,
y los ceros de la misma son los puntos criticos de f.

1.2 Topologia de una variedad

Esta seccion es una breve introduccién a algunas de las tipicas herramientas topoldgicas, para el
estudio de las funciones de Morse. Seguiremos esencialmente el libro de Y. Matsumato [11].

22V éanse [14] pag 4 v [11] pag 42.
Z3Véase la seccién 2.4.
2V éase [11] pag 48.
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1.2. Topologia de una variedad

Definicién 1.2.1. (Adhesion de una A-asa® ) Sea (M,.A) una variedad diferenciable con borde
de dimension n. Denotamos por disco de dimension k € N y radio r € R al subespacio topolégico
de R*

DF = {x e RF||z]| < r} :
y X-asa, con X\ < n al subespacio topoldgico de R* x R™~A
er =D x DA,

Llamamos A al indice de la asa. La accion de adherir una A-asa a (M, A) consiste en definir una
aplicacion diferenciable

@:0D} x DY — OM .

e identificar, en la unién disjunta M Ue>, los puntos de aDi\ X Di‘fm con los de su imagen a través
de h. A la variedad diferenciable con borde resultante de esta accion la denotamos por M U, et

/
|
A aD: x D? aD} x D?
) T
AN

N

Figura 1.1: Adhesién de una 1-Célula®® .

Observacion 1.2.1. Son varias las observaciones que debemos hacer de la definicion 1.2.1, con
la misma notacion:

(1) Para aliviar la notacion, en caso de referirnos a un disco de radio 1 y dimension A, lo haremos
por simplemente D>.

(2) En el caso A\ =0, fijamos D° como un punto y DY como el vacio.

2°Es de suma importancia conocer la procedencia de este concepto; gran parte de la bibliografia presentada y
disponible sobre teoria de Morse esta escrita o traducida al inglés, cuando nos referimos a asa, hacemos alusién a
handle o thickened cell pero en ningin caso a cell, para mas informacién véase [11] 4.2.a.

26La adhesién se realiza sobre una variedad diferenciable de dimensién 3. Sobre la notacién, véase [19]

13



1. Definiciones Bésicas

(8) D> tiene estructura de variedad diferenciable con borde. Hasta ahora no se ha usado ninguna
aplicacion diferenciable entre variedades diferenciales con borde, sin embargo, su definicion®’
es andloga a la ya descrita para variedades diferenciales sin borde.

(4) No es trivial el proceso sequido para dotar a M U, e de estructura de variedad diferenciable
con borde, ya que a priori M U, e tiene esquinas®® formadas al identificar los puntos con la
aplicacion .

Como extensién de esta definicién tenemos los complejos de asas.

Definicién 1.2.2. (Complejo de asas)
(1) El disco D™ es un complejo de asas de dimension m.
(2) La variedad diferenciable con borde obtenida al adherir una A-asa a D™, mediante la aplicacion
¢ : 0D x D" — 9D™ |
es un complejo de asas de dimension m. Nos referiremos a dicho complejo como H(D™; )

(3) Sea N = H(D™;p1,....,0i—1) un complejo de asas de dimension m. Entonces la variedad
diferenciable con borde obtenida al adherir una \;-asa a N, mediante la aplicacion

@i 1 ODY x D™ — 9N,

es un complejo de asas de dimension m al que llamamos H(D™; @1, ..., Pi—1, Pi)

*Véase [10] pag 32.

Z8Este concepto es una traduccién directa de la comunidad angloparlante, en la que se usa smooth manifold
with corners para referirse a este tipo de variedades. Para una discusién més detallada véase [10] pdg 415. Para
investigar sobre el proceso para lidiar con estas esquinas se recomienda [19] Chapter 2 y [13] Appendix: Pasting and
straightening. También es interesante mencionar [3] Lemma 4.3.
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Capitulo 2

Funciones de Morse

2.1 Funciones de Morse

En pos de dar forma a las funciones encargadas de reportar valiosa informacion sobre la estructura
de una variedad diferenciable, se presenta la siguiente definicién.

Definicién 2.1.1. (Funcion de Morse) Considerando una variedad diferenciable (M, A). Se
dice funcion de Morse, a cualquier funcion f € C*°(M) en la que cualquier punto critico p € M
es no degenerado.

Observacién 2.1.1. Sea (M, A) una variedad diferenciable. Un cdlculo directo' muestra que los

mdzimos y minimos relativos de cualquier f € C°°(M) se corresponden con algin punto critico.

En consecuencia?, si (M, A) es compacta f debe tener al menos dos puntos criticos.

Ejemplo 2.1.1. Veamos algunos sencillos ejemplos® de funciones de Morse

(1) Llamamos esfera unidad a OD3 = {(t1,ts,t3) € R® : t? + 3 +12 =1} con la topologia hereda
y cualquier estructura de variedad diferenciable. Un cdlculo directo muestra que

f:0D?* >R
f((t1,t2,t3)) = t3

es una funcion de Morse. De hecho, f solo tiene dos puntos criticos, un mdzimo con indice 0
y un minimo con indice 2.

'"Véase [1] Theorem 4.8.

#Véase [2] Theorem 9.9.

3Véanse [6] Example 1.1.3 y Example 1.1.4.

4Tal y como indica L.W. Tu [21] en la pagina 56 de su libro, cualesquiera dos variedades diferenciables homeomorfas
y de dimensién menor que 4, son también difeomorfas.
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2. Funciones de Morse

Tr@

b= (0,00

Lro

Figura 2.1: Representacion grafica de f.

(2) Definimos T? = {(t1,t2,t3) € R3 : 3+ (\/t2 +t2—R)? =1} como el toro de radios 0 < r < R.
Con la topologia heredada y cualquier estructura de variedad diferenciable, un cdlculo directo
muestra que

g: 5% =R
9((t1,t2,t3)) = t3

es una funcion de Morse. A diferencia de f en la esfera unidad, g posee cuatro puntos criticos
de indices 0, 1, 1 y 2.

Tr@

Tro

lr@
c=(00,—-(R+71))

lr@

Figura 2.2: Representacion grafica de g.
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2.2. Lema de Morse

2.2 Lema de Morse

Esta seccién estd dedicada al lema de Morse y su demostracién. Para ello, iniciaremos con algunos
lemas previos y necesarios para este cometido, en concreto, enunciaremos tres lemas de localizacién
construidos por el autor, y continuaremos con el lema de Hadamard. Los libros que mayormente
se siguen son el de J. Milnor [14] y Y. Matsumoto [11].

Los lemas de localizacién reciben su nombre por su gran utilidad para garantizar la existencia
de entornos coordenados con ciertas caracteristicas. En primer lugar, enunciamos el mas general.

Lema 2.2.1. (Lema de localizacion) Considerando una variedad diferenciable (M,A). Sea
(U, z) un entorno coordenado de A en p, W un abierto contenido en x(U) y x(p) € W, entonces
se tiene que (I_l(W),LU‘x—I(W)) también es un entorno coordenado de A en p.

Demostracion. La prueba se compondra de dos partes, en la primera parte veremos que efectiva-
mente es un entorno coordenado en p. Y en la segunda comprobaremos que es compatible con el
resto de entornos coordenados de A, concluyendo asi, por la observacién 1.1.3, que también es un
entorno coordenado del mismo.

e Al ser las cartas homeomorfismos, es inmediato ver que x|,-1(y) es también un homeomor-
fismo de z='(W) en W. Ademads, como z(p) € W, se tiene que p € =1 (W) y por tanto
(z= (W), |,-1(w)) es un entorno coordenado en p.

e Sea (K, z) un entorno coordenado de A verificando K Na~1(W) # (), y como consecuencia
K NU # (. Por consiguiente, la aplicacién

zox l:2(UNK) = 2(UNK),

es un difeomorfismo. A su vez, KNa~' (W) = KN(UNz~Y(W)) = (KNnU)Nnz~Y(W), y por
ende, z|,-1p)(z T (W)NK) = 2(z7 ' (W))Na(UNK) = WNa(UNK) es abierto. Entonces,
la aplicacién

zo x\;}l(W) : xligq(w)(x_l(W) NK) = z(z '(W)NK),

es la restriccion de un difeomorfismo a un abierto, y por tanto, también difeomorfismo.
Quedando probado que (K, z) es compatible con (z~1(W), T|p-1 )
O

El siguiente, sera el lema de localizacién que mas usaremos a lo largo de la demostracién del
lema de Morse, esto se debe a la afinidad que tiene con las restricciones del lema de Hadamard.

Lema 2.2.2. (Lema de localizacion convexa) Considerando una variedad diferenciable (M, A)
de dimension n y un entorno coordenado (U,x) de A en p. Entonces siempre eziste otro entorno
coordenado (V,z|y) de A en p, con' V-C U y, de manera que z|y (V) es convexo en R™.

Demostracion. La prueba es, en esencia, una aplicacién del lema de localizacién a un caso parti-
cular. Como z(U) € R", siempre podemos tomar r > 0 suficientemente pequeno, de manera que
la bola abierta B(x(p),r) C x(U). Ahora, aplicando el lema de localizacién a W = B(z(p),r) y
sabiendo que las bolas abiertas de R™ son convexas, se obtiene el resultado. ]
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2. Funciones de Morse

Continuamos con el dltimo lema de localizacién, es probable que el lector note cierta simi-
litud con el teorema de la funcién inversa para aplicaciones entre espacios euclideos, y es que
efectivamente, se hace uso del mismo para su demostracién.

Lema 2.2.3. (Lema de localizacién coordenada) Se consideran una variedad diferenciable
(M, A) de dimension n, (U, z) un entorno coordenado de A en p y una aplicacion diferenciable

y:U—R"
y(q) = (y1(q), -, ¥n(q)) »

que en los entornos coordenados (U,z) y el candnico de R", verifica det(J(y)|p) # 0. Entonces,
siempre existe V. C U suficientemente pequenio, de manera que (V,y|y) es entorno coordenado de
A en p.

Demostracion. Teniendo en cuenta que las cartas son difeomorfismos, observamos que

TWox um =T W)pT (@ )|em) #0,

y en consecuencia, aplicando el teorema de la funcién inversa para aplicaciones entre espacios
euclideos, se tiene que existe un abierto V; en x(p) de manera que

yor Vi ca(U)— (yox ) (V1) CR",
es un difeomorfismo. Por tanto, si llamamos V = x71(V}), es evidente que
ylv, : Vo U — y(Va) C R,

también es un difeomorfismo, en definitiva, (V2,y|y,) cumple las condiciones necesarias para ser en-
torno coordenado en p. Ahora comprobaremos que efectivamente (V2,y|y,) € A, para ello hacemos
uso de la observacién 1.1.3.

e Sea (K, z) un entorno coordenado de A verificando K N V3 # (), nos gustarfa confirmar que
la aplicacion

y|V2 oz " Z(VQ n K) - y|V2(V3 N K) )
es un difeomorfismo. Este hecho se sigue facilmente ya que las siguientes aplicaciones lo son

yo:1:_1 cx(VanNK) = yly,(VanK),
zoz ' 2(VanK) = 2(VaNK),

y por ende, su composicién también, terminando asi la prueba.
O

El lema de Hadamard, en honor a Jacques Hadamard, es un perfecto ejemplo de cémo algunos
resultados esenciales para funciones entre espacios euclideos pueden ser aprovechados en lo referente
a variedades diferenciables.
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2.2. Lema de Morse

Lema 2.2.4. (Lema de Hadamard) Sea V C R"™ un entorno convero de 0 para algin n € N. Si
feC>(V)y f(0) =0, entonces

f(t1, o tn thgz 1y tn)

af

donde g; € C°(V') para cada i € {1,...,n} y se verifica que g;(0) = T
i 10

Demostracion. Sea (ti,...,t,) € V; al ser V un entorno convexo de 0, por definicién se tiene que
p(t1, ..y tn) + (1 — p)0 = (pty, ..., pt,) € V para cualquier p € [0, 1].

Ahora, podemos definir correctamente la funcién
F:[0,1] - R
F(p) = f(pt1,...,ptn)

que por el teorema fundamental® del calculo

dF(p) -
/0 dp ——~dp=F(1) = F(0) = f(t1, ..., tn) -

Por tanto

dp

! 6f(ptla aptn) af(ptlv 7ptn)
— /0 <8t1 t+ ...+ 0. tn) dp

1 af ptl?' 7pt )
/ th 5t dp
:th/ af ptlvaptn)dp7

i—1 70 ot;

siendo la segunda igualdad una implicacién directa de la regla de la cadena®. Ahora, para cada
i € {1,...,n} definimos la funcién

1
1t = [ TPl g

gi:V—-R
Laf(pty, ..., pt
gi(t1, s tn) :/ f(platpn)dp,
0 i
9 . n of -
pudiéndose comprobar facilmente que f(t1,....tn) = > 1" 4 tigi(t1,....tn) v 6i(0) = | Por lti-
ilo
mo, como f € C*°(V), para cualquier i € {1,...,n} se cumple’ que g; € C>°(V). O

SVéase [1] Theorem 5.3.
5Véase [2] Theorem 8.8.
"Véase [2] Teorema 10.8.
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2. Funciones de Morse

Finalmente llegamos al lema de Morse, sin duda alguna la piedra angular de este trabajo, siendo
el punto de partida de gran mayoria de las demostraciones futuras. En esencia, el lema de Morse
nos indica cémo se comporta cualquier funcién diferenciable en sus puntos criticos no degenerados.
Es sencillo ver que si la funcién es de Morse, este lema se convierte en un gran aliado.

Lema 2.2.5. (Lema de Morse) Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n y p
un punto critico y no degenerado de f € C°°(M). Entonces existe un sistema de coordenadas
local (z1,...,xy) de un entorno coordenado (U,z) de A en p, de manera que, z;(p) = 0 para todo
i€{1,...,n} y verificando

f=1Fp) = (@1)" — . = (@2)” + (@rs1)” + o + (20)
sobre el dominio de carta U, donde \ hace referencia al indice de f en p.

Demostracion. En primera instancia, demostraremos que, dado un entorno coordenado (U, x) de
A en p, y por ende un sistema local de coordenadas (z1, ..., z,) cumpliendo

@) = f(p) = (@1(0))* — . = (@x(@)? + (@r41(0)* + . + (zn())?,

para cada ¢ € U, entonces A\ debe ser el indice de f en el punto p. Es inmediato ver que

—2, sii=j <A\,

O f L
D07 = 2, sii=j>M\,
P 0, sii#j,
y por tanto, en el entorno coordenado (U, x)
-2 0 0 0
0
-2 0 0
H(I, =
0 0 2
0
0 0 0 2

Por tltimo, aplicando la observacién 1.1.20, se tiene que A debe ser el indice de f en p .

Ahora, demostraremos que dicho entorno coordenado existe. En pos de aliviar la notacién
I ={1,...,n}. Sea (V,z) un entorno coordenado de A en p, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que f(p) = 0 ya que en otro caso, podriamos remplazar f por f — f(p) y continuar con
el mismo razonamiento. De la misma forma, podemos dar un argumento por el cual es posible
suponer que z(p) =0y z(V) es convexo. Si z(p) # 0, basta definir la aplicacién

z:V—-R"
zZ(s) = z(s) — z(p),
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2.2. Lema de Morse

que de manera trivial cumple las condiciones del lema de localizacién coordenada, aplicando sobre
el entorno coordenado resultante el lema de localizacién convexa, obtenemos un entorno coorde-
nado de A en p con las caracteristicas supuestas. Si en cambio, z(p) = 0, aplicamos el lema de
localizacién convexa y concluimos de la misma forma. Una vez aseguradas las caracteristicas del
entorno coordenado, reformulamos la funcién f en el abierto V. Para cualquier s € V

fls)=(foztoz)(s) = (foz ) (z(s), ... 2a(5)),

de esta manera, la funcién (f o 271) € C*(2(V)) es adecuada para la aplicacién del lema de
Hadamard, ya que (foz"1)(0) = f(p) =0y 2(V) es convexo. Por tltimo, notar que si concluimos
que, para cualquier (t1,...,t,) € z(V)

(foz )t ytn) = (11)” = . = (0)* + (Brr1)® + o+ ()

habremos terminado la prueba. Entonces, aplicando dicho lema

(foz )t ..rtn z:t,gZ t, ey tn), (2.1)

que, debido a su propia definicién y la observacién 1.1.20, para cada i €

Ifoz"h)|  Of

9:(0) = ot; 0 0z =0,

p

ya que por hipdtesis p es un punto critico de f. De manera natural, podemos aplicar de nuevo el
lema de Hadamard sobre cada una de estas funciones y obtener, para cada i € I

Gi(t1, ooyt Zt Rij(t1, ey tn) -
Ahora, si sustituimos y desarrollamos la expresién (2.1)
n
(fOZ tl,... Zt thhi,j(tla"'vtn)
j=1
= Z titihi (1, s tn)

i,j=1
n n
= Zt?hi,i(tla s tn) + Z titj(hij + hjq)(t1, ..., tn)
i=1 i,j=1,
1<j
n n
= B Hi(ty, e tn) +2 ) it Hi(ty, o tn) (2.2)
i=1 i,j=1,
1<j

21



2. Funciones de Morse

donde, debido a la observacién 1.1.6, H;j = 3(hi; + hj;) = H;; € C*(2(V)) para cualesquiera
i,j € I. Conforme a (2.2)

AR (a2<foz—1>

aZiZj » 8titj

ademads, como el punto p es no degenerado, tenemos que

det <(2H”( )>u>1> _ det ((W

) = 2H,,;(0),

0

Atit;

0>m‘21>
= det (H(f)],)
70,
y por tanto, la matriz (H;;(0))1<; j<n es no singular. Esto se traduce en que, dado j € I siempre

existe ¢ € I, de manera que H; ;(0) # 0. Supongamos que H,,(0) = 0 para algin r € I, entonces
existe i € I de manera que H;,(0) # 0, y de este modo, si definimos la aplicacién

2: VR
2= (21(p), s 2r-1(D), 2(D), s Zic1(D), 2i(P) -+ 2 (D))
= (1) s 2r1 (D), W,...,zil(p), M, o zn(D),

observamos que cumple las condiciones para el lema de localizacién coordenada de manera evidente,
y en consecuencia, aplicando sobre el entorno coordenado resultante el lema de localizacién convexa,
podemos asegurar que existe un entorno coordenado (Va, Z|y;,) de A en p, con las mismas carac-
teristicas de (V, z), y en el que por consiguiente es posible realizar un proceso anélogo al seguido con
el mismo, llegando a una expresién similar a (2.2), sin embargo H,.,(0) = H,,.(0) 4+ H;(0) # 0. Es
por eso que, podemos suponer que H,.,(0) # 0 para todos los r € I y continuar con la demostracién.

A partir de ahora procedemos por induccién. Debido a la continuidad de las funcién Hj 1, existe
un abierto V3 C z(V') en 0 en el cual Hy 1 no es la funcién nula. Como las cartas son difeomorfismos,

es posible definir un abierto z=1(V3) = V4 C V en p, y en él, la aplicacién

y:VyCcV —-R" (2.3)
y(s) = (y1(5),y2(8), s yn(s))

= (\/H1,1(2(s)) —|—sz HI’J zs)) ,22(8), oy 2n(8))

pudiéndose apreciar por la observacién 1.1.6 que y € C°°(V}). Con el objetivo de aplicar sobre ella
el lema de localizacion coordenada, calculamos el determinante de su jacobiana en los entornos
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2.2. Lema de Morse

coordenados (U, x) y el candnico de R”

Oyl O Iy

921 Ozo| ~ Ozp Hi.2(0)

y2 ' y2 ’ Y2 " Hi100) 750
det 621 p 622 p 82n p = det 0 '

Oyn|  Oyn Oyn ! ’

Oz1], Oz, T Oz, »

Hi1(0)#0,

Hy ,(0)
H1,1(0)

y al ser no nulo, cumple las condiciones deseades y procedemos aplicando el lema de localizacién
coordenada, y sobre el entorno coordenado resultante el lema de localizacién convexa, obteniendo
as{ un entorno coordenado (Vs,y|vs) de A en p. Ahora, abusando de la notacién y con el propdsito

de aliviarla, fijamos para cada s € Vs, 2(s) =t = (t1,...,tn) vy y(s) =
simplemente la definicién de y para obtener

...tn), y aplicamos

1
v = [Hi1 ()6 + 2| Hi (1) th i t Zt
' (E” (1)
n vt (¢
j=2 3L, ) .
Hyg ()8 +2)  tatHyj(t) + 0 . st Hya(t) >0,
=2 »
= ( 9 (2.4)
Doty (t))
—H -2 tit; H 1 H (1) <0
11 Z 1 1,j Hl,l(t) , Sl 1,1() )
que implica
n
Hyg () +2)  tatHyj(t) =
j=2
n
Hy it HIJ o Hij(t)? .
-2 tht; : — . st Hyq(t) >0,
]22 1% Hll Z J H, 1(t) 1’1( )
* 1<J
B - Hyi(t)H H (25)
11 1,J 42 1, (0 .
—y7; — 2 t1t; , siHy1(t) >0.
G ]2:2 ! Hyq(t Z]Hll 1)
i

Continuamos ahora recordando que V5 C V, y por tanto, es posible sustituir (2.5) en (2.2) y
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2. Funciones de Morse

adquirir

(fozH(t) = zn: tH, () + 2 zn: titiH; (1)) (2.6)
=1

,j=1,
z<]
n n
*
= t%HLl(t) + 2 Z tlthl,j(t) + Z t?Hi7i(t) + 2 Z tz‘thi7j(t))
=2 i=2 i,j=2,
i<j
_ Huu(b)? S A g HLi()HL; () -
y1 + Zt ( 17, Hl,l(t) +2i22 tit; quj(t) H171(t) s sl H171(t) >0,
_ o3
_ 2 ~ 2 o _ Hlﬂ'(t)Q ~ ) o _ Hl’z(t)HL](t) 0
Y1 +;tl (Hw(t) Hia(t) +2ZZ:2 tit; [ Hq (1) —Haw ) Hya(t) <0,
- i<
Y +Zt H () +2 Z it HD(t),  si Hia(t) >0,
- zg<J2
—? + Zt HY(t) +2 Z it H)(8), si Hia(t) <0,
R
— 4yl + ZtQH ) +2 Z tit; Hy D (1) (2.7)
4,j=2,
i<j

donde para cualesquiera i, j € I se define H. i(;.) = (H” - M) € C*(y|v;(V5)). En conclusion,

Hy 1
se ha encontrado un entorno coordenado (Vs,y|vs) en el que, para todo ¢ € y|v (Vs)

(foylbh) =3+ e2aV M) +2 Y i H (1), (2.8)
i=2 1,j=2,
1<J

Ahora, sea r € N verificando 2 < r < n y (W, ¢) un entorno coordenado de A en p que cumple
para cada t € ¢(IW)

(fog Mty =%t3+ .. =2, + Y HD M) +2 Y tit; B (1), (2.9)
1=r 1,]=T,
1<J

donde H, Z(S) € C*(q(W)) para cualesquiera 4, j € {1,...,n}. A continuacién, demostraremos que la
ecuacion (2.9) sigue siendo cierta para r + 1 en lugar de r. Al igual que con el entorno coordenado

(V, z), podemos asumir que existe un abierto W; C W cumpliendo que HT(,Q), no es la funcién nula
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2.2. Lema de Morse

en q(W1). Repitiendo el proceso realizado con la funcién (2.3), definimos

Wy CcW —=R"
1(s) = (11(8), s 1 (8), ol (8))

= (@1(5), - VS (a(5) )+ Z N H (q(s)) s @n(8))
B S HD s )T

y de forma similar, puede comprobarse que cumple las condiciones necesarias para poder aplicar
el lema de localizacién coordenada. En consecuencia existe un abierto Wy C W7 C W de manera
que (Wa,l|w,) es un entorno coordenado de A en p. De nuevo, realizamos el anédlogo a (2.4) con
la funcién [ y siendo q(s) =t = (t1, ..., ty, ..oy tn) y U(s) = (t1,...Lr, ..., t,) para cualquier s € Wy

D@ +2 3 ;1) (1) =

j=r+1
HYOHD @) & HY ()

2_9 Z trt] == N B siH, (1) >0,
it Blw 5T RO
* 1<J
- (r) () n ()
H,7 () H, (¢ H!
122 Z tot; () ()—Zt? &i)() si H)(t) < 0
i,j=r+1, Hrr(t) Jj=r+l1 H’“v’”(t)
\ 1<j

efectuando un procedimiento similar al de las ecuaciones (2.6)-(2.7) obtenemos

(foq )(t) =+t] .. it21+2t2 +2Zt1tH”
=7 ,‘] =,
1<J
=tk 2t 42+ Z 2H () 4 2 Z it H D (t)
1=r+1 ,] =r,
1<j
(r) z7(r)
(7"+1) (r) Hr,i Hr,j 0o
donde para cualesquiera ,j € I se define H; H; 7 — A € C*=(l|lw,(W2)). En
r,r

definitiva, se ha encontrado un entorno coordenado (Wa,l|w,) de A en p, en el que para todo
t € llw,(Wa)

n
(follh)t) =+ £ £62  + 2+ > 2HV (1) +2 Z tit; T (t)
i=r+1 i,J=r,
1<j
De esta manera, el lema de Morse queda probado por induccion. ]

A modo de conclusién, presentamos el siguiente corolario, cuya prueba es sencilla haciendo uso
del lema de Morse.

25



2. Funciones de Morse

Corolario 2.3. Sean (M, A) una variedad diferenciable, f € C°(M) y C el conjunto de puntos
criticos mo degenerados de f. Entonces todos los puntos de C son aislados. Es mds, si M es
compacto y f una funcion de Morse, el conjunto C' es finito.

Demostracion. La primera afirmacién, es una implicacién directa del lema de Morse, cualquier
punto p de C' tiene asociado un entorno coordenado (U, x) en el que f tiene la forma

F=1m) = (@) = = @)+ (@a01)? + oo+ (20)?
y en consecuencia, para cualquier g e U et € [

of

8xi q

= +£2x;(q) ,

es decir, haciendo uso de la observacion 1.1.20, ¢ € C si y solo si g = p.

En cuanto a la segunda afirmacién, supongamos que C' no es finito, en ese caso y debido a la
compacidad de M, debe haber un punto p de acumulaciéon en C, lo cual es absurdo, ya que df es
una 1-forma diferencial y p no seria aislado. O

2.4 Teorema de Sard

En esta seccion buscamos dos objetivos, el primero y més visible es demostrar el teorema de Sard,
sin embargo, este no tiene sentido sin el segundo objetivo, introducir el concepto de conjuntos de
medida cero en una variedad diferenciable. Para cumplir con éxito ambos, haremos uso de algunos
conceptos 6 resultados relacionados con teoria de la medida en R”, siendo necesario puntualizar,
que el objetivo de este escrito no esta puesto en la demostracién de dichos resulados, sino en su
uso de manera auxiliar. Las referencias principales que se seguiran seran los libros de J.M. Lee [10]
y J.W. Milnor [15].

Definicién 2.4.1. (Conjuntos de medida cero) Sea (M, A) una variedad diferenciable de di-
mension n. Decimos que un subconjunto A C M tiene medida cero en (M, A) si para cualquier
entorno coordenado (U,x) de A, el subconjunto z(ANU) C R" tiene medida cero.

Observacion 2.4.1. Cuando se habla de medida cero en R™, es siempre referido a la medida
de Lebesgue, en caso de ser necesaria una introduccion a la misma, se recomienda la lectura de
los primeros capitulos del libro de J.A.F Aguirre, F.J.F Ibanez [8]. La definicion es coherente, es
decir, las caracteristicas de los conjuntos de medida cero en R™ para la union e interseccion, son
heredadas por los de la variedad diferenciable.

Como consecuencia directa de la definicién se tiene la siguiente proposicién.

Proposicién 2.4.1. Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n y A C M un subco-
jgunto de medida cero. Entonces el conjunto M ~ A es denso en M.
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2.4. Teorema de Sard

Demostracién. Supongamos que M ~\ A no es denso en M, en ese caso A contiene un subconjunto
B no vacio de M, y por extensién un entorno coordenado (U, x) de A que verifica U N B # {.
Entonces, teniendo en cuenta que la interseccién finita de abiertos es abierta, que las cartas son
homeomorfismos y que (UNB) C (UNA) obtenemos un absurdo. En concreto, x(UNB) C x(UNA)
es un abierto no vacio y en consecuencia, cuya medida es no nula, contradiciendo que A tenga
medida cero. O

Sentadas las bases sobre los conjuntos de medida cero, pasamos a enunciar el teorema de Sard,
demostrado primeramente por A. Sard® en 1942. Este teorema es sumamente versatil ya que,
aunque en este trabajo se ve relegado a una herramienta para el estudio de la existencia de funciones
de Morse, también es empleado para demostrar otros grandes teoremas de la geometria diferencial,
como el teorema de inmersién de Whitney?. En lineas generales y parafraseando a J.W. Milnor,
es muy optimista pensar que, el conjunto de valores criticos de una aplicacién diferenciable entre
variedades diferenciables es finito, sin embargo, es posible atribuirle medida cero como veremos a
continuacién.

Teorema 2.4.1. (Teorema de Sard) Sean (M, A1) y (Ma, As) dos variedades diferenciables y
f € C>®(My, My). Entonces el conjunto de valores criticos'® de f tiene medida cero en (Ma, As).

Demostracion. Supongamos que n y m son las dimensiones de (M, A1) y (Ms, Ay) respectiva-
mente, si n < m todo punto de (M, A;) es critico y el problema se resume en comprobar que
f(M;) tiene medida cero en (Ms, Az), por eso supondremos que n > m. Ahora, como M verifica
el segundo axioma de numerabilidad, siempre es posible encontrar un recubrimiento numerable
de entornos coordenados {(U;,z;)}ien de Ajp, si tenemos en cuenta que la unién numerable de
conjuntos de medida cero es de medida cero, que las cartas son difeomorfismos y la observacién
1.1.21, reducimos el problema a las aplicaciones f € C*°(U,R™) con U C R". Con el fin de no
llevar a confusiones, nos referiremos a (R”,z) y (R™,y) como los entornos coordenados canénicos
de sus respectivos espacios euclideos.

En primer lugar denotemos C' al conjunto de puntos criticos de f y definimos para cada k € N
Cr ={x € C : Vi <k, todas las derivadas parciales de orden i son cero} .
Por continuidad C}, es cerrado y verifica la siguiente cadena de contenciones
Cp,cCy1C..CcCicCC.

Procedemos por induccién sobre n, el caso n = 0 es evidente ya que R° es un tinico punto. El caso
m = 0 tiene también solucién trivial y quedard omitido en la prueba. Asi, supondremos que el
resultado es cierto para n — 1 y dividiremos la prueba en tres pasos.

e Paso 1: f(C \ C}) tiene medida cero. Sea a € C' \ (1, bastard con demostrar que existe un
abierto V' C U de manera que f(V N C) tiene medida cero, ya que R™ verifica el segundo

8Véase [20].
9Véase [10] Theorem 6.15.
0Para comprender el significado de valor critico en estas circunstancias es imprescindible la observacién 1.1.21
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2. Funciones de Morse

axioma de numerabilidad, y en consecuencia C' ~ C se puede recubrir con una cantidad
numerable de estos abiertos.

i
81‘1

aplicar el lema de localizacién coordenada a las aplicaciones

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que # 0, ya que en caso contrario basta

i:U = R”
z(p) = (Z1(p), s Th—1(p), 2k (D), ... Zn(p))
= (2£(P); -+ Th—1(P), 1(P), -+, Tn(P))

y
g:V —>R™
9(p) = G1(p), - Ge-1(p), §e(P); -, In(p))
= (Yt(p), - yt-1(P), y1 (D), -, Yn(P))
. m O f
en sus respectivos entornos coordenados (U, z|y) v (R™,y), y donde Dor # 0. Definamos
k

ahora la aplicacién

h:U—R"
h(p) = (fl(p)a SUQ(p), (X l‘n(p)) )
aplicando el teorema de la funcién inversa para aplicaciones entre espacios euclideos, obtene-

mos que para algin abierto V) C U la aplicacién h|y, es un difeomorfismo sobre su imagen,
a la cual llamaremos V5. Haciendo uso de la observacién 1.1.21 se sigue que la aplicacion

g=fohly) :VaC = R™,

es diferenciable y tiene los mismos puntos criticos que f|y;, llamémoslos C’. Nétese que para
cada (t,ug,...,u,) € Vu se tiene que, g(t,us,...,u,) pertenece al hiperplano (¢t x R™), es
decir, g lleva hiperplanos en hiperplanos. En consecuencia, si para cada t € R definimos la
restriccién de g al hiperplano

g txRYNVyC —txR™,

dg!
895 7

y denotamos A = ( ) , tenemos que
1,522

J(9) = (i 3) : (2.10)

habiendo tomado la jacobiana con respecto a los entornos coordenados (U, z|y) y (R™,y).
En definitiva, haciendo uso de la observacién 1.1.21 y la jacobiana (2.10), tenemos que para
cualquier ¢ € R, un punto de (* x R™) es punto critico de ¢’ si y solo si lo es de g. Acorde a
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2.4. Teorema de Sard

la hipétesis de induccién, el conjunto de valores criticos de g' tiene medida cero en (t x R™),
y en consecuencia g(C”) interseca cada hiperplano ¢ x R™ en un conjunto de medida cero.
Por continuidad y teniendo en cuenta R™ es unién numerable de compactos, tenemos que
g(C") es también unién numerable de compactos y por tanto medible. Por tltimo, aplicando
el teorema de Fubini!! se tiene que g(C’) = f(V1 N O) tiene medida cero.

e Paso 2: f(Cy ~ Ci41) tiene medida cero, con k > 1. De nuevo, bastard con demostrar que
para cada a € Ci\ Cj41 existe un abierto V' C U de manera que f(VNC}) tiene medida cero.

Denotemos I = {1,...,n}, por definicién existe (s1, ..., sx1+1) € I**! de manera que

ak+1f 0 akf

OTsy Ty 0Ty Ty

£0.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que s; = 1 ya que, en caso contrario, con un
procedimiento similar al seguido en el paso 1, seria posible definir entornos coordenados en
los que as{ sea. Definamos ahora la siguiente aplicacién

h:U—R"
k
h(p):<6f

O0Tsy. Ty,

,:Ez(p), ’xn(p)> )

aplicando el teorema de la funcién inversa para aplicaciones entre espacios euclideos, tenemos
que existe algin abierto V3 para el que h|y, es un difeomorfismo sobre su imagen, al que
denotaremos V. Nétese que la aplicacién h lleva Cy N V3 en algiin cerrado P del hiperplano
(0 x R*"1). De nuevo consideramos la aplicacién

g=fohly :Vic —R"
y su restriccién al hiperplano
g:(0xR"HNv,c —»R™

Por hipétesis de induccién se verifica que, el conjunto de valores criticos de g tiene medida
cero en R™. Ademads, los puntos de P son realmente puntos criticos de § ya que lo son de
flvs, v en consecuencia

G(P) = g(h(CrNV3)) = f(Cr N V3)
tiene medida cero.

e Paso 3: f(C)) tiene medida cero para k > <E - 1). Sea S C U un cubo de lados € > 0,
m

probaremos que f(Cy N S) tiene medida cero, de esa manera y al verificar R™ el segundo
axioma de numerabilidad, podremos recubrir U con dichos cubos y confirmar que f(Cj) tie-
ne medida cero.

"V éase [8] Teorema 4.1.3.

29



2. Funciones de Morse

Dado a € (Cyx N S), del teorema de Taylor'?, la compacidad de S y la definicién de Cj
obtenemos que

fla+h) = f(a) + R(a,h), (2.11)

dondea+heCp,NSy
| R(a, h)|| < M|[R[[**", (2.12)

para M una constante que depende uUnicamente de f y S. Ahora subdividamos S en 7"
cubos de lados £, y denotando S” a un cubo de esta subdivisién que contiene a a. Nétese que
cualquier punto de S’ puede escribirse como a + h con

Iall < vr (£),

€
n

ademds, de (2.12) y (2.11) se sigue que

Flath) = @) < My (S)F = 2

r

2b
rE+T
y centrado en f(a). Por tanto f(Cj N S) estd contenido en la unién de un méximo de ",
cubos con volumen total V' verificando

Wl 20\
ver ()

n
de donde se obtiene el resultado, ya que si k > <— — 1), V tenderd a 0 mientras r tienda a
m

donde b = M (y/ne)**!. Como consecuencia, f(S’) estd contenido en un cubo de lados

infinito.

La prueba se deduce de los anteriores pasos ya que, para cualquier k € N
f(C) = f(C ~ Cl) U f(Cl ~ CQ) U...u f(Ck_l ~ Ck) U f(Ck) .
O

Para finalizar la seccién, presentamos el siguiente corolario, primeramente demostrado por A.B.
Brown'? en 1935.

Corolario 2.5. (Corolario de Brown) Sean (M, A1) y (Ma, As) dos variedades diferenciables
y f € C®(My, Ms). Entonces el conjunto de valores requlares de f es denso en N.

Demostracion. Por el teorema de Sard, el conjunto de valores criticos de f, al que denotaremos
C, tiene medida cero, en consecuencia, teniendo en cuenta la proposicion 2.4, M ~. C' es denso en
N. Basta notar que M ~\ C es el conjunto de valores regulares para terminar la prueba. O

12yéase [7] Theorem 7.1.
13Véase [5] Theorem 3-TI1.
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2.6 Existencia de funciones de Morse

Para la elaboracién de esta seccién seguimos principalmente el enfoque tomado en el libro de Y.
Matsumoto [11], ya mencionado como una de las principales referencias en varias de las anteriores
secciones. Antes de pasar a la enunciacién y posterior demostracién del teorema de existencia de
funciones de Morse, es necesario definir un nuevo concepto. Este sentara la idea de cercania entre
funciones diferenciables sobre un compacto de cualquier variedad diferenciable.

Definicién 2.6.1. ((C2,€)-aprorimacién local) Dados una variedad diferenciable (M, A) de
dimension n, un entorno coordenado (U,x) de A , un conjunto compacto K C U y dos funciones
f,g € C®(M). Fijado ¢ > 0, diremos que f es una (C?,¢€)-aprozimacion de g en K si para cada
punto p € K se verifica.

(1f(p) —9(p)| <,
or| _ 9 <€, Vie{l,..,n},
8962- p 8301 p (2.13)
2 2
OF | 99 1o vije{l,. .n}.
8£L'Z'£L‘j P 8.1’Z'.lej P

Pudiendo ampliar esta definicién a la variedad diferenciable en su integridad de la siguiente
manera

Definicién 2.6.2. ((C?,e€)-aprorimacién global) Sean (M, A) una variedad diferenciable de
dimension n, f,g € C°(M) e I = {1,...,k} con k € N. Fijado un recubrimiento finito de entor-
nos coordenados {(U;, ;) }icr y un recubrimiento {K;}icr finito, compacto y subordinado'*a este.
Decimos que f es una (C?,€)-aprozimacion de g en (M, A) si lo es para cada K;, coni € I.

Aunque no siempre es posible asegurar la existencia de un recubrimiento finito de entornos coor-
denados, si que existe cierta condicién suficiente para ello, la compacidad de la variedad diferen-
ciable. Procedemos a demostrar la existencia de un recubrimiento finito, compacto y subordinado
al mismo.

Lema 2.6.1. Sean (M, A) una variedad diferenciable compacta de dimension n e I = {1,....k}
con k € N. Dado un recubrimiento finito de entornos coordenados {(U;, x;)}icr, siempre existe un
recubrimiento {K;}ier finito, compacto y subordinado a este.

Demostracion. Definamos D como el conjunto de bolas cerradas contenidas en algin abierto
21, (Uy), con k € I. Denotando los conjuntos int(D) = {z, ' (int(B)) : B € DAB C x4(Uy) para algin k €
I}y (D) = {z;'(B) : B € DAB C x4x(Ug) para algtin k € I} es evidente que al ser las cartas
homeomorfismos, los elementos de cl(D) son compactos, los de int(D) son abiertos y cualquier
elemento de int(D) esta contenido en alguno de cl(D), que a su vez lo estd en algin Uy, con k € 1.
Notar que int(D) es un recubrimiento de M y que por tanto, al ser M compacto, existe un subcon-
junto finito {L;};cs C int(D) que también recubre M, siendo J = {1,...,1} y | € N. Continuamos

1Es decir, K; compacto y K; C U; para cualquier 5 € I.
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2. Funciones de Morse

la prueba identificando'® los elementos de {L;};cs con sus respectivos contenidos en cl(D), ob-
teniendo as{ un recubrimiento compacto {K!};c; de M, ahora solo queda modificarlo de manera
que sea subordinado a {(U;,x;)}ier, este proceso es simple ya que se basa en anadir elementos
de cl(D) al recubrimiento y unir los ya presentes en el mismo, recordando que la unién finita de
compactos también es compacta. Al recubrimiento resultante lo llamamos { K; };cr, terminando asi
la prueba. O

Una herramienta recurrente de la geometria diferencial, que complementa perfectamente este
lema, es la siguiente

Observacién 2.6.1. En las condiciones del lema 2.6.1, siempre es posible definir la funcion dife-
renciable

H;,:U; —- R,
a la que denotaremos funcion meseta asociada a (U;, K;), y que cumplen lo siguiente
(1) Hi(q) € [0,1] Vg € U .
(2) Hi(q) =1Vq € K;.
(8) Hi(q) =0Vqe M\ U;.

La demostracion'® de este resultado no es consecuencia directa del material visto hasta ahora, su
eje principal son unas funciones conocidas como particiones de la unidad'”. Las funciones meseta
suelen presentarse para cualquier abierto U C M y compacto K C U.

Volviendo al eje central de la seccién, presentamos dos lemas de gran utilidad para demostrar
el teorema de existencia de funciones de Morse.

Lema 2.6.2. Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n y g € C°°(M). Entonces,
para cada entorno coordenado (U,z) de A y e > 0, eziste una n-tupla real (ay, ..., a,), de manera
que

f:U—=>R

f(a) = g(q) — (a121(q) + .. + anzn(q)) ,

es una funcion de Morse en U y |a;| < € para todo i € {1,...,n}.

Demostracion. En primer lugar, definimos la siguiente aplicacién

h:U—R"

"Esta identificacién es la restriccién de la biyeccién evidente entre int(D) y cl(D), que lleva z} ' (int(B)) en
x,'(B), con B € Dy B C x(Uy) para algtn k € 1.

6véase [22] Pag 11

1"Véase [22] Theorem 1.11.
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2.6. Existencia de funciones de Morse

donde J(g)|, representa la jacobiana de g en el punto ¢. Es sencillo comprobar que, para cualquier
qeU
T (h)lq =H(9)lq

donde #(g)|, representa la hessiana de g en el punto ¢. Por tanto, y haciendo uso de la observacién
1.1.21, se deduce que
q es punto critico de h <= det(H(g)|q,) =0. (2.14)

Ahora, sea € > 0, de acuerdo al corolario de Brown existen abundantes valores regulares (a1, ..., a,) €
R™ de h que verifican |a;| < € para cualquier ¢ € {1,...,n}. A continuacién, definimos la funcién
deseada

f:U—=R
f(@) = 9(q) — (a121(q) + .. + anwn(q))

comprobar que f € C°(U) es trivial haciendo uso de la observacién 1.1.6, por tanto, la prueba
recae en demostrar que cualquier punto critico ¢ € U de f es no degenerado. Supongamos que
q € U es efectivamente un punto critico de f, entonces

of | _ 9y
8$¢ N (9:61‘

—ai:OViG{l,...,n},

q q

y consecuentemente
h(Q) = «7(9)|q = (a’lﬂ "'aan)a

lo que implica, a través de un sencillo célculo y haciendo uso de (2.14), que

det(H(f)lq) = det(H(g)lq) # O,

acabando asi la prueba. O

Observacion 2.6.2. Una vez probado el lema 2.6.2, vemos que para casi cualquier n-tupla real
se cumple dicho resultado, esto nos da una idea sobre la gran cantidad de funciones de Morse que
existen.

Lema 2.6.3. Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n y K C M un subconjunto
compacto de M. Supongamos que una funcion g € C*°(M) no tiene puntos criticos no degenerados
en K. Entonces para € > 0 suficientemente pequerio, cualquier (C2, €)-aprozimacion f de g tampoco
tiene puntos criticos degenerados en K.

Demostracion. Sea I = {1,....k} con k € N. Para poder hablar de (C?,¢)-aproximaciones en
(M, A) es necesario fijar un recubrimiento finito de entornos coordenados {(U;, z;) }ier v un recu-
brimiento {K;};er finito, compacto y subordinado a este. Posterior a ello, y haciendo uso de la
observacién 1.1.20, es sencillo comprobar que g no posee puntos criticos degenerados en (C' N K;)
si y solo si para cualquier g € (C'N K;)

n
2

=1

dg

8$1

+ |det(H(g)l,)| > 0,
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2. Funciones de Morse

siendo simple comprobar, haciendo uso de (2.13), que esta desigualdad sigue siendo cierta para f.
Este hecho pone en evidencia la relacién entre la no existencia de puntos criticos degenerados de g
y fen (C N K;). Para terminar la prueba, recordamos que {K;};cr recubre M y por consiguiente
C=Ur (CNK)). O

Finalizamos con el resultado mas fuerte de la seccién y sobre el cual se ha construido la misma.

Teorema 2.6.1. (Teorema de existencia de funciones de Morse) Dados una variedad
diferenciable (M, A) compacta de dimensionn y g € C*°(M). Entonces, para € > 0 arbitrariamente
pequeno, siempre existe una funcion de Morse f € C°(M) que es una (C?,€)-aprozimacion de g.

Demostracion. Empecemos notando que (M, A) es una variedad diferenciable compacta, y en
consecuencia podemos suponer que nos encontramos en las conclusiones del lema 2.6.1, las cuales
nos proporcionan ciertos recubrimientos para poder hablar de (C?, ¢)-aproximaciones en (M, A),
recuperamos ademads la notacién del mismo. Con la notacién de dicho lema, para cada | < k
definimos el conjunto C; = U!_, K; y la funcién diferenciable

fi:M =R
filg) = fi-1(q) — Hi(q)(anzin(q) + ... + amzin(q)), siq€ K,
l fir1(9) g€ M K.

donde H; hace referencia a una funcién meseta asociada'® a (U, K;) y (ay, ..., an;) a una n-tupla
real, veremos ahora que podemos ajustar el valor de esta tupla para obtener el resultado. Proce-
demos por induccién fijando Cy = 0 y fo = g, de donde se deduce que g no tiene puntos criticos
degenerados en Cy. Entonces, supongamos que f;_1 no tiene puntos criticos degenerados en Cj_4
y veamos que siempre es posible elegir (ayy, ..., a,;) de manera que f; es una (C?, €)-aproximacién
de fi—1 en (M, A). Comprobemos que lo es en el compacto K;, planteamos y desarrollamos la
condicién (2.13), para cada i,j € [ y p € K|

|fi-1(p) — fi(p)| = [(anzi1(p) + .. + amzin(p)) | Hi(p),

Jfi—1 afi 0H,
dun |, Bwii |, ai; Hi(p) + (anzi1 (p) 1 in(p)) D, (2.15)
0% fi_ 0> 0H 0H 0°H
fn) I = |ay =— a;; =4+ (anzin(p) + .. + amin(p)) !
a$li$lj » ax”xlj » 6xlj » 83:“- » 81'17;1'1]' »

dado que las cartas son homeomorfismos, H; € C*°(M) y K es compacto, para cualesquiera i,j € I
2
0°H, como O, estan acotadas'® en K;. En consecuencia, para todo € > 0 existe § > 0
83@:@ 81‘Z
de manera que |a;;| < 0 para cualquier i € I, y cada una de las igualdades de (2.15) es inferior
a e, verificando asi que es (C?, ¢)-aproximacién de f;_; en K;. Comprobar que también lo es en
K., con ¢ # [, da lugar a dos casos. En el primero suponemos que K; N K. = 0, en cuyo caso,

fi—1(q) = fi(q) para todo ¢ € K., siguiéndose asi el resultado de manera trivial. En el segundo,

tanto

18y ase la observacién 2.6.1.
19Véase [2] Theorem 9.8.
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2.6. Existencia de funciones de Morse

suponemos que K; N K. # (), por tanto debemos comprobar que en los puntos de la interseccién
(2.13) se cumple, siendo esto evidente, ya que para cada i,j € [ yp € K;NK,

Ofic1|  0f ‘: duyi| || 0fica|  Of

8.%61' p 8.%61' p a{L‘Ci p 890” p 6%’[1' p

Pfia| 0N || _| Q| Omy| || 0fica| O
81’62'.1‘01' P 8xcixcj P 8.21?&' p 8£L'Cj p 8£L'lixlj p 6$li$lj »

de nuevo, como las cartas son homeomorfismos y 83“"” es continua en el compacto K;N K., se tiene
que esta acotada K; N K, asi pues haciendo uso de (2.15) obtenemos el resultado. Finalmente,
aplicando los lemas 2.6.2 y 2.6.3, siempre es posible escoger (ayy, ..., an;) con |a;| suficientemen-
te pequeno para cualquier ¢ € I, y de manera que f; no tiene puntos criticos degenerados en
K,ucC_,=0C,.

Para completar la prueba, deben advertirse dos factores. El primero es que la induccién se
puede realizar con € > 0 tan pequenio como se desee, en concreto, esto implica que fr es una
(C?, ¢)-aproximacién de g en (M, A). El segundo recae sobre el hecho de que Cj, = M y por tanto
fr es una funcién de Morse. Denotando f = fi se termina la prueba.

O
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Capitulo 3

Estructura de una variedad a través
de funciones de Morse

Es importante advertir al lector de un hecho sobre esta seccién, en muchos de los enunciados que
veremos a continuacién intervienen funciones de Morse, sin embargo, dicha caracterizaciéon no es
absolutamente necesaria, la mayoria de ellos pueden expandirse a simples funciones diferenciables
aunque afladiendo ain més complejidad. En caso de estar interesado en ese enfoque recomendamos
encarecidamente el libro de J.Milnor [14].

3.1 Campo vectorial gradiente

El concepto de campo vectorial gradiente, tiene su origen en variedades diferenciables Rieman-
nianas, es decir, para poder definirlo correctamente hemos de anadir otra capa de complejidad a
nuestra construccién, un campo tensorial g de tipo (0,2) simétrico y definido positivo. De esta
forma, dada una variedad diferenciable Riemanniana! (M, A, g) y una funcién f € C®(M), el
campo vectorial gradiente grad f € X(M) se caracteriza por

g(grad f, X) = X(f), (3.1)

para cualquier X € X(M). En caso de disponer del espacio euclideo R", es posible dotarlo de
estructura de variedad diferenciable Riemanniana, para ello, tomamos el campo tensorial g definido
en cada punto como el producto escalar euclideo, asi, si operamos en 3.1

dfi
ud 1= (2)
ot; 1<i<n

habiéndose tomando como base? la candnica. Como hemos dicho antes esta definicién conlleva
més complejidad, y presuponer que el lector conoce y maneja conceptos como campos tensoriales,
nosotros sin embargo, tomaremos el enfoque de Y.Matsumoto [11]. Definiremos los campos vecto-
riales gradiente tinicamente para funciones de Morse, e impondremos que se comporten de manera

"Véase [10] pag 327.
2Véase la observacién 1.1.17.
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3. Estructura de una variedad a través de funciones de Morse

similar a (3.1) en los puntos criticos de f. Algunos escritos® se refieren a dichos campos vectoriales
como pseudo-gradientes.

Definicién 3.1.1. (Campo vectorial gradiente) Sean (M, A) una variedad diferenciable de
dimension n, f una funcion de Morse de la misma y C el conjunto de puntos criticos de f.
Decimos que X € X(M) es un campo vectorial gradiente de f si las siguientes dos condiciones se
cumplen

(1) X(f)l[p >0 Vpe M ~C.

(2) Para cada punto p € C, con indice A con respecto a f y entorno coordenado (U, x) de A en p
en el que f puede escribirse como

f=Fp) = (@) = = (@)% + (2r2) + oo+ (20)?

el campo vectorial X puede definirse en (U,x) como

0 0 0 0
X=-20——..— 20— +2 —+ .+ 22, —.
o 8331 x)\al’)\ * ez 8%,\+1 + + x"axn

Siguiendo la misma dindmica del capitulo dedicado a la existencia de funciones de Morse,
fijamos una variedad diferenciable compacta, una funcién de Morse, y demostramos la existencia
de campos vectoriales gradiente de f.

Teorema 3.1.1. Sean (M, A) una variedad diferenciable compacta y f € C*°(M) una funcion de
Morse. Entonces siempre existe un campo vectorial gradiente X € X(M) de f

Demostracion. Empecemos notando que al ser (M, A) compacta, podemos situarnos en las con-
clusiones y notacion del lema 2.6.1, pudiendo suponer que para cada punto critico p de f existen
i € I'y (Uj,x;) un entorno coordenado del recubrimiento, de manera que U; es el inico dominio
de carta del recubrimiento en el que

F=10) = (@) — . = (@)% + (@r1)” + oo+ (). (3.2)

Esta suposicion es posible debido a dos factores, el primero es lema de Morse que nos dice que dicho
entorno coordenado existe, el segundo es el corolario 2.3 que advierte sobre la finitud del conjunto
de puntos criticos de f. Con todo ello, el procedimiento es sencillo, simplemente elegimos para cada
punto critico p de f un entorno coordenado adecuado, siendo esta coleccién finita, posteriormente
anadimos tantos entornos coordenados, cuyas cartas no contengan a p, como sea necesario para
recubrir M, terminando con la hipétesis de compacidad de (M, A).

Ahora, habiendo elegido correctamente los entornos coordenados del recubrimiento, la prueba
se hace muchos mas sencilla, para cada i € I definimos los siguientes campos vectoriales

of 8+ +8f 8)7

YiZHz(

3Véase [16] seccién 1.4.1.
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3.1. Campo vectorial gradiente

donde H; hace referencia a la funcién meseta asociada?, y siendo facil comprobar que efectivamente
Y; define un campo vectorial. Siguiéndose, a través de un sencillo cdlculo que el campo vectorial

cumple las condiciones de la definiciéon 3.1.1, y en consecuencia, es un campo vectorial gradiente
de f. O

Teorema 3.1.2. Sean (M, A) una variedad diferenciable compacta de dimension m, I = {1,....k}
para algin k € N y f € C°(M) una funcion de Morse con puntos criticos {p;}icr. Entonces eziste
otra funcion de Morse g € C*>°(M) cuyos puntos criticos son exactamente {p;}icr y verifica

9(pj) # 9(pi) si i#j, Vi,jel.
Ademds, para € > 0 arbitrariamente pequerio, g es una (C2, €)-aprozvimacion de f en (M, A).

Demostracién. Supongamos que p; # pz pero toman el mismo valor a través de f. Por el lema de
Morse existe un entorno coordenado (U, z) de A en p; y de manera que

F=10) = (@1)* = . — (@)% + (2ag1) + o+ (T0)?,

en el dominio de carta U. Ademads, debido al teorema 3.1.1, existe un campo vectorial gradiente
de f para el cual
X(f)=—4(zF — . — 23 + 23 + .. +22). (3.3)

Consideremos ahora los discos D3% y Dj*, siendo ¢ > 0 suficientemente pequeno para verificar que
z~1(DR) C Uy p; € 2 1(D}) para cualquier j € I. Definamos el abierto V = 2~ 1(D5%)°, el
compacto K =z~ (D) y la funcién

g=f+aH

donde H es la funcién meseta asociada a (V,K) y a € R una constante no nula, veamos que
ajustando a podemos hacer de g la funcion que buscamos. En primer lugar, nétese que g = f fuera
del abierto V' y g = f+a en K, en consecuencia, es sencillo ver que g y f tienen los mismos puntos
criticos en M ~ (V \ K). Veamos que para a con valor absoluto suficientemente pequeno g no tiene
puntos criticos en V' ~\. K, empecemos observando que para cada i €

of dg| | 0H
8332' 8.%1 N aaIi

)

OH
siguiéndose® que, al ser las cartas homeomorfismos, H € C*°(M) y K compacto, 92 esta acotada
N

1
en K. Por tanto, para a con valor absoluto suficientemente pequenio tenemos que la diferencia

(o) -3 ()

=1

4V éase la observacién 2.6.1.
®Véase [2] Theorem 9.8.
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3. Estructura de una variedad a través de funciones de Morse

es arbitrariamente pequena. Ademas, de (3.3) se sigue que, para cualquier ¢ € V ~ K°

n 2
0

2 (f) = X(ly 2 46 > 0.

: Ox;

=1
Es decir, tomando a con valor absoluto suficientemente pequenio, g no tiene puntos criticos en
V ~\ K, concluyendo asi, que g y f tienen los mismos puntos criticos. Siguiendo un razonamiento
similar al mostrado en la demostracion del teorema de existencia de funciones de Morse, es sencillo
comprobar que g es una funcién de Morse y una (C2, €)-aproximacién de f en (M, A). Por tltimo

g(p1) = f(p1) +a # f(p1) = f(p2), terminando asi la prueba. O

3.2 Curvas integrales y secciones de una variedad

Dada una variedad diferenciable, las curvas definidas sobre la misma han estado presentes inter-
mitentemente durante este escrito, y no hemos puesto especial interés en ellas. Esto cambia en
esta seccion y las posteriores, ya que ahora sabemos definir un campo vectoriale gradiente de una
funcién de Morse. Seguiremos los libros de Y. Matsumoto [11] y J. Milnor [15].

Definicién 3.2.1. (Curva integral) Sean (M, A) una variedad diferenciable, X € X(M) un
campo vectorial cualquiera e I un intervalo abierto de R. Una curva ¢ € C°(1, M) se dice curva

integral de X si para todo t € 1
C,(t) = X|C(t) .

Ejemplo 3.2.1. Hemos esperado hasta ahora para mostrar un ejemplo de campo vectorial gradien-
te, esto se debe a la definicion de curva integral, una herramienta muy poderosa para visualizar
campos vectoriales. Siguiendo con el ejemplo 2.1.1, tomamos la funcién f y calculamos® las curvas
integrales de su campo vectorial gradiente, obteniendo la curva constantemente’ el polo norte

B (‘2” ;T) — 0D?
B(t) =(0,0,1)

la curva constantemente el polo sur

v (—2 2) o2
() = (0,0,-1)

y los meridianos, para cada 6 € (0, 27]

-
(=22 D?
« <2,2>—>8

a(t) = (cos@sint,sinfsint, cost),

SEn cuanto a calculos se refiere, este proceso no es complicado. Sin embargo, hemos aprovechado la condicién de
la esfera como subvariedad Riemanniana de R™, un concepto hasta ahora desconocido para algunos de los lectores.
Para investigar sobre la idea de subvariedad se recomienda el capitulo 9 del libro de L. Tu [21].

"Ninguna curva integral puede pasar por un punto critico excepto la constantemente dicho punto, esta es una
observacion sencilla si tenemos en cuenta la definicién de campo vectorial gradiente.
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3.2. Curvas integrales y secciones de una variedad

Figura 3.1: Campo vectorial gradiente y curvas integrales de f.

Observacion 3.2.1. Con la misma notacion que en la definicion 3.2, si (M, A) es una variedad
diferenciable compacta entonces, para cualquier punto p € M existe una unica® curva integral
a € C®°(R, M) de X, de manera que a(0) = p. La demostracion no es trivial’ y es necesario estar
familiarizado con conceptos como el flujo de un campo vectorial o la completitud de una variedad

diferenciable.

Definicién 3.2.2. (Seccion de una variedad diferenciable) Sean (M, A) una variedad dife-
renciable, [a,b] un intervalo cerrado de R y I € R. Denotamos por seccion de (M, A) a

Mgy ={peM :a< f(p) <b},

(=N

Mi={peM: —co<f(p)<l}.

A partir de ahora hablaremos de difeomorfismos entre secciones de una misma variedad di-
ferenciable, para ello, es necesario primero dotar a dichas secciones de estructura de variedad
diferenciable, es por eso que advertimos al lector del siguiente resultado.

Lema 3.2.1. (Lema del valor regular) Sean (M1, A1) y (Ma, As) dos variedades diferenciables
de dimensiones m y n respectivamente, f € C°°(My, Ms) y p un valor regular de f. Entonces
f~Y(p) es una variedad diferenciable'® de dimension m — n.

8Véase la figura 3.1

9Véase [10] Theorem 9.12.

0De hecho, la variedad diferenciable resultante es subvariedad de (M1, A1), este hecho es clave para el procedi-
miento seguido en el ejemplo 3.2.1.
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3. Estructura de una variedad a través de funciones de Morse

Demostracion. En primer lugar, dotamos a f~!(p) de la topologia heredada y comprobamos que
es Hausdorff, y verifica el segundo axioma de numerabilidad. Ahora, fijemos dos entornos coorde-
nados (V,y) de Ay en py (U,z) de A; en z € f~1(p). Como p es un valor regular de f se tiene
que la diferencial de f es sobreyectiva para cualquier punto de f~!(p), es mas, al ser las cartas
difeomorfismos, se tiene que la diferencial de

h:yofox ':x(U) CR™ = y(V)CR"

es también sobreyectiva en cualquier punto de z(f~!(p)), y en consecuencia llamando | = x(z), la
dimensién de Ker(dh;) € T;R™ C R™ tendra dimensién m — n. Sea

L:R™ — Ker(dh;) c R™™"
cualquier aplicacién lineal no singular restringida al subespacio Ker(dh;). Definimos

F:z(U)CR™ - R"xR™™
F(q) = (h(q), L(9)),

y supongamos que det(J(F)[;) = 0, es decir, existe v € T)R™ C R™ de manera que dFj(v) =
(dfi(v), L(v)) = 0, lo cual es absurdo, ya que si dFj(v) = 0 entonces v € Ker(dh;) y en consecuencia
L(v) # 0, de la misma forma se ve el reciproco. Por tanto det(J(F)|;) # 0 y por el teorema de la
funcién inversa para espacios euclideos, existe un abierto Uy C z(U) que contiene a [ y es difeomorfo
a un abierto V3 C ({y(p)} x R™™™), que contiene a (y(p), L(z)). Como las cartas son difeomorfismos
concluimos que el abierto (x=1(U1) N f~1(p)) de z es difeomorfo a V1 N ({y(p)} x R™~™) que a su
vez es difeomorfo a un abierto de R™~", terminando la prueba con un procedimiento similar al
seguido en la observacion 1.1.4.

O

Del cual se desprende la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2.1. Sean (M, A) una variedad diferenciable de dimension n, f € C*°(R) y [a, b]
un intervalo cerrado de R. Entonces tanto M,y como M(_y tienen estructura de variedad
diferenciable con borde de dimension n.

Demostracion. Atendamos primero el caso M(_ ), €l resultado se sigue de los siguientes factores
1) Mi_opy= M;_ U f~1(b) donde la unién es topolégica.
(1) Moo )= Mi—co) polég

(2) Por el lema del valor regular f~!(b) tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién
n — 1, es decir, cumple con las condiciones para ser la frontera de M_ ., .-

(3) M(_oop) es un abierto de M y en consecuencia tiene estructura de variedad diferenciable
heredada de dimension n, ademds Mo p) = M(_oop] N f ~1(b), cumpliendo las condiciones
para ser el interior de M(_p-

El caso M[ab] es similar, simplemente hay que tener en cuenta que en este caso la frontera esta
compuesta por las componentes f~1(b) y f~!(a). O
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3.3. Teoremas fundamentales

Todo lo visto hasta ahora en el capitulo converge en el siguiente lema, sobre el cual se cimientard
la siguiente seccién.

Lema 3.2.2. Dadas una variedad diferenciable (M, A) compacta y f € C°°(M) una funcion de
Morse. Si f no posee valores criticos en un intervalo cerrado [a,b] de R, entonces la seccion M p)
es difeomorfa a

S Ha) x [0,1].

Demostracion. Sea X el campo vectorial gradiente de f, cuya existencia estd asegurada por el
teorema 3.1.1, y C' el conjunto de puntos criticos de f, el cual es finito por el corolario 2.3. Con la
estructura de variedad diferenciable heredada, definimos el siguiente campo vectorial en M ~ C

1
—X
X(f)
Por hipdtesis, recordar que M|, ;) no contiene puntos y criticos y por tanto esta dentro del dominio

de Y, ademas, debido a la la observacién 3.2.1 sabemos que existe una tnica curva integral c, de
X que verifica ¢,(0) = p. Aplicando la definicién de curva integral tenemos que, para todo t € [a, b]

d(f ocp)
dt

Y:

=d()(f) =Yy (f) = 1,
t
es decir, para todo t € [a,b] el valor de f aumenta con velocidad!! constantemente 1 a través de
la curva c,. En consecuencia, la aplicacién

he f7Ha) x [0,b—a] = Mgy
h(pa t) = Cp(t)

es un difeomorfismo!?, para comprobarlo basta observar dos factores, el primero es que fijando
cualquiera de las dos variables obtenemos una aplicacion diferenciable, y el segundo estd relacionado
con la observacion 3.2.1, que entre otras cosas implica que dos curvas integrales de un mismo campo
vectorial no pueden ser concurrentes. Acabamos la prueba teniendo en cuenta que f~!(a) x [0, b—al]
es difeomorfo a f~1(a) x [0,1].

O

3.3 Teoremas fundamentales

Finalmente llegamos a la iltima seccion de este escrito, donde veremos como todas las herramientas
adquiridas hasta ahora convergen para dar dos resultado, los denominados teoremas fundamenta-
les, cruciales para relacionar las distintas secciones de cualquier variedad diferenciable compacta.
Acabaremos con el corolario de descomposicién, que asegura que cualquier variedad diferenciable

HNétese que este concepto es absolutamente intuitivo y el siguiente resultado se deriva a través del teorema del
valor medio, véase [1] Teorema 4.5.

2N6tese que [0,b — a] tiene estructura de variedad diferenciable con borde debido a la porposicién 3.2.1 aplicada
a la identidad en R, lo que implica que el producto f~*(a) x [0,b — a] también, véase [10] Proposition 1.45.
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3. Estructura de una variedad a través de funciones de Morse

compacta es difeomorfa a un complejo de asas. Las referencias mas notables son la tesis de R.
Naim [18], el escrito de R. Bohm [3] y el libro de Y. Matsumoto [11].

Lo primero serd definir una funcién de Morse y averiguar en que seccidn se encuentran sus
puntos criticos, una vez hecho esto podemos enunciar el primer teorema fundamental.

Teorema 3.3.1. (Primer teorema fundalmental) Sean (M, A) una variedad diferenciable com-
pacta y f € C®°(M) una funcion de Morse. Si f no posee valores criticos en un intervalo cerrado
[a,b] de R, entonces M, es difeomorfa a M.

Demostracion. Por hipdtesis M,y no contiene puntos criticos de f, y debido al corolario 2.3 el
conjunto de puntos criticos de f es finito, es decir, podemos suponer que para € > 0 suficientemente
pequeno M, . tampoco posee puntos criticos de f. Por tanto y debido al teorema 3.2.2 tenemos
que M,_cp) es difeomorfa a f~(a) x [0,1], ademds como Mig—cq) C Miq_cp) se tiene que M,_ 4
también es difeomorfa a f~1(a) x [0,1]. Es decir, tenemos un difeomorfismo

h: M[afe,a] — M[afe,b] )

del que podemos asumir que para todo ¢ € f~!(a — €) se tiene h(q) = ¢, esto siempre es po-
sible ya que en caso contrario basta componer h con otro difeomorfismo. Solo queda definir el

difeomorfismo!?
h: M, — M,
- q, siq€ My,
h(q) = .
h’(Q) y S1qE€ M(a—e,a] ’

y la prueba queda concluida.
O]

Conocer los indices de los puntos criticos nos permite enunciar el segundo teorema fundamental.

Teorema 3.3.2. (Segundo teorema fundamental) Sean (M, A) una variedad diferenciable
compacta, f € C®°(M) una funcion de Morse y p un punto critico de f con indice A. Entonces
para € > 0 suficientemente pequerio, My, _. es difeomorfa a My . con una A-asa adherida.

Demostracion. Hasta ahora, hemos podido presentar pruebas detalladas y comprensibles para cada
uno de los teoremas, lemas y corolarios enunciados, sin embargo, es realmente complicado realizar
esta misma tarea en el caso que nos ocupa. Recomendamos encarecidamente al lector que revise
la tesis de R. Naim!# [18] y el trabajo de R. Bohm!? [3]. En caso de estar interesados tinicamente
en el cambio topoldgico, es posible que sea de gran interés la lectura de los libros de J. Milnor!®
[14] y L.I. Nicolaescu'” [19]. O

3Nétese que Mia—caq={peM:a—-e< f(p) <a}.

1 Theorem 4.0.35.

5 Theorem 4.4.

6 Theorem 3.2.

Theorem 2.2.3, basada en la elegante prueba de J. Milnor, aunque més extensa y detallada.
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Con el siguiente corolario concluimos el trabajo.

Corolario 3.4. (Corolario de descomposicion) Sean (M, A) una variedad diferenciable com-
pacta de dimension m y f € C°(M) una funcion de Morse. Entonces, queda determinada una
estructura de complejo de asas difeomorfa a (M, A), coincidiendo el indice de las asas con el de
los puntos criticos de f.

Demostracion. Sea I = {1,...,k} para algin k£ € N, por el teorema 3.1.2 podemos suponer que
todos los puntos criticos {p;}ic; de f toman valores distintos y ordenarlos de menor a mayor.
Nétese que para cualquier § > 0, My, )_s =y My(,,)+5 = M, por tanto si demostramos que para
cualquier ¢ € I y € > 0 suficientemente pequeno la seccion My, es difeomorfa a un complejo
de asas, habremos terminado

Procedemos por induccién sobre los subindices de los puntos criticos de f. Empecemos por
el caso i = 1, tenemos que (M, A) es compacta y en consecuencia p; debe ser el minimo global
de f, o lo que es equivalente, el indice de f en p; es 0. Entonces, haciendo uso del segundo
teorema fundamental, obtenemos que My, )4 es difeomorfa a D™ para € > 0 suficientemente
pequetio, siendo este, un complejo de asas. Supongamos ahora que, My, )i es difeomorfa a
algin complejo de asas N = H(D™; p1, ..., 1—1) para algun [ < k. Se sigue del primer y segundo
teorema fundamental que My, ) es difeomorfa a un complejo de asas H(D™; 1, ey PI—1, Q1)
donde € > 0 es suficientemente pequeno y

@1 : DN x D™N 5 N |
es una aplicacién diferenciable con A; el indice de f en pj. O

En este punto, el lector debe haberse dado cuenta de que la estructura de complejo de asas
determinada en el corolario 3.4 no es tinica'®, tanto el primer teorema fundamental como el segundo
teorema fundamental estan sujetos a la accién de un campo vectorial gradiente que, tiene una accién
esencial en la aplicacién diferenciable que adhiere cada célula. Las relaciones entre los distintos
complejos de asas que define una misma funcién de Morse es el camino que toma el libro de
Y. Matsumoto [11] tras probar este corolario. Otros textos como los de J. Milnor [14] y L. L
Nicolaescu [19] pasan a tratar las desigualdades de Morse. Por tltimo, R. Bohm en su trabajo [3]
prefiere pasar directamente a aplicaciones relacionadas con topologia algebraica. En mi caso, me
gustaria terminar enunciando un teorema que realmente compacta todo lo demostrado hasta el
momento.

Teorema 3.4.1. (Teorema de Reeb'®) Sean (M, A) una variedad diferenciable compacta de
dimension 2 y f € C°(M) una funcion de Morse con exactamente dos puntos criticos. Entonces
(M, A) es difeomorfa a una esfera®.

8 También puede darse el caso en el que no solo varfe el campo vectorial gradiente si no el complejo de asas en su
totalidad, es por eso que la descomposicién que obtenemos del corolario de descomposicién es solo una de todas las
posibles formas de construir la variedad diferenciable. Véanse [3] Figure 5 y Figure 6.

9Realmente el teorema de Reeb es el indicado en [14] Theorem 4.1, sin embargo, dicha versién no admite difeo-
morfismo debido al trabajo de J. Milnor en [13]. Por todo ello, el autor considera que tanto el enunciado como la
demostracién presentada en este escrito del Teorema de Reeb, concilia mejor con el contenido estudiado. La generali-
zalcién de este teorema, que abarca dimensiones menores o iguales a 6, se puede encontrar en libro de Y. Matsumoto
[11] Theorem 3.6.

20A1 igual que en el ejemplo 2.1.1 podemos utilizar cualquier estructura de variedad diferenciable.
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3. Estructura de una variedad a través de funciones de Morse

Demostracion. Haciendo uso del corolario de descomposicién, observamos que
M = D?u, D?,

donde ¢ es la aplicacién diferenciable encargada de la adhesién en el complejo de asas, y que
ademds es un movimiento rigido?! de 9D?.

Figura 3.2: Interpretacion gréfica del teorema de Reeb.

En consecuencia2?
oOD? = D* Uy D* = D*u, D?,

terminando asi la demostracion. O

21 Consecuencia de estar definida por un campo vectorial gradiente.

#21,a clave de esta consecuencia reside en [11] Lemma 1.19. La extensién de la que se habla en dicho lema es muy
util para generalizar este resultado a mayores dimensiones, para obtener una referencia de cada una de las pruebas
y una breve discusién sobre este tema véase [11] pdg 84.
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