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Resumen

Los puentes mixtos de sección cajón constituyen una solución competitiva en el rango
de las luces medias-altas en la que España está a la vanguardia. El motivo fundamental
se debe a la eficiencia en el uso de materiales, que hacen de esta tipología una opción
versátil y estética, a la par que sostenible.

Sin embargo, esta tipología presenta numerosos detalles estructurales que encarecen su
coste de fabricación. Entre ellos, destacan los diafragmas antidistorsión, cuyo cálculo ri-
guroso ha sido históricamente relegado por las normativas en detrimento de fórmulas
simplificadas que en muchas ocasiones llevan a diseños poco eficientes.

Otro de los motivos que ha llevado históricamente a la simplificación en el diseño de di-
chos diafragmas ha sido la ausencia de herramientas eficientes para su cálculo. Por ese
motivo, en esta tesis se ha desarrollado un elemento finito que permite el cálculo de la
distorsión y los diafragmas necesarios para su control en puentes mixtos de sección cajón
unicelulares y curvos en planta.

También se revisan en esta tesis los criterios para la modelización, el cálculo y la verifica-
ción de algunos de los diafragmas antidistorsión más comunes como son los diafragmas
de alma llena, Cruz de San Andrés, V, K y marcos abiertos y cerrados.

Por último, se han propuesto unas recomendaciones para el control de la distorsión que
tienen como objetivo definir el espaciamiento máximo entre diafragmas en función de di-
ferentes parámetros, tales como la anchura, la curvatura en planta o el canto, y dotar a los
diafragmas dispuestos de unas determinadas características. Asimismo, se han estudiado
las tipologías más adecuadas de diafragmas en función de la geometría de la sección y
como afecta la distorsión al cálculo de fatiga.

vii



Abstract

Box-girder composite bridges are a competitive solution in themedium-high span ran-
ge in which Spain is at the forefront. The fundamental reason is the efficiency in the use
of materials, which makes this typology a versatile, aesthetically pleasant, and sustainable
option for bridge design.

However, this typology presents numerous structural details that increase its manufactu-
ring cost. These include cross-frames, whose rigorous calculation has historically been
relegated by regulations to the detriment of simplified formulas that often lead to ineffi-
cient designs.

Another reason that has historically led to the simplification in the design of cross-frames
has been the absence of efficient tools for their calculation. For this reason, a finite element
has been developed in this thesis that allows the analysis of distortion and the cross-frames
necessary for its control in single-cell box-girder composite bridges.

The criteria for the modeling, calculation and verification of cross-frames is also reviewed
in this thesis. It has been done for some of the most common types cross-frames such as
welded plate diaphragms, X type, V type, K type and frames.

Finally, recommendations for distortion control have been proposed. They consist of de-
fining a maximum spacing between cross-frames according to different parameters, and
providing the cross-frames with specific characteristics. The most suitable types of cross-
frames have also been studied depending on the geometry of the section, as well as how
distortion affects the fatigue calculation.
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CAPÍTULO 1

Introducción

1.1 Introducción

Los puentes mixtos de sección cajón constituyen una solución competitiva en el rango
de las luces medias-altas debido a sus múltiples ventajas. Entre otras, se puede destacar la
eficiencia en el uso de los materiales, lo que permite lograr diseños esbeltos que se adaptan
a requerimientos geométricos o estéticos. Dicha eficiencia también posibilita que se trate
de una tipología competitiva cuando las luces oscilan entre los 90 y los 130 m de acuerdo
con los estudios realizados en Francia [1]. Además, su elevada rigidez torsional consigue
un mejor reparto de las cargas excéntricas en la sección [2], lo cual resulta conveniente
cuando los tableros son anchos o cuando los tableros presentan curvaturas en planta no-
tables. Por último, su prefabricación también redunda que esta tipología resulte adecuada
para trabajos en entornos urbanos o periurbanos con una alta densidad de tráfico.

En España son numerosas las realizaciones de tableros mixtos que se han construido des-
de el siglo pasado, siendo la sección tipo cajón la tipología preferente frente a los tableros
bijácena o multijácena [3]. Dicha preferencia se debe en parte a las contribuciones realiza-
das por ingenieros nacionales a esta tipología, tales como la doble acción mixta o el cajón
estricto [4], que han permitido que los tableros de sección cajón también resulten compe-
titivos en luces inferiores a las indicadas anteriormente en Francia. Además, algunas de
estas innovaciones han sido exportadas a otros países con éxito por los participantes en el
presente trabajo [5][6] y otros muchos proyectistas. Es decir, se trata de una tipología en
la que España está a la vanguardia [7], por lo que profundizar en su conocimiento suscita
interés tanto en el ámbito académico como en el empresarial.

Uno de los aspectos susceptibles de optimización dentro de esta tipología es el coste de
mano de obra asociado a su fabricación. El motivo es que, en ciertos casos y para un mis-
mo puente, el tablero de sección cajón puede resultar más ligero que otro compuesto por
secciones abiertas tipo vigas doble T. Sin embargo, y a pesar del ahorro en el material,
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

los costes asociados a la mano de obra pueden llevar a que el precio final del tablero sea
mayor en el caso de la sección cajón.

El coste en la mano de obra está fundamentalmente asociado a la rigidización de los ta-
bleros [3]. Los elementos que componen dicha rigidización incluyen múltiples detalles de
soldadura que es necesario ejecutar y verificar, como se puede observar en la figura 1.1.
Por lo tanto, el objetivo final de esta investigación es contribuir al diseño de tableros de
sección cajón en los que, preservando la eficiencia de la sección, se consigan optimizar
los elementos de rigidización transversal.

FIGURA 1.1 Viaducto de acceso al Puerto de Vigo
Cortesía de Óscar Ramón Ramos

Como es sabido, los elementos de rigidización tienen múltiples funciones. Una de las
más importantes, y que se encuentra ampliamente abordada en la normativa vigente, es
la de controlar el comportamiento frente a la abolladura de los paneles que componen
la sección. Con el propósito de optimizar dicha rigidización se han realizado numerosas
investigaciones, siendo destacable el proyecto europeo COMBRI [8]. Dicho proyecto re-
sultó en la creación de un extenso manual para el diseño de tableros mixtos tanto de vigas
doble T como de sección cajón.

Otra de las funciones principales de la rigidización es controlar la deformación transversal
de la sección frente a cargas excéntricas, también conocida como distorsión de la sección.
Dicho control se realiza por medio de diafragmas antidistorsión, y su implementación es
necesaria para evitar que un exceso de deformación de la sección pueda causar sobreten-
siones inadmisibles tanto en dirección longitudinal como transversal.

No obstante, y a pesar de la importancia que tiene la distorsión de la sección en tableros
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mixtos de sección cajón, destaca la limitada atención que se presta a este fenómeno tanto
en la normativa vigente como en la literatura especializada. Por ejemplo, los Eurocódi-
gos vigentes apenas dedican una línea a mencionar la distorsión en Estado Límite Último
(ELU) [9]. Y el proyecto europeo COMBRI, anteriormente citado, dedica dos párrafos a
los diafragmas de tableros de sección cajón para justificar que no se han estudiado debido
a las múltiples variables involucradas en su diseño. En cuanto al cálculo, existen distintas
metodologías disponibles. Sin embargo, estas pueden resultar excesivamente simplifica-
das o complejas, o requerir un cálculo independiente que conlleve múltiples iteraciones,
como se explicará más adelante. En resumen, no existe una metodología eficiente para el
cálculo de la distorsión en tableros de sección cajón, y la literatura asociada a su control
es insuficiente.

1.2 Objeto de la invesࢢgación

El objeto de la investigación es el cálculo y control de la distorsión en tableros mixtos
de sección cajón unicelulares. Por lo tanto, se dividirá la investigación en dos grandes
bloques. En el primero se investigarán las metodologías existentes para el cálculo de la
distorsión, destacando aquellas que tienen en cuenta la presencia de diafragmas. En el
segundo bloque, se revisarán los criterios de disposición de diafragmas para el control de
la distorsión, así como las características que deben de cumplir dichos diafragmas.

Para entender la necesidad de investigar las metodologías de cálculo es necesario partir
del marco normativo vigente. La mayor parte de las normativas se basan la teoría de
vigas para la verificación de puentes, y por esa razón lo habitual es desarrollar modelos
de cálculo de tableros de sección cajón utilizando elementos tipo viga. Para desarrollar
tales modelos, lo más común es recurrir a software comerciales, pero ninguno de los más
populares incluye el cálculo de la distorsión. Por lo tanto, si se desea calcular la distorsión
es necesario recurrir a modelos o metodologías complementarios. Según la bibliografía
consultada, las tres opciones más comunes son las siguientes:

La primera opción consiste en utilizar los cálculos simplificados de las recomen-
daciones establecidas en la literatura, en lugar de realizar un cálculo preciso de la
distorsión. Esta metodología se considera adecuada durante la fase de diseño con-
ceptual, pero su ámbito de aplicación debe estar claramente acotado. Por lo tanto
los criterios para el control de la distorsión que se elaboren en esta tesis irán en esta
línea. Sin embargo, las recomendaciones de la literatura vigente llevan a sobredi-
mensionamientos en muchos casos, por lo que esta no es una metodología eficiente
desde el punto de vista del coste final de la estructura.
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La segunda opción consiste en desarrollar un modelo de cálculo refinado con ele-
mentos finitos multidimensionales. Esta metodología es la más precisa, ya que múl-
tiples autores han logrado correlacionar exitosamente modelos de elementos fini-
tos multidimensionales con ensayos de laboratorio [10]. Sin embargo, se trata de
una metodología que requiere un tiempo considerable para preparar y calcular el
modelo, así como para procesar los resultados, por lo que no se puede considerar
eficiente.

Existe una tercera opción, contemplada en las normativas, que consiste en calcular
la distorsión utilizando la teoría de vigas. Esta metodología cuenta con distintos
niveles de desarrollo, siendo el método más popular la analogía de la viga sobre
lecho elástico [11][12]. Sin embargo, esta analogía implica el desarrollo de un mo-
delo de cálculo de viga Winkler independiente del modelo principal. Además, en
el caso de las vigas curvas, dicho modelo interactúa con el modelo global, por lo
que no se puede considerar integrado y tampoco alcanza la eficiencia deseada. Por
último, algunos autores han indicado que en puentes curvos se debe tener en cuenta
la interacción entre la distorsión y la torsión [13], lo que implica que pueda existir
falta de precisión en ciertos casos.

En resumen, ninguna de las metodologías anteriores es eficiente desde un punto de vista
de tiempo y resultado. Sin embargo, de las opciones anteriormente expuestas la que más
se acerca a la pretendida eficiencia es el empleo de la teoría de vigas, ya que sus resul-
tados son compatibles con el marco normativo vigente, lo que simplifica las labores de
procesamiento y verificación por parte del diseñador. Además, el tiempo computacional,
aunque es ligeramente superior al de los elementos tipo viga convencionales, es mucho
menor que el de cualquier otra metodología refinada.

Debido a las ventajas anteriormente expuestas, varios autores han propuesto en el ámbito
académico elementos finitos tipo unidimensionales que permiten integrar el cálculo de la
distorsión con el resto de los esfuerzos. Sin embargo, este tipo de elementos no están im-
plementados en los software de cálculo más populares, lo que limita su uso en oficinas de
proyectos. Además, los elementos revisados también presentan una serie de limitaciones
que varían según el autor. Algunos ejemplos de estas limitaciones son la restricción a unas
secciones tipo, la necesidad de iteraciones, las interacciones limitadas entre esfuerzos, o
la posibilidad de que únicamente se apliquen a alineaciones rectas. En resumen, no se ha
encontrado en la literatura un elemento adecuado para el diseño de puentes mixtos curvos.

Otra gran carencia observada en los elementos finitos analizados es el tratamiento de los
diafragmas intermedios antidistorsión. Apenas existen publicaciones que consideren di-
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chos diafragmas, y las que se han podido consultar se limitan al empleo de formulaciones
simplificadas basadas en la literatura clásica sobre distorsión. De esta forma, aunque cada
vez son más los elementos finitos que incorporan formulaciones propias para el cálculo
de la distorsión, ninguno de ellos contempla la posibilidad de considerar diafragmas inter-
medios antidistorsión. En consecuencia, existe un vacío en la literatura sobre este tema.

En lo que respecta al control de la distorsión, las estrategias más comunes consisten en li-
mitar el espaciamiento entre diafragmas antidistorsión y asignar a dichos diafragmas una
rigidez mínima. No obstante, la literatura existente al respecto es escasa, esta limitada a
geometrías específicas y en ocasiones parte de hipótesis muy conservadoras.

Por ejemplo, Javier Pascual en su tesis de 2004 [3] acierta al cuestionar la necesidad de
imponer un valor numérico a la rigidez que deben adoptar los diafragmas, y opta por basar
la rigidez en la propia resistencia de los diafragmas. Esta propuesta supone, en muchos
casos, una reducción sustancial en la cuantía de acero en diafragmas interiores respecto a
otros autores. Además, adquirió rango normativo en la EAE-11 [14]. Desafortunadamen-
te, y a pesar de sus ventajas, esta propuesta solo ha sido empleada por su autor, por lo que
el resto de publicaciones se siguen basando en criterios de rigidez mínima que se puede
considerar muy conservadores.

Para justificar la propuesta anteriormente indicada, Pascual realiza un estudio muy exten-
so, pero limitado a puentes rectos de hasta 14 m de ancho de tablero. Sin embargo, son
numerosas investigaciones que demuestran el incremento de la distorsión que se produce
al aumentar la curvatura. Además, existen realizaciones en Cantabria que llegan a los 30
m [15] de ancho de tablero con un único cajón. Por ello, se considera que la propuesta de
Pascual debe ser extendida a puentes curvos y de gran anchura.

Precisamente la anchura, y más concretamente el estudio de los puentes de gran anchura,
es una de las carencias más comunes observadas en la literatura. La mayor parte de publi-
caciones consultadas son asiáticas o americanas, por lo que limitan el estudio a anchos de
cajón inferiores a 4 m. Tendiendo en cuenta que la relación entre el ancho del cajón y el
ancho del tablero en puentes convencionales oscila alrededor del 50%[1], 4 m de ancho
de cajón se traducen 8 m de ancho total aproximadamente. Sin embargo, en Europa son
muy frecuentes los tableros de cajón único con anchuras de tablero superiores a los 8 m,
por lo que se trata de una variable que debe ser estudiada.

Como consecuencia de lo expuesto anteriormente, se considera necesario ampliar la lite-
ratura sobre el control de la distorsión, ya que las publicaciones existentes son contradic-
torias e incompletas.
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1.3 Objeࢢvos de la invesࢢgación

Una vez expuestas las principales carencias relativas al cálculo de la distorsión en
puentes mixtos de sección cajón, así como en los criterios de disposición de diafragmas
intermedios, se plantean los siguientes objetivos para la presente investigación:

1) Desarrollo de un elemento finito unidimensional curvo que integre el cálculo
de la distorsión. El elemento deberá tener al menos las siguientes características:

Debe permitir la curvatura en planta, ya que los puentes mixtos de sección
cajón resultan muy habituales en trazados curvos debido a su elevada rigidez
torsional.

Se debe permitir cualquier sección simétrica, abierta o cerrada, ya que durante
la fase de construcción los tableros pueden comportarse parcialmente como
secciones abiertas. También los cajones estrictos durante la fase final pueden
tener este comportamiento.

Se debe considerar la interacción de la distorsión con el resto de esfuerzos. En
el caso de la interacción con la flexión esto permite eliminar las iteraciones
en los puentes curvos en planta. Y en el caso de la torsión varios autores [13]
señalan que esta interacción puede ser especialmente relevante en puentes
curvos. Además, en el caso de secciones abiertas y semiabiertas, la torsión
puede llegar a resultar más relevante que la distorsión en términos de tensiones
longitudinales.

Debe ser compatible con el calculo de diafragmas, ya que son elementos in-
dispensables en los puentes mixtos.

Por último, los resultados obtenidos deben ser compatibles con las verifica-
ciones normativas.

2) Implementación del cálculo de diafragmas dentro de un modelo de elementos
finitos monodimiensionales. Se realizará para algunos de los tipos de diafragmas
más comunes, que se muestran en la figura 1.2. Además, se revisarán los criterios
para el dimensionamiento de los diafragmas para que los resultados obtenidos del
cálculo permitan el dimensionamiento de estos elementos según la normativa.

3) Redacción de recomendaciones sobre el control de la distorsión con el objetivo
de completar la literatura existente. Con este fin se realizará un cálculo paramé-
trico empleando el nuevo elemento finito desarrollado. Para ello se utilizarán casos
reales de tableros de puentes que ha proyectado, o en los que ha participado, el di-
rector de la investigación, y se modificarán sus características con el fin de estudiar
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las disposiciones más adecuadas de diafragmas para el control de la distorsión den-
tro del rango habitual de aplicación de los tableros mixtos. Además, se estudiarán
tableros de gran anchura que aún no han sido abordados en la literatura.

FIGURA 1.2 Tipos de diafragma a considerar

La suma de todos los objetivos anteriores permitirá mejorar la eficiencia del diseño de
puentes mixtos de sección cajón en todas sus fases. Durante la fase de diseño conceptual,
se espera que las recomendaciones para el control de la distorsión permitan estimar un
número de diafragmas y características más ajustadas al diseño final. En la fase de cálculo
de detalle, el elemento finito propuesto supondrá una metodología eficiente y refinada
para el cálculo de la distorsión. Además, esta facilidad para el cálculo de la distorsión
permitirá optimizar el diseño final de los diafragmas, contribuyendo así a diseños más
competitivos, ligeros y sostenibles.

1.4 Metodología de la invesࢢgación

En el apartado anterior se ha indicado que el objetivo de la investigación es doble. Por
una parte, se busca desarrollar un elemento finito que integre el cálculo de la distorsión
y los diafragmas, y por otra parte, elaborar unas recomendaciones para el control de la
distorsión. Para lograr estos objetivos, se seguirán los siguientes pasos:

1) En primer lugar se realizará un estudio bibliográfico para analizar las distintas me-
todologías sobre el cálculo de la distorsión, incluyendo los elementos finitos pro-
puestos por los distintos autores.
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2) En segundo lugar se desarrollará un elemento finito aplicable a puentes curvos que
integre el cálculo de la distorsión y permita el dimensionamiento longitudinal de
tableros de puentes. Para ello, se considerarán los siguientes pasos:

Obtención de los modos de deformación del tablero y propiedades de la sec-
ción mediante el método de los elementos finitos.

Formulación de las ecuaciones que rigen el comportamiento de las vigas cur-
vas, integrando la distorsión con el resto de esfuerzos.

Formulación del elemento finito empleando elementos binodales y funciones
de forma convencionales.

3) En tercer lugar, se llevará a cabo un estudio bibliográfico sobre el cálculo de dia-
fragmas intermedios antidistorsión.

4) A continuación se desarrollará la formulación necesaria para el cálculo de algunos
de los tipos de diafragmas más comunes, de manera que resulte compatible con el
elemento finito propuesto. Asimismo, se propondrán fórmulas simplificadas para
el cálculo de dichos diafragmas.

5) Se realizará una revisión crítica de los criterios para el dimensionamiento estructural
de diafragmas intermedios antidistorsión. Para ello se analizará tanto la literatura
técnica existente como la normativa vigente y derogada más relevante. En aquellos
aspectos susceptibles de mejora se propondrá una revisión de dichos criterios.

6) A continuación se procederá a validar el elemento finito y la formulación de dia-
fragmas mediante la comparación con modelos de elementos finitos tipo lámina.
También se compararán los resultados obtenidos a partir del elemento finito con las
metodologías clásicas. Además, el proceso de validación se se llevará a cabo para
tres geometrías diferentes de puentes.

7) Seguidamente se realizará una revisión bibliográfica de los criterios propuestos para
el control de la distorsión. En relación con esto se revisarán tanto los límites de la
distorsión, que son principalmente las tensiones por debajo de las cuales se puede
ignorar la distorsión, como los criterios de espaciamiento y rigidez de diafragmas.
Para ello se consultará tanto literatura técnica como normativas.

8) Finalmente se realizará un estudio paramétrico variando las dimensiones más re-
levantes del tablero de un puente. El objetivo es validar las recomendaciones pro-
puestas por los distintos autores para el control de la distorsión y elaborar recomen-
daciones propias. Los principales parámetros que se pretenden estudiar son la luz,
el canto, el ancho del tablero y la curvatura en planta.
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1.5 Estructura de la tesis

La metodología descrita en el punto anterior se reflejará en este documento a través
de los siguientes capítulos:

1) Introducción. Este capítulo explica el objetivo de la investigación, enumera los
objetivos marcados, describe la metodología que se va a emplear y presenta la es-
tructura del documento.

2) Estado de la cuestión. En este segundo capítulo se examinan las principales inves-
tigaciones y documentos relacionados con los dos objetos de la investigación. En
la primera parte se aborda el cálculo de la distorsión, incluyendo las distintas meto-
dologías y una revisión general de estas. En la segunda parte se revisan los criterios
académicos y normativos para el control de la distorsión, así como los umbrales de
aceptación de dicho fenómeno.

3) Definición del elemento finito. En el siguiente capítulo se describe la formulación
del elemento finito propuesto. En primer lugar se identifican los modos resisten-
tes y su campo de movimientos asociado utilizando las ecuaciones generales que
se habrán planteado previamente. Posteriormente se obtienen las ecuaciones que
rigen el comportamiento de las vigas curvas, incluyendo la distorsión. A partir del
campo de movimientos anterior se realiza la formulación del elemento finito. Para
ello se emplean se emplean los grados de libertad y las funciones de forma que se
indican en el apartado correspondiente. Además, se muestra la formulación para la
obtención de los resultados y el cálculo de las cargas. Por último se incluye la forma
genérica de considerar los diafragmas dentro del elemento finito.

4) Comportamiento y modelización de diafragmas. El cuarto capítulo se dedica a
revisar el cálculo de la rigidez de los diafragmas indicados en la figura 1.2, tanto de
manera integrada a partir del elemento finito, como de manera aproximada a partir
de fórmulas. También incluye la revisión de los criterios para el dimensionamiento
de los diafragmas indicados anteriormente, y la formulación necesaria para obtener
los resultados requeridos para el dimensionamiento de dichos diafragmas conforme
a las normativas más comunes.

5) Aplicación del elemento finito. En esta sección se verifica la validez del elemento
finito propuesto y la formulación de los diafragmas. Para ello se comparan los re-
sultados obtenidos mediante el uso del elemento finito con formulaciones clásicas
y modelos refinados de elementos finitos tipo lámina.
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6) Recomendaciones para el control de la distorsión. En esta sección se presenta el
estudio paramétrico, donde se analizan los criterios para la disposición de diafrag-
mas y las características de estos en función de la luz, el canto, el ancho del tablero
y la curvatura en planta. Además, se estudia cómo afecta la distorsión al cálculo de
fatiga y de los rigidizadores transversales. Por último se indican las tipologías más
adecuadas de diafragmas según la geometría de los tableros.

7) Resumen y conclusiones. El último capítulo de la tesis resume el trabajo reali-
zado y expone las conclusiones más relevantes tanto de los desarrollos teóricos
realizados como del cálculo paramétrico. También se incluyen aquellos aspectos
susceptibles de revisión y ampliación en futuras investigaciones.

Además de los capítulos principales se han incluido cinco apéndices con el fin de ampliar
algunos conceptos desarrollados en el documento principal o proporcionar información
complementaria. Estos apéndices son:

A Listado de símbolos. En este apéndice se incluye el listado de acrónimos y símbo-
los empleados en este documento.

B Revisión del cálculo de distorsión en puentes mixtos. En este apéndice se revisa
la formulación para el cálculo de la distorsión empleando la analogía de la viga
sobre lecho elástico.

C Integrales. En este apéndice se resumen algunas fórmulas necesarias para el cálculo
de las integrales utilizadas en el presente documento.

D Ejemplo de cálculo de propiedades de secciones. En este apéndice se ilustra paso
a paso el procedimiento para obtener las propiedades de la sección en el caso de un
puente curvo.

E Geometrías consideradas en el cálculo paramétrico. En este último apéndice se
recopilan las características geométricas detalladas de los puentes empleados en el
estudio paramétrico con el fin de favorecer la reproducibilidad de dicho estudio.
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Estado de la cuesࢢón

2.1 Introducción

El propósito del presente trabajo es, en última instancia, establecer recomendaciones
para el control de la distorsión en puentes mixtos de sección cajón. Para ello, es necesario
disponer de una metodología de cálculo adecuada y tener en cuenta el marco normativo
vigente. Por lo tanto, en este capítulo revisarán las bases para el cálculo de la distorsión,
la evolución del marco normativo relativo a la distorsión y los estudios realizados por los
autores para llegar a dicho marco normativo o cumplir con sus requerimientos.

En primer lugar, se realizará una revisión del cálculo de la distorsión y las principales me-
todologías existentes para su cálculo. Estas metodologías han evolucionado a lo largo de
los años, y, de acuerdo con la investigación realizada, las más populares en la actualidad
son las basadas en la teoría de vigas y las basadas en elementos finitos. Por esa razón,
ambas metodologías se revisarán en detalle. Otras metodologías, tales como los métodos
armónicos o las bandas finitas, tuvieron su popularidad en el pasado, pero han quedado en
desuso debido al avance de la capacidad de cálculo en los ordenadores y los desarrollos
en elementos finitos. Para obtener más información sobre otras metodologías posibles, se
recomienda consultar el estado del arte de Khaled M. Sennah [16].

A partir de los métodos de cálculo descritos anteriormente, numerosos investigadores han
realizado sus propuestas para el control de la distorsión. Estas propuestas se basan en de-
terminar el espaciamiento máximo entre diafragmas antidistorsión y las condiciones que
deben cumplir dichos diafragmas. En la segunda parte del capítulo se recopilarán algunas
de estas propuestas. Sin embargo, como paso previo a las propuestas, es necesario defi-
nir los límites que permitan determinar cuándo la distorsión está controlada. Por lo tanto,
antes de revisar los criterios de espaciamiento, se abordarán los límites de la distorsión.

Finalmente, una vez establecido el marco teórico, se explicará cómo las investigacio-
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nes anteriores se han reflejado en las distintas normativas. Para ello se estudiarán desde
normativas vigentes, como los Eurocódigos o la AASHTO LRFD, hasta normativas de-
rogadas, que han sido importantes en el pasado y cuyos efectos aún perduran, como la
RPX-95 o la EAE-11.

2.2 Cálculo de la distorsión

2.2.1 Introducción

Las características geométricas de los tableros mixtos de sección cajón se adaptan
perfectamente a dos de los tipos más frecuentes de cálculos en las oficinas de proyectos
hoy en día: los cálculos de acuerdo con la teoría de vigas y el método de los elementos
finitos.

Actualmente, la teoría de vigas es una herramienta fundamental para el dimensionamiento
de tableros de puentes, ya que la mayoría de las normativas están orientadas a ella. Entre
sus principales ventajas se encuentran la rápida implementación, la velocidad de cálculo,
la facilidad de procesamiento y la facilidad para las verificaciones de control. Sin em-
bargo, no se puede obviar que la teoría de vigas es una simplificación de la realidad, por
lo que son multitud los autores que han propuesto modificaciones con el fin de permitir
un mayor grado de precisión. Gracias a estas modificaciones, en la actualidad es posible
dimensionar algunos de los puentes más frecuentes utilizando principalmente esta teoría.

Una de las formas más comunes en la actualidad para resolver las ecuaciones de la teoría
de vigas, y en general cualquier problema elástico, es mediante el método de los elementos
finitos. Este método permite resolver ecuaciones diferenciales mediante la segmentación
del elemento o entorno objeto de estudio en elementos de dimensión reducida, también
conocidos como elementos finitos. Los elementos finitos pueden ser de tipo viga, bidi-
mensionales o volumétricos. Todos ellos se explicarán en la segunda parte de este apar-
tado.

Finalmente, se realizará una resumen de los distintos métodos de cálculo, donde se com-
pararán las ventajas e inconvenientes de cada uno, y se expondrá el criterio que se va a
adoptar para la realización del presente trabajo.
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2.2.2 Teoría de vigas

2.2.2.1 Introducción

El objetivo de este apartado es describir la evolución de la teoría de vigas aplicada
principalmente al cálculo de la distorsión y de tableros curvos.

En primer lugar, se definirá lo que es un modo resistente y su aplicación a tableros de
puentes. La definición se realizará de manera muy similar a lo expuesto por autores como
Jörg Schlaich [17] o Francisco Cambronero [18]. En este caso, y al ser el objeto principal
de esta investigación los tableros de sección cajón, se particularizará su aplicación para
este tipo de tableros.

Posteriormente, se explicarán las investigaciones más relevantes relativas a los modos
descritos anteriormente. Dichos modos son el cortante-flexión, que se tratará de manera
breve ya que no es el objeto principal de la investigación; la torsión; y la distorsión, in-
cluyendo su interacción con la torsión.

Por último, se explicarán otros aspectos vinculados a la teoría de vigas que se consideran
de interés, como el cálculo automatizado de propiedades de la sección, la generalización
de la teoría de vigas y desarrollos alternativos relacionados con dicha teoría.

2.2.2.2 Descomposición en modos resistentes de un tablero de sección cajón

Antes de exponer los desarrollos realizados en la teoría de vigas, se explicará la res-
puesta de un tablero de sección cajón sometido a una carga vertical excéntrica. Para ello,
se descompondrá dicha respuesta en modos resistentes.

Un modo resistente [18] es la relación que existe entre un sistema de fuerzas y/o momen-
tos aplicados sobre la sección y las tensiones normales y/o tangenciales que genera en
la misma. Para poder establecer esa relación, es necesario que exista un campo de movi-
mientos asociado. La relación entre el campo de movimientos y los esfuerzos y tensiones
que se generan en la viga es lo que se conoce como modo de deformación.

Para identificar los modos resistentes que intervienen en la respuesta de un tablero de
sección cajón, se tomará como referencia la explicación mostrada en el libro de Concrete
Box-Girder Bridges de J. Schlaich [17], aunque se modificará ligeramente la forma de
describirlo. No obstante, el citado libro es una referencia fundamental si se desea profun-
dizar en la materia.

Como punto de partida, se considerará un cajón rectangular de ancho b0 y altura h some-
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tido a una carga vertical P aplicada a una distancia del centro de giro de la sección e. Esto
se puede observar en la figura 2.1.

FIGURA 2.1 Estado inicial

La primera hipótesis que se considerará es la de sección indeformable. Bajo esta hipó-
tesis, se debe cumplir que exista equilibrio de fuerzas y equilibrio de momentos. Si se
consideran las fuerzas y los momentos independientes entre sí, es posible descomponer el
estado inicial en dos estados: uno simétrico donde las fuerzas no generan momento torsor
(a.1), y otro antimétrico donde la suma de fuerzas es cero pero existe un momento torsor
equivalente al del estado inicial (a.2). Dicha descomposición se muestra en la figura 2.2.

FIGURA 2.2 Estado simétrico (a.1) y estado antimétrico (a.2)

El estado simétrico está relacionado con el modo resistente de cortante-flexión. En el caso
de los cajones, las tensiones tangenciales en las almas son las que equilibran principal-
mente la fuerza vertical aplicada. Por lo tanto, para poder introducir la carga en las almas,
el estado simétrico se descompone en un cortante aplicado en directamente las almas, que
se corresponde con el modo resistente de cortante-flexión (b.2), y un estado de flexión
transversal resultante de la trasferencia de la carga aplicada desde un punto cualquiera de
la tabla superior a las almas (b.1). Lo anterior se ilustra en la figura 2.3.
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FIGURA 2.3 Flexión transversal (b.1) y cortante-flexión (b.2)

El estado antimétrico esta relacionado con la torsión. En primer lugar, se realiza la hipó-
tesis de sección rígida, según la cual el momento torsor aplicado queda principalmente
equilibrado por una distribución de tensiones tangenciales a lo largo del perímetro del
área encerrado por el cajón. En consecuencia, el estado asimétrico se descompone en dos
estados: una distribución de tensiones tangenciales en el perímetro, cuya resultante de
fuerzas es nula pero cuya resultante de momentos es el momento torsor, y que es lo que
se conoce como torsión (c.2), y otro estado auto-equilibrado (c.1) tanto a nivel de fuerzas
como de momentos. Todo ello se ha representado en la figura 2.4.

FIGURA 2.4 Estado auto-equilibrado (c.1) y torsión (c.2)

Si se analiza el estado autoequilibrado c.1 como un pórtico en el plano de la sección, se
puede observar cómo la sección se deforma transversalmente. Es decir, este estado es la
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suma de un estado de flexión transversal y otro que se denomina distorsión. Para separar
ambos modos resistentes es necesario bloquear los desplazamientos de las paredes en la
dirección de la pared para obtener el estado de flexión transversal (d.1). Luego, se deben
aplicar en la sección las reacciones S debidas a los bloqueos del estado d.1 para movilizar
las paredes en su dirección y obtener el estado de distorsión (d.2), como se muestra en la
figura 2.5.

FIGURA 2.5 Flexión transversal (d.1) y distorsión (d.2)

Para entender las reacciones del estado de flexión transversal d.1 que provocan las fuerzas
de distorsión en el estado d.2, se descompone el estado d.1 como se indica en la figura
2.6.

FIGURA 2.6 Torsión en almas (e.1) y torsión en voladizo (e.2)

La descomposición se realiza de manera similar al estado simétrico. El primer paso es
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transferir la carga aplicada en cualquier punto de la tabla superior a las almas. Para ello,
se supone que la tabla superior está simplemente apoyada sobre las almas y se obtienen
las reacciones que genera la carga torsora aplicada. Tomando dichas reacciones, se define
un estado donde se aplican directamente las reacciones sobre las almas y se suma al flujo
de torsión (e.1). También se define otro estado donde únicamente aparecen las fuerzas
externas aplicadas y su reacción en las almas (e.2).

En el primer estado e.1 resulta evidente que, al no existir fuerzas perpendiculares al alma
ni momentos, se pueden obtener las reacciones sumando tributariamente las fuerzas en
los nodos. El resultado son las fuerzas de distorsión S1.

En el segundo estado e.2 domina principalmente la flexión transversal. Sin embargo, tam-
bién aparecen reacciones en los bloqueos de los nodos que generan fuerzas de distorsión
S2 de sentido opuesto a las fuerzas S1. Dependiendo de la flexibilidad de la sección ana-
lizada como pórtico, especialmente del alma, estas pueden resultar relevantes o no. Por
ejemplo, en el caso de los cajones metálicos, objeto de este trabajo, debido a la gran fle-
xibilidad de las almas, estas reacciones se pueden considerar despreciables.

En resumen, las fuerzas S de distorsión del estado d.2 son el resultado de aplicar las fuer-
zas trasformadas (reacción equivalente en las almas del momento torsor aplicado) sobre
las almas S1 y descontar, cuando la rigidez de marco sea importante, la parte debida a
la excentricidad de la carga respecto a las almas S2. Nótese que, al ser las fuerzas S2 de
signo contrario a las S1, el no considerarlas resulta del lado de la seguridad.

Resumiendo, los modos resistentes de un cajón sometido a una carga vertical excéntrica
son la suma de los siguientes estados:

Cortante-Flexión: b.2.

Torsión: c.2.

Distorsión: d.2.

Flexión transversal: b.1+d.1.

Si añadimos el modo axial a los modos anteriores, se obtienen todos los modos de res-
puesta de un tablero de un puente.

A continuación, se explicará cada uno de los modos anteriores, a excepción del modo
axial y la flexión transversal. Se excluyen estos dos modos debido a su escasa influencia
en el cálculo de la distorsión.
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2.2.2.3 Cortante-Flexión

Las primeras investigaciones con vigas se remontan a Leonardo Da Vinci y Galileo
[19]. Sin embargo no fue hasta el siglo XVIII, con las investigaciones de Leonhard Eu-
ler y James Bernoulli [20], y principios del siglo XIX, con el trabajo de Navier, cuando
comenzó a establecerse la teoría de vigas [19]. La teoría quedó reflejada en el libro de
Navier [21], que resume las lecciones de resistencia de materiales impartidas en L’École
de Ponts. En el libro, se establece la conocida como hipótesis de Navier, según la cual to-
das las secciones planas perpendiculares a las fibras antes de la deformación permaneces
planas y perpendiculares a las fibras después de la deformación. Esta hipótesis, junto con
la de comportamiento elástico, permite expresar las tensiones en una viga respecto a sus
ejes principales de inercia como:

σz = Fz
A

− x · My

Iy
+ y · Mx

Ix
(2.1)

Además, la hipótesis anterior permite calcular la flecha en una viga (uy) aplicando la
relación entre el momento (Mx) y la variación del giro (θx), que se asume inverso a la
curvatura de la viga, de acuerdo con la hipótesis de Euler-Bernouilli.

Mx = EIx · ∂θx
∂z

= EIx · ∂
2uy
∂z2 (2.2)

Lo expuesto anteriormente permite el cálculo de vigas esbeltas. Sin embargo, en vigas de
gran canto es necesario considerar el cortante. Por ese motivo, el siguiente gran avance
en el cálculo de la flexión y el cortante se produjo a principios del siglo XX, cuando
Stephen Timoshenko [22] incorporó la deformación por cortante al cálculo de flechas.
Esto supone que la variación de la flecha ya no depende únicamente del giro, sino también
de la deformación por cortante (γyz).

∂uy
∂z

= θx + γyz (2.3)

En la ecuación anterior, el giro y la deformación por cortante se relacionan con elmomento
(Mx) y el cortante (Vy) en la viga del siguiente modo:

Mx = −EIx · ∂θx
∂z

, Vy = GAy · γyz (2.4)

Donde Ay es el área de cortante.

La implementación de la deformación por cortante dentro del cálculo con elementos fini-
tos plantea una problemática específica relacionada fundamentalmente con lo que se cono-
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ce como bloqueo por cortante1. Este fenómeno consiste en que en elementos muy esbeltos
la flecha tiende a ser nula, en lugar de converger con la hipótesis de Euler-Bernouilli. Sin
embargo, esto no impide que algunos de los software mas populares en el cálculo de puen-
tes, como Sofistik [24], Midas [25] o SAP 2000 [26], incorporen dicha deformación.

Uno de los últimos de los grandes desarrollos en el cálculo de cortante y flexión en ta-
bleros de sección cajón se dio en 1946, cuando Eric Reissner [27] sentó las bases para el
cálculo del arrastre por cortante en vigas de sección cajón. Para ello, incorporó al cálculo
de la viga un alabeo longitudinal proporcional al cortante en la sección.

La solución analítica del arrastre por cortante se obtuvo desde un principio. Sin embargo,
su resolución empleando el método de los elementos finitos no es posible para la mayoría
de los casos. Los motivos los explica F. Cambronero en detalle en su tesis [18], pero de
manera muy resumida, la complejidad radica en que la resolución de la ecuación diferen-
cial empleando el método de los elementos finitos requiere que haya continuidad en las
derivadas primeras de la flecha. Sin embargo, esta continuidad no puede existir cuando
existen apoyos intermedios o cargas puntuales. La razón de dicha falta de continuidad
está en que si se sustituye la relación entre el cortante y su deformación de la ecuación 2.4
en la ecuación 2.3, se observa que la relación entre la derivada primera de la flecha y el
cortante es proporcional. Por lo tanto, las discontinuidades en el cortante que introducen
tanto los apoyos intermedios como las cargas puntuales suponen discontinuidades en la
variación de la flecha.

Esta complejidad para implementar el arrastre por cortante en elementos finitos ha lle-
vado a que, actualmente, no se encuentre implementado su cálculo directo en la mayoría
de software comerciales mas populares. Sin embargo, son varios los autores que han pro-
puesto elementos que incorporan el arrastre por cortante de manera simplificada, para lo
cual emplean distintas hipótesis. Por ejemplo F. Cambronero en su elemento B3N [18]
incorpora el arrastre por cortante como una función de intensidad, basado en el trabajo
de Laudiero y Savoia [28]. Otros autores, como Razaqpur y Li [29] o más recientemente
Luigino Dezi et al [30], han optado por incorporar grados de libertad adicionales asocia-
dos a la deformación por cortante.

La complejidad anterior sin embargo no impide que el arrastre por cortante sea conside-
rado en el diseño. Para lograr esto, las normativas utilizan el concepto de ancho efectivo,
que consiste en dividir el tablero en zonas en función de su proximidad al apoyo y reducir

1Si se desea profundizar en esta materia, en el libro de E. Oñate [23] se encuentra ampliamente desarro-
llada esta problemática, así como diferentes aproximaciones que se pueden realizar para compensar dicho
problema
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el área de las alas con el fin de igualar la tensión máxima en la viga. Para obtener dicha
reducción, el Eurocódigo EN1993-1-5 [31], por ejemplo, se basa en el trabajo de Gerhard
Sedlacek [32], que realizó un calculo paramétrico para distintos casos de carga típicos
[33].

En cuanto al arrastre por cortante en vigas curvas, Hiroshi Nakai, en su libro de 1988 [34],
se basa en trabajos desarrollados en Japón para concluir que se puede asumir que el ancho
eficaz en una viga curva se puede aproximar al de una viga recta.

2.2.2.4 Torsión

Uno de los pioneros en el cálculo de la torsión y de las vigas curvas fue Barré de
Saint-Venant, quien en 1853 [19] estableció las bases del cálculo a torsión en su libroMe-
moire sur la torsion des prismes [35]. En dicho libro se planteó, en primer lugar, el campo
de movimientos asociado a la torsión, donde se incluyó el concepto de alabeo como una
función dependiente de la sección multiplicada por una función de intensidad, la cual a
su vez depende de la variación del giro. Posteriormente, y aplicando las ecuaciones de la
elasticidad que se habían desarrollado unos años antes en Francia, derivó la rigidez a giro
de la sección para algunas secciones típicas.

En lo que se refiere a la torsión mixta, no fue hasta principios del siglo XX cuando S.
Timoshenko aparentemente [36] resolvió por primera vez el problema de dicha torsión,
aunque al estar estudiando secciones doble T, lo llamó «torsión con flexión de alas».

Sin embargo, el desarrollo de la teoría de la torsión mixta aplicada a cualquier sección
abierta de paredes delgadas no se dio hasta mediados del siglo XX, cuando Vasily Zacha-
rovich Vlasov [37] desarrolló la teoría de secciones de pared delgada, que ha supuesto
uno de los últimos grandes desarrollos en la teoría de vigas. En dicha teoría se introducen
conceptos como las coordenadas sectoriales, que aún se usan en el cálculo de torsión, y
también se incluyen las ecuaciones que rigen el comportamiento de las vigas curvas. Ade-
más, la premisa de la que parte, que consiste en que una de las dimensiones del elemento
es muy inferior al resto, se ajusta en la mayoría de los casos a lo observado en los puentes
de sección cajón.

Aplicando la teoría de Vlasov, la ecuación diferencial que rige la torsión en una viga recta
tanto abierta como cerrada es:

EIt · θIVz −GJt · θIIz = mt (2.5)
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Donde el término It se refiere a la inercia al alabeo de la sección, el término Jt se refiere
módulo torsional y el términomt a la carga torsora.

Usando los términos anteriores, las tensiones longitudinales debidas a la torsión no uni-
forme se pueden expresar como:

σz = E · wt · θIIz = Bt

It
· wt (2.6)

Donde se introducen los conceptos de bimomento (Bt) y alabeo (wt), que resultan análo-
gos al momento para el cálculo de la flexión y a la distancia a la fibra neutra respectiva-
mente.

En cuanto a las vigas curvas, el libro de H. Nakai [34] detalla cómo afecta la curvatura
en planta de las vigas a la torsión, incluyendo la torsión alabeada, y proporciona fórmulas
para su cálculo.

El libro de H. Nakai también incluye una investigación previa realizada en 1977 junto con
Conrad P. Heins [38] que define el umbral a partir del cual se pueden ignorar las tensiones
longitudinales debidas a la torsión. Este umbral se define como:

κ = L ·
√
GJt
EIt

> min(10 + 40 · R
L
, 30) (2.7)

Donde κ adopta los siguientes valores aproximados según los autores:

Tableros de vigas doble T: κ ≈ 0.5 − 3

Tableros de múltiples vigas cajón: κ ≈ 3 − 10

Tableros de sección cajón multicelulares: κ ≈ 10 − 30

Tableros de sección cajón unicelulares: κ ≥ 30

Es decir, en tableros unicelulares de sección cajón no se debería considerar la torsión no
uniforme. No obstante, esto se discute en el apartado 2.2.2.6.

En cuanto a la implementación dentro de elementos finitos, cualquier elemento de viga
tridimensional incorpora al menos la torsión de Saint-Venant. Algunos software comer-
ciales como Sofistik o Midas también incorporan la posibilidad de un séptimo grado de
libertad opcional correspondiente a la torsión alabeada, pero, al menos en el caso de So-
fistik, este no se puede activar en el caso de vigas curvas. Sin embargo, la mayoría de
los autores citados en el presente trabajo que han desarrollado elementos finitos curvos
incorporan la torsión alabeada.
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2.2.2.5 Distorsión

La deformabilidad de la sección es un fenómeno que se ha estudiado desde el siglo
XX. Una revisión histórica de este fenómeno se puede encontrar en detalle en la tesis
de Javier Pascual [3]. Sin embargo, se resumirán a continuación alguno de los hitos más
importantes.

Los primeros estudios que tuvieron en cuenta la deformabilidad de la sección se remontan
a los años 30, y se realizaron en el ámbito aeronáutico. Concretamente, Hans Ebner [39]
en 1934 propuso un método para el cálculo de tensiones en alas de aviones donde emplea
vigas equivalentes con el fin de calcular las tensiones por distorsión de la sección. El mé-
todo fue extendido a puentes por F. Resinger en 1959 y B. Richmond en 1966 [40]. Esta
última constituye una de las primeras aproximaciones rigurosas al cálculo de la torsión
alabeada y la distorsión en puentes mixtos con diafragmas. En 1968, D. C. Dalton junto
con B. Richmond aplicaron el método anterior a secciones trapezoidales [41].

Sin embargo, los métodos anteriores han quedado en desuso en detrimento de la ecuación
general de la distorsión en tableros de sección cajón. Dicha ecuación fue propuesta prácti-
camente en paralelo, pero de forma independiente, por Richard N. Wright [11] y Ryszard
Dabrowski [12] a finales de los años 60.

La ecuación general de la distorsión se puede expresar de manera genérica en función de
la intensidad de la distorsión (ξ) como:

EId · ξIV + EsKd · ξ = md − η · Mx

R
(2.8)

Donde EId es la rigidez debida al alabeo de la viga, EsKd es la rigidez de marco de la
sección,md es la carga distorsora aplicada y η es un coeficiente que relaciona el momento
flectorMx en la sección con la carga distorsora para una viga de radio en planta R.

Se puede observar claramente cómo la ecuación diferencial de la distorsión se correspon-
de con la de la viga sobre lecho elástico. Por lo tanto, el cálculo de la distorsión empleando
su ecuación también se conoce como la analogía de la viga sobre lecho elástico. Compa-
rando con dicha viga sobre lecho elástico, se puede identificar que la flexión en la viga se
asimila al alabeo debido a la distorsión, el propio lecho elástico a la rigidez de marco de la
sección, y tanto las carga distorsora como la carga debida a la curvatura son las cargas que
se aplican en la viga. Además, en el caso de emplearse diafragmas antidistorsión, estos se
asimilan a apoyos elásticos puntuales en la viga de rigidez KD. Todo ello se ilustra en la
figura 2.7.
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FIGURA 2.7 Viga sobre lecho elástico

Para caracterizar la viga sobre lecho elástico, los autores han empleado diversas formu-
laciones. Estas permiten obtener los parámetros de rigidez en un puente de sección cajón
que se asignan tanto a la viga como al lecho elástico, así como a los diafragmas si los
hubiera. La principal diferencia entre formulaciones es el movimiento que se toma co-
mo referencia. Las formulaciones más populares utilizan la deformación angular unitaria
(γd), el movimiento vertical en el vértice superior del alma (ψd) o el movimiento en la
dirección del alma (Vs). Las tres se ilustran en la figura 2.8.

FIGURA 2.8 Movimientos de referencia para la distorsión

Los autores vinculados a cada formulación, así como sus limitaciones, se explican a con-
tinuación. Sin embargo, si se desea profundizar en mayor detalle, en el apéndice B se
explica la relación entre formulaciones y se aclaran algunos de los comentarios realiza-
dos.

Deformación angular unitaria (γd)

Esta formulación fue originalmente propuesta por R. Dabrowski en su libro Curved
Thin-Walled Girders. Theory and Analysis [12]. En dicho libro se define la ecua-
ción general de la distorsión para una viga curva, incluyendo todos los términos de
la ecuación 2.8. El alabeo y la carga distorsora aplicada se definen en dicho libro
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tanto para secciones rectangulares como para secciones trapezoidales, mientras que
la rigidez de marco y el coeficiente que relaciona el momento flector con la curvatu-
ra, que en adelante también denominará coeficiente de Dabrowsky, se definen solo
para secciones rectangulares. No se han identificado fórmulas para la obtención de
la rigidez de los diafragmas.

L. F. Boswell y S. H. Zhang completaron en 1984 [42] la formulación anterior
añadiendo algunas consideraciones. En primer lugar, diferencian entre cargas de
distorsión verticales y horizontales, ya que, aunque ambas son momentos torsores
en última instancia, en el caso de las secciones trapezoidales el equilibrio entre las
fuerzas internas y externas en los nodos varía. También extienden la formulación
a cajones multicelulares, si bien la rigidez de marco indican que debe calcular-
se mediante un cálculo por ordenador, ya que no proporcionan ninguna fórmula2.
Por último, también S. H. Zhang propone una aproximación del coeficiente de Da-
browsky en un artículo posterior [44], que define como:

η = 0.5
Ix

· bb
bs

∫
A
y · (y − yt) · dA ≈ 0.5

ω
· bb
bs

(2.9)

Donde yt es el centro de esfuerzos cortantes relativo al centro de gravedad de la
sección y ω es la relación entre la inercia eficaz y la inercia completa de la sección.

El cálculo del coeficiente η mostrado anteriormente asume un comportamiento li-
neal de la deformación de las paredes, lo cual no se corresponde con las pruebas
realizadas y no queda del lado de la seguridad en ciertos casos. Además, en el apén-
dice B se demuestra que el ratio entre anchura inferior y superior del cajón debería
haberse tomado a la inversa (bb/bs → bs/bb).

Posteriormente, la formulación de Dabrowsky ha sido ampliamente empleada por
autores asiáticos. H. Nakai y Chai Hong Yoo en su libro de 1988 Analysis and De-
sign of Curved Steel Bridges [34] recogen toda la formulación de Dabrowsky y lo
completan con fórmulas para algunas de las tipologías de diafragmas más comunes
en secciones rectangulares, como son el diafragma de alma llena, el diafragma en
Cruz de San Andrés, el diafragma en V o el diafragma en K, aunque en este último
se considera únicamente que el perfil superior es infinitamente rígido. Además, C.
H. Yoo publicó un artículo en 2015 [2] donde, a pesar de estar enfocado a secciones
trapezoidales, se mantienen las limitaciones a secciones rectangulares tanto del co-
eficiente de Dabrowsky como de la rigidez de marco, si bien esta última lo justifica

2En el caso de secciones multicelulares rectangulares Nam-Hoi Park en 2005 [43] propuso una fórmula
para su cálculo
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alegando que su influencia en el caso de los puentes mixtos resulta despreciable.
Sin embargo, en dicho artículo se incorpora la influencia de las platabandas supe-
riores en el alabeo de la sección y también se proporcionan fórmulas para el cálculo
de la rigidez de los diafragmas en secciones trapezoidales, aunque estas últimas in-
fravaloran la rigidez de acuerdo a las pruebas realizadas (B.5.4). El motivo de dicha
infravaloración aparentemente está en que el autor parece asumir que la deforma-
ción angular en la losa superior es igual a la del ala inferior, cosa que no sucede en
las secciones trapezoidales, y por lo tanto el trabajo que desarrollan los diafragmas
antidistorsión, para cualquiera de las tipologías, es mayor, lo que redunda en una
mayor rigidez real de los diafragmas.

En resumen, de acuerdo con la bibliografía consultada, la formulación propuesta
por R. Dabrowsky es una de las más populares. Sin embargo, no se ha encontra-
do un cálculo refinado en secciones trapezoidales ni de la rigidez de marco, ni el
coeficiente de Dabrowsky, ni la rigidez de los diafragmas.

Deformación vertical unitaria (ψd)

Esta es la formulación propuesta originalmente por R. Wright [11] para vigas rec-
tas de sección trapezoidal. Aunque la formulación es completa y contiene todos los
parámetros necesarios para el cálculo según la analogía de la viga sobre lecho elás-
tico, resulta compleja y difícil de seguir [2]. Por esta razón, C. P. Heins y Dann H.
Hall elaboraron la Guía de Aplicación de Bethlehem para el Diseño de Puentes de
Acero [45]. Sin embargo, a pesar de la guía, la formulación sigue resultando con-
fusa, ya que en lugar de dejar claros los distintos parámetros que intervienen en la
ecuación, define varios parámetros auxiliares orientados al empleo de ábacos para
la resolución de la ecuación que él mismo define. Esto se traduce, por ejemplo, en
que en las pruebas realizadas para esta formulación la rigidez de marco calculada
es la mitad que la obtenida empleando el método energético para el mismo grado de
libertad, por lo que no esta claro que carga esta adoptando al emplear la analogía,
ya que los ábacos conectan directamente el torsor con la solución. La respuesta,
y de acuerdo con Colin J. Billington [46], es que R. Wright considera únicamente
media sección en su cálculo.

La formulación anterior fue completada por Vladimír Kristek en 1970 [47], cuando
extendió su aplicación a puentes de canto variable. Además, en su tesis [46], C.J.
Billington propuso un coeficiente aproximado para tener en cuenta la distorsión
causada por el momento flector cuando el puente es curvo en planta.
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En el artículo de R. Wright se incluyeron las rigideces de los diafragmas para las
mismas tipologías que se indican en el caso de H. Nakai. Aunque su formulación es
clara, la tesis C.J. Billington demuestra con mayor nitidez algunas de las fórmulas
que propuso R. Wright. Para obtener la rigidez de los diafragmas de alma llena se
basó su rigidez en una sección rectangular, donde actúa a cortante puro, con la de
un diafragma en cruz. Por lo tanto, la rigidez de los diafragmas de alma llena en
secciones trapezoidales es una simplificación. Las demás fórmulas se consideran
precisas. No obstante, aún no se han actualizado las formulaciones de rigidez de
diafragmas antidistorsión con el fin de simplificarlas.

A pesar de ser una formulación más completa que la de R. Dabrowsky, su popu-
laridad ha sido menor en parte debido a su complejidad inicial. Además, no se ha
definido un coeficiente de Dabrowsky refinado para ninguno de los tipos de sec-
ción.

Deformación unitaria en el alma (Vs)

Los orígenes de esta formulación no están claros, ya que se recogen en libros que no
indican claramente la bibliografía empleada. En cualquier caso, esta formulación
se encuentra extensamente explicada para el caso de tableros de hormigón sin dia-
fragmas en el libro de J. Schlaich Concrete Box-girder Bridges [17]. En este libro,
al igual que en el caso de R. Wright, se recogen todos los parámetros necesarios
para el cálculo de una viga recta.

Luis Viñuela recogió esta formulación en 1992 En su libro [48], adaptándola a los
puentes metálicos y mixtos. También completó la formulación proporcionando fór-
mulas para calcular la rigidez de los diafragmas. Estas fórmulas parecen haber sido
adaptadas de la formulación de R. Wright anteriormente descritas, ya que emplean
losmismos parámetros. Sin embargo, el factor que aplica para pasar de una formula-
ción a otra es exacto para secciones rectangulares, pero, debido a una simplificación
realizada, tiende a sobrevalorar la rigidez conforme la forma trapezoidal del cajón
se hace más acusada.

Sin embargo, el mayor problema que plantea esta formulación es que no se puede
aplicar a puentes curvos, ya que no se ha encontrado en la literatura un parámetro
que relacione la carga distorsora a aplicar debida a la curvatura en planta con el
momento flector actuante en la sección.

En resumen, ninguna de las formulaciones revisadas se puede considerar cerrada para
secciones trapezoidales. Por esta razón, en el apéndice B se ha desarrollado una formu-
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lación que engloba todas las anteriores y que permite el cálculo de todos los parámetros
con precisión.

No obstante, las formulaciones anteriores comparten algunas hipótesis idénticas para la
obtención de las funciones de alabeo, lo que implica que las formulaciones son propor-
cionales entre sí. Estas hipótesis son:

La resultante de tensiones longitudinales debidas al alabeo (wd) y momentos en la
sección es nula:

∫∫
E · wd · dA =

∫∫
E · wd · x · dA =

∫∫
E · wd · y · dA = 0

Cuando el alabeo es libre, no existe deformación tangencial en la sección:

γsz = ∂wd
∂s

− uds = 0

Además, al igual que sucedía en el caso de la torsión alabeada, la tensión debida a la
distorsión también se puede expresar a partir de la función de alabeo como:

σz = E · wd · ξII = −Bd

Id
· wd (2.10)

Donde también se emplea el concepto de bimomento (Bd).

La deformación por cortante vinculada a la distorsión fue planteada por el propio R. Da-
browsky en su libro original [12]. Sin embargo, según indica J. Pascual [3], varios autores
coinciden en señalar que su influencia en el caso tableros de sección cajón mixtos es es-
casa. Además, investigaciones más recientes [49] llegan a la misma conclusión.

En cuanto a la implementación de la distorsión dentro de elementos finitos, la mayoría
de los software comerciales no lo incluyen como grados de libertad adicionales dentro de
elementos tipo viga. Sin embargo, sí incluyen elementos tipo viga sobre lecho elástico,
por lo que el cálculo de la distorsión empleando la analogía de la viga sobre lecho elástico
es sencillo empleando software comerciales. A nivel académico, sin embargo, existen va-
rios elementos finitos tipo viga que incorporan la distorsión, como se verá en el apartado
2.2.3.2.

Además de los elementos finitos, existen autores que han propuesto algoritmos de cálculo
que incorporan la distorsión. Por ejemplo, Por ejemplo, en 1976 C. P. Heins y James C.
Oleink [50] propusieron un programa para el cálculo de puentes curvos de sección cajón
que incorpora la distorsión empleando la formulación de Dabrowsky, y que resolvía la

27



CAPÍTULO 2. ESTADO DE LA CUESTIÓN

ecuación diferencial de la distorsión empleando diferencias finitas. Más recientemente,
en 1993, B. Kermani y P. Waldron propusieron otro algoritmo [51] basado en el método
matricial de estructuras, que también resuelve la ecuación de R. Dabrowsky, pero solo
para vigas rectas.

2.2.2.6 Interacción Torsión-Distorsión

En la literatura referente a la distorsión expuesta en el apartado anterior, esta se trata
de manera desacoplada con el resto de esfuerzos, con la única excepción de los momentos
flectores en vigas curvas, que se tratan como una carga externa. Sin embargo, las funcio-
nes de alabeo de torsión y distorsión, de acuerdo a las teorías anteriormente indicadas, no
son ortogonales entre sí, por lo que existe cierta interacción entre ambas.

En los tableros de sección cajón, lo habitual es asumir que las tensiones causadas por el
alabeo debido a la torsión son despreciables. Por esta razón, las tensiones causadas por
el alabeo antimétrico de la sección se las conoce como distorsión. La hipótesis anterior
ha sido corroborada por autores como H. Nakai, como se expuso en el apartado 2.2.2.4.
No obstante, en ciertos casos, especialmente en puentes de canto reducido, despreciar las
tensiones por torsión alabeada no es adecuado. Por ejemplo, si se considera un tablero
recto de sección rectangular con un ancho de 12 m, una luz de 30 m, esbeltez de L/25
y espesores de 25 cm en la losa y 12 mm en las chapas, la tensión por torsión alabeada
puede llegar a los 20 MPa, lo cual no es despreciable en absoluto. Sin embargo, también
es cierto que conforme aumenta el canto disminuye dicha tensión, y para luces de 50 m,
manteniendo las dimensiones anteriores, la tensión ya decae a la mitad. En cuanto al efec-
to de la curvatura en planta Li Guohao [13] indica que la influencia en puentes rectos de
la torsión no uniforme llega al 5% según sus cálculos, por lo que se puede ignorar. Sin
embargo, en puentes curvos se puede llegar al 20%, por lo que se debe considerar la tor-
sión no uniforme.

Sin embargo, al considerar las tensiones longitudinales debidas a la torsión, es importante
tener en cuenta que sumar las tensiones debidas a la torsión alabeada a las debidas a la dis-
torsión puede llevar a errores. Según las pruebas realizadas, la suma de ambas tensiones
sin tener en cuenta la interacción puede llevar a sobrevalorar o infravalorar las tensiones
finales. Por lo tanto, si se desean considerar ambos alabeos se debe considerar su interac-
ción.

Varios autores han revisado de la teoría de la distorsión considerando su acoplamiento con
la torsión. En 1983, S. H. Zhang [42] propuso aplicar un coeficiente calculado iterativa-
mente a la rigidez de la sección a torsión. Por su parte, L. Guohao [13], en 1987, planteó
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la ecuación diferencial teniendo en cuenta la interacción entre alabeos, aunque para su
resolución analítica desacopló ambos efectos. Asimismo, tanto Lando Menastri [52] en
1991 como Jeppe Jönsson [53] en 1999 propusieron formulaciones que consideran dicha
interacción.

Tomando como referencia el trabajo de F. Cambronero [18], la interacción entre torsión
y distorsión en una viga recta se define de manera genérica como:

EIt · θIVz − EItd · ξIV −GJt · θIIz −GJtd · ξII = mt

Et ·Kd · ξ − EItd · θIVz + EId · ξIV −GJtd · θIIz −GJd · ξII = md

(2.11)

Donde Itd representa la interacción entre alabeos y Jtd la interacción entre tensiones tan-
genciales. También Jd representa la rigidez debida a la deformación tangencial por dis-
torsión.

Si se siguiera la teoría clásica de la distorsión, no existiría deformación tangencial vin-
culada al alabeo libre por distorsión, y por lo tanto Jd = Jtd = 0. Sin embargo, tanto J.
Jönsson como F. Cambronero remplazan la hipótesis de deformación tangencial nula en
la obtención de las propiedades de distorsión por la hipótesis de interacción entre alabeos
nula, que se traduce en Itd = 0. La principal ventaja de este cambio es que permite la
resolución analítica del sistema de ecuaciones que define la interacción entre torsión y
distorsión, pero su principal inconveniente es que los parámetros obtenidos no permiten
el cálculo aproximado de la distorsión de manera independiente, ya que se alejan total-
mente de la teoría clásica.

De acuerdo con la biliografía consultada, los únicos autores que han implementado la in-
teracción entre torsión y distorsión dentro de su elemento finito han sido L. Guohao [13]
y F. Cambronero [18].

2.2.2.7 Propiedades de la sección

Los cálculos descritos anteriormente requieren la obtención de las propiedades de las
secciones, lo cual puede ser una tarea costosa. Por esta razón, varios autores han propues-
to algoritmos que permiten el cálculo de dichas propiedades.

Uno de los primeros autores en proponer un método para obtener las propiedades de dis-
torsión en una sección de manera automática fue B. I. Maisel en 1985 [54]. Este autor
definió una metodología que, mediante ortogonalización, obtenía la función de alabeo de
la sección debida a la distorsión, así como su rigidez de marco. Dicha metodología se
puede aplicar tanto a secciones unicelulares como multicelulares.
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En 1986 C. H. Yoo junto con Samir V. Acra [55] publicaron un algoritmo que permite
el cálculo de las propiedades torsionales de vigas multicelulares. Además el propio C. H.
Yoo, en el libro que publica junto con H. Nakai [34] en 1988, explica detalladamente la
aplicación del cálculo matricial a la obtención de propiedades de las secciones de vigas
curvas, aunque se limita al cortante y la torsión. También en dicho libro se realiza una re-
visión de los programas existentes en Japón para el cálculo de puentes metálicos y mixtos
curvos, incluyendo aquellos orientados al cálculo de propiedades.

A finales de los años 80, específicamente en 1989, Steen Krenk junto con Bo Jeppensen
publicó un artículo [56] en el que aplicaron el método de los elementos finitos para ob-
tener las propiedades seccionales, y también la distribución de tensiones, en los cálculos
de cortante y torsión. La extensión de este método al cálculo de la torsión alabeada y la
distorsión fue realizada por J. Jönsson en 1998 [57][58]. Sin embargo, no se ha encontra-
do ninguna aplicación del método de los elementos finitos al cálculo de propiedades en
puentes curvos.

Si se desea profundizar en este apartado, se recomienda al lector a la tesis de F. Cambrone-
ro [18]. En ella se detallan los pasos para obtener las propiedades de cálculo de secciones
aplicando el método de los elementos finitos, así como las distribuciones de tensiones
para los modos de cortante-flexión, torsión y distorsión.

2.2.2.8 Generalización

La teoría de vigas generalizada, también conocida como Generalized Beam Theory
(GBT), fue presentada por Richard Schardt en 1989 en su libro Verallgemeinerte Technis-
che Biegetheorie [59]. Esta teoría se basa en la discretización de la la sección en nodos,
el establecimiento de las ecuaciones constitutivas, de equilibrio, y de compatibilidad, y la
resolución del problema de autovalores. Las soluciones de este problema son los modos
de deformación y alabeos de la sección, que posteriormente se emplean para obtener es-
fuerzos y tensiones en la viga.

La teoría de vigas generalizada (GBT) ha servido como base para numerosas publicacio-
nes. En particular, cabe destacar el trabajo de Dinar Camotin et al en Lisboa que en este
siglo han producido numerosas publicaciones relacionadas con la GBT. Estas publicacio-
nes se centran tanto en el cálculo de inestabilidades en perfiles metálicos [60], donde la
GBT se ha convertido en una metodología muy empleada, como en el cálculo de estructu-
ras. Por ejemplo, se han desarrollado métodos para considerar la deformación por cortante
[61] o la curvatura de las vigas [62]. Además, J. Jönsson, previamente mencionado, junto
con otros autores, ha contribuido recientemente al desarrollo de GBT [63][64] partiendo
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de los desarrollos anteriormente indicados para torsión y distorsión.

En cuanto a la implementación de este método en software, cabe destacar el elemento
desarrollado por Mohammed K. Ferradi y Xavier Cespedes [65] en 2014. Este elemento
está implementado dentro del software Pytagore, que, aunque es propiedad de la inge-
niería francesa SETEC, se ha comercializado al público general al menos en el pasado.
Además, los propios autores de este elemento lo han extendido recientemente a vigas cur-
vas [66].

La principal desventaja de la GBT es que requiere un alto grado de continuidad, lo que
dificulta las transiciones entre secciones. Además, la identificación de los modos resisten-
tes que afectan al diseño de la estructura se diluye en aras de una teórica mayor precisión,
lo cual dificulta la ingeniería de diseño. Por estas razones, esta metodología apenas se
encuentra implementada en software utilizados en oficinas de proyectos, aunque no se
puede descartar su uso en el futuro debido a su creciente popularidad.

2.2.2.9 Otros desarrollos

Además los desarrollos anteriormente mencionados, y del método de los elementos
finitos que se expondrá en el apartado 2.2.3, existen otros desarrollos recientes para el
cálculo de vigas que merece la pena indicar.

Uno de ellos es la Teoría Unificada de Vigas (UBT), desarrollada en la Universidad Po-
litécnica de Valencia [67]. Aunque en la actualidad solo considera la torsión alabeada,
según sus autores, también puede incorporar la distorsión. Otro desarrollo es el Método
de Análisis Estructural Hamiltioniano (HSAmethod) [68][69], desarrollado por Marcello
Arici yMichele Fabio Granata, que permite calcular vigas curvas teniendo en cuenta tanto
el arrastre por cortante como la distorsión de la sección y la presencia de diafragmas. Para
ello,se basan en el artículo de C. H. Yoo de 2015 [2], anteriormente descrito. El principal
problema que plantean los métodos anteriores es que son muy teóricos y apenas se han
extendido más allá de sus autores.

Por último, cabe destacar las interesantes aportaciones de de E. J. Sapountzakis y sus co-
laboradores, quienes han realizado aportaciones muy interesantes empleando el Método
de los Elementos de Frontera (BEM). No obstante también lo combinan con el MEF para
compensar la pérdida de eficiencia que en los cálculos de viga tiene el BEM. En 2014 pu-
blicaron la obtención de propiedades de la sección mediante BEM [70][71]. Sapountzakis
extendió dicho método al cálculo de vigas curvas [72], y, aplicando métodos isogeométri-
cos [73] ha generalizado su aplicación a cualquier curva plana [74]. Este último punto es
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de sumo interés, ya que los programas de dibujo basados en herramientas isogeométricas
se están popularizando dentro de las oficinas de ingeniería.

Es posible que existan otros desarrollos dentro del ámbito académico además de los aquí
indicados, pero se han expuesto aquellos que se consideran más relevantes.

2.2.3 Método de los Elementos Finitos

2.2.3.1 Introducción

El Método de los Elementos Finitos (MEF) es un método general para el cálculo de
desplazamientos, tensiones y deformaciones en una estructura sometida a cualquier tipo
de carga [23]. En este método, la estructura se discretiza en una malla compuesta por
elementos unidimensionales -o tipo viga-, bidimensionales, tridimensionales o una com-
binación de los anteriores, dependiendo del tipo de estructura. En el caso de una estructura
elástica sin efectos de segundo orden y sometida a una solicitación estática, se calcula la
estructura empleando un sistema de ecuaciones que relaciona los desplazamientos en los
nodos de la malla u con las fuerzas aplicadas f mediante una matriz de rigidez K de la
siguiente manera:

f = K · u (2.12)

Los orígenes del método se remontan a los años 40, y surgió como una extrapolación del
método matricial de barras a estructuras continuas. Sin embargo, su gran impulso se dio
en los años 60, con la aparición de los ordenadores digitales. Fue también en el año 60
cuando Clough acuñó el término elemento finito. Desde entonces, su popularidad no ha
dejado de crecer, hasta convertirse hoy en día en una herramienta fundamental para el
cálculo de cualquier tipo de estructura, además de resolver otros muchos problemas en
el ámbito científico y tecnológico. Si se desea obtener más detalles sobre la historia del
MEF y sus capacidades, se recomienda la lectura de libros clásicos como los de O. C.
Zienkiewicz [75] o E. Oñate [23].

El objetivo de esta sección es revisar algunos de los elementos finitos más relevantes apli-
cables al diseño de puentes. En primer lugar, se revisarán los elementos tipo viga, enfati-
zando en los elementos curvos que incorporan la distorsión de la sección. Posteriormente,
se revisará el modelado, las aplicaciones y los inconvenientes al emplear elementos mul-
tidimensionales. La formulación de este tipo de elementos excede el alcance del presente
trabajo, y además su implementación en software comerciales resulta suficiente para el
cálculo de la distorsión según la literatura consultada.
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2.2.3.2 Elementos poࢢ viga

Dentro de los programas comerciales de cálculo de estructuras, los elementos tipo
viga más frecuentes se basan en la teoría de vigas de Timoshenko y en la hipótesis de
torsión de Saint-Venant. Estos elementos consideran tres grados de libertad asociados a
los movimientos y tres grados de libertad asociados a los giros en cada nudo, lo que suma
un total de 6 grados de libertad por nudo. Además, dichos elementos son muy similares a
los empleados en el método matricial de estructuras.

Aparte de los 6 grados de libertad anteriores, algunos software comerciales incorporan
la opción de considerar un séptimo grado de libertad asociado a la torsión no uniforme
en ciertos casos. Esto sucede tanto en software más genéricos para el cálculo mediante
elementos finitos, como Ansys o Abaqus, como en software orientados al diseño de es-
tructuras de ingeniería civil, como Sofistik, Midas, Lusas o Larsa4D.

No obstante, los programas mencionados anteriormente, que son algunos de los más po-
pulares actualmente en el diseño de estructuras según las presentaciones en congresos
[76][77], no cuentan con elementos tipo viga con capacidades adicionales a las mencio-
nadas. De los programas consultados, solo Vettones incorpora el alabeo de la sección y la
distorsión en vigas rectas, gracias a que su desarrollador F. Cambronero propuso en 2013
un elemento finito que incluía estas capacidades.

En el ámbito académico, son varios los autores que han propuesto elementos finitos con
capacidades adicionales a las convencionales. Algunas de estas se orientan al cálculo del
alabeo por cortante en tableros rectos [78][79][80], pero en este caso se revisarán aquellos
que incluyen la distorsión de la sección, especialmente en vigas curvas.

Aunque en los años 70 ya hubo autores [81][82] que propusieron elementos que incorpo-
raban la distorsión de la sección en tableros curvos, el primer elemento finito considerado
relevante en el ámbito de los puentes curvos es el propuesto por S.H. Zhang en 1983. Al
principio, este elemento lo publicó junto con L. F. Boswell aplicado a tableros de sección
cajón unicelulares [83], y posteriormente lo extendió en 1984 junto con L. P. R. Lyons a
secciones multicelulares [44]. A continuación, se indican sus principales características:

Sección: Cajón unicelular y multicelular simétrico. Sus propiedades se calculan
según la tesis del propio S. H. Zhang.

Alineación: Curva.

Cortante y flexión:Movimientos en las tres dimensiones. Admite deformación por
cortante. El arrastre por cortante se considera en las tensiones de flexión median-

33



CAPÍTULO 2. ESTADO DE LA CUESTIÓN

te funciones polinómicas de interpolación dependientes del coeficiente de ancho
eficaz.

Torsión: Considera la torsión no uniforme

Distorsión: Según formulación de R. Dabrowsky. La rigidez de marco se calcula
internamente mediante un modelo de barras de la sección [42]. El coeficiente de
R. Dabrowsky se aproxima según Ec. 2.9, y la carga de distorsión debida a los
momentos flectores en puentes curvos se calcula de manera iterativa.

Diafragmas: Se deben considerar infinitamente rígidos.

Interacción torsión-distorsión: Proceso iterativo. Se reduce la rigidez a torsión de
la sección. Sin embargo, las ecuaciones están desacopladas, y se suman las tensio-
nes debidas a la torsión alabeada y a la distorsión.

Grados de libertad: Movimientos en las tres direcciones, giros en las tres direc-
ciones, variación del giro longitudinal y distorsión y su variación. En total 9 por
nodo.

Nodos y funciones de forma: El elemento es trinodal y se interpola mediante fun-
ciones de forma polinómicas de grado 5.

Como se puede apreciar, el elemento incorpora todos los elementos necesarios para el
cálculo de tableros de sección cajón. Sin embargo, este elemento requiere cálculos itera-
tivos para tener en cuenta la interacción entre la distorsión y el resto de esfuerzos.

En 1987, L. Guohao publicó el libro Analysis of Box Girder and Truss Bridges [13], en
el que presentó su elemento finito aplicable a una sección cajón con voladizos cualquiera.
A continuación se resumen sus principales características:

Sección: Cajón unicelular.

Alineación: Curva.

Cortante y flexión:Movimientos en las tres dimensiones. El arrastre por cortante
no se considera.

Torsión: Considera la torsión no uniforme

Distorsión: Según formulación propia.

Diafragmas: Se deben considerar infinitamente rígidos.
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Interacción torsión-distorsión: Sí.

Grados de libertad:Movimientos en las tres direcciones, giro en la dirección del
eje y distorsión. Derivadas primeras y segundas de los movimientos anteriores. En
total 15 por nodo.

Nodos y funciones de forma: El elemento es binodal y se interpola mediante fun-
ciones de forma polinómicas de grado 5.

Aunque es un elemento que incluye la torsión y la distorsión acopladas y que no requiere
de cálculos iterativos, de acuerdo con Cambronero [18], al incluir las derivadas segundas
de todos los movimientos, este elemento tiene un exceso de continuidad, lo cual se des-
aconseja en el método de los elementos finitos.

El primer elemento que incorporó el cálculo de la distorsión junto con el arrastre por
cortante fue el propuesto por A. G. Razaqpur y H. G. Li en 1994 [84]. Sus principales
características son:

Sección: Secciones tipo de una, dos o tres células.

Alineación: Curva.

Cortante y flexión: Movimientos en las tres dimensiones. Se considera deforma-
ción y arrastre por cortantemediante grados de libertad adicionales según lo descrito
en un artículo anterior [29] de los mismos autores.

Torsión: Considera la torsión no uniforme

Distorsión: Según formulación propia. Admite varios modos de deformación.

Diafragmas: Se deben considerar infinitamente rígidos.

Interacción torsión-distorsión: No. Tampoco los modos de deformación se con-
sideran acoplados entre sí.

Grados de libertad:Movimientos en las tres direcciones, giros en las tres direccio-
nes y variación del giro longitudinal. Para cada modo de distorsión se considera la
propia distorsión y su variación. Para el arrastre por cortante se considera el alabeo
correspondiente a los voladizos de la sección, el ala superior y el ala inferior. Es-
to supone que en los cajones unicelulares los grados de libertad son tres. Además,
aplicando la condición de simetría en los cajones bicelulares los grados de libertad
también son tres, mientras que en cajones tricelulares se requieren de cinco grados
de libertad. En total, son 7 grados de libertad por nodo, a los que se han de sumar
dos por modo de deformación y entre tres y cinco por arrastre por cortante.
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Nodos y funciones de forma: El elemento es binodal, aunque se obtiene por con-
densación a partir de un elemento trinodal que se interpola mediante funciones de
forma polinómicas de grado 5.

A pesar de ser un elemento completo, el hecho de que los modos estén desacoplados entre
sí plantea dudas en cuanto a su precisión.

Uno de los primeros autores en considerar la rigidez de los diafragmas combinada con
el cálculo con elementos finitos en puentes curvos fue N. H. Park en 2005 [85]. Este
elemento se puede considerar una extensión del de elemento recto que propuso en 2003
[86]. Las principales características del elemento son:

Sección: Cajón unicelular simétrico rectangular.

Alineación: Curva.

Cortante y flexión: Movimientos en las tres dimensiones. No se considera defor-
mación por cortante ni arrastre por cortante.

Torsión: Considera la torsión no uniforme

Distorsión: Se emplea la formulación de R. Dabrowsky completa, incluyendo su
coeficiente, lo que limita su aplicación a secciones rectangulares. Algunas de las
propiedades se obtienen empleando la metodología de Maisel [54][87]. No queda
claro como se trata la carga distorsora debida a la curvatura, ya que en la formula-
ción se muestraMx como una carga.

Diafragmas: Según Nakai y Yoo [34].

Interacción torsión-distorsión: No.

Grados de libertad: Movimientos en las tres direcciones, giros en las tres direc-
ciones, variación del giro longitudinal y distorsión y su variación. En total 9 por
nodo.

Nodos y funciones de forma: El elemento es binodal. Al estar desacoplada la dis-
torsión del resto de esfuerzos, el autor emplea funciones de forma basadas en el
trabajo de Kang [88] para la flexión y la torsión, y la solución de la ecuación de la
viga sobre lecho elástico para la distorsión.

El elemento anteriormente descrito se puede emplear para el cálculo de la distorsión en
puentes curvos. No obstante, su autor fundamentalmente lo empleó para el cálculo de
fórmulas simplificadas que permitieran aproximar la distorsión, por lo que omite algunos
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aspectos relevantes como aclarar como se realiza el cálculo de tensiones. Además, según
L. Guohao [13] no se puede omitir el acoplamiento entre torsión y distorsión en puentes
curvos.

Por último, si bien se trata de un elemento recto,merece la pena describir las características
del elemento propuesto por F. Cambronero en 2013 [18][89], ya que se considera uno
de los más completos. Estas características son:

Sección: Cualquiera

Alineación: Recta.

Cortante y flexión: Movimientos en las tres dimensiones. Se considera deforma-
ción por cortante. El arrastre por cortante se tiene en cuenta mediante una función
de intensidad.

Torsión: Considera la torsión no uniforme

Distorsión: Sus propiedades se calculan internamente aplicando el procedimiento
descrito por J. Jönsson [58] y desarrollos propios.

Diafragmas: No.

Interacción torsión-distorsión: Según J. Jönsson [58].

Grados de libertad: Movimientos en las tres direcciones, giros en las tres direc-
ciones, variación del giro longitudinal, alabeo por cortante en las dos direcciones y
distorsión y su variación. En total 11 por nodo.

Nodos y funciones de forma: El elemento es trinodal y se interpola mediante fun-
ciones de forma polinómicas de grado 3.

A pesar de las ventajas, que han sido ensayadas con éxito recientemente [90], la falta de
desarrollo en la formulación de diafragmas y la falta de extensión a vigas curvas dificul-
tan su aplicación. Además, la ortogonalización de la distorsión respecto del alabeo por
torsión puede generar falta de precisión en ciertos casos, como se mostrará en la sección
3.4.5.

Existen elementos más recientes, como el propuesto por V. Verma en 2020 [91]. Sin em-
bargo, no se ha considerado que aporten algo nuevo a lo que se ha expuesto anteriormente.
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2.2.3.3 Elementos mulࢢdimensionales

Los elementos finitos multidimensionales son actualmente una de las herramientas
más potentes y precisas para el cálculo de puentes. Permiten el cálculo tanto lineal como
no lineal de estructuras sometidas a fuerzas externas y deformaciones internas. Dichos
elementos pueden ser bidimensionales, que en adelante también se denominarán tipo lá-
mina, o tridimensionales, que también se podrán denominar volumétricos.

Su desarrollo, así como su implantación, se encuentra directamente ligado al desarrollo
de la computación personal. En la década de los 70 surgieron los primeros modelos de
elementos finitos multidimensionales relacionados con tableros de puentes [16]. Estos
modelos discretizaban la estructura en unos pocos elementos tipo lámina debido a las
limitaciones de cálculo. Conforme las capacidades de cálculo fueron avanzando, las ma-
llas se fueron refinando y se empezaron a emplear elementos volumétricos. Actualmente,
gran parte de las investigaciones relacionadas con el comportamiento de tableros incluyen
modelos de elementos multidimensionales con un alto grado de discretización. Según las
publicaciones consultadas, el objetivo de estos modelos es servir como modelo principal
del cálculo, o para contrastar resultados cuando se proponen metodologías simplificadas
o ensayos.

Como se ha indicado anteriormente, los elementos finitos que se emplean en el modela-
do de los tableros pueden ser tipo viga, tipo lámina o tipo volumétrico, además de tipo
muelle. Lo habitual en modelos refinados, y debido a las características propias de los
cajones, es modelar este tipo de estructuras empleando elementos tipo lámina, aunque
pueden emplearse otros elementos como se indica a continuación.

Los elementos tipo viga se emplean fundamentalmente para modelar elementos transver-
sales. Por ejemplo, autores como Frank Schanack [92] han empleado elementos tipo viga
para modelar las vigas transversales en tableros de sección cajón, y otros como Alejandro
Giraldo [10] para el modelado de diafragmas tipo celosía. Sin embargo, no se han en-
contrado publicaciones recientes donde se modelen las losas y chapas de la sección cajón
mediante elementos tipo viga.

Los elementos volumétricos tienen un alto coste computacional, por lo que su uso ha sido
limitado históricamente. Además, no han mostrado una ventaja evidente sobre el empleo
de elementos tipo lámina en el modelado de chapas metálicas. De hecho, hay numerosas
publicaciones [93][94][95][10] que demuestran una buena correlación entre modelos de
láminas y ensayos experimentales en chapas metálicas. No obstante, gracias a los avances
en computación, en los últimos años se han publicado trabajos donde la losa se ha mode-
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lado empleando elementos volumétricos [96]. Incluso se han modelado chapas metálicas
con elementos volumétricos [97].

Por último, existen múltiples formas de conectar la losa y el cajón metálico. La manera
más simple es prescindir de las platabandas superiores y conectar directamente la losa con
el alma metálica [98][99]. Otros autores representan la platabanda superior y la conectan
a la losa mediante ligaduras rígidas [95] asumiendo una conexión total. Cuando se desea
tener en cuenta la plastificación de los conectadores [10] o el deslizamiento en el interfaz
hormigón-acero [100], otra posibilidad es emplear elementos tipo muelle.

En cuanto a sus aplicaciones, los elementos finitos multidimensionales se han empleado
tanto en el rango elástico como el rango elastoplástico para análisis en rotura.

Dentro de los problemas elásticos, R. S. Nicoletti en 2021 [97] o L. Zhu en 2015 [100]
han aplicado estos elementos al estudio del arrastre por cortante. También F. Schanack en
2011 [92] ha estudiado la rigidización transversal, el arrastre por cortante y otros fenó-
menos locales en tableros de sección cajón empleando elementos tipo viga y tipo lámina.
Respecto a la distorsión, destacan las recientes publicaciones de Jeong-Hwa Lee en 2019
[98] y 2021 [99]. En ellas, se realiza un estudio paramétrico de las tensiones por distor-
sión empleando modelos de láminas, ya que gracias a las capacidades de parametrización
y cálculo actuales, se puede abordar dicho estudio en un plazo de tiempo razonable.

Los estudios de rotura de elementos de metálicos también se pueden realizar emplean-
do elementos finitos. Ya en los años 70, y a raíz del colapso del puente Milford Haven
durante su construcción, se realizaron varias publicaciones en el Reino Unido sobre el
comportamiento de los diafragmas de pila, estudiándolos tanto de manera experimental
como mediante el uso de elementos finitos. Un artículo de B. Einarsson de 1982 [101]
recopiló un resumen de dichos estudios junto con uno nuevo. Además, los estudios so-
bre colapso de diafragmas de pila han proseguido con publicaciones como la de T. H. G.
Megson en 1995 [93] o Shervin Maleki en 2016 [102].

El colapso de tableros completos también se ha analizado mediante el uso de elementos
finitos. En 2002, Praween Chulsilp estudió [94] experimentalmente el colapso de cajones
metálicos sometidos a cortante, y cotejó sus resultados con elementos finitos. Además, en
2004, Hyung Keun Ryu [95] estudió un cajón mixto con losas prefabricadas y lo comparó
con un modelo de elementos finitos tipo lámina. Más recientemente, en 2017, A. Giral-
do defendió una tesis [10] en la UPM donde ensayó a rotura cajones sometidos a flexión,
cortante y torsión, y lo comparó con un modelo de elementos finitos realizado en Sofistik.
Sin embargo, en dicho estudio no se consideró la distorsión, cosa que sí hizo Quang V.
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Vu en 2018 [96], aunque en este último caso no se realizó una campaña experimental.

Finalmente, aunque se han explicado las características y ventajas que ofrecen los elemen-
tos finitos multidimensionales, también tienen una serie de desventajas que es importante
mencionar y que han sido señaladas por autores como Cambronero [18] o Pascual [3].

La primera desventaja es que los resultados son la suma de todos los fenómenos resisten-
tes. Aunque esto aporta una mayor precisión, dificulta la necesaria labor de compresión
del funcionamiento de la estructura durante la fase de diseño. Además, a pesar de que
cada vez más normativas evolucionan hacia el cálculo con modelos de elementos finitos
multidimensionales [103], la mayoría de las normativas en la actualidad están orientadas
a elementos tipo viga. Por lo tanto, los resultados deben ser procesados para su tratamien-
to normativo, con el coste en tiempo que eso implica. Por otra parte, la suma de todos
los fenómenos resistentes también incluye efectos locales, que a menudo se omiten en las
normativas ya que se tienen en consideración mediante el empleo de detalles constructi-
vos adecuados o cuantías mínimas.

La otra desventaja es que el tiempo de computación, revisión y procesado de resultados
es muy superior al de los modelos tipo viga. Para capturar todos los efectos, es necesario
recurrir a mallas tupidas, lo cual se traduce en la necesidad de un gran número de gra-
dos de libertad que alargan el tiempo de cálculo. Además, durante las fases de diseño, se
suelen realizar iteraciones habitualmente, lo que hace que este tipo de modelos sean poco
prácticos durante la fase de dimensionamiento. Por otra parte, tal y como como se ha in-
dicado anteriormente, es necesario procesar los resultados para su tratamiento normativo,
lo que añade una complejidad adicional al proceso, y por ende, más tiempo de cálculo.

2.2.4 Resumen

Los elementos finitos tipo lámina son una herramienta precisa para el diseño de puen-
tes, lo cual ha sido corroborado mediante ensayos experimentales. Sin embargo, su apli-
cación dentro de oficinas de proyectos no resulta práctica para geometrías convencionales
debido al coste en tiempo que implica el modelado, el cálculo y el post-procesado. Por
ese motivo, y por el marco normativo vigente, las herramientas más populares dentro de
las oficinas de proyectos son las basadas en la teoría de vigas.

Dicha teoría ha experimentado una evolución muy notable desde sus inicios, y en la actua-
lidad la mayor parte de normativas admiten el cálculo de puentes empleando los métodos
simplificados de dicha teoría. Una de esas metodologías simplificadas es la analogía de la
viga sobre lecho elástico, y permite el cálculo de la distorsión en tableros de sección ca-
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jón. No obstante, varios los autores han indicado que en este tipo de tableros la distorsión
interacciona con la torsión, y que además la torsión debe tenerse en cuenta en el cálculo
de cajones de luces cortas o en tableros con curvatura en planta.

Desafortunadamente, son muy pocos los autores que han propuesto elementos curvos que
consideren la interacción entre los modos de flexión, torsión y distorsión en puentes cur-
vos de manera integrada, o dicho de otro modo, sin recurrir a iteraciones. Por ese motivo,
uno de los objetivos del presente trabajo es definir un elemento finito que permita consi-
derar la interacción entre todos los modos anteriores de manera directa.

Además, también se ha expuesto que el cálculo del arrastre por cortante plantea una pro-
blemática específica en elementos finitos que no ha sido resuelta. Por esta razón, se con-
sidera más adecuado emplear la formulación simplificada de la normativa si se desea
realizar un cálculo general fuera del ámbito académico.

2.3 Criterios para el control de la distorsión

2.3.1 Introducción

La mayoría de las normativas de puentes mixtos incluyen criterios relativos control de
la distorsión. No obstante, dependiendo de la normativa los criterios pueden tener varios
enfoques como se explica a continuación.

El criterio más flexible desde un punto de vista del diseño final es fijar un umbral por
debajo del cual las tensiones por distorsión se pueden ignorar, pero permitiendo que si
el proyectista lo desea, los tableros se puedan dimensionar por encima de dicho umbral
considerando la distorsión. Una evolución más restrictiva del criterio anterior consiste en
fijar el límite en dicho umbral, e impedir que el proyectista rebase dicho límite. En am-
bos casos, el proyectista tiene la libertad para adoptar la estrategia para el control de la
distorsión que considere más conveniente.

El siguiente paso en restricciones consiste en imponer, además de un límite, un espa-
ciamiento máximo entre diafragmas. Por último, algunas normativas han remplazado el
límite por características que deben cumplir los diafragmas antidistorsión, tanto a nivel de
resistencia como a nivel de espaciamiento y rigidez. No obstante, dichas características
se han obtenido a partir de estudios dentro del ámbito académico, donde se han tomado
los umbrales de distorsión como referencia en muchos casos.

Debido a la importancia que tienen los umbrales de distorsión, la primera parte de este
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apartado se centrará en el estudio de los mecanismos resistentes involucrados en la distor-
sión, y cómo dichos mecanismos se han reflejado en forma de umbrales o límites que, en
muchos casos, permiten ignorar los efectos de la distorsión. A continuación, se explicarán
algunas de las propuestas relativas al espaciamiento máximo y rigidez que deben cumplir
los diafragmas antidistorsión, y que se han realizado dentro del ámbito académico. Por
último, se resumirá como se han reflejado las propuestas anteriores relativas tanto a um-
brales de distorsión, como a características y espaciamiento de los diafragmas, dentro de
algunas de las normativas vigentes y derogadas más relevantes.

2.3.2 Umbrales de distorsión

El umbral de distorsión se define como el límite por debajo del cual los efectos debidos
a la distorsión se pueden ignorar cuando la sección se calcula empleando los resultados
de un análisis elástico.

Antes de explicar dichos umbrales, es necesario explicar los mecanismos resistentes pro-
pios de la distorsión. Para ello se realizarán las siguientes hipótesis:

La distorsión se calcula empleando la analogía de la viga sobre lecho elástico, sin
tener en cuenta su interacción con la torsión.

Los esfuerzos debidos a la distorsión equivalen a un momento flector que causa
igual tensión en el ala inferior.

Los esfuerzos debidos a la flexión son iguales o inferiores a la capacidad de la
sección a flexión.

Aplicando estas hipótesis, V. Kristek definió en 1978 [104] los mecanismos resistentes
propios de la distorsión. A continuación, se exponen estos mecanismos, suponiendo que
la aplicación de la carga de distorsión se realiza de manera progresiva:

En primer lugar, se realiza un análisis elástico de la viga Winkler para calcular los
esfuerzos de distorsión. Dichos esfuerzos se transforman en momentos flectores
equivalentes y se suman a los momentos flectores del modelo global. Cuando la
suma de ambos esfuerzos da como resultado la capacidad de la sección se considera
que ese es el límite elástico de distorsión.

El siguiente paso consiste en suponer la formación de una rótula plástica en la sec-
ción donde se haya alcanzado la capacidad última. Esta rótula se introduce única-
mente en el modelo de viga Winkler para el cálculo de la distorsión, y el valor que
adopta es el correspondiente al bimomento elástico calculado en el paso anterior. El
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resultado esperado es un aumento de los esfuerzos negativos en las inmediaciones
de la sección crítica en comparación con el análisis puramente elástico. Además,
debido a la antimetría en las tensiones de distorsión, los esfuerzos negativos debidos
a la distorsión también se traducen en positivos, por lo que los momentos totales
aumentarán en el entorno de la sección. En el límite, el aumento en la carga impli-
cará la formación de sendas rótulas plásticas a cada lado, pero a cierta distancia, de
la sección crítica.

Luego se realiza un análisis plástico siguiendo el mismo procedimiento del paso
anterior, pero considerando la formación de tres rótulas: una en la sección crítica y
dos a cada lado. Debido a estas rótulas, la deformación de la sección por distorsión
aumentará, por lo que también se podrá contar con la capacidad plástica debida al
efecto marco de la sección.

En resumen, existen tres mecanismos resistentes involucrados en la distorsión: capacidad
de la sección crítica, capacidad de las secciones ubicadas a una determinada distancia de
la sección crítica, y capacidad debida al efecto marco. Es decir, incluso si se supone que la
capacidad de la sección crítica esta agotada totalmente por la flexión, todavía existen dos
mecanismos resistentes adicionales que permiten que el tablero resista la distorsión. Por
lo tanto, los esfuerzos de distorsión en la sección crítica calculados elásticamente pueden
ser superiores a la capacidad última de la sección.

El planteamiento anterior se llevó a cabo para puentes de hormigón y a nivel teórico. Sin
embargo, T. Yabuki en 1995 [105] lo aplicó también a cajones metálicos, proponiendo una
metodología para obtener la rigidez en las rótulas plásticas de manera progresiva. Ade-
más, dicho autor validó la metodología propuesta con una campaña experimental, siendo
uno de los pocos autores que ha llevado a cabo ensayos teniendo en cuenta la distorsión.

Otro de los autores que ha llevado a cabo una campaña experimental es Y. Arizumi, que
en 1988 [106] analizó los esfuerzos de distorsión en puentes curvos. Además, Y. Arizumi
también participó en los ensayos de T. Yabuki. Desafortunadamente no se han encontrado
más ensayos relevantes en la literatura que tengan en cuenta la distorsión. Por ejemplo, en
2017 A. Giraldo [10] llevó a cabo una campaña experimental donde se consideraron car-
gas excéntricas, pero asumió que las secciones estaban suficientemente rigidizadas frente
a la distorsión.

La forma en la que la mayoría de autores y normativas consultadas han tenido en cuenta la
redistribución explicada anteriormente ha sido fijar un umbral de tensiones de distorsión.
Cuando las tensiones están por debajo de dicho umbral, se considera que los efectos debi-
dos a la distorsión se pueden ignorar. Además, dichas tensiones pueden ser longitudinales
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o transversales, siendo más común el primer caso.

En cuanto al límite de tensión longitudinal, la mayoría de los autores y las normativas
limitan las tensiones de distorsión (σd) a entre un 5% y un 10% de las tensiones debidas
a la flexión (σf ). La justificación del límite del 10% no se ha encontrado en la literatura
consultada, aunque C. P. Heins ya lo mencionaba en 1978 [107]. En cuanto al límite del
5%, T. Yabuki en 1989 lo justifica basándose en que la tensión secundaria máxima admi-
sible en acero son 210 kg/cm2 y la tensión de plastificación 2520 kg/cm2. Como se aplica
el método de las tensiones admisibles, los factores de seguridad que aplica son 2 a la dis-
torsión y 1.67 a la plastificación, por lo que (210/2)/(2520/1.67)=0.07→5%. Además, las
investigaciones empíricas de Arizumi [106] y Yabuki [105] corroboraron que por debajo
del límite del 5% los modelos existentes y las predicciones de tensión de distorsión se
comportaban según lo esperado. No obstante, cabe indicar que la explicación de Yabuki
es posterior a la implantación de dicho límite en Japón.

La limitación de las tensiones transversales es mucho menos frecuente. Solo la AASHTO
LRFD 9 Ed. [108] impone la condición de que la tensión debida a la flexión transversal
debe ser inferior a 20 ksi (≈ 138 MPa) en combinación de Resistencia. No obstante, con-
viene aclarar que dicha condición no se aplica a cajones unicelulares, ya que asume que
se cumple con el criterio de espaciamiento máximo entre diafragmas que fija.

Como alternativa a los umbrales anteriormente definidos, existen autores y normativas
que consideran que no se debe hacer una interpretación estricta de los límites indicados
anteriormente en ELU. Por ejemplo, en su tesis de 2004 [3], J. Pascual señala que basar
los diseños en límites tensionales conduce a diseños muy sensibles. Por lo tanto, lo más
adecuado es, preservando en todo caso la indeformabilidad de la sección, proponer un
detallamiento adecuado del tablero que conduzca a diseños estables y poco susceptibles
de fenómenos de fatiga. Para ello, fija límites de espaciamiento y rigidez que se expon-
drán en el siguiente apartado, pero que en la mayoría de los casos cumplen con límite
de tensiones longitudinales del 10%. Este mismo enfoque es adoptado por la AASHTO
LRFD 9 Edition, que define que, para cajones unicelulares, se debe cumplir únicamente
una condición de espaciamiento máximo entre diafragmas.

2.3.3 Criterios académicos

Han sido numerosos los criterios propuestos en el ámbito académico para el control
de la distorsión. Por ese motivo, a continuación se explicarán solamente aquellos que se
consideren más relevantes.
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Uno de los primeros autores en establecer unas recomendaciones para el control de la
distorsión fue C. P. Heins. En su estado del arte de 1978 [107], se recogen los criterios
para el espaciamiento máximo de diafragmas en puentes curvos y la rigidez que deben
tener dichos diafragmas. Para el espaciamiento, Heins utiliza una fórmula simplificada
para el cálculo de la distorsión que estableció junto con J. Oleinik en 1975 [109]. Esta
fórmula permiten calcular el ratio entre la tensión por distorsión y la tensión por flexión,
y se obtuvo a partir de la resolución de la ecuación de Dabrowsky empleando diferencias
finitas. De acuerdo con Heins, cuando se impone el límite de distorsión del 10%, esta
fórmula da como resultado el siguiente espaciamiento máximo entre diafragmas (SD) en
pies:

SD ≤ L ·
(

R

200 · L− 7500

)1/2
≤ 25 [ft] (2.13)

Donde tanto la luz (L) como el radio en planta (R) se introducen en pies.

En cuanto a la rigidez de los diafragmas, Heins hace referencia una tesis de 1974 de D. M.
Williamson, que no ha podido ser consultada, donde se calcula la relación entre la rigidez
del diafragma distribuida y la rigidez de marco a partir de la cual se puede considerar que
la distorsión es estable. En este caso define el valor como Q = 100, y se sustituye en la
siguiente fórmula:

Ab ≥ Q · bb · cos(α))
2 · E · h2 ·Kd · SD ≈ 750 · SD · bb

h2 · t3w
h+ bb

[in2] (2.14)

Donde todas las dimensiones anteriores están en pulgadas y Ab se refiere al área de un
perfil de una celosía en Cruz de San Andrés. También es importante destacar que la se-
gunda fórmula se ha tomado de un documento posterior del propio Heins, basado en sus
clases impartidas, donde se indica 750 en lugar de 75 como en el documento citado. Esto
se debe a que se ha comprobado que el valor de 750 se ajusta mejor a la relación esperada
entre la rigidez de la sección y la rigidez del diafragma distribuida de 100.

Un autor que trabajó con Heins durante los años 70 en el comportamiento de puentes cur-
vos fue H. Nakai. Este autor publicó un artículo en 1982 [110] donde estableció que la
relación entre la rigidez del diafragma distribuida y la rigidez de marco de la sección (Kd)
debía ser de al menos 1500 para que el diafragma se pudiera considerar rígido.

KD

Kd · SD
≥ 1500 (2.15)
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Un año antes de esto F. Sakai y M. Nagai [111] publicaron sus recomendaciones para el
espaciamiento máximo de diafragmas, que se resumen en la siguiente fórmula aplicable
a puentes rectos:

SD ≤


6 → L < 60m

0.14 · L− 2.4 → 60m ≤ L ≤ 160m

20 → L > 160m

(2.16)

En el caso de los puentes curvos, los mismos autores proponen aplicar el siguiente factor
al espaciamiento anterior en función del ángulo central en planta (ϕ = R/L):

ζ =


1 → L < 60m

1 −
√
ϕ·(L−60)
100·

√
2 → 60m ≤ L ≤ 200m

(2.17)

Tanto los criterios de Nakai como los de Sakai y Nagai cumplen con el límite de tensiones
longitudinales de distorsión del 5% vigente en ese momento en Japón. Ambos artículos
fueron publicados originalmente en japonés, pero H. Nakai los tradujo y resumió en su
libro de 1988 [34], que publicó junto con C. H. Yoo.

Uno de los autores que trabajó con C. H. Yoo fue Young Jong Kang. Si bien su trabajo
inicial se centro en la estabilidad de vigas curvas, posteriormente dirigió varias investiga-
ciones relativas al espaciamiento de diafragmas en Corea del Sur. Las primeras de dichas
investigaciones fueron en los años 2000 y realizadas principalmente por N. H. Park. En
concreto, en una publicación de 2004 [112] fijaron los criterios de dimensionamiento de
diafragmas antidistorsión para tableros rectos. Los criterios en cuanto a número de dia-
fragmas intermedios requeridos se muestran en la tabla 2.1.

σd/σf Vano isostático Vano continuo
5% 4 5
10% 3 3
15% 2 2
20% 2 2

TABLA 2.1 Número de diafragmas intermedios requeridos según Park

En lo referente a la rigidez que deben tener los diafragmas, Park fijó dicha rigidez en al
menos un 20% de la rigidez de un diafragma sólido. No obstante, en dicha publicación
no indicaron las características que debía cumplir el diafragma sólido, por lo que fue otro
autor llamado J. P. Lebet el que en su libro [113] indicó que se puede denominar dia-
fragma sólido a un diafragma de alma llena de 20 mm de espesor. Esto implica que los
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diafragmas intermedios deben tener un espesor equivalente de al menos 4 mm según esta
indicación.

Un año después [85], N. H. Park publicó la extensión de su trabajo a la viga curva. Pa-
ra esto, desarrolló un elemento finito y lo utilizó posteriormente para obtener fórmulas
aproximadas que permitieran calcular los esfuerzos debidos a la distorsión. Usando di-
chas fórmulas simplificadas, Park elaboró tres gráficas que permiten obtener el número
de diafragmas en función de un parámetro ζ/S, que incluye la geometría de la sección y
la tensión longitudinal admisible, y la luz. Las tres gráficas se corresponden con una para
vanos isostáticos, otra para puentes de dos vanos y una última para puentes de tres vanos.

Más recientemente, en 2015, J. H. Lee junto con Y. J. Kang [114] revisaron el criterio
para el espaciamiento de diafragmas en puentes curvos haciendo uso de modelos de lá-
minas. Este criterio se resume en la tabla 2.2.

σd/σf ϕ = 0º ϕ = 5º ϕ = 10º ϕ = 20º ϕ = 30º
5% L/5 L/6 L/7 - -
10% L/4 L/5 L/5 L/7 -
15% L/3 L/4 L/4 L/6 L/6
20% L/3 L/4 L/4 L/6 L/6

TABLA 2.2 Espaciamiento máximo de diafragmas intermedios requeridos según Lee 2015

Los trabajos posteriores de J. H. Lee se centraron en puentes rectos, y más específica-
mente en la relación canto-ancho de los cajones. En 2019 [98] propuso una fórmula para
determinar el espaciamiento máximo en función de la relación altura-ancho (h/b) del ca-
jón y la luz. Dicha fórmula contiene a su vez cuatro parámetros que se ajustan en función
de si el límite es el 5% o el 10%. Posteriormente, en 2021 [99], publicó una revisión de
los espaciamientos anteriores en forma de tabla, donde se tuvieron en cuenta los factores
de combinación con otras cargas como son el peso propio y las cargas muertas. En cuanto
a la rigidez de los diafragmas, en las dos últimas publicaciones el criterio adoptado fue el
de Nakai (Ec. 2.15).

Además de los autores mencionados anteriormente, ha habido otras propuestas de espa-
ciamiento y rigidez. Por ejemplo, en los años 80 en Japón, T. Yoda en 1984 [115] propuso
una formulación bastante compleja para determinar el espaciamiento máximo y la rigidez
en función de la mayor parte de parámetros involucrados en el cálculo de distorsión. Por
otro lado, T. Yabuki en 1989 [116] elaboró unas tablas donde se establecía el número de
diafragmas mínimo en función de la relación luz-ancho (L/b) del cajón y el ángulo (ϕ)
que forma el vano en planta, todo ello para el límite del 5%.
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Una de las publicaciones más completas sobre el control de la distorsión en España es la
tesis de J. Pascual en 2004 [3]. La metodología que empleó fue la analogía de la viga
sobre lecho elástico, sin fijar un límite específico como se explicó en el apartado anterior,
aunque en casi todos los casos cumple con el 10%. Concluyó para tableros rectos se de-
ben disponer al menos cuatro diafragmas por vano, y con un espaciamiento máximo de
cuatro veces el canto del tablero. Además, la rigidez de los diafragmas debe ser, al menos,
la que aporte un diafragma en celosía dimensionado por resistencia.

Por último, otra posible forma de calcular el número de diafragmas requeridos es la em-
pleada porQ. V. Vu en 2018 [96]. En su estudio sobre la capacidad de un tablero sometido
a solicitaciones excéntricas y la influencia de los diafragmas, utilizó elementos tipo lámi-
na y análisis no lineales en rotura. Su conclusión fue que con un diafragma en centro de
luz es suficiente.

2.3.4 Criterios normaࢢvos

A continuación, se revisarán los criterios relacionados con la distorsión que aparecen
en dos de las normativas vigentes más relevantes, los Eurocódigos y la AASHTO LRFD.
Además, se examinarán los criterios recogidos en normativas derogadas como son la Bri-
tish Standard, la RPX o la EAE debido a la importancia que estas han tenido en el diseño
de puentes en España.

Los Eurocódigos son un conjunto normativo compuesto por 10 normas que en 2023 tota-
lizarán 58 partes. En concreto, las estructuras metálicas se recogen en la norma EN1993 y
las estructuras mixtas en la EN1994. La parte 2 de ambas normas está orientada al diseño
de puentes.

En primer lugar, es importante destacar que los Eurocódigos otorgan una gran libertad
al diseñador en comparación con, por ejemplo, la AASHTO LRFD. En el caso de la dis-
torsión, las indicaciones se orientan únicamente a los umbrales de tensión por distorsión,
y no a criterios para la disposición de diafragmas. Específicamente, el punto 3 apartado
6.2.7.1 de la EN1993-2 [9] se indica que los efectos debidos a la distorsión pueden despre-
ciarse cuando no superen un 10% de los efectos de la flexión. Es decir, también permite
diseñar por encima de dicho límite siempre y cuando se tenga en cuenta la distorsión.

El límite del 10% se establece en el apartado de Estados Límites Últimos, por lo que no
queda claro si se debe aplicarse también en Estado Límite de Servicio. Además, la úni-
ca norma que menciona la distorsión en ELS es la EN1994-2 [117] en el punto uno del
apartado 7.2.1, e indica que se deben tener en cuenta, cuando proceda, los efectos del
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alabeo por torsión y distorsión, si se produce. Sin embargo, la indicación de considerar la
distorsión es clara en el cálculo del Estado Límite de Fatiga, según el punto 1 del apartado
4 de la norma EN1993-1-9 [118].

La AASHTO LRFD 9th Edition [108], publicada en 2020, establece límites de espa-
ciamiento de diafragmas. En concreto, el apartado 6.7.4.3 indica que el espaciamiento
entre diafragmas intermedios en cajones unicelulares no puede exceder los 40 ft (≈ 12
m). Además, en el apartado 6.11.1.1 se indica claramente que se deben considerar las ten-
siones longitudinales debidas a la distorsión en el cálculo de fatiga, pero que se pueden
ignorar en el cálculo de Resistencia (ELU) si se controla el espaciamiento. También en
este último apartado se indica que se debe considerar la flexión transversal debida a la
distorsión de la sección en el cálculo de Resistencia y de fatiga. La limitación relativa a la
flexión transversal que establece son 20 ksi (≈ 138 MPa) en combinación de Resistencia,
pero también indica que cumpliendo con el espaciamiento máximo de 40 ft en cajones
unicelulares dicho límite se cumple.

La norma anterior representa una evolución de la guía para el diseño de puentes curvos
elaborada por la AASHTO en 2003 [119]. En dicha guía se limitaban las tensiones por
distorsión a un 10% de las debidas a flexión en el apartado 10.2.2.3 y el espaciamiento
entre diafragmas máximo era de 30 ft (≈ 9 m).

Entre la normativa derogada, una de las que más atención a aplicado históricamente al fe-
nómeno de la distorsión ha sido la British Standard 5400-3. En su edición del año 2000
[120], dedica el Anexo B al cálculo de la distorsión en tablero mediante una formulación
que toma como referencia la de R. Wright y ábacos. Además, obliga a considerar la dis-
torsión en todos los cálculos e impone condiciones de rigidez a los diafragmas. Dichas
condiciones de rigidez se basan en la relación entre la rigidez del diafragma distribuida
en la longitud entre diafragmas y la rigidez de marco. Esta aproximación es igual a la
empleada por Nakai o Williamson, con la diferencia de que en este caso el valor de la
relación varía en función del tipo de carga y la longitud elástica de la analogía de la viga
sobre lecho elástico. Dicho valor oscila entre 0 y 2000 para cargas puntuales.

En España, L. Viñuela presentó sus primeras recomendaciones para el proyecto de puen-
tes metálicos y mixtos en 1992 [48]. Estas recomendaciones reflejaban muchas de las
indicaciones de la British Standard. Sin embargo, la primera normativa relativa a puentes
mixtos fue la RPX-95 [121], que incluía las condiciones para el dimensionamiento de
diafragmas en secciones cajón en el apartado 6.6.1. Estas condiciones, de obligado cum-
plimiento, limitaban el espaciamiento entre diafragmas a 4 veces el canto de la sección,
incluían el criterio de Nakai de rigidez mínima de diafragmas (Ec. 2.15), y obligaban a
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dimensionar los diafragmas por resistencia. La ventaja de estas condiciones era que se po-
día considerar la sección indeformable, ignorando así los efectos debidos a la distorsión.
Sin embargo, esta normativa tenía la limitación de que no existía margen para optimizar
los diafragmas, ya que no se definían criterios adicionales.

Por último, la EAE-11 [14] en su Anejo 3 también realizó un extenso tratamiento del di-
mensionamiento de diafragmas. Por un lado, permitía su cálculo simplificado empleando
los criterios de J. Pascual descritos anteriormente. Es decir, diafragmas dimensionados por
resistencia y espaciados cada 4 veces el canto, habiendo al menos 4 diafragmas por vano.
No obstante, también permitía optimizar el dimensionamiento de diafragmas tomando co-
mo referencia el límite del Eurocódigo EN1993-2 [9] y empleando la formulación de J.
Schlaich [17] y L. Viñuela [48] que recoge la tesis de J. Pascual.

2.3.5 Revisión críࢢca de los criterios para el control de la distorsión

En este apartado se llevará a cabo una revisión conjunta de los criterios académicos
y normativos para el control de la distorsión descritos anteriormente desde un punto de
vista del ingeniero proyectista

En primer lugar, en el apartado 2.3.2 se explicó como los esfuerzos debidos a la distorsión
pueden redistribuirse a lo largo de la viga mediante tres mecanismos resistentes. Es decir,
la capacidad de la sección a distorsión es superior a la obtenida mediante un análisis elás-
tico. Para tener en cuenta esta eventualidad, los enfoques más comunes en la actualidad
son definir una tensión de distorsión crítica por debajo de la cual se pueden ignorar los
efectos debidos a la distorsión, o bien disponer de un número mínimo de diafragmas de
unas determinadas características por vano.

En cuanto al primer enfoque, lo más común es considerar que el umbral de tensión lon-
gitudinal de distorsión se sitúa entre un 5 y un 10% de la tensión debida a la flexión. En
este sentido, se considera que el enfoque del Eurocódigo EN1993-2 [9] es el más adecua-
do, ya que establece el límite en el 10%, pero permite dimensionar por encima de dicho
límite siempre y cuando se consideren los efectos debidos a la distorsión. Sin embargo,
resulta sorprendente que haya habido tan pocas investigaciones sobre el tema, a pesar de
que se considera un valor fundamental en el diseño de tableros mixtos. Además, no se ha
conseguido determinar el origen de la limitación ni del 5% ni del 10%, que es anterior a
los años 80. En la literatura consultada, solo se ha encontrado la revisión del criterio del
5%. En cualquier caso, la revisión de estos límites excede el alcance del presente trabajo,
por lo que se va a adoptar el criterio del 10%, ya que es el fijado en la normativa vigente
en España en el momento de la realización del presente trabajo.
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En cuanto al segundo enfoque, debería considerarse un complemento que permita sim-
plificar el cálculo de la distorsión. Esto se debe a que los estudios que han adoptado el
número de diafragmas como criterio único son muy limitados y presentan una serie de
limitaciones. De hecho, el único autor que no referencia límites de distorsión es Q. V. Vu
[96], ya que emplea modelos de láminas para analizar el puente en rotura. No obstante
dicho estudio es muy limitado, ya que a pesar de que el autor calcula 24 geometrías de
vanos isostáticos rectos, carga siempre el centro del vano donde en todos los casos hay
dispuesto un diafragma, y además emplea secciones constantes en todo el tablero, lo cual
aumenta la posible redistribución de esfuerzos en comparación con un puente optimiza-
do. Por lo tanto, no se considera aceptable la conclusión a la que llega Vu de que con un
diafragma en el centro del vano es suficiente. Además, en lo que respecta a los estudios
basados en límites tensionales, estos no dejarían de ser un complemento del primer enfo-
que.

Por lo tanto, desde el punto de vista del proyectista, se considera que lo más adecuado es
el enfoque de la EAE-11 [14]. Este enfoque recoge una serie de criterios simplificados
para el dimensionamiento de diafragmas, lo que permite omitir el cálculo riguroso de la
distorsión. Sin embargo, también permite el cálculo refinado e indica los límites que debe
cumplir la distorsión para considerarse controlada.

Sin embargo, las normativas también deberían dejar claros los límites de aplicación de los
criterios simplificados. Por ejemplo, en investigaciones llevadas a cabo en Asia y Améri-
ca, los cajones estudiados son estrechos, con apenas 4 m de ancho los más grandes. Esto
contrasta con los grandes tableros de sección cajón proyectados en Europa como el Via-
ducto Verrières [122] o el Viaducto del Regueirón [123], donde el ancho del cajón puede
llegar a duplicar esa dimensión. Por lo tanto, no parece adecuado aplicar lo estudiado en
tableros estrechos a este tipo de cajones.

Los grandes cajones mencionados anteriormente tienen el problema de que no se ha rea-
lizado ningún estudio hasta la fecha que proporcione criterios simplificados para su di-
mensionamiento. Por lo tanto, son uno de esos casos en los que la normativa no debiera
extralimitarse en sus simplificaciones, sino fijar los límites distorsión que considere ade-
cuados, y dejar libertad al proyectista para determinar la estrategia que considere más
apropiada para el control de la distorsión. En otras palabras, una normativa basada única-
mente en criterios simplificados no se considera adecuada.

En cuanto a las propuestas simplificadas para el dimensionamiento de diafragmas anti-
distorsión, se considera las más apropiada la realizada por J. Pascual [3], por diversos
motivos. El primero es que acierta al identificar que imponer una rigidez de diafragmas
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interiores en función de la rigidez de marco de la sección carece de sentido, ya que la
rigidez de marco en puentes metálicos es prácticamente despreciable a la par que muy
susceptible a pequeñas variaciones. En ese sentido, la propuesta del autor de que la rigi-
dez de diafragma sea similar a la de un diafragma en celosía dimensionado por resistencia
se considera una aproximación adecuada y optimizada. Desafortunadamente, únicamen-
te Pascual ha investigado adoptando este criterio, por lo que el resto de investigaciones
realizadas se basan en diafragmas, en muchos casos, sobredimensionados. No obstante,
también es cierto que la condición de resistencia se encuentra cercana en muchos casos al
límite a partir del cual la influencia de la rigidez de los diafragmas se estabiliza, y por lo
tanto ese sobredimensionamiento no debiera influir en exceso en las conclusiones de las
otras investigaciones.

Sin embargo, la investigación de J. Pascual también tiene aspectos susceptibles de mejora.
Por ejemplo, el autor no incorpora la torsión no uniforme, lo cual puede ser desfavora-
ble en tableros anchos y luces cortas donde ya el propio autor había relajado el criterio
de tensión del 10%. Además, el autor limita su estudio a tableros rectos en planta. Sin
embargo, son numerosos los trabajos expuestos en el apartado 2.3.3 que llegan a una con-
clusión similar a la de Pascual en tableros rectos, pero muestran que conforme aumenta
la curvatura en planta es necesario aumentar el número de diafragmas.

En resumen, ninguna de las propuestas de criterios para el control de la distorsión se con-
sidera completa y optimizada, si bien la tesis de J. Pascual constituye el punto de partida
más ajustado.

2.3.6 Resumen

En esta sección se han expuesto los umbrales por debajo de los cuales se pueden igno-
rar los efectos debidos a la distorsión, y se han justificado los mecanismos resistentes que
permiten llegar a dichos umbrales. Sin embargo, su revisión numérica excede el alcance
del presente trabajo, por lo que en adelante se va a adoptar el límite del 10% en la tensión
longitudinal fijado en la EN1993-2 [9].

También se han revisado los principales criterios normativos y académicos que permi-
ten cumplir con los criterios mencionados anteriormente. En cuanto a la rigidez de los
diafragmas, se considera que el criterio adoptado por J. Pascual, según el cual la rigi-
dez mínima de los diafragmas sea equivalente a la que aporta un diafragma en celosía
dimensionado por resistencia, es el más adecuado. Sin embargo, en lo que se refiere a
número y espaciamiento de diafragmas, el estudio se limita únicamente a puentes rectos,
y en el caso de luces cortas sobrepasa el límite del 10% en ciertos casos. Por ese motivo,
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se considera que se debe completar el estudio anterior teniendo en cuenta la interacción
torsión-distorsión y la curvatura en planta.

Además, se comprobado que la mayoría de estudios se centra en tableros estrechos. Sin
embargo, en los últimos años se han llevado a cabo varias realizaciones utilizando cajo-
nes unicelulares que han superado los 20 m de ancho de calzada, llegando incluso a los
30 m. Por ese motivo, se considera que se debe completar la bibliografía existente con
recomendaciones relativas a tableros de gran anchura.
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CAPÍTULO 3

Definición del elemento finito

3.1 Introducción

En este capítulo se presentará un elemento finito que permite el cálculo de la flexión,
torsión y distorsión en puentes curvos de sección simétrica de manera integrada.

En la primera sección se explicará el convenio de signos utilizado, así como la nomen-
clatura empleada. Posteriormente, a partir de un elemento diferencial de pared curva, se
explicarán las principales ecuaciones que rigen su comportamiento de acuerdo con la
teoría de secciones de pared delgada. En este apartado se mostrarán las ecuaciones de
equilibrio de un elemento, así como las ecuaciones necesarias para el cálculo de deforma-
ciones en la viga y las relaciones constitutivas que permiten obtener las tensiones a partir
de las deformaciones. A partir de estas tensiones y deformaciones se obtendrá la energía
de deformación de un elemento diferencial.

Una vez definidas las ecuaciones de equilibrio y de deformación para un elemento diferen-
cial de pared, se procederá a aplicarlas a cada uno de los modos resistentes explicados en
la sección 2.2.2.2. El objetivo es obtener el campo de deformaciones asociado a cada mo-
do resistente. Para ello, se realizarán hipótesis iniciales asociadas a cada modo resistente,
a partir de las cuales se obtendrán los movimientos asociados a cada modo, incluyendo el
movimiento longitudinal o alabeo

Una vez se han definido todos los movimientos de la viga, se pueden obtener las deforma-
ciones en ella aplicando las ecuaciones de deformación previamente definidas. Además,
aplicando las relaciones constitutivas propias de los materiales, se pueden obtener tam-
bién las tensiones en la viga. Estas tensiones se sumarán en forma de resultantes que tam-
bién serán definidas. Asimismo, haciendo uso de las resultantes anteriores, se obtendrá
el trabajo virtual de deformación del elemento y el trabajo virtual debido a las acciones
exteriores. Dichas ecuaciones del trabajo virtual permiten deducir las ecuaciones que ri-
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gen el comportamiento de la viga curva, que dependerán de unas propiedades de la viga
previamente definidas.

Por último, se aplicará el método de los elementos finitos para obtener la matriz de rigidez
de un elemento curvo y el vector de cargas asociado. En primer lugar se explicará breve-
mente en que consiste el método de los elementos finitos. Posteriormente, se definirán los
grados de libertad y las funciones de forma en el elemento. Utilizando estas funciones,
se obtendrá la energía de deformación en el elemento y la energía potencial de las accio-
nes exteriores. Esto permitirá obtener la matriz de rigidez y el vector de cargas asociado.
Además, se explicará de manera genérica cómo modelar la rigidez correspondiente a un
diafragma antidistorsión, aunque este modelado se abordará con más detalle en el capítulo
4. También se incluirá un breve resumen con las características del elemento.

En general, este capítulo supone una extensión del trabajo de F. Cambronero [18] a la viga
curva, pero sin considerar el arrastre por cortante y convirtiendo el elemento en binodal.
Para obtener los modos de deformación y sus alabeos asociados, se ha tomado como re-
ferencia el método propuesto en dicho trabajo, que a su vez está basado en un artículo de
Jönsson [57]. No obstante, dicho método se ha adaptado para el caso de una viga curva
en el plano horizontal y de sección simétrica respecto al eje vertical.

Además, se ha tomado como referencia el trabajo de N. H. Park [85], cuya formulación del
elemento es similar a la aquí expuesta. Sin embargo, se han incorporado avances respecto
a dicho trabajo. En concreto, se ha generalizado su aplicación para una viga de sección
simétrica cualquiera y no únicamente una viga de sección cajón. Además, la distorsión se
trata en el elemento propuesto como un modo resistente más, y no se calcula de manera
independiente empleando una formulación mixta donde el momento flector se considera
una carga. Por último, las funciones de alabeo empleadas en este trabajo consideran el
efecto de la curvatura, y las funciones de forma se han simplificado a funciones polinó-
micas.
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3.2 Convenio de signos y nomenclatura

A continuación, se explicará el convenio de signos adoptado, la denominación de
algunas de las principales unidades y las hipótesis de partida.

Para explicar el sistema de referencia se va a considerar un tablero curvo en el plano
horizontal como se muestra en la figura 3.1.

FIGURA 3.1 Sistema de referencia

Como se puede observar en la figura, la dirección z se corresponde con la dirección de
avance del eje del tablero. La dirección x se considera positiva hacia el centro de giro del
tablero, mientras que la dirección y se considera positivo en el sentido gravedad. Además,
se indica que el radio del eje del tablero se denominaR, y el radio de un punto cualquiera
r. En base a lo anterior, la relación entre ambos radios es r = R − x.

FIGURA 3.2 Movimientos en la viga

En cuanto a los movimientos globales, se representa como v= (vx, vy, vz) el movimiento
de un punto cualquiera de la sección desde un origen O a un punto cualquiera A (

−→
OA).

Cuando esos movimientos se refieran al eje del tablero y dependan únicamente de z se
denominan u=(ux, uy, uz). Los giros en el eje del tablero se indican como θ=(θx, θy, θz).
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Todos los movimientos anteriores se consideran positivos en la dirección de los ejes del
sistema de coordenadas y se muestran en la figura 3.2.

La coordenada a lo largo de la pared se denomina s, la dirección de las paredes se indica
con el vector unitario t=(tx, ty), y su vector perpendicular n=(−ty, tx). Los movimientos
unitarios locales de un punto de la sección (us) se pueden referir a las coordenadas globales
de la sección us = (usx, usy) o a las coordenadas locales de la pared us = (us, un). Todo
lo anterior se muestra en la figura 3.3.

FIGURA 3.3 Referencial y movimientos locales

La relación entre las coordenadas locales y globales se establecemediante vector dirección
paralelo a la pared (t) y el vector perpendicular (n) de la siguiente manera:

us =


us = tx · usx + ty · usy

un = −ty · usx + tx · usy
(3.1)

Los movimientos globales en un punto cualquiera de la sección también se pueden expre-
sar en el sistema de coordenadas local de las paredes vs= (vs, vn, vsz).

Por último, se explica brevemente la notación matemática utilizada. Se emplea la barra
superior para referirse a vectores y la doble barra superior para referirse amatrices. Ade-
más, en ciertas ocasiones la derivada respecto a z se indica mediante un superíndice con
números romanos, de tal modo que el número romano se corresponde con el orden de la
derivada respecto a z. Por ejemplo, d2θ/dz2 se denota como θII .
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3.3 Estudio de un elemento de pared

3.3.1 Introducción

En esta sección se explicará el comportamiento de un elemento diferencial de pared
curvo y las ecuaciones que sirven para modelizarlo. Estas ecuaciones se utilizarán como
base para el cálculo de los modos resistentes y de la viga que se realizará más adelante.
En primer lugar se explica el equilibrio de tensiones. Posteriormente se aborda cómo se
definen las deformaciones para un elemento curvo y, por último, se explica la energía de
deformación de un elemento.

FIGURA 3.4 Elemento diferencial de pared

Para ello se considerará un elemento como el que se muestra en la figura 3.4. Se trata
de un elemento de longitud ds a lo largo de la pared de la sección y r · dθ en dirección
paralela al eje de la viga en uno de sus lados. Al ser genérico, se considera que varía en
dirección perpendicular al eje dr. Por lo tanto, la longitud en el otro lado paralelo al eje
será (r + dr) · dθ.

3.3.2 Equilibrio

En este apartado se explicarán las distintas formas que en que se puede expresar el
equilibrio de un elemento diferencial de pared. Se partirá del elemento definido en la fi-
gura 3.4, y se establecerá su equilibrio en términos muy similares a los expuesto por Nakai
en su libro [34]. Se supondrá que el elemento esta sometido a una tensión longitudinal (σz)
y que experimenta una variación de dicha tensión (dσz). En cuanto a las tensiones tan-
genciales, se asumirá que el elemento está sometido a una tensión de cizalladura (τsz) y
que varía en dirección del eje de la viga y del eje de la pared (dτsz). Las tensiones repre-
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sentadas gráficamente se muestran en la figura 3.5.

FIGURA 3.5 Equilibrio de elemento diferencial de pared

Para establecer el equilibrio de fuerzas en dirección longitudinal, se suman las tensiones
longitudinales y tangenciales en la dirección de la viga. Si se omite el espesor, la fuerza en
dirección longitudinal debida a las tensiones longitudinales (σz) y su variación se obtiene
multiplicando esta por la longitud del elemento a lo largo de la pared. La fuerza longitu-
dinal debida a las tensiones tangenciales (τsz) se obtiene multiplicando esta tensión por
la longitud a lo largo del eje del elemento y también sumando la proyección en dirección
longitudinal de la tensión tangencial en la dirección de la pared. Esta proyección solo se
produce cuando existe una variación en el radio. Si se realiza la suma de todos los térmi-
nos empezando de izquierda a derecha, y se prescinde del espesor de la pared, el resultado
es el siguiente:

−σz · ds+ τsz · dr · dθ
2

− τsz · r · dθ + (τsz + dτsz) · (r + dr) · dθ+

(τsz + dτsz) · dr · dθ
2

+ (σz + dσz) · ds = 0

Agrupando términos, despreciando las multiplicaciones de tres infinitésimos y dividiendo
todo entre ds · dθ · r, se puede reescribir la ecuación anterior como:

dσz
r · dθ

+ 2 · τsz · dr·
r · ds

+ dτsz
ds

= 0 (3.2)

Se puede observar que, si la ecuación 3.2 se lleva al límite para un radio infinito, y se
considera r · dθ = dz, el resultado corresponde al equilibrio de un elemento recto.

dσz
dz

+ dτsz
ds

= 0 (3.3)

Retomando la ecuación 3.2, Nakai [34] la reescribe multiplicando por r2 y refiriendo la
longitud del elemento al eje del tablero (dθ = dz/R). De esta manera, la ecuación 3.2
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también se puede expresar de la siguiente forma:

d
dz

(σz) ·R · r + d
ds

(r2 · τsz) = 0 (3.4)

3.3.3 Deformaciones

Las deformaciones se dividirán en deformación longitudinal, deformación angular y
deformaciones secundarias. Todas ellas serán calculadas empleando la hipótesis de pe-
queñas deformaciones.

La deformación longitudinal (εz) se refiere a la variación en la longitud que se produce
en la dirección longitudinal de la viga.

FIGURA 3.6 Deformación longitudinal de un elemento diferencial de pared

La deformación longitudinal es la relación entre variación de longitud de un elemento de
dimensión r · dθ y su longitud original. Tomando en cuenta los movimientos de la figura
3.6, que son el movimiento en dirección longitudinal de la viga (vz) y el movimiento en
la dirección radial (vx), la deformación longitudinal se define como:

εz = r · dθ + vz + dvz − (r − vx) · dθ − vz
r · dθ

Operando, la ecuación anterior se puede simplificar de la siguiente manera:

εz = dvz
r · dθ

− vx
r

(3.5)

Es decir, la deformación longitudinal de un elemento curvo de pared es la suma de la
deformación que se produce por la propia extensión en la dirección longitudinal de la
viga, y la deformación que se produce cuando se desplaza el elemento en la dirección del
radio a la viga.

Si la ecuación anterior se refiere al eje de la viga, y se aplica la misma transformación del
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apartado anterior, esta se puede expresar como:

εz = R

R − x
·
(
∂vz
∂z

− vx
R

)
(3.6)

Donde se puede observar cómo, cuando el radio tiende a infinito, la ecuación se corres-
ponde con la deformación de una viga recta.

La deformación que produce una variación en el ángulo que forman las paredes del ele-
mento diferencial se denomina deformación angular (γsz). Para ilustrar dicha deforma-
ción, la figura 3.7 muestra un esquema muy similar al dibujado en el libro de Nakai [34],
pero generalizado para un desplazamiento cualquiera en la dirección de la pared (vs).

FIGURA 3.7 Deformación angular de un elemento diferencial de pared

La deformación angular (γsz) es el resultado de sumar la variación del ángulo en las dos
lados perpendiculares de la pared α y β. El valor de α resulta más intuitivo, ya que se
obtiene directamente al dividir la variación del movimiento en la dirección de la pared
(dvs) entre la longitud del elemento en la dirección de la viga (r · dθ). En cambio, en el
valor de β se ve afectado por la variación en el radio del elemento. Es decir, al incremento
en movimiento en dirección longitudinal (dvz) que se produce en un elemento diferencial
de pared, hay que restar una parte que se debe al incremento en el radio:

γsz = α + β =


α = dvs

r·dθ

β =
(
vz + dvz − r+dr

r
· vz

)
· 1

ds

Al sumar ambos términos, la deformación angular se puede expresar como:

γsz = dvs
r · dθ

+ dvz
ds

− dr
r · ds

· vz (3.7)
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Procediendo de manera similar a la deformación longitudinal, se va a referir la deforma-
ción al eje de la viga. Además, se va a hacer uso de la relación entre la componente en
x del vector unitario de dirección de la pared y la variación del radio en un elemento di-
ferencial de pared, que es tx = dx/ds = −dr/ds. De este modo, se puede reescribir la
ecuación anterior de la siguiente manera:

γsz = R

R − x
·
(

dvs
dz

+ tx · vz
R

)
+ dvz

ds
(3.8)

Al igual que sucede en ecuaciones previas, cuando el radio tiende a infinito se observa
que la ecuación es idéntica a la formulada para la deformación angular en la viga recta.

Además de las deformaciones anteriormente expuestas, se considerarán deformaciones
adicionales que se clasificarán como secundarias. Se denominarán deformaciones secun-
darias a aquellas deformaciones que se producen adicionalmente a la deformación de la
fibra media de la pared y también a las deformaciones longitudinales que se producen en
la dirección de la pared. En la figura 3.8 se muestran los movimientos de giro secundarios.

FIGURA 3.8 Deformación secundaria en una pared

En este caso, se asume la teoría de Euler-Bernoulli y se ha supuesto que el giro es pro-
porcional a la variación del movimiento perpendicular. Esta hipótesis permite representar
los movimientos secundarios de la siguiente manera:

vz = −ys · dvn
dz

(3.9a)

vs = vs0 − ys · dvn
ds

(3.9b)

El movimiento en la dirección del eje de la viga (vz) es igual al giro de la pared multipli-
cado por la distancia a la fibra media (ys). El movimiento en la dirección de la pared (vs)
es la suma del movimiento en la fibra media (vs0) y el giro multiplicado por la distancia
a la fibra media.
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En este punto, se supondrá que la influencia de la curvatura en estas deformaciones es
un efecto terciario, por lo que, como norma general, no se considerará la influencia de
la curvatura en las deformaciones secundarias. Bajo esa hipótesis, las deformaciones
longitudinales en cada una de las direcciones se obtienen derivando el campo de defor-
maciones respecto a la dirección longitudinal del movimiento:

εz = −ys · d2vn
dz2 (3.10a)

εs = dvs0
ds

− ys · d2vn
ds2 (3.10b)

Donde εs es la deformación longitudinal en la dirección de la pared.

La deformación angular en el plano de la pared se obtiene, de acuerdo con la teoría de la
elasticidad [124], derivando el campo de movimientos respecto a la dirección perpendi-
cular al movimiento:

γsz = −ys · d2vn
dzds

− ys · d2vn
dsdz

= −2 · ys · d2vn
dzds

(3.11)

Aunque es cierto que, como se ha explicado previamente, la influencia de la curvatura en
las deformaciones secundarias no se considerará como norma general, en ciertos cálculos
sí que se tendrá en cuenta este efecto. Por lo tanto, se definirá la deformación angular
perpendicular al plano de la pared (γnz).

FIGURA 3.9 Deformación angular perpendicular a la pared de un elemento diferencial

Como se puede observar, la figura 3.9 es muy similar a la mostrada para la deformación
angular, variando únicamente el desplazamiento en la dirección de la pared (vs), que en
este caso es el desplazamiento perpendicular (vn). Es otras palabras, la deformación an-
gular perpendicular a la pared se puede expresar como:

γnz = dvn
r · dθ

+ dvz
dn

− dr
r · dn

· vz (3.12)
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En este caso, la variación del radio respecto a la perpendicular (dr/dn) es igual a la va-
riación de x respecto a la perpendicular en sentido negativo (−dx/dn). Esta última, si se
conserva el signo, es igual a la proyección en x del vector perpendicular a la pared (−ty).
Por lo tanto, la deformación angular perpendicular a la pared se puede expresar como:

γnz = R

R − x
·
(

dvn
dz

− ty · vz
R

)
+ dvz

dn
(3.13)

Como se ha explicado anteriormente, la deformación angular anterior se considerará nula
como norma general. Sin embargo, esta ecuación establece una relación entre el movi-
miento longitudinal y el movimiento perpendicular a nivel local que se empleará más
adelante.

Una vez definida la forma de obtener las deformaciones en un elemento de pared a partir
de un campo de movimientos cualquiera, se puede calcular la energía de deformación.

3.3.4 Energía de deformación

En este apartado se explicará la energía de deformación de un elemento diferencial
de pared, con el objetivo de ilustrar cómo cada una de las deformaciones explicadas ante-
riormente contribuyen a la resistencia de la sección. Para ello, es necesario establecer las
relaciones constitutivas en primer lugar.

Se supondrá que los materiales son elásticos lineales. En la dirección longitudinal, se
empleará un módulo de elasticidad longitudinal (E). Para las tensiones tangenciales, se
considerará un módulo de elasticidad transversal (G). En la dirección transversal, o di-
rección de la pared, se asumirá un comportamiento de placa [63] donde el módulo de
elasticidad transversal (Es) se tomará como:

Es = E/(1 − ν2) (3.14)

Donde ν es el módulo de Poisson del material.

Además, se supondrá que no existe deformación transversal debida a las tensiones longi-
tudinales, y viceversa.

En resumen, las tensiones longitudinales (σz), transversales (σs) y tangenciales (τsz) se
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pueden expresar de la siguiente manera:


σz

σs

τsz

 =


E 0 0

0 Es 0

0 0 G

 ·


εz

εs

γsz

 (3.15)

Como se puede observar, no existe relación cruzada entre deformaciones y tensiones.
Esto se debe a que la influencia de las tensiones en dirección longitudinal en las tensio-
nes perpendiculares a la pared se puede considerar despreciable, ya que generalmente no
hay coacciones que limiten la deformación transversal en la fibra media de las paredes.
Además, se tiene en cuenta la influencia de la restricción longitudinal en las tensiones
transversales al considerar el comportamiento tipo placa.

Conocidas las relaciones constitutivas, la energía de deformación (U ) se puede obtener
directamente sumando la energía de deformación de todo el volumen de la pared. Este
resultado se obtiene multiplicando las tensiones por las deformaciones y dividiendo entre
dos. En este caso, al no existir términos cruzados, la energía de deformación se puede
expresar como la suma de las deformaciones al cuadrado multiplicadas por su correspon-
diente módulo de elasticidad:

U = 1
2

·
∫
V

(
E · ε2

z +G · γ2
sz + Es · ε2

s

)
· dV (3.16)

Si se analiza la ecuación anterior, se puede ver que la energía de deformación total es la
suma de la energía deformación debida a las deformaciones longitudinales, angulares y
transversales. Desarrollando un poco mas cada uno de los términos e integrando para el
espesor de la pared (t), se puede identificar la contribución de cada una de las deforma-
ciones a la resistencia. El cálculo se muestra a continuación, suponiendo en este caso, por
simplicidad, que la viga es recta.

En primer lugar se muestra cómo la energía de deformación longitudinal (Uε) se puede
descomponer en la energía de deformación debida a la deformación longitudinal de la
sección en la fibra media de las paredes y la deformación debida a la flexión local de las
paredes.

Uε = 1
2

·
∫ L

0

∑
p


∫ ls

0

E · t ·
(

dvz
dz

)2

+ E · t3

12
·
(

d2vn
dz2

)2
 · ds


 dz (3.17)

Como se puede observar, el primer término se corresponde con la deformación en la fibra
media, mientras que el segundo término se corresponde con la deformación debida a la
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flexión local de las paredes. Aplicado, por ejemplo, al caso de la flexión, el primer término
equivale a la suma del área de la pared multiplicado por la distancia al cuadrado al centro
de gravedad, mientras el segundo término equivale a la inercia local debida al espesor de
la pared.

En el caso de la energía debida a la deformación angular (Uγ), también existen dos tipos
de deformación angular: la que ocurre en la fibra media de la pared y la que varía a lo
largo del espesor de la pared.

Uγ = 1
2

·
∫ L

0

∑
p


∫ ls

0
(G · t ·

(
dvz
ds

+ dvs
dz

)2

+ G · t3

3
·
(

d2vn
dzds

)2

) · ds


 dz (3.18)

Utilizando el ejemplo de la torsión, el primer término se corresponde con la contribución
debida a la deformación angular de las paredes en secciones cerradas, mientras que el se-
gundo se refiere a la inercia a torsión local de las paredes, que aporta la rigidez a torsión
uniforme en secciones abiertas.

El último de los términos de la energía de deformación se refiere a la energía de de-
formación transversal (Us). En este caso, se pueden distinguir los términos debidos a la
extensión de la pared y a la flexión de la pared.

Us = 1
2

·
∫ L

0

∑
p


∫ ls

0
(Es · t ·

(
dvs
ds

)2

+ Es · t3

12
·
(

d2vn
ds2

)2

) · ds


 dz (3.19)

En resumen, los seis términos de la energía previamente expuestos resultan análogos al
comportamiento de una placa: extensión en ambas direcciones (Fz, Fs), deformación an-
gular (Fsz), flexión en ambas direcciones (Mzz,Mss) y alabeo (Msz). Por lo tanto, al
considerar todos los términos de las ecuaciones energéticas anteriores se captura comple-
tamente el comportamiento de las estructuras de pared delgada.

3.4 Modos de deformación

3.4.1 Introducción

En este apartado se explicarán las características de los distintos modos de deforma-
ción y como se obtiene su campo de movimientos asociado.

En general, cualquier modo de deformación se puede representar como un desplazamiento
unitario en la sección (us(s)), que depende del punto de la sección, multiplicado por una
función de intensidad (ξ(z)) que solo depende de la posición a lo largo de la viga. En el
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caso del movimiento longitudinal, este se representa como un alabeo unitario (w(s)), que
también depende solo de la posición en la sección, multiplicado por una función de inten-
sidad (ζ(z)), que varía únicamente con la posición en la viga. Aunque se pueden vincular
varias funciones de alabeo un determinado modo resistente, en este caso, no se conside-
ra la influencia de las tensiones longitudinales en las tensiones tangenciales, y, por lo
tanto, se considerará un modo de alabeo solo por modo. Según lo expuesto anteriormente,
los movimientos de un modo cualquiera se pueden representar como:

v̄(x, y, z) =


vx = ξ(z) · usx(s)

vy = ξ(z) · usy(s)

vz = ζ(z) · w(s)

(3.20)

Para referirse a la función de alabeo correspondiente a la viga curva, esta se denotará con
el superíndice c: wc.

3.4.2 Axil

El modo de deformación de axil se define como un desplazamiento unitario longitudi-
nal en el eje (uz(z)). No tiene movimientos transversales asociados, por lo que el campo
de movimientos depende únicamente de la dirección longitudinal z, y se puede expresar
como el producto de la función de intensidad (uz(z)) multiplicada por el alabeo curvo de
axil (wcn(s)):

v̄(x, y, z) =


vx = 0

vy = 0

vz = uz(z) · wcn(s)

(3.21)

Para obtener la función de alabeo wcn se hará la hipótesis, conocida para el caso de la viga
recta, de que no existe deformación tangencial en la sección debido al axil. Además, al
no existir movimientos transversales, el movimiento en la dirección de la pared es nulo
(us = 0). Usando de la la ecuación de la deformación tangencial 3.8, e imponiendo la
condición de que no existe deformación angular, se puede obtener el alabeo a partir de la
siguiente ecuación diferencial:

γsz = R

R − x
·
(
tx · uz · wcn

R

)
+ uz · dwcn

ds
= 0 (3.22)

En la ecuación anterior aparece un término en función de x y otro en función de s. En este
caso, se representará la derivada dependiente de s como dependiente de x e y. Para ello
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se emplea las siguiente igualdad basada en el vector unitario de la sección:

df(s)
ds

= tx · df(x)
dx

+ ty · df(y)
dy

(3.23)

De este modo, la ecuación 3.22 se puede reescribir como:

R

R − x
·
(
tx · uz · wcn

R

)
+ uz ·

(
tx · dwcn

dx
+ ty · dwcn

dy

)
= 0 (3.24)

Si se supone una pared vertical donde el vector unitario sea (tx = 0, ty = 1), se puede
concluir que el alabeo debido al axil no depende de y. Además, al despejar la ecuación,
se obtiene que la función de alabeo es el resultado de la siguiente ecuación diferencial:

dwcn
wcn

= −1
R − x

La solución a esta ecuación es del tipowcn = k·(R−x). Si se vuelve a la definición del mo-
do axil como desplazamiento unitario longitudinal en el eje de la viga (wcn(x = 0) = 1),
se obtiene que k = 1/R, y en consecuencia, se puede definir el alabeo como:

wcn = R − x

R
(3.25)

En la figura 3.10 se muestra un ejemplo del alabeo en una sección cajón. En azul se
representa el alabeo en la viga recta, en rojo el alabeo en la viga curva y en verde la
diferencia entre ambos.

FIGURA 3.10 Alabeo axil

Conocido el alabeo, el campo de movimientos se define como:

v̄(x, y, z) =


vx = 0

vy = 0

vz = uz(z) · R−x
R

(3.26)
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En este caso, cuando el radio tiende hacia el infinito, el valor del alabeo tiende a uno, lo
que se corresponde con el alabeo debido al axil para el caso de una viga recta.

Para obtener el alabeo local de las paredes se procederá de manera similar al alabeo global
de la sección. Se partirá de la ecuación de la deformación transversal perpendicular a la
pared 3.13, y se supondrá que esta es nula:

γnz = R

R − x
·
(

−ty · uz · wcn
R

)
+ uz · dwcn

dn
= 0 (3.27)

En este caso, para expresar la variación del alabeo en la dirección perpendicular a la viga
se va a hacer uso del vector unitario perpendicular (n), en el cual se proyectará la variación
del alabeo en coordenadas globales:

df(s)
dn

= −ty · df(x)
dx

+ tx · df(y)
dy

(3.28)

Sustituyendo la igualdad anterior en la ecuación 3.27, la ecuación 3.28 se puede expresar
como:

R

R − x
·
(

−ty · uz · wcn
R

)
+ uz ·

(
−ty · dwcn

dx
+ tx · dwcn

dy

)
= 0 (3.29)

Como se puede observar, esta ecuación es idéntica a 3.24. La única diferencia es que los
términos que dependían de tx ahora dependen de ty y viceversa. Por lo tanto, la solución
de la ecuación es la misma, y el campo de movimientos en coordenadas locales se puede
expresar como:

v̄s(x, y, z) =


vs = 0

vn = 0

vsz = vz + uz(z) · ty ·ys

R

(3.30)

Donde el movimiento local es x = −ty · ys.

3.4.3 Cortante-Flexión

En este apartado se estudiarán los movimientos perpendiculares al eje de la viga en
dirección vertical y horizontal.

En primer lugar, se establecerán las hipótesis de cálculo. Se considerará que los ejes prin-
cipales de inercia de la sección se corresponden con los ejesX e Y de la viga. Además,
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al despreciar la influencia de las tensiones tangenciales en las tensiones longitudinales, se
trabajará con la hipótesis de Euler-Bernoulli, y consecuentemente, se podrá expresar el
giro como función de la derivada primera del movimiento perpendicular.

Una vez establecidas las hipótesis, el siguiente paso es definir las funciones de alabeo y
los campos de movimientos.

FIGURA 3.11 Movimiento en X

El movimiento horizontal se ha representado en la figura 3.11. Se define como un despla-
zamiento unitario 1 en la dirección del eje x multiplicado por una función de intensidad
ux(z). La función de intensidad del alabeo se considerará proporcional a la variación del
movimiento en x a lo largo de la viga:

v̄(x, y, z) =


vx = ux(z) · 1

vy = 0

vz = d
dz (ux(z)) · wcx(s)

(3.31)

La función de alabeo curva debida a la flexión transversal (wcx) se obtiene de manera muy
similar al caso del axil. Se considera que no existe deformación angular en la sección y se
empleará de nuevo la ecuación 3.8. Además, el movimiento en la dirección del eje de la
pared (vs) se corresponde con la componente horizontal del vector unitario de dirección de
la pared (tx). Por lo tanto, la ecuación diferencial del alabeo curvo por flexión transversal
(wcx) es la siguiente:

γsz = R

R − x
·
(
tx · dux

dz
+ tx · dux

dz
·wcx
R

)
+ dux

dz
· dwcx

ds
= 0 (3.32)

El término ds de la ecuación anterior se puede expresar en coordenadas globales me-
diante la ecuación 3.23. Además, en dicha transformación el término dependiente de y
se va a considerar nulo. De este modo, la ecuación depende solamente de los términos
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dependientes de tx, y por lo tanto se llega a la siguiente ecuación diferencial:

R + wcx
R − x

+ dwcx
dx

= 0 (3.33)

Es bastante intuitivo observar como si se sustituye wcx = −x en la ecuación anterior se
obtiene la solución de la ecuación. No obstante, es importante recordar que esto solo se
cumple si el centro de la viga se corresponde con el centro de gravedad de la sección.
Además, este alabeo es coincidente con el alabeo de la viga recta, como se muestra en la
figura 3.12.

FIGURA 3.12 Alabeo movimiento en X

En resumen, el alabeo para un desplazamiento unitario del eje en sentido horizontal es el
siguiente:

wcx = −x (3.34)

Una vez conocido el alabeo, se puede expresar el campo de movimientos definitivo de la
siguiente manera:

v̄(x, y, z) =


vx = ux(z) · 1

vy = 0

vz = − d
dz (ux(z)) · x

(3.35)

El alabeo local de las paredes se obtiene a partir del movimiento perpendicular a la pa-
red, que en este caso es −ux · ty. Si se sustituye este movimiento en la ecuación de la
deformación transversal perpendicular a la pared 3.13, se supone que no existe deforma-
ción transversal y se expresa el dn en coordenadas locales utilizando la ecuación 3.28, la
ecuación diferencial del alabeo es la siguiente:

γn = R

R − x
·
(

−ty · dux
dz

− ty · dux
dz

·wcx
R

)
− ty · dux

dz
· dwcx

dx
= 0 (3.36)
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Se puede observar que si se cambia tx por −ty la ecuación es idéntica a la del alabeo de
la fibra media. Por lo tanto, la función de alabeo es la misma que para el caso del alabeo
global. En consecuencia, los movimientos se pueden representar en coordenadas locales
del siguiente modo:

v̄s(x, y, z) =



vs = ux(z) · tx

vn = −ux(z) · ty

vsz = vz + d
dz (ux(z)) · ys · ty

(3.37)

Donde se ha expresado el alabeo como la suma del alabeo en la fibra media vz y la coor-
denada local de x que es −ys · ty.

FIGURA 3.13 Movimiento en Y

En el caso del movimiento vertical, si se procediera de manera análoga al caso anterior,
es decir, asumiendo un movimiento unitario en sentido vertical y suponiendo que no exis-
te deformación angular, se llega a la conclusión de que la ecuación diferencial no tiene
solución. Por lo tanto, es necesario redefinir el campo de movimientos asociado a un des-
plazamiento vertical en el eje. Siguiendo el ejemplo de Nakai [34], se define el campo
de movimientos como la suma de un movimiento vertical unitario en el eje (uy(z)) y un
giro 1 alrededor del centro de giro (xt, yt) de valor −uy(z)/R. La figura 3.13 muestra el
movimiento.

Se supone que la coordenada del centro de giro en x es coincidente con el centro de la
sección. Esto, sumado a las hipótesis anteriores, implica que la sección es simétrica res-
pecto al eje vertical. Además, se considera que la función de intensidad del alabeo es
proporcional a la variación del movimiento en y a lo largo del eje de la viga.

En resumen, el campo de movimientos para un movimiento vertical unitario en el eje se

1El campo demovimientos asociado al giro y la determinación del centro de giro se explica en el apartado
3.4.4.
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define como:

v̄(x, y, z) =


vx = uy(z) · y−yt

R

vy = uy(z) · R−x
R

vz = d
dz (uy(z)) · wcy(s)

(3.38)

Para obtener la función de alabeo por flexión longitudinal (wcy) se procederá de mane-
ra análoga a los casos anteriores. Es decir, se sustituirá el campo de movimientos en la
ecuación de la deformación angular 3.8 y esta se igualará a 0:

γsz = R

R − x
·
(
tx · y − yt

R
· duy

dz
+ ty · R − x

R
· duy

dz
+ tx · duy

dz
·wcy
R

)
+ duy

dz
·
(

dwcy
ds

)
= 0

(3.39)

Usando la ecuación 3.23, se puede transformar la derivada respecto a s a coordenadas
globales. Realizando este cambio, la ecuación anterior se puede reagrupar en torno a los
vectores unitarios tx y ty. De esta manera, la ecuación anterior se puede expresar como:

tx ·
(
y − yt
R − x

+
wcy

R − x
+

dwcy
dx

)
+ ty ·

(
1 +

dwcy
dy

)
= 0

En este punto, se supondrá que la solución a la ecuación diferencial es del tipo
wcy = f(x) + g(y). Tomando el término de ty e igualando a 0 resulta evidente que la
solución para g(y) es del tipo g(y) = c− y. Si se sustituye este término g(y) en el alabeo
que aparece en el término dependiente tx, la ecuación diferencial queda de la siguiente
forma:

c− yt
R − x

+ f(x)
R − x

+ f ′(x) = 0

Igualando c a yt se obtiene una solución para f(x) del tipo f(x) = k · (R − x). Por lo
tanto, el alabeo se puede escribir como wcy = k · (R − x) + yt − y. Para despejar la
constante, se impone la condición de que la suma de tensiones en longitudinal sea nula:∫
E · wcy · dA = 0. Como la sección esá referida al centro de gravedad y la suma de

tensiones en x e y es nula, la condición resultante es:
∫
E · (k ·R + yt) · dA = 0
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Dado que la integral anterior es la integral extendida al área de un valor constante
(k · R + yt), esta constante debe tener un valor nulo si la solución de la integral es nu-
la. Por lo tanto, despejando el valor de k se obtiene k = −yt/R. En resumen, el alabeo
dependiente del movimiento vertical (wcy) se puede expresar como:

wcy = −y + x · yt
R

(3.40)

En la figura 3.14 se muestra un ejemplo de alabeo anterior para una sección cajón. En la
figura, el azul se corresponde con la viga recta, el rojo con la viga curva y el verde con
la diferencia entre ambos. Como se puede apreciar, la diferencia entre ambos alabeos es
muy pequeña en este caso.

FIGURA 3.14 Alabeo movimiento en Y

En conclusión, el campo de movimientos asociado a un movimiento vertical en el eje se
expresa como:

v̄(x, y, z) =


vx = uy(z) · y−yt

R

vy = uy(z) · R−x
R

vz = d
dz (uy(z)) · (−y + x·yt

R
)

(3.41)

Para obtener el alabeo local, se partirá del movimiento de la sección perpendicular a la
pared (vn), que se define como:

vn = uy(z) ·
(
R − x

R
· tx − y − yt

R
· ty
)

(3.42)
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Procediendo de manera análoga al movimiento en x, la ecuación diferencial del alabeo
es:

γnz = R

R − x
·
(

−ty · y − yt
R

· duy
dz

+ tx · R − x

R
· duy

dz
− ty · duy

dz
·wcy
R

)
+ duy

dz
·
(

dwcy
ds

)
= 0

(3.43)

La ecuación vuelve a ser la misma que para la deformación angular en la fibra media
3.39, pero intercambiando los vectores unitarios. En consecuencia, la solución del alabeo
es idéntica, y el campo de movimientos se puede expresar en coordenadas locales como:

v̄s(x, y, z) =



vs = uy(z) ·
(
ty + ht+ys

R

)
vn = uy(z) ·

(
R−x
R

· tx − y−yt

R
· ty
)

vsz = vz − d
dz (uy(z)) · ys · (tx + yt

R
· ty)

(3.44)

Donde ht es la distancia de la pared al centro de giro que se explica en el siguiente apar-
tado.

3.4.4 Torsión

La torsión se refiere al giro de sólido rígido de la sección alrededor un eje de giro pa-
ralelo al eje de la viga. El centro del eje de giro tiene por coordenadas (xt, yt) y el ángulo
de giro se denomina θz. La distancia en perpendicular de la pared al centro de giro es ht.
En la figura 3.15 se muestra gráficamente lo anterior.

FIGURA 3.15 Giro de la sección

En este punto, es importante recordar que en apartado anterior se supuso que el movimien-
to vertical en el eje tenía asociado un giro de la sección −uy(z)/R. Consecuentemente,
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para estudiar la torsión, es necesario sumar el valor de ese giro al giro por torsión puro
θz pero con sentido contrario. Además, se supone que el alabeo curvo por torsión (wct ) es
proporcional a la variación del giro. Esto implica que el campo de movimientos asociado
a la torsión se defina como:

v̄(x, y, z) =


vx = −

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (y − yt)

vy =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· x

vz = d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· wct

(3.45)

El centro de giro (xt, yt) se puede obtener, a partir del procedimiento propuesto por Cam-
bronero [18] en su trabajo, el cual se muestra en el apéndice D. En el caso de la viga
curva se considerará que el centro de giro es el mismo que en la viga recta. Es decir,
los movimientos en x e y van a ser los mismos y únicamente variará la función de alabeo
wct . Esta simplificación facilita la obtención de propiedades, y, sin embargo, no afecta a la
precisión, ya que se tendrá en cuenta la interacción del alabeo por torsión con la flexión.

Para obtener la función de alabeo, no se puede suponer que la deformación angular sea
nula en este caso, por lo que se debe comenzar con la ecuación de equilibrio 3.4. Al su-
poner que el alabeo es libre en longitudinal, no existen tensiones longitudinales, lo que
permite expresar la ecuación diferencial 3.4 como:

d
ds
(
r2 · τsz

)
= 0 (3.46)

El procedimiento para resolver de esta ecuación es similar al empleado por Cambronero
[18] en su trabajo. Se empleará el método de los residuos ponderados, utilizando una
función de peso arbitraria (δχ). De este modo, se puede expresar la ecuación en forma de
ecuación integral del siguiente modo:

∫ (
∂(r2 · τsz)

∂s
· δχ

)
dA = 0

Si se integra por partes, se obtiene por un lado, un término no integrable y por el otro, una
integral donde la derivada se refiere ahora a la función de peso.

r2 · τsz · t · δχ ]L0 −
∫ (

(r2 · τsz) · ∂(δχ)
∂s

)
dA = 0

En el caso de secciones abiertas, la tensión tangencial en el borde es nula, por lo que el
término no integrable se anula. Si la sección es cerrada, el radio y la tensión en el punto
de inicio y final son idénticos, lo que también anula el término no integrable. Esto permite
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expresar la ecuación anterior de la siguiente manera:

∫ (
(r2 · τsz) · ∂δχ

∂s

)
dA = 0 (3.47)

La ecuación anterior se resolverá usando el método de Galerkin. Se considerará una
función de forma lineal, aunque la solución del alabeo en una pared curva que varía en
horizontal no es de tipo lineal. Se realiza esta aproximación por simplicidad, y se reco-
mienda discretizar la pared en varios segmentos para favorecer el ajuste. La función de
ponderación que se considera es el alabeo δχ = δwct . Por lo tanto, la solución del alabeo
en una pared k de longitud Lp será del tipo:

wct = [Ni] · {wctk} = wctk,1 · Lp − s

Lp
+ wctk,2 · s

Lp

Regresando a la ecuación 3.47, si se sustituye la tensión tangencial por la deformación
angular multiplicada por el módulo de cortante G, la ecuación integral del alabeo en una
viga curva que se obtiene es la siguiente:

∫ (
(R − x)2 ·G ·

(
R

R − x
· (−ht + tx · w

c
t

R
) + dwct

ds

)
·
(
∂δwct
∂s

))
dA = 0 (3.48)

Donde el desplazamiento en la dirección de la pared adopta el valor de −ht.

Existe una relación entre x y s del tipo x = x1 + s · tx, donde x1 es la coordenada x
inicial de la pared. A partir de esta igualdad, se define R1 como R1 = R− x1. Utilizando
estos valores, la solución a la ecuación integral se puede expresar como un sistema de
ecuaciones lineales del tipo

f ct = Kc
G · wct0

Donde Kc
G se define como:

Kc
G =

∫
G ·

(
[N ′

i ]t · (R1 − s · tx) · tx · [Ni] + [N ′
i ]t · (R1 − s · tx)2 · [N ′

i ]
)

dA (3.49)

Que expresado de forma matricial resulta.

Kc
G = G · t · (R1 − Lp

2
· tx) ·

R1
Lp

− tx −R1
Lp

tx − R1
Lp

R1
Lp

 (3.50)
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Y el vector f ct se define como:

f ct =
∫
G ·

(
[N ′

i ]t · (R1 − s · tx) ·R · (−ht)
)

dA (3.51)

f ct = G · t · (R1 − Lp
2

· tx) ·R ·

−ht

ht

 (3.52)

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior es necesario añadir una condición adicio-
nal. Concretamente, se va a imponer la condición de que la resultante de tensiones en la
dirección del axil sea nula:

∫
σz ·dA = 0. Esto se consigue fijando el alabeo en uno de los

nodos de la sección y, posteriormente, corrigiendo con el alabeo debido al axil en la viga
curva. Se considera el alabeo debido al axil de la viga curva porque corregirlo, por ejem-
plo, utilizando un alabeo unitario, introduciría una deformación tangencial en los bordes
de la sección que no es realista.

Tomando en cuenta lo mencionado anteriormente, se puede expresar que el alabeo torsor
definitivo (wct ) es la suma del alabeo que se obtiene al resolver el sistema de ecuaciones
(wct0), y el alabeo debido al axil (wcn) multiplicado por una constante (CN ) a determinar:

wct = wct0 + CN · wcn

Para obtener la resultante de las tensiones, es necesario obtener la deformación longitu-
dinal utilizando la ecuación 3.6, pero sin tener en cuenta los movimientos transversales:

∫
E · wct · R

R − x
· dA =

∫
E · wct0 · R

R − x
· dA+ CN ·

∫
E · wcn · R

R − x
· dA = 0

Dado que wcn = (R − x)/R, el término CN se obtiene directamente dividiendo la suma
de tensiones en el alabeo inicial entre el área:

CN = −
∫
E · wct0 · R

R−x · dA∫
E · dA

(3.53)

El cálculo de las integrales se encuentra en el apéndice C, para lo cual se ha realizado una
aproximación. Siguiendo la simplificación que realizan autores como Y. J. Kang [88], la
función R/(R − x) se puede aproximar mediante el desarrollo en serie de Taylor como:

R

R − x
= 1 +

i=∞∑
i=1

(
x

R

)i
≈ R + x

R
(3.54)
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Esta aproximación resulta válida cuando el radio de la viga es mucho mayor que el ancho
de la sección. Para tener un orden de magnitud de cual tiene que ser la relación entre el
radio en planta (R) y el ancho del tablero (b), el error se puede cuantificar como (b/2R)2,
donde se define el error como el cociente de la variación entre el resultado real y estimado
y el resultado real. Por ejemplo, para una relación R/b = 2 el error es aproximadamente
un 6%, lo cual indica que para esta aproximación es aceptable para la mayoría de tableros
de puentes.

En la figura 3.16 se muestra un ejemplo del alabeo por torsión en una sección cajón. En
azul se muestra el alabeo en la viga recta, en rojo el alabeo en la viga curva y en verde la
diferencia entre ambos.

FIGURA 3.16 Alabeo torsión

Como se puede observar, la influencia de la curvatura se traduce principalmente en que el
alabeo en los paneles horizontales deja de ser lineal. Sin embargo, al discretizar adecua-
damente se consigue un ajuste aceptable mediante funciones de interpolación lineales.

En cuanto a los movimientos locales asociados a la torsión, en este caso se desprecia el
efecto de la curvatura en el alabeo. Por lo tanto, se define el alabeo local como proporcio-
nal a la variación del movimiento perpendicular a la pared. Esta relación se estableció en
la ecuación 3.9.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, los movimientos debidos a la torsión en coordenadas
locales se pueden expresar como:

v̄s(x, y, z) =



vs =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (−ht − ys)

vn =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· utn =

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (x · tx + (y − yt) · ty)

vsz = vz − d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· ys · utn =

vz − d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· ys · (x · tx + (y − yt) · ty)

(3.55)
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Donde se ha introducido un término utn que sintetiza los movimientos en perpendicular
a la pared y se define como:

utn = (x · tx + (y − yt) · ty) (3.56)

3.4.5 Distorsión

El concepto de distorsión se refiere a la deformación de la sección debido a un estado
autoequilibrado de cargas que implica un movimiento en la dirección de alguna de las
paredes de la sección. Estos movimientos se expresan como un movimiento unitario (ud)
multiplicado por una función de intensidad (ψd) que depende de la posición a lo largo
de la viga. Además, el alabeo (wcd) se representa como proporcional a la variación de la
función de intensidad con signo negativo.

v̄(x, y, z) =


vx = ψd(z) · udx

vy = ψd(z) · udy

vz = − d
dz (ψd(z)) · wcd

(3.57)

En la figura 3.17 se muestra el campo de movimientos en transversal.

FIGURA 3.17 Movimientos

Se considera que los movimientos unitarios transversales de la sección son los mis-
mos que en la viga recta. Es decir, solo va a variar la función de alabeo respecto a una
viga recta. La determinación del campo de movimientos unitario se va a realizar de ma-
nera similar a Cambronero [18], pero variando la forma de ortogonalizar respecto a la
torsión. Los principales pasos se describen a continuación.

En primer lugar, se parte de un estado autoequilibrado donde se aplican unas fuerzas ex-
teriores (P ) que se equilibran con un flujo de cortante qs en las paredes o con cualquier
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otro sistema de fuerzas que se desee. En este caso, el flujo de cortante puede determi-
narse a partir de la distribución de rasantes generadas por los cortantes y la torsión, ya
sea uniforme o alabeada. Específicamente, en el caso de una sección cajón, se omitirá la
parte simétrica de las cargas, que se refiere a la flexión, y se supondrá que la carga externa
queda equilibrada por el flujo de torsión uniforme, tal como se muestra en la figura 2.5
y como realizan numerosos autores. Además, se supondrá que las cargas actúan directa-
mente sobre el alma, omitiendo la parte de torsión en voladizo que se muestra en la figura
2.6.

A partir del estado de cargas mencionado, se va a analizar la estructura como pórtico
plano. Para resolver dicha estructura es necesario agregar tres condiciones de contorno,
que pueden ser, por ejemplo, el empotramiento en uno de los nudos. La figura 3.18 mues-
tra un ejemplo.

FIGURA 3.18 Ejemplo pórtico plano

Para resolver la estructura se aplica método matricial de rigidez Fd = Ks · ud0. La matriz
de rigidez de la sección (Ks) está compuesta por barras de rigidez Es · t3/12 y las fuer-
zas que actúan en la estructura (Fd) se corresponden con el estado autoequilibrado de las
cargas . La solución del pórtico anterior da como resultado unos movimientos ud0.

En la ecuación de deformación angular 3.8, se observa que existe una relación entre el
movimiento en la dirección de la pared (us) y el alabeo de la sección (w). Al aplicar la
ecuación de equilibrio 3.3 y suponer que el alabeo es libre en longitudinal, se puede obte-
ner la ecuación que relaciona el alabeo por distorsión wd con un campo de movimientos
cualquiera por distorsión (ud):

dτsz
ds

= G · d
ds

(
dψd
dz

· uds − dψd
dz

· ∂wd
∂s

)
= 0 (3.58)

La ecuación diferencial anterior puede resolverse utilizando el método de los residuos
ponderados. La demostración se puede encontrar en el trabajo de Cambronero [18], y esta
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conduce a resolver la ecuación mediante un sistema de ecuaciones del tipo fd = KG ·wd0.
Dicha matrizKG y vector de fuerzas fd se definen como:

KG = G · t
Lp

·

 1 −1

−1 1

 (3.59)

fd = G · t ·

−1

1

 · uds1 + uds2
2

(3.60)

En este caso, se ha empleado una función de interpolación lineal, que se corresponde con
la solución de la ecuación diferencial:

wd = [Ni] · {wdk} = wdk,1 · Lp − s

Lp
+ wdk,2 · s

Lp

Al igual que sucedió en el caso de la torsión, para resolver la ecuación se necesita imponer
una condición adicional. Se considerará nuevamente la condición de que la resultante de
tensiones en la dirección del axil sea nula:

∫
σz · dA = 0.

Además de esta condición, se fijaron previamente tres condiciones para resolver el pórtico
plano, lo que implica añadir otras tres condiciones adicionales para fijar el campo de
deformaciones definitivo. Estas tres condiciones se refieren a la flexión, una por dirección,
y a la torsión y se explicaránmás adelante. Volviendo a la primera condición, si se le añade
al alabeo resultante del sistema de ecuacioneswd0 un alabeo proporcional a la deformación
por axil CN , que en este caso es la unidad en toda la sección al tratarse de una viga recta,
el alabeo resultante de suma de ambos es wd1 y se puede hacer nulo:

wd1 = wd0 + CN · 1

∫
E · wd1 · dA =

∫
E · wd0 · dA+ CN ·

∫
E · 1 · dA = 0

Despejando en la ecuación anterior:

CN = −
∫
E · wd0 · dA∫
E · dA

(3.61)

Las dos siguientes condiciones que se van a imponer se refieren a la flexión, y signi-
fican que la suma de momentos flectores en la sección en ambos ejes debe ser nula:
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∫
y · σz · dA = 0 y

∫
x · σz · dA = 0.

Si se supone que no existe deformación angular en el caso de la flexión, se puede obtener
la relación entre un desplazamiento vertical en y y su correspondiente alabeo, y un des-
plazamiento horizontal en x y su alabeo a través de la ecuación 3.58. El movimiento en
la pared asociado a un movimiento unitario en x es tx, y el movimiento asociado a y es
ty. A partir de esto, se pueden obtener los alabeos asociados a los movimientos verticales
y horizontales a través de dos ecuaciones diferenciales relativamente simples:

us − ∂w

∂s
=


tx − tx · ∂w

∂x

ty − ty · ∂w
∂y

 = 0 →


tx → w = x

ty → w = y

 (3.62)

Esta relación permite obtener la correspondencia entre una variación del alabeo y una
variación de movimientos. Por lo tanto, si se añade un alabeo proporcional a los movi-
mientos en x (Cx) e y (Cy) a la función de alabeo wd1, previamente corregida por el axil,
se puede conseguir anular el momento en la función de alabeo:

wd2 = wd1 + Cx · x+ Cy · y

En primer lugar, se procede respecto de x, despejando la constante de manera similar a
como se realizó para el axil:

Cx = −
∫
E · wd1 · x · dA∫
E · x2 · dA

(3.63)

Posteriormente, con el alabeo corregido respecto a x, se procede a despejar la constante
Cy:

Cy = −
∫
E · (wd1 + Cx · x) · y · dA∫

E · y2 · dA
(3.64)

Una vez obtenidos los coeficientes, se le aplica la corrección correspondiente al campo
de movimientos:

ud1 =


udx1 = udx0 + Cx

udy1 = udy0 + Cy

El último paso para obtener el campo de movimientos consiste en establecer una condi-
ción respecto a la torsión. Cambronero [18] impone la condición de que la resultante de
tensiones por distorsión no genere bimomento torsional (

∫
wt · σz · dA = 0). Esta hipó-

tesis se puede aplicar a todas las secciones, excepto aquellas cuyo alabeo por distorsión
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(wd) sea proporcional al alabeo por torsión (wt). Sin embargo, la función de alabeo en la
teoría clásica de la distorsión aplicada a la sección cajón, que se puede encontrar en los
libros de J.Schlaich [17] o C.Menn [125], impone la condición de que no hay rasantes en
la sección. Aplicado a la sección cajón, esto se traduce en que la resultante de tensiones
tangenciales debidas a la distorsión uniforme no genera torsión:

∫
ht · τsz · dA = 0.

Los cálculos realizados muestran que el modo de deformación resultante es mucho más
estable en el caso de los cajones para la hipótesis de torsión uniforme que para el caso
de bimomento torsor nulo. A título ilustrativo, se muestran a continuación los modos de
deformación para una sección de 4 m de ancho de tablero, 2 m de ancho de cajón y 1 m
de canto. En cada figura se muestran dos secciones. Ambas tienen una losa de 250 mm
de hormigón y un alma de 20 mm. La única diferencia entre ellas es el espesor del ala
inferior, que en una sección es de 20 mm y en la otra de 40 mm. En la figura 3.19 se
muestra la comparativa de ambas secciones cuando se considera el bimomento torsional
nulo, y en la figura 3.20 cuando se considera la torsión uniforme nula.

FIGURA 3.19 Condición bimomento nulo

FIGURA 3.20 Condición torsión uniforme nula

Se puede observar que la variación que se produce en el modo de deformación es mucho
más acusada en el caso del bimomento que en el caso de la torsión uniforme al variar el
espesor del ala inferior. Por lo tanto, se considerará que las tensiones tangenciales debidas
a la distorsión uniforme no generan momento torsor.

El factor de giro adicional se va a denominar Ct, y es proporcional al giro de la sección y
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al alabeo. Por lo tanto, el alabeo corregido respecto a la torsión se puede expresar como:

wd3 = wd2 + Ct · wt

La deformación angular en la pared debida a la torsión se denomina tt y se define como:

tt = ∂wt
∂s

− ht (3.65)

Y la deformación angular debida a la distorsión se denomina td y se define como:

td = uds − ∂wd
∂s

(3.66)

Para obtener la resultante de torsión uniforme, es equivalente calcular la tensión tangen-
cial debida a la distorsión en una pared (G · td) multiplicada por la distancia en perpendi-
cular del centro de giro a la pared (ht), que multiplicar la tensión tangencial debida a la
distorsión por la tensión tangencial debida a la torsión con signo negativo (−tt) (Véase
Cambronero [18] pág. 65). Por lo tanto:

∫
G · td · ht · dA =

∫
G · td · −tt · dA = 0

Si se suma a la deformación tangencial debida a distorsión sin corregir (td0) una defor-
mación tangencial proporcional al torsor (tt), y se sustituye en la ecuación anterior, es
posible obtener el valor del coeficiente Ct de manera similar al caso de la flexión:

Ct = −
∫
G · td0 · tt · dA∫
G · tt · tt · dA

(3.67)

Si se hubiera planteado la resultante de bimomento nula, el coeficiente se obtendría de
manera similar al caso de la flexión:

Ct = −
∫
E · wd2 · wt · dA∫
E · wt · wt · dA

(3.68)

Obtenido el coeficiente Ct, el siguiente paso es modificar el campo de movimientos apli-
cando un giro proporcional a este valor:

ud2 =


udx2 = udx1 − (y − yt) · Ct

udy2 = udy1 + x · Ct

udθ2 = udθ0 + Ct

Donde se ha denominado udθ al giro en los nodos de la pared.
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El último paso consiste en normalizar el campo de movimientos. Para ello, se elige un
nodo cualquiera de la sección y una dirección, y se le asigna un valor determinado, que
suele ser unitario. El cociente entre el valor deseado (ud) y el valor sin corregir (ud2) se de-
nomina Cd = ud/ud2. El campo de movimientos definitivo es el resultado de multiplicar
todos los movimientos por ese valor:

ud =


udx = Cd · udx2

udy = Cd · udy2

udθ = Cd · udθ2

Este factor Cd también se aplica al alabeo:

wd = Cd · wd3

Una vez definido el campo de movimientos, se puede obtener el alabeo debido a la dis-
torsión para la viga curva (wcd) siguiendo un procedimiento similar al empleado para la
torsión. La función de interpolación del alabeo que se empleará para la distorsión es lineal,
al igual que en el caso de la torsión:

wcd = [Ni] · {wcdk} = wcdk,1 · Lp − s

Lp
+ wcdk,2 · s

Lp

La ecuación integral resultante de sustituir en la ecuación 3.47 el campo de movimientos
y las deformaciones angulares es la siguiente:

∫ (
(R − x)2 ·G ·

(
R

R − x
· (uds − tx · w

c
d

R
) − dwcd

ds

)
·
(
∂δwcd
∂s

))
dA = 0 (3.69)

La solución de la ecuación anterior se obtiene mediante un sistema de ecuaciones del tipo:

f cd = Kc
G · wcd0

Donde Kc
G se define igual que en el caso de la torsión:

Kc
G =

∫
G ·

(
[N ′

i ]t · (R1 − s · tx) · tx · [Ni] + [N ′
i ]t · (R1 − s · tx)2 · [N ′

i ]
)

dA (3.70)

Kc
G = G · t · (R1 − Lp

2
· tx) ·

R1
Lp

− tx −R1
Lp

tx − R1
Lp

R1
Lp

 (3.71)
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Y el vector f cd se define como:

f cd =
∫
G ·

(
[N ′

i ]t · (R1 − s · tx) ·R · (−uds)
)

dA (3.72)

f cd = G · t · (R1 − Lp
2

· tx) ·R ·

−uds

uds

 (3.73)

Nótese que se ha multiplicado toda la ecuación 3.69 por -1 para poder utilizar la misma
matriz de rigidez que para el caso de la torsión.

Por las razones ya explicadas en el caso de la torsión, el alabeo definitivo debido a la
distorsión (wcd) se obtiene como la suma del alabeo que se obtiene al resolver el sistema
de ecuaciones (wcd0) y un valor proporcional (CN ) al alabeo curvo debido al axil (wcn):

wcd = wcd0 + CN · wcn (3.74)

Siguiendo un procedimiento análogo al utilizado para el caso de la torsión, se puede ob-
tener el valor del coeficiente CN a partir de la siguiente ecuación:

CN = −
∫
E · wcd0 · R

R−x · dA∫
E · dA

(3.75)

Al igual que se explicó en el apartado de torsión, para resolver la integral del alabeo se
pueden aproximar los efectos de la curvatura mediante el desarrollo en serie de Taylor. El
cálculo de las integrales se detalla en el apéndice C.

Con el fin de ilustrar la influencia de la curvatura, la figura 3.21 muestra un ejemplo del
alabeo por distorsión en una sección cajón. En azul se muestra el alabeo en la viga recta,
en rojo el alabeo en la viga curva y en verde la diferencia entre ambos.

FIGURA 3.21 Alabeo distorsión

88



3.4. MODOS DE DEFORMACIÓN

Los movimientos locales asociados a la distorsión se pueden expresar aplicando la rela-
ción de movimientos de la ecuación 3.1. En el alabeo local se despreciará el efecto de la
curvatura, y se considerará proporcional a la variación de la distorsión, tal y como se hizo
para el caso de la torsión:

v̄s(x, y, z) =



vs = ψd(z) · (uds − ys · udθ) = ψd(z) · (tx · udx + ty · udy − ys · udθ)

vn = ψd(z) · udn = ψd(z) · (−ty · udx + tx · udy)

vsz = vz − d
dz (ψd(z)) · ys · udn =

vz − d
dz (ψd(z)) · ys · (−ty · udx + tx · udy)

(3.76)

Donde udθ se define como la suma del giro de la pared (udθ0) y el giro debido a la flexión
de la pared:

udθ = udθ0 + dudn
ds

(3.77)

3.4.6 Resumen

A continuación se resumen los modos de deformación.

AXIL

v̄(x, y, z) =


vx = 0

vy = 0

vz = uz(z) · R−x
R

v̄s(x, y, z) =


vs = 0

vn = 0

vsz = vz + uz(z) · ty · ys

R
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FLEXIÓN

v̄(x, y, z) =


vx = ux(z) + uy(z) · y−yt

R

vy = uy(z) · R−x
R

vz = − d
dz (ux(z)) · x+ d

dz (uy(z)) · (−y + x·yt

R
)

v̄s(x, y, z) =



vs = ux(z) · tx + uy(z) ·
(
ty + ht+ys

R

)
vn = −ux(z) · ty + uy(z) ·

(
R−x
R

· tx − y−yt

R
· ty
)

vsz = vz + d
dz (ux(z)) · ys · ty − d

dz (uy(z)) · ys · (tx + yt

R
· ty)

TORSIÓN

v̄(x, y, z) =


vx = −

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (y − yt)

vy =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· x

vz = d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· wct

v̄s(x, y, z) =



vs =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (−ht − ys)

vn =
(
θz(z) + uy(z)

R

)
· utn =

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· (x · tx + (y − yt) · ty)

vsz = vz − d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· ys · utn =

vz − d
dz

(
θz(z) + uy(z)

R

)
· ys · (x · tx + (y − yt) · ty)

DISTORSIÓN

v̄(x, y, z) =


vx = ψd(z) · udx

vy = ψd(z) · udy

vz = − d
dz (ψd(z)) · wcd

v̄s(x, y, z) =



vs = ψd(z) · (uds − ys · udθ) = ψd(z) · (tx · udx + ty · udy − ys · udθ)

vn = ψd(z) · udn = ψd(z) · (−ty · udx + tx · udy)

vsz = vz − d
dz (ψd(z)) · ys · udn =

vz − d
dz (ψd(z)) · ys · (−ty · udx + tx · udy)
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TOTAL

v̄(x, y, z) =



vx = ux − θz · (y − yt) + ψd · udx

vy = uy + θz · x+ ψd · udy

vz = uz · R−x
R

− dux

dz · x+ duy

dz · (−y + x·yt

R
+ wc

t

R
) + dθz

dz · wct − dψd

dz · wcd
(3.78)

v̄s(x, y, z) =



vs = ux · tx + uy · ty + θz · (−ht − ys) + ψd · (uds − ys · udθ)

vn = −ux · ty + uy · tx + θz · utn + ψd · udn

vsz = vz + ys ·
((

uz

R
+ dux

dz

)
· ty − duy

dz ·
(
tx + ty ·yt

R
+ utn

R

)
−dθz

dz · utn − dψd

dz · udn
)

(3.79)

El campo de movimientos final resulta, a excepción del signo del alabeo de torsión y la
generalización del movimiento de distorsión, idéntico al propuesto por N.Park [85].

3.5 Cálculo de la viga

3.5.1 Introducción

En este apartado se explicarán las ecuaciones que rigen el comportamiento de la vi-
ga curva y los pasos necesarios para obtenerlas. Para ello se empleará el principio de la
energía potencial mínima y el principio de los trabajos virtuales.

La energía total del sistema Π se puede expresar como la suma de la energía de deforma-
ción interna de la viga U y la energía potencial de las acciones exterioresW .

Π = U +W (3.80)

Según Quiroga Sanmartín [126], un sistema estructural elástico, sometido a unas cargas
exteriores cualesquiera, se deforma hasta obtener una posición en la cual su energía po-
tencial es mínima. Es decir:

δΠ = δU + δW = 0 (3.81)
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Otra forma de llegar a la ecuación anterior es aplicando el principio de los trabajos virtua-
les [127]. En concreto, este principio permite expresar que la suma en todo el volumen de
la viga del trabajo debido a la deformación longitudinal (σz · δεz), la deformación angular
(τsz · δγsz) y las deformaciones transversales (σs · δεs) es igual, pero con signo contrario,
al trabajo efectuado en el contorno de la pieza por las fuerzas exteriores (P · δv):

∫
V
σz · δεz · dV +

∫
V
τsz · δγsz · dV +

∫
V
σs · δεs · dV = −

∫
t
P · δv · dA (3.82)

Como se puede observar, esta ecuación se corresponde con variación de la energía de
deformación mostrada en la ecuación 3.16. Por lo tanto, hablar de trabajos virtuales o
principio de mínima energía es idéntico.

Para obtener la energía de deformación en la viga, primero se obtendrán las deformacio-
nes en la viga curva a partir del campo de movimientos definido en el apartado 3.4 y las
ecuaciones de deformación del apartado 3.3.3.

Posteriormente, se definirán una serie de resultantes y propiedades de la viga que se uti-
lizarán para el cálculo de la viga. A partir de esas propiedades, y empleando los teoremas
energéticos anteriores, se obtendrán las ecuaciones diferenciales que rigen el comporta-
miento de la viga.

3.5.2 Deformaciones en la viga

En la sección 3.3.3 se han explicado las distintas deformaciones que puede haber en
un elemento diferencial de pared. Estas se dividen en deformaciones longitudinales (εz),
deformaciones angulares (γsz) y deformaciones transversales (εs).

Para obtener la deformación longitudinal, se sustituye en la ecuación de la deformación
longitudinal 3.6 el campo de movimientos total (Ec. 3.78) obtenido previamente:

εz = R

R − x

(
uIz · R − x

R
− uIIx · x+ uIIy · (−y + x · yt

R
+ wct
R

) + θIIz · wct

−ψIId · wcd − ux
R

+ θz · (y − yt)
R

− ψd · udx
R

) (3.83)

Para obtener la deformación longitudinal local de las paredes se despreciará la influencia
de la curvatura, excepto en la deformación local debida al giro de la sección. De estemodo,
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la deformación longitudinal adicional a la de la fibra media se puede expresar como:

εz = ys

(
uIz · ty

R
+ uIIx · ty − uIIy · (tx + ty · yt

R
+ utn

R
) + θz

R
· tx − θIIz · utn − ψIId · udn

)
(3.84)

Durante la obtención de los modos de deformación se explicó que solo se ha considerado
deformación angular en la torsión y en la distorsión. Por lo tanto, sla deformación angular
total se expresa como la suma de la deformación angular debida a la torsión (tct) y la
deformación angular debida a la distorsión (tcd). Para obtener la deformación angular se
emplea la ecuación 3.8 y se sustituyen los alabeos y movimientos en la dirección de la
pared:

γsz = R

R − x
·
((

θIz +
uIy
R

)
· tct + ψId · tcd

)
=(

θIz +
uIy
R

)
·
(

R

R − x
·
(

−ht + tx · w
c
t

R

)
+ dwct

ds

)

+ψId ·
(

R

R − x
·
(
uds − tx · w

c
d

R

)
− dwcd

ds

) (3.85)

De la ecuación anterior se puede obtener fácilmente la equivalencia de los términos tct y
tcd:

tct = −ht + tx · w
c
t

R
+ R − x

R
· dwct

ds
(3.86)

tcd = uds − tx · w
c
d

R
− R − x

R
· dwcd

ds
(3.87)

La deformación local angular de las paredes se puede obtener a partir de la ecuación 3.11
despreciando los efectos de la curvatura. Dicha deformación se puede expresar como:

γsz = −2 · ys ·
(
θIz +

uIy
R

+ ψId · udθ
)

= −2 · ys ·
(
θIz +

uIy
R

+ ψId · dudn
ds

)
(3.88)

En cuanto a la deformación transversal, depende únicamente de la distorsión. Por lo tanto,
se puede expresar en función del movimiento en la fibra media (uds0) y el giro (udθ), que
a su vez es proporcional la variación del movimiento en perpendicular a la pared (udn):

εs = ψd ·
(

duds0
ds

− ys · d2udn
ds2

)
(3.89)
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3.5.3 Caracterísࢢcas de la viga y resultantes

En este apartado se definirán los principales parámetros que permiten caracterizar el
comportamiento de una viga curva, así como los esfuerzos resultantes que se emplearán
más adelante.

FIGURA 3.22 Resultantes

En primer lugar, y siguiendo el convenio de signos que se muestra en la figura 3.22, se
definen las resultantes conocidas de fuerza axial (Fz), momentos flectores (Mx,My) y
bimomentos (Bt, Bd). También se incluye la resultante de distorsión en x (Fdx):

Fz =
∫
σz · dA (3.90a)

Mx =
∫
σz · (y + ys · tx) · dA (3.90b)

My = −
∫
σz · (x− ys · ty) · dA (3.90c)

Bt =
∫
σz · (wct − ys · utn) · dA (3.90d)

Bd =
∫
σz · (wcd + ys · udn) · dA (3.90e)

Fdx =
∫
σz · udx · dA (3.90f)

Por otra parte, se define la resultante de torsión uniforme (Mtu) y distorsión uniforme
(Mdu):

Mtu =
∫
τsz · (tct − 2 · ys) · dA (3.91a)

Mdu =
∫
τsz · (tcd − 2 · ys · udθ) · dA (3.91b)

En este sentido, la resultante de deformación transversal (Rd) se define como la suma
de las tensiones transversales (σs) multiplicadas por una deformación unitaria transversal
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(εsu) en toda la sección:

Rd =
∫
σs · εsu · dA (3.92)

Una que se han definido las resultantes, el siguiente paso es calcularlas. Para ello, se pue-
de utilizar la ecuación constitutiva 3.15 para transformar las deformaciones calculadas en
el apartado anterior en tensiones. En primer lugar, se procederá con las tensiones longitu-
dinales en la fibra media, las cuales se expresarán en forma de multiplicación de vectores
de la siguiente manera:

σz = E · R

R − x
·
(

1 −x −y wct −wcd −udx
)

·



(
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId
ψd

R



(3.93)

Las tensiones anteriores se pueden sustituir en las ecuaciones 3.90 previamente definidas.
Es importante destacar que la parte dependiente del espesor de la pared ys se anula cuando
las tensiones se refieren a la fibra media debido a que estas son constantes para todo el es-
pesor de la pared. Para referirse a estas nuevas resultantes en función de los movimientos,
se empleará el superíndice L siguiendo el ejemplo de Kang [88]:



FL
z

ML
y

ML
x

BL
t

BL
d

FL
dx


=
∫ E·R
R−x ·



1 −x −y wct −wcd −udx

−x x2 y · x −wct · x wcd · x udx · x

y −x · y −y2 wct · y −wcd · y −udx · y

wct −x · wct −y · wct (wct )2 −wcd · wct −udx · wct
wcd −x · wcd −y · wcd wct · wcd −(wcd)2 −udx · wcd
udx −x · udx −y · udx wct · udx −wcd · udx −(udx)2


·



(
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId
ψd

R
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Las tensiones correspondientes a la deformación local longitudinal de las paredes se pue-
den expresar de la siguiente manera:

σz = E · ys ·
(
ty −tx −utn −udn

)
·



(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId


(3.94)

Sustituyendo las tensiones anteriores en las resultantes definidas en las ecuación 3.90, se
pueden definir las resultantes de tensiones locales como:



ML
y

ML
x

BL
t

BL
d


=
∮ E·t3

12 ·



t2y −tx · ty −utn · ty −udn · ty

ty · tx −t2x −utn · tx −udn · tx

−ty · utn tx · utn u2
tn udn · utn

ty · udn −tx · udn −utn · udn −u2
dn


·



(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId


Al integrar las tensiones, tanto globales como locales, de toda la sección, se pueden ex-
presar las resultantes anteriores en forma de propiedades de la sección:



FL
z

ML
y

ML
x

BL
t

BL
d

FL
dx


= E0 ·



Ac −Qc
y −Qc

x Qc
t −Qc

d −Qc
u

−Qc
y Icy Icxy −Icywc

t
Icyd Icyudx

Qc
x −Icxy −Icx Icxwc

t
−Icxd −Icxudx

Qc
t −Icywc

t
−Icxwc

t
Ict −Ictd −Ictudx

Qc
d −Icyd −Icxd Ictd −Icd −Icdu

Qc
u −Icyudx

−Icxudx
Ictudx

−Icdu −Icu


·



(
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId
ψd

R


Para calcular las integrales anteriores se utilizará nuevamente la aproximación de los efec-
tos de la curvatura mediante el desarrollo en serie de Taylor. En esta aproximación, se
considera que R/(R − x) ≈ 1 + (x/R). Además, se considera la sección referida a los
ejes principales de inercia, por lo que los momentos de primer orden de x e y son nulos
así como el producto de x · y.

En primer lugar se va a definir el área (A), los momentos de primer orden (Qx, Qy) y las
inercias a flexión (Ix, Iy, Ixy) de la viga recta aplicando las simplificaciones previamente
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expuestas:

A =
∫ E

E0
· dA

Qx =
∫ E

E0
· y · dA = 0

Qy =
∫ E

E0
· x · dA = 0

Ix =
∫ E

E0
· y2 · dA

Iy =
∫ E

E0
· x2 · dA

Ixy =
∫ E

E0
· x · y · dA = 0

(3.95)

En base a las ecuaciones anteriores, el área curva (Ac) y los momentos de primer orden
de flexión curvos (Qc

x, Q
c
y) se pueden simplificar como se muestra a continuación:

Ac =
∫ E

E0
· R

R − x
dA ≈

∫ E

E0
·
(

1 + x

R

)
dA = A

Qc
y =

∫ E

E0
· R

R − x
· x · dA ≈

∫ E

E0
·
(

1 + x

R

)
· x · dA = Iy

R

Qc
x =

∫ E

E0
· R

R − x
· y · dA ≈

∫ E

E0
·
(

1 + x

R

)
· y · dA = 0

(3.96)

El resto de los momentos de primer orden curvos (Qc
t , Q

c
d, Q

c
u) que aparecen en la matriz

se definen como:

Qc
t =

∫ E

E0
· R

R − x
· wct · dA = 0

Qc
d =

∫ E

E0
· R

R − x
· wcd · dA = 0

Qc
u =

∫ E

E0
· R

R − x
· udx · dA

(3.97)

Es importante destacar que los momentos de primer orden de los alabeos de torsión y
distorsión se anulan porque fue la condición que se impuso para su obtención.
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Las inercias simples de la viga (Ici ) se definen como:

Icx =
∫ E

E0
· R

R − x
· y2 · dA+

∮ E

E0
· t

3

12
· t2x · ds

Icy =
∫ E

E0
· R

R − x
· x2 · dA+

∮ E

E0
· t

3

12
· t2y · ds

Ict =
∫ E

E0
· R

R − x
· (wct )2 · dA+

∮ E

E0
· t

3

12
· u2

tn · ds

Icd =
∫ E

E0
· R

R − x
· (wcd)2 · dA+

∮ E

E0
· Et

3

12
· u2

dn · ds

Icu =
∫ E

E0
· R

R − x
· (udx)2 · dA

(3.98)

Y las inercias compuestas (Icij) se definen como:

Icxy =
∫ E

E0
· R

R − x
· x · y · dA−

∮ E

E0
· t

3

12
· tx · ty · ds

Icxt =
∫ E

E0
· R

R − x
· wct · y · dA−

∮ E

E0
· t

3

12
· utn · tx · ds

Icxd =
∫ E

E0
· R

R − x
· wcd · y · dA+

∮ E

E0
· t

3

12
· udn · tx · ds

Icxu =
∫ E

E0
· R

R − x
· udx · y · dA

Icyt =
∫ E

E0
· R

R − x
· wct · x · dA+

∮ E

E0
· t

3

12
· utn · ty · ds

Icyd =
∫ E

E0
· R

R − x
· wcd · x · dA−

∮ E

E0
· t

3

12
· udn · ty · ds

Icyu =
∫ E

E0
· R

R − x
· udx · x · dA

Ictd =
∫ E

E0
· R

R − x
· wcd · wct · dA−

∮ E

E0
· t

3

12
· utn · udn · ds

Ictu =
∫ E

E0
· R

R − x
· udx · wct · dA

Icdu =
∫ E

E0
· R

R − x
· udx · wcd · dA

(3.99)
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En definitiva, las resultantes de tensiones se pueden expresar como:



FL
z

ML
y

ML
x

BL
t

BL
d

FL
dx


= E0 ·



A −Qc
y 0 0 0 −Qc

u

−Qc
y Icy Icxy −Icyt Icyd Icyu

0 −Icxy −Icx Icxt −Icxd −Icxu
0 −Icyt −Icxt Ict −Ictd −Ictu
0 −Icyd −Icxd Ictd −Icd −Icdu
Qc
u −Icyu −Icyu Ictu −Icdu −Icu


·



(
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId
ψd

R


(3.100)

El sistema de ecuaciones planteado presenta un problema: prácticamente todos los es-
fuerzos están relacionados entre sí, lo que dificulta la obtención directa de las tensiones.
No obstante, si se toman únicamente los elementos de la diagonal de la matriz anterior,
se pueden obtener las resultantes que permiten el cálculo directo de las tensiones. Estas
resultantes se designan con el superíndice T y se corresponden con el axil (F T

z ), los mo-
mentos flectores (MT

x ,M
T
y ), los bimomentos (BT

t , B
T
d ) y la resultante de distorsión en x

(F T
dx):



F T
z

MT
y

MT
x

BT
t

BT
d

F T
dx


= E0 ·



A 0 0 0 0 0

0 Icy 0 0 0 0

0 0 −Icx 0 0 0

0 0 0 Ict 0 0

0 0 0 0 −Icd 0

0 0 0 0 0 −Icu


·



(
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
(
uIIx + uI

z

R
− uIIy · yt

R

)
(
uIIy − θz

R

)
(
θIIz + uII

y

R

)
ψIId
ψd

R



(3.101)

Mediante esta simplificación, la tensión longitudinal (σz) en la viga se puede expresar
como:

σz = E

E0
· R

R − x
·
(
F T
z

A
− x ·

MT
y

Icy
+ y · M

T
x

Icx
+ wct · B

T
t

Ict
+ wcd · B

T
d

Icd
+ udx · F

T
dx

Icu

)
(3.102)
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La tensión tangencial en la fibra media se obtiene a partir de la ecuación constitutiva 3.15
y de la ecuación de deformación angular 3.85, y se expresa de manera vectorial como:

τsz = G · R

R − x
·
(
tct tcd

)
·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId

 (3.103)

Siguiendo con la misma notación empleada en las tensiones longitudinales, las resultantes
de momentos uniformes se pueden expresar del siguiente modo:

ML
tu

ML
du

 =
∫
G · R

R − x
·

 (tct)2 tcd · tct
tct · tcd (tcd)2

 ·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId


En lo que respecta a la deformación angular local de las paredes, las tensiones se obtienen
a partir de la ecuación de la deformación 3.88 y se pueden expresar de la siguiente manera:

τsz = G · 2 · ys ·
(

−1 −udθ
)

·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId

 (3.104)

Por lo tanto, la resultante de las tensiones locales se puede expresar como:

ML
tu

ML
du

 =
∮
G · t

3

3
·

 1 udθ

udθ u2
dθ

 ·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId


Integrando las tensiones para toda la sección, se pueden definir las resultantes en función
de los parámetros de la sección y movimientos en el eje:

ML
tu

ML
du

 = G0 ·

J ct J ctd

J ctd J cd

 ·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId

 (3.105)

Donde la inercia de torsión uniforme (J ct ), la inercia de distorsión uniforme (J cd) y la
interacción entre torsión y distorsión uniforme (J ctd) se definen como:

J ct =
∫ G

G0
· R

R − x
· (tct)2 · dA+

∮ G

G0
· t

3

3
· ds

J cd =
∫ G

G0
· R

R − x
· (tcd)2 · dA+

∮ G

G0
· t

3

3
· u2

dθ · ds

J ctd =
∫ G

G0
· R

R − x
· tct · tcd · dA+

∮ G

G0
· t

3

3
· udθ · ds

(3.106)
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También en este caso se van a definir las resultantes de torsión (MT
tu) y distorsión (MT

du)
para el cálculo tensional, que se van a denotar con el superíndice T . Para ello se van a
emplear una vez más los elementos de la diagonal:

MT
tu

MT
du

 = G0 ·

J ct 0

0 J cd

 ·


(
θIz + uI

y

R

)
ψId

 (3.107)

Esta simplificación permite expresar las tensiones tangenciales (τsz) como:

τsz = G

G0
· R

R − x
·
(
tct · M

T
tu

J ct
+ tcd · M

T
du

J cd

)
(3.108)

Finalmente, se definirán las tensiones transversales (σs). Para ello, se utilizarán una vez
más las ecuaciones constitutivas 3.15 y la ecuación de la deformación transversal 3.89.
De esta manera, se puede definir la tensión transversal como:

σs = Es · ψd ·
(

duds0
ds

− ys · d2udn
ds2

)
(3.109)

Y la resultante de la deformación transversal se puede obtener de la siguiente manera:

Rd =
∫
Es · ψd ·

(
duds0

ds
− ys · d2udn

ds2

)2

· dA (3.110)

La resultante anterior también se puede expresar en función un parámetro Kd, el cual se
corresponde con la rigidez de marco de la sección:

Rd = Es0 ·Kd · ψd (3.111)

La rigidez de marco (Kd) se puede obtener de dos maneras: integrando las deformaciones
en toda la sección o, de manera más simplificada, a partir de las deformaciones de la
sección (ud) y la matriz de rigidez la sección (Ks):

Kd = ud
t ·Ks · ud
Es0

(3.112)

Una vez que se han definido todas las resultantes y propiedades de la viga, se pueden
obtener las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de la viga curva.
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3.5.4 Trabajo virtual de deformación de la viga

Una vez se ha definido la deformación, el siguiente paso consiste en obtener el trabajo
virtual de la viga. Para ello, se expresará el diferencial de volumen dV como el producto
de un diferencial de área de la sección dA multiplicado por la longitud a lo largo de la
viga (R − x)/R · dz. De esta manera, se puede expresar el trabajo como:

δUε =
∫
l

∫
A
σz · δ

((
uIz − ux

R
− θz · yt

R

)
− x ·

(
uIIx + uIz

R
− uIIy · yt

R

)

−y ·
(
uIIy − θz

R

)
+ wct ·

(
θIIz +

uIIy
R

)
− wcd · ψIId − udx · ψd

R

)
· dA · dz

(3.113a)

δUγ =
∫
l

∫
A
τsz · δ

((
θIz +

uIy
R

)
· tct + ψId · tcd

)
· dA · dz (3.113b)

δUs =
∫
l

∫
A
σs · δ

(
ψd ·

(
duds0

ds
− ys · d2udn

ds2

))
· R − x

R
· dA · ds ≈

∫
l

∫
A
σs · δ

(
ψd ·

(
duds0

ds
− ys · d2udn

ds2

))
· dA · dz

(3.113c)

Es importante señalar que en el último de los términos se ha despreciado la influencia de
la curvatura en las tensiones tangenciales.

Sustituyendo las resultantes definidas en las ecuaciones 3.90, 3.91 y 3.92 en la ecuación
del trabajo virtual, e integrando por partes, se puede expresar el trabajo virtual de la viga
de la siguiente manera:

δU =
∫
l

[(
M II

y − Fz
R

)
δux −

(
M II

x +M II
y · yt

R
− BII

t

R
+ M I

tu

R

)
δuy

−
(
F I
z +

M I
y

R

)
δuz +

(
BII
t + Mx

R
− Fz · yt

R
−M I

tu

)
δθz

−
(
BII
d + Fdx

R
+M I

du −Rd

)
δψd

]
dz

+
[(

−M I
y

)
δux + (My) δuIx +

(
M I

x +M I
y · yt

R
− BI

t

R
+ Mtu

R

)
δuy

−
(
Mx +My · yt

R
− Bt

R

)
δuIy +

(
Fz + My

R

)
δuz

+
(
Mtu −BI

t

)
δθz + (Bt) δθIz +

(
Mdu +BI

d

)
δψd − (Bd) δψId

]L
0

(3.114)

3.5.5 Trabajo virtual potencial de las acciones exteriores

El trabajo virtual realizado por las acciones exteriores se obtiene al multiplicar las
fuerzas que actúan en la estructura por el movimiento virtual de la viga.
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Las fuerzas exteriores se clasifican en acciones puntuales P=(Px, Py, Pz) y acciones re-
partidas p=(px, py, pz). A las resultantes en forma de fuerzas se les denomina q y a las
resultantes en forma de momentosm. Todo lo anterior se muestra en la figura 3.23.

FIGURA 3.23 Fuerzas y resultantes

Si se denomina δu al desplazamiento virtual, el trabajo de las fuerzas exteriores se puede
expresar como:

δW =
∫∫

p · δu · dA →



δWx =
∫∫
px · δux · dA

δWy =
∫∫
py · δuy · dA

δWz =
∫∫
pz · δuz · dA

(3.115)

Remplazando los movimientos unitarios, que fueron definidos en la ecuación 3.78, la
ecuación anterior se puede reescribir del siguiente modo:

δWx =
∫∫

px · δ (ux − θz · (y − yt) + ψd · udx) · dA (3.116a)

δWy =
∫∫

py · δ (uy + θz · x+ ψd · udy) · dA (3.116b)

δWz =
∫∫

pz · δ
(
uz · R − x

R
− uIx · x+ uIy · (−y + x · yt

R
+ wct
R

)+

θIz · wct − ψId · wcd
)

· dA
(3.116c)

El siguiente paso es obtener las resultantes de las acciones exteriores en el eje de la viga.
Se distinguirá entre cargas puntuales (P ) y cargas distribuidas (p), ya que, en un elemento
diferencial de viga curva, la longitud del elemento en el eje de la viga no es la misma que
en el resto del elemento. Por lo tanto, todas las resultantes de cargas distribuidas dependen
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del radio donde se apliquen, cosa que no sucede con las puntuales al no tener longitud.

A continuación se definen las resultantes de fuerzas (qx, qy, qz) debidas a las acciones
exteriores en el eje de la viga:

qx =


∫
px · R−x

R
· dx

Px

(3.117a)

qy =


∫
py · R−x

R
· dx

Py

(3.117b)

qz =


∫
pz · R−x

R
· dx

Pz

(3.117c)

Además,las resultantes de momentos flectores (mx,my), momentos torsores (mt), mo-
mentos distorsores (md) y bimomentos (bt, bd) en el eje de la viga se definen como:

mx =


∫
pz · y · R−x

R
· dx

y · Pz
(3.118a)

my =


∫
pz · −x · R−x

R
· dx

−x · Pz
(3.118b)

mt =


∫

(−px · y + py · x) · R−x
R

· dx

−Px · y + Py · x
(3.118c)

md =


∫

(px · udx + py · udy) · R−x
R

· dx

Px · udx + Py · udy
(3.118d)

bt =


∫
pz · wct · R−x

R
· dx

wct · Pz
(3.118e)

bd =


∫
pz · wcd · R−x

R
· dx

wcd · Pz
(3.118f)

Procediendo de manera análoga al cálculo de la energía de deformación en la viga, se
sustituyen las resultantes de fuerzas 3.117 y momentos 3.118 en la ecuación del trabajo
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virtual de las acciones exteriores 3.116, y se integran por partes. De este modo, se puede
expresar el trabajo virtual de las acciones exteriores como:

δW =
∫
l

[(
qx −mI

y

)
δux +

(
qy +mI

x +
mI
y · yt
R

− bIt
R

)
δuy +

(
qz + my

R

)
δuz

+
(
mt − bIt + qx · yt

)
δθz +

(
md + bId

)
δψd

]
dz

+
[
(my) δux −

(
mx + my · yt

R
− bt
R

)
δuy + (bt) δθz − (bd) δψd

]L
0
(3.119)

3.5.6 Ecuaciones de la viga

Las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento de la viga curva se obtienen
sumando el trabajo virtual de las acciones exteriores y el trabajo interno de deformación
de la viga e igualando a cero, conforme a la ecuación 3.81. El trabajo virtual final debe
ser nulo en cada uno de los movimientos virtuales. Por tanto, el resultado del cómputo del
trabajo virtual es un sistema de ecuaciones diferenciales que permite modelar el compor-
tamiento de la viga curva.

Para poder expresar el trabajo virtual interno de la viga en función de los movimientos en
el eje se van a sustituir las resultantes que se calcularon en el apartado 3.5.3 en la ecuación
del trabajo virtual de la viga 3.114. De este modo, el sistema de ecuaciones diferenciales
queda expresado de la siguiente manera:

−E0 ·Qc
y ·
(
uIIIz − 2 · u

II
x

R
− θIIz · yt

R
− uIz
R2 + uIIy · yt

R2

)
+

E0 · Icy ·
(
uIVx + uIIIz

R
− uIVy · yt

R

)
+ E0 · Icxy ·

(
uIVy − θIIz

R

)

−E0 · Icyt ·
(
θIVz +

uIVy
R

)
+ E0 · Icyd · ψIVd + E0 · Icyu · ψ

II
d

R

−E0 · A ·
(
uIz
R

− ux
R2 − θz · yt

R2

)
+ E0 ·Qc

u · ψd
R2 = −qx +mI

y

(3.120a)
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−E0 ·Qc
y ·
(
uIIIz · yt

R
− uIIx · yt

R2 − θIIz ·
(
yt
R

)2
)

− E0 · Icx ·
(
uIVy − θIIz

R

)

+E0 · Icy ·
(
uIVx · yt

R
+ uIIIz · yt

R2 − uIVy ·
(
yt
R

)2
)

−E0 · Icxy ·
(
uIVx + uIIIz

R
− 2 · uIVy · yt

R
+ θIIz · yt

R2

)

+E0 · Icxt ·
(
θIVz + 2 ·

uIVy
R

− θIIz
R2

)
− E0 · Icxd · ψIVd − E0 · Icxu · ψ

II
d

R

−E0 · Icyt ·
(
θIVz · yt

R
+ 2 ·

uIVy · yt
R2 − uIVx

R
− uIIIz

R2

)
+ E0 · Icyd · ψIVd · yt

R

+E0 · Icyu · ψ
II
d · yt
R2 − E0 · Ict ·

(
θIVz
R

+
uIVy
R2

)
+ E0 · Ictd · ψ

IV
d

R
+ E0 · Ictu · ψ

II
d

R2

+G0 · J ct ·
(
θIIz
R

+
uIIy
R2

)
+G0 · J ctd · ψ

II
d

R
= qy +mI

x +
mI
y · yt
R

− bIt
R

(3.120b)

E0 · A ·
(
uIIz − uIx

R
− θIz · yt

R

)
+ E0 · Icy ·

(
uIIIx

R
+ uIIz
R2 − uIIIy · yt

R2

)

−E0 ·Qc
y ·
(

2 · u
II
z

R
− uIx
R2 + uIIIx − θIz · yt

R2 − uIIIy · yt
R

)

+E0 · Icxy ·
(
uIIIy

R
− θIz
R2

)
− E0 · Icyt ·

(
θIIIz

R
+
uIIIy

R2

)
+ E0 · Icyd · ψ

III
d

R

+E0 · Icyu · ψ
I
d

R2 − E0 ·Qc
u · ψ

I
d

R
= qz + my

R

(3.120c)

−E0 · Icyt ·
(
uIVx + uIIIz

R
− uIVy · yt

R

)
− E0 · Icxt ·

(
uIVy − 2 · θ

II
z

R
−
uIIy
R2

)

+E0 · Ict ·
(
θIVz +

uIVy
R

)
− E0 · Ictd · ψIVd − E0 · Ictu · ψ

II
d

R
−

−E0 · Icxy ·
(
uIIx
R

+ uIz
R2 − uIIy · yt

R2

)
− E0 · Icx ·

(
uIIy
R

− θz
R2

)

−E0 · Icxd · ψ
II
d

R
− E0 · Icyu · ψd

R2 − E0 · A ·
(
uIz · yt

R
− uIx · yt

R2 − θIz ·
(
yt
R

)2
)

+E0 ·Qc
y ·
(
uIIx · yt
R

+ uIz · yt
R2 − uIIIy ·

(
yt
R

)2
)

+ E0 ·Qc
u · ψd · yt

R2

−G0 · J ct ·
(
θIIz +

uIIy
R

)
−G0 · J ctd · ψIId = −mt + bIt − qx · yt

(3.120d)
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−E0 · Icyd ·
(
uIVx + uIIIz

R
− uIVy · yt

R

)
− E0 · Icxd ·

(
uIVy − θIIz

R

)

+E0 · Ictd ·
(
θIVz +

uIVy
R

)
− E0 · Icd · ψIVd − 2 · E0 · Icdu · ψ

II
d

R

E0 ·Qc
u ·
(
uIz
R

− ux
R2 − θz · yt

R2

)
− E0 · Icyu ·

(
·u

II
x

R
+ uIz
R2 − uIIy · yt

R2

)

−E0 · Icxu ·
(
uIIy
R

− θz
R2

)
+ E0 · Ictu ·

(
θIIz
R

+
uIIy
R2

)
− E0 · Icu · ψd

R2

+G0 · J ctd ·
(
θIIz +

uIIy
R

)
+G0 · J cd · ψIId − Es0 ·Kd · ψd = md + bId

(3.120e)

A partir de las condiciones de contorno de la ecuación del trabajo virtual de deformación
de la viga (Ec. 3.114) se pueden deducir las siguientes igualdades:

Mtw = −BI
t (3.121a)

Mt = Mtu +Mtw (3.121b)

Mdw = BI
d (3.121c)

Md = Mdu +Mdw (3.121d)

Vx = −M I
y (3.121e)

Vy = M I
x +M I

y · yt
R

+ Mt

R
(3.121f)

DondeMtw es el momento torsor no uniforme,Mt el momento torsor,Mdw el momento
distorsor no uniforme,Md el momento distorsor y Vx, Vy los esfuerzos cortantes.

3.6 Elemento finito

3.6.1 Introducción

En este apartado se definirá el elemento finito propuesto para el cálculo de vigas cur-
vas.

El Método de los Elementos Finitos [75] permite aproximar el comportamiento de una
viga continua mediante «elementos finitos» que se comportan de manera similar a los
elementos reales «discretos». Este método relaciona los desplazamientos en los nodos (u)
con las fuerzas aplicadas (f ) mediante una matriz de rigidez (K) del modo siguiente:

f = K · u (3.122)
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El fundamento del Método de los Elementos Finitos es el mismo que se empleó en el
apartado anterior: minimización de la energía potencial en la estructura. En consecuen-
cia, el primer paso es calcular la energía potencial de la estructura, y para ello se van a
introducir algunos conceptos.

Los movimientos en los elementos finitos en un punto cualquiera de la viga (u) se apro-
ximan a partir de los movimientos (ui) en los n nodos que contiene el elemento mediante
funciones de forma (Ni), también conocidas como funciones de interpolación.

u =
n∑
i

Ni · ui (3.123)

Una vez definidos los movimientos, es posible utilizar el operador L para relacionar las
deformaciones en el eje de la viga, o deformaciones generalizadas, con las funciones de
forma y los movimientos.


εg = ∑n

i Lε ·Ni · ui = ∑n
i Bεi · ui

γg = ∑n
i Lγ ·Ni · ui = ∑n

i Bγi · ui

εsg = ∑n
i Ls ·Ni · ui = ∑n

i Bsi · ui

(3.124)

Donde la matriz B es el resultado de multiplicar L por Ni, εg es la deformación gene-
ralizada longitudinal, γg es la deformación generalizada angular y εsg la deformación
generalizada transversal.

En base a lo anterior, se puede expresar la energía potencial de la viga como:

Π = 1
2

· (ui)t
∫ ([

Bε

]t
·
[
Dε

]
·
[
Bε

]
+
[
Bγ

]t
·
[
Dγ

]
·
[
Bγ

]
+
[
Bs

]t
·
[
Ds

]
·
[
Bs

])
· dz (ui) − (ui)t

∫
Ni · qi · dz

(3.125)

Donde las matrices D representan las propiedades elásticas de la sección.

Al aplicar el principio de mínima energía potencial, que establece que la variación de la
energía en el punto de equilibrio debe ser nula, se obtiene:

δΠ(ui) = Π(ui + δui) − Π(ui) =

(δui)t
∫ ([

B
]t

·
[
D
]

·
[
B
])

· dz (ui) − (δui)t
∫
Ni · qi · dz = 0

(3.126)
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Dado que tanto las funciones de forma como las propiedades elásticas de la sección y
las cargas son conocidas, las únicas incógnitas son los desplazamientos (ui). La ecuación
anterior se puede resolver mediante un sistema de ecuaciones del tipo:

f = K · ui (3.127)

Donde K y f se definen como:

K =
∫ ([

B
]t

·
[
D
]

·
[
B
])

· dz =∫ ([
Bε

]t
·
[
Dε

]
·
[
Bε

]
+
[
Bγ

]t
·
[
Dγ

]
·
[
Bγ

]
+
[
Bs

]t
·
[
Ds

]
·
[
Bs

])
· dz

(3.128)

f =
∫
Ni · qi · dz (3.129)

En los siguientes apartados se explicarán cada uno de los términos que componen lamatriz
de rigidez, los pasos para obtenerla y las funciones de forma que se emplearán.

3.6.2 Grados de libertad y funciones de forma

Los movimientos en los nodos (ui) explicados en el apartado anterior se denominan
grados de libertad. A su vez, estos movimientos sirven como base para realizar la inter-
polación mediante las funciones de forma.

El elemento finito que se va a plantear es de tipo binodal y va de un nodo i a un nodo
j. Esto significa que los grados de libertad se corresponden con los movimientos en los
extremos del elemento. Dado que, en casi todos los casos, el alabeo se ha establecido
como proporcional a la variación del movimiento, el grado de continuidad máximo re-
querido es C1. Por lo tanto, las incógnitas en los nodos son el movimiento y su variación,
expresado como su derivada primera. Solo en el caso del axil se emplearán funciones con
continuidad C0, donde el grado de libertad es solo el movimiento.

En concreto, los grados de libertad son los movimientos mencionados en el apartado 3.4:
movimiento en horizontal (ux) y su variación (uIx), movimiento en vertical (uy) y su va-
riación (uIy), movimiento en longitudinal (uz), giro de la viga (θz) y su variación (θIz) y
distorsión de la sección (ψd) y su variación (ψId). Para un nodo, se expresan en forma de
vector de la siguiente manera:

(ui)t =
(
uxi, u

I
xi, uyi, u

I
yi, uzi, θzi, θ

I
zi, ψdi, ψ

I
di

)
(3.130)
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Los grados de libertad del elemento se muestran en la figura 3.24.

FIGURA 3.24 Grados de libertad

Para determinar las funciones de forma, se ha descartado el empleo de funciones de forma
basadas en la solución exacta de las ecuaciones diferenciales, principalmente debido al
alto nivel de acoplamiento entre los movimientos. Este acoplamiento requiere una resolu-
ción de las ecuaciones diferenciales deba ser numérica, lo que alarga significativamente
los tiempos de cálculo. Por esta razón, autores como Park [85] han empleado funciones de
forma basadas en soluciones exactas de vigas curvas doblemente simétricas. Sin embargo,
estas funciones son menos intuitivas y no se considera que aporten una mejora significa-
tiva como se explicará en el siguiente párrafo. Por lo tanto, se van a utilizar funciones de
forma polinómicas. En el caso del movimiento longitudinal se va a emplear una función
de interpolación lineal, mientras que en el resto de casos se va a emplear una función de
interpolación cúbica.

En el libro El Método de los Elementos Finitos [75], en el capítulo de barras curvas y
láminas de revolución del Volumen 2, se utilizan funciones de interpolación polinómicas
iguales a las que se emplearán en este caso. El libro se menciona que solo se han encon-
trado discrepancias en los casos donde predominan los esfuerzos de membrana, aunque
estas discrepancias disminuyen a medida que se reduce el tamaño de los elementos. Esta
conclusión también parece aplicable al caso del elemento finito propuesto, y coincide con
las funciones empleadas por Park [85], que originalmente fueron obtenidas por Kang al
estudiar efectos de segundo orden en vigas curvas, especialmente inestabilidades en ar-
cos. Sin embargo, en el caso de los tableros de puente sometidos a cargas verticales, el
movimiento longitudinal en el eje de la viga es muy pequeño en comparación con el resto
de esfuerzos, por lo que esta interacción se puede considerar despreciable. Además, las
pruebas realizadas demuestran que el empleo de funciones de forma polinómicas aporta
suficiente precisión para el cálculo de tableros curvos convencionales.

Las funciones de forma Ni que se van a emplear para el movimiento longitudinal son las
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siguientes:

Ni =


N1 = L−z

L

N2 = z
L

(3.131)

Y se representan gráficamente a continuación junto a su derivada primera:

z

N1(z)

z

N ′
1(z)

0 L 0 L

1

−1

1
L

− 1
L

z

N2(z)

z

N ′
2(z)

0 L 0 L

1

−1

1
L

− 1
L

FIGURA 3.25 Funciones de forma lineales

Las funciones de forma cúbicas (Hij) que se usarán para los otros movimientos son fun-
ciones de interpolación polinómicas de Hermite. Se ha establecido la condición de que
cada grado de libertad y su derivada asociada se corresponde con una de las funciones.
En otras palabras, solo una función de las cuatro que forman cada movimiento tiene un
valor distinto de 0 en los extremos.

Las funciones de forma cúbica que se van a emplear son las siguientes:

Hij =



H11 = 1 − 3 ·
(
z
L

)2
+ 2 ·

(
z
L

)3

H12 = L ·
(

1 ·
(
z
L

)
− 2 ·

(
z
L

)2
+ 1 ·

(
z
L

)3
)

H21 = 3 ·
(
z
L

)2
− 2 ·

(
z
L

)3

H22 = L ·
(

−1 ·
(
z
L

)2
+ 1 ·

(
z
L

)3
)

(3.132)

Y su representación gráfica se muestra en la figura 3.26:
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z

H11(z)
z

H ′
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L

− 2
L

z

H12(z)

z

H ′
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0 L 0 L

L

−L

1

−1
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z

H ′
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0 L
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FIGURA 3.26 Funciones de forma cúbicas

En resumen, los movimientos en un punto cualquiera de la viga se pueden expresar como
la suma de las funciones de forma de la siguiente manera:

u =



ux

uy

uz

θz

ψd


=

2∑
i



Hi1 Hi2 · · · · · · ·

· · Hi1 Hi2 · · · · ·

· · · · Ni · · · ·

· · · · · Hi1 Hi2 · ·

· · · · · · · Hi1 Hi2


·



uxi

uIxi

uyi

uIyi

uzi

θzi

θIzi

ψdi

ψIdi


(3.133)
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3.6.3 Matriz de rigidez

3.6.3.1 Introducción

Como se ha explicado anteriormente, la matriz de rigidez se obtiene a partir de la ener-
gía de debida a tres deformaciones: longitudinal, angular y transversal. A continuación, se
explicará cada una de las partes por separado y, por último, se sumarán todas para definir
la matriz de rigidez de la sección.

3.6.3.2 Deformación longitudinal

Para obtener la parte de la matriz de rigidez debida a las tensiones longitudinales se
calculará la variación de la energía de deformación longitudinal.

Para obtener la energía de deformación es necesario partir de las tensiones en la viga. Si se
agrupan en torno a losmovimientos en el eje y sus variaciones, las tensiones longitudinales
se pueden expresar como:

σz = E · R
R−x ·

(
− 1
R

−x (−y + x·yt

R
+ wc

t

R
) R−x

R
(y−yt)
R

wct −udx

R
−wcd

)
·



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId


(3.134)

Para simplificar y ahorar espacio, algunos de los términos anteriores se agruparán. Se
utilizará el alabeo curvo por axil (wcn) que se definió en la ecuación 3.25, junto con la
introducción de alabeos compuestos (wca, wcθ), que se definen a continuación:

wca = (−y + x · yt
R

+ wct
R

) (3.135a)

wcθ = (y − yt)
R

(3.135b)
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Aplicando estos cambios, la ecuación 3.134 se puede mostrar de la siguiente manera:

σz = E · R

R − x
·
(

− 1
R

−x wca wcn wcθ wct −udx

R
−wcd

)
·



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId



(3.136)

El vector de deformaciones de la derecha de la ecuación se va a denominar vector de
deformaciones generalizadas, y se define como:



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId



=



1 · · · ·
d2

dz2 · · · ·

· d2

dz2 · · ·

· · d
dz · ·

· · · 1 ·

· · · d2

dz2 ·

· · · · 1

· · · · d2

dz2



·



ux

uy

uz

θz

ψd


(3.137)

La matriz operadora, que permite pasar de movimientos en la viga a deformaciones gene-
ralizadas, es lo que previamente se denominó L. Por lo tanto, el vector de deformaciones
generalizadas se puede expresar en forma matricial del siguiente modo:

εg = Lε · u =
2∑
i

Lε ·Ni · ui =
2∑
i

Bεi · ui (3.138)

Donde se puede identificar como la matriz deformación-desplazamiento (B) para las ten-
siones longitudinales vinculada a un grado de libertad se define como:

Bεi = Lε ·Ni (3.139)
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Volviendo a las tensiones, la energía de deformación por unidad de longitud debida a
las tensiones longitudinales se obtiene sumando la energía de deformación de todas las
tensiones longitudinales en el elemento diferencial de sección:

dUε
dz

= 1
2

·
∫
A

(
E · (εz)2

)
·
(
R − x

R

)
· dA (3.140)

La ecuación anterior se puede expresar de forma matricial empleando el vector de defor-
maciones generalizadas previamente definido (εg), y una matriz constitutiva que se va a
denominar Dε:

dUε
dz

= 1
2

· (εg)t ·
[
Dε

]
· (εg) = 1

2
· (εg)t · E0 ·

[
Iε
]

· (εg) (3.141)

En la ecuación anterior también se incluye la definición de la matriz constitutiva (Dε) co-
mo el producto del módulo de elasticidad de la viga (E0) por una matriz de propiedades
de la sección (Iε). Los términos que componen dicha matriz de propiedades se obtienen
multiplicando e integrando los distintos términos que componen el vector en el que se
encuentran los alabeos en la ecuación 3.134. La forma matricial de expresar la multipli-
cación de estos términos es la siguiente:

Iε =
∫ E

E0
· R

R − x
·

1
R2

x
R

−wc
a

R
−wc

n

R
−wc

θ

R
−wc

t

R
udx

R2
wc

d

R

x
R

x2 −x · wca −x · wcn −x · wcθ −x · wct x · udx

R
x · wcd

−wc
a

R
−wca · x (wca)2 wca · wcn wca · wcθ wca · wct −wca · udx

R
−wca · wcd

−wc
n

R
−wcn · x wcn · wca (wcn)2 wcn · wcθ wcn · wct −wcn · udx

R
−wcn · wcd

−wc
θ

R
−wcθ · x wcθ · wca wcθ · wcn (wcθ)2 wcθ · wct −wcθ · udx

R
−wcθ · wcd

−wc
t

R
−wct · x wct · wca wct · wcn wct · wcθ (wct )2 −wct · udx

R
−wct · wcd

udx

R
udx

R
· x −udx

R
· wca −udx

R
· wcn −udx

R
· wcθ −udx

R
· wct

(
udx

R

)2 udx

R
· wcd

wc
d

R
wcd · x −wcd · wca −wcd · wcn −wcd · wcθ −wcd · wct wcd · udx

R
(wcd)2


(3.142)
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Las integrales contenidas en la matriz anterior pueden expresarse como propiedades de
sección utilizando la siguiente notación:

Iε =



Ac

R2
Qc

y

R
−Qc

a

R
−Qc

n

R
−Qc

θ

R
−Qc

t

R
Qc

u

R2
Qc

d

R

Qc
y

R
Icy −Icya −Icyn −Icyθ −Icyt

Ic
yu

R
Icyd

−Qc
a

R
−Icya Ica Ican Icaθ Icat − Ic

au

R
−Icad

−Qc
n

R
−Icyn Ican Icn Icnθ Icnt − Ic

nu

R
−Icnd

−Qc
θ

R
−Icyθ Icaθ Icnθ Icθ Ictθ − Ic

θu

R
−Icdθ

−Qc
t

R
−Icyt Icat Icnt Ictθ Ict − Ic

tu

R
−Ictd

Qc
u

R2
Ic

yu

R
− Ic

au

R
− Ic

nu

R
− Ic

θu

R
− Ic

tu

R
Ic

u

R2
Ic

du

R

Qc
d

R
Icyd −Icad −Icnd −Icθd −Ictd

Ic
du

R
Icd



(3.143)

En la matriz anterior se han incluido algunos términos que no estaban definidos en las
propiedades de sección calculadas en el apartado 3.5.3. No obstante, todos estos nuevos
términos se pueden definir a partir de las propiedades definidas en las ecuaciones 3.96,
3.97, 3.98 y 3.99. La definición de los nuevos términos se muestra a continuación.

Se definen los momentos compuestos de primer orden (Qc
a, Q

c
n, Q

c
θ) como:

Qc
a = −Qc

x +
Qc
y · yt
R

+ Qc
t

R
≈ Iy · yt

R2

Qc
n =

∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· dA = A

Qc
θ = Qc

x

R
− yt · A

R
= −yt · A

R

(3.144)

Las inercias simples de los alabeos compuestos (Icw) se definen como:

Ica = Icx + Icy ·
(
yt
R

)2
+
(
Ict
R2

)
− 2 ·

Icxy · yt
R

− 2 · I
c
xt

R
+ 2 ·

Icyt · yt
R2

Icn =
∫ E

E0
· R

R − x
·
(
R − x

R

)2
· dA = A− Qy

R
= A

Icθ = Icx + Ac · (yt)2 − 2 ·Qc
x · yt

R2 = Icx + A · (yt)2

R2

(3.145)
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Y las inercias cruzadas de los alabeos compuestos (Icww) se definen como:

Icya = −Icxy +
Icy · yt
R

+
Icyt
R

Icyn =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· x · dA = 0

Icyθ =
Icxy −Qc

y · yt
R

Ican =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· (−y + x · yt

R
+ wct
R

) · dA ≈ −
Icyt
R2

Icaθ = −Icx
R

+
Icxy · yt
R2 + Icxt

R2 + Qc
x · yt
R

−Qc
y ·
(
yt
R

)2
− Qc

t · yt
R2 =

− Icx
R

+
Icxy · yt
R2 + Icxt

R2 −Qc
y ·
(
yt
R

)2

Icat = −Icxt +
Icyt · yt
R

+ Ict
R

Icau = −Icxu +
Icyu · yt
R

+ Ictu
R

Icad = −Icxd +
Icyd · yt
R

+ Ictd
R

Icnθ =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· y − yt

R
· dA = −A · yt

R

Icnt =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· wct · dA ≈ Qc

t −
Icyt
R

= −
Icyt
R

Icnu =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· udx · dA = Qc

u −
Icyu
R

Icnd =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· wcd · dA ≈ Qc

d −
Icyd
R

= −
Icyd
R

Icθt = Icxt − yt ·Qc
t

R
= Icxt

R

Icθu = Icxu − yt ·Qc
u

R

Icθd = Icxd − yt ·Qc
d

R
= Icxd

R

(3.146)

La forma genérica de calcular las integrales anteriores para una sección compuesta por
paredes rectas se muestra en el apéndice C. Es importante destacar que, aunque no se
ha hecho referencia en este apartado a la influencia de las deformaciones locales de las
paredes, se han incluido en las propiedades de la sección correspondiente, tal y como se
justifica en el apartado 3.5.

Al aplicar alguna de las simplificaciones mencionadas anteriormente, se puede expresar
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la matriz de propiedades de la sección como:

Iε =



A
R2

Qc
y

R
−Qc

a

R
−A
R

yt·A
R2 0 Qc

u

R2 0
Qc

y

R
Icy −Icya 0 −Icyθ −Icyt

Ic
yu

R
Icyd

−Qc
a

R
−Icya Ica − Ic

yt

R2 Icaθ Icat − Ic
au

R
−Icad

−A
R

0 − Ic
yt

R2 A −yt·A
R

− Ic
yt

R
− Ic

nu

R

Ic
yd

R

yt·A
R2 −Icyθ Icaθ −yt·A

R
Icθ

Ic
xt

R
− Ic

θu

R
− Ic

xd

R

0 −Icyt Icat − Ic
yt

R

Ic
xt

R
Ict − Ic

tu

R
−Ictd

Qc
u

R2
Ic

yu

R
− Ic

au

R
− Ic

nu

R
− Ic

θu

R
− Ic

tu

R
Ic

u

R2
Ic

du

R

0 Icyd −Icad
Ic

yd

R
− Ic

xd

R
−Ictd

Ic
du

R
Icd



(3.147)

En resumen, la contribución de las tensiones longitudinales a la matriz de rigidez se puede
expresar como:

Kε,ij =
∫ ([

Bε,i

]t
· E0 ·

[
Iε
]

·
[
Bε,j

])
· dz (3.148)

En el apartado 3.6.3.5 se mostrará cómo se ensambla la matriz anterior dentro de la matriz
global del elemento.

3.6.3.3 Deformación angular

El procedimiento para obtener la parte de la matriz de rigidez debida a la deformación
angular es análogo al utilizado para la deformación longitudinal.

En primer lugar, se expresa la tensión tangencial como una multiplicación vectorial:

τsz = G · R

R − x
·
(
tct
R

tct tcd

)
·


uIy

θIz

ψId

 (3.149)
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El vector de deformaciones angulares generalizadas se define como la multiplicación de
la matriz operadora (Lγ) por el vector de movimientos (ui):


uIy

θIz

ψId

 =


· d

dz · · ·

· · · d
dz ·

· · · · d
dz

 ·



ux

uy

uz

θz

ψd


(3.150)

El vector de deformaciones generalizadas también puede ser definido a partir de la matriz
deformación-desplazamiento (Bγ) del siguiente modo:

γg = Lγ · u =
2∑
i

Lγ ·Ni · ui =
2∑
i

Bγi · ui (3.151)

Donde se puede observar que Bγ se define como:

Bγi = Lγ ·Ni (3.152)

Siguiendo con el mismo proceso de las tensiones longitudinales, la energía de deforma-
ción por unidad de longitud debida a las tensiones tangenciales se obtiene integrando la
energía de deformación para todo el volumen:

dUγ
dz

= 1
2

·
∫
A

(
G · (γsz)2

)
·
(
R − x

R

)
· dA (3.153)

La ecuación anterior se puede expresar de forma matricial utilizando el vector de defor-
maciones generalizadas previamente definido (γg) y una matriz constitutiva que se va a
denominar Dγ:

dUγ
dz

= 1
2

· (γg)t ·
[
Dγ

]
· (γg) = 1

2
· (γg)t ·G0 ·

[
Jγ
]

· (γg) (3.154)

En la definición anterior se ha incluido también la matriz constitutiva Dγ . Esta se define
como el producto del módulo de elasticidad transversal de la viga (G0) multiplicado por
una matriz de propiedades tangenciales de la sección (Jγ). Los términos que componen
esta matriz de propiedades se obtienen de multiplicar e integrar los distintos términos que
componen el vector de deformaciones angulares de la ecuación 3.6.3.3. La formamatricial
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de expresar la multiplicación de estos términos es la siguiente:

Jγ =
∫ G

G0
· R

R − x
·


(tct )2

R2
(tct )2

R

tct ·tcd
R

(tct )2

R
(tct)2 tct · tcd

tct ·tcd
R

tct · tcd (tcd)2

 · dA (3.155)

Las integrales anteriores se pueden expresar en forma de parámetros de sección:

Jγ =


Jc

t

R2
Jc

t

R

Jc
td

R

Jc
t

R
J ct J ctd

Jc
td

R
J ctd J cd

 (3.156)

En este caso, todos los parámetros anteriores se definieron en el apartado 3.5.3, en las
ecuaciones 3.106.

En resumen, se puede expresar la parte de la matriz de rigidez debida a las tensiones
tangenciales como:

Kγ,ij =
∫ ([

Bγ,i

]t
·G0 ·

[
Jγ
]

·
[
Bγ,j

])
· dz (3.157)

En la sección 3.6.3.5 se explicará cómo se ensambla la matriz anterior dentro de la matriz
global del elemento.

3.6.3.4 Deformación transversal

Finalmente, se define la contribución de las tensiones transversales a la matriz de
rigidez.

La tensión transversal (σs) se puede expresar de la siguiente manera:

σs = Es ·
(

duds0
ds

− ys · d2udn
ds2

)
· ψd (3.158)
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Donde el vector de deformaciones generalizadas es:

(
ψd

)
=
[

· · · · 1
]

·



ux

uy

uz

θz

ψd


(3.159)

En este caso, lamatriz operadora es un vectorLs. Por lo tanto, la deformación generalizada
se expresa de forma matricial como:

εsg = Ls · u =
2∑
i

Ls ·Ni · ui =
2∑
i

Bsi · ui (3.160)

En secciones anteriores se mencionó que se despreciaría la parte debida a la curvatura
en las tensiones transversales. Por lo tanto, la energía de deformación transversal por
elemento diferencial se define como:

dUs
dz

= 1
2

·
∫
A

(
Es · (εs)2

)
· dA (3.161)

En este caso, la matriz constitutiva Ds es de dimensión uno, y por lo tanto contiene úni-
camente una propiedad de la sección que se va a denominar Kd y que se corresponde
con la rigidez de marco. En consecuencia, la forma matricial de representar la energía de
deformación es la siguiente:

dUs
dz

= 1
2

· (εsg)t ·
[
Ds

]
· (εsg) = 1

2
· (εsg)t · Es0 ·Kd · (εsg) (3.162)

El valor deKd se puede obtener de dos maneras: integrando las deformaciones en toda la
sección, o, de manera más simplificada, a partir de las deformaciones de la sección y la
matriz de rigidez la secciónKs definida anteriormente:

Kd = ud
t ·Ks · ud
Es0

(3.163)

En resumen, la contribución de las tensiones transversales a la matriz de rigidez puede
expresarse como:

Ks,ij =
∫ ([

Bs,i

]t
· Es0 ·Kd ·

[
Bs,j

])
· dz (3.164)
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3.6.3.5 Matriz de rigidez

El sistema de ecuaciones para un elemento que va de un nodo i a un nodo j se puede
expresar como:

 fi

fj

 =

 Kii Kji

Kij Kjj

 ·

 ui

uj

 (3.165)

Cada uno de los cuadrantes que compone la matriz de rigidez y su vector de movimientos
asociado pueden definirse de la siguiente manera:

Kij =



Kij,11 Kij,12 Kij,13 Kij,14 Kij,15

Kij,21 Kij,22 Kij,23 Kij,24 Kij,25

Kij,31 Kij,32 Kij,33 Kij,34 Kij,35

Kij,41 Kij,42 Kij,43 Kij,44 Kij,45

Kij,51 Kij,52 Kij,53 Kij,54 Kij,55



→



uxi

uIxi

uyi

uIyi

uzi

θzi

θIzi

ψdi

ψIdi



(3.166)

Para expresar el valor de cada uno de los términos mencionados se emplearán matrices
vinculadas a las integrales de las funciones de forma. Estas matrices se denotan como
KAB, donde A y B se corresponden con el tipo de función de forma, que podrá ser, bien
lineal (N ), o bien cúbica (H). Además, estos términos pueden incluir un superíndice que
indica el orden de la derivada. Por ejemplo, KHIINI es la multiplicación de la segunda
derivada de las funciones de forma cúbicasH por la primera derivada de las funciones de
forma linealesN . El desarrollo de todas las matrices vinculadas a las funciones de forma
que se emplean en este apartado, así como la solución de las integrales, se encuentra en
el apéndice C.1.
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Utilizando la notación previamente explicada, se pueden definir los elementos de la matriz
de rigidez global como:

K,11 = E0 ·
(
A

R2

)
·KHH + E0 ·

(
Qc
y

R

)
·
[
KHIIH +KHHII

]
+ E0 · Icy ·KHIIHII

(3.167a)

K,12 = K,21
t

= −E0 ·
Qc
y · yt
R2 ·KHHII + E0 ·

(
Icxy −

Icy · yt
R

−
Icyt
R

)
·KHIIHII

(3.167b)

K,13 = K,31
t

= −E0 · A
R

·KNIH (3.167c)

K,14 = K,41
t

= E0 · A · yt
R2 ·KHH + E0 ·

Qc
y · yt − Icxy

R
·KHIIH

−E0 · Icyt ·KHIIHII

(3.167d)

K,15 = K,51
t

= E0 · Q
c
u

R2 ·KHH + E0 ·
Icyu
R

·KHIIH + E0 · Icyd ·KHIIHII (3.167e)

K,22 = E0 ·
(
Icx + Icy ·

(
yt
R

)2
+
(
Ict
R2

)
− 2 ·

Icxy · yt
R

− 2 · I
c
xt

R
+

2 ·
Icyt · yt
R2

)
·KHIIHII +G0 · J

c
t

R2 ·KHIHI

(3.167f)

K,23 = K,32
t

= −E0 ·
Icyt
R2 ·KNIHII (3.167g)

K,24 = K,42
t

= E0 ·
(

−Icx
R

+
Icxy · yt
R2 + Icxt

R2 −Qc
y ·
(
yt
R

)2
)

·KHIIH

+E0 ·
(

−Icxt +
Icyt · yt
R

+ Ict
R

)
·KHIIHII +G0 · J

c
t

R
·KHIHI

(3.167h)

K,25 = K,52
t

= E0 ·
(
Icxu
R

−
Icyu · yt
R2 − Ictu

R2

)
·KHIIH

+E0 ·
(
Icxd −

Icyd · yt
R

− Ictd
R

)
·KHIIHII +G0 · J

c
td

R
·KHIHI

(3.167i)

K,33 = E0 · A ·KNINI (3.167j)

K,34 = K,43
t

= −E0 · A · yt
R

·KNIH − E0 ·
Icyt
R

·KNIHII (3.167k)

K,35 = K,53
t

= E0 ·
(
Icyu
R2 − Qc

u

R

)
·KNIH + E0 ·

Icyd
R

·KNIHII (3.167l)
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K,44 = E0 ·
(
Icx + A · (yt)2

R2

)
·KHH + E0 · I

c
xt

R
·
[
KHIIH +KHHII

]
+E0 · Ict ·KHIIHII +G0 · J ct ·KHIHI

(3.167m)

K,45 = K,54
t

= E0 ·
(
yt ·Qc

u − Icxu
R2

)
·KHH − E0 ·

(
Icxd
R

)
·KHHII

−E0 ·
(
Ictu
R

)
·KHIIH − E0 · (Ictd) ·KHIIHII +G0 · J ctd ·KHIHI

(3.167n)

K,55 =
(
E0 · Icu
R2 + Es0 ·Kd

)
·KHH + E0 · I

c
du

R
·
[
KHIIH +KHHII

]
+E0 · Icd ·KHIIHII +G0 · J cd ·KHIHI

(3.167ñ)

3.6.4 Vector de cargas

El vector de cargas se obtiene a partir de la variación de la energía potencial de las ac-
ciones exteriores. Esta energía se define en la ecuación 3.129 como la suma del producto
de las funciones de forma por las resultantes en el eje. Para obtener la correspondencia
entre las funciones de forma y las resultantes se utilizará la ecuación 3.119, donde apare-
cen las resultantes vinculadas a la forma variacional de cada grado de libertad. Además,
se van a tomar las mismas resultantes de la ecuación 3.119 y que se han calculado en las
ecuaciones 3.117 y 3.118.

Por lo tanto, al desarrollar la ecuación 3.129 y sustituir las resultantes, el vector de cargas
en un nodo fi se puede expresar como:

(
fi

)
=
∮
L



Hi1 · (qx −mI
y)

Hi2 · (qx −mI
y)

Hi1 ·
(
qy +mI

x + mI
y ·yt

R
− bI

t

R

)
Hi2 ·

(
qy +mI

x + mI
y ·yt

R
− bI

t

R

)
Ni ·

(
qz + my

R

)
Hi1 · (mt − bIt + qx · yt)

Hi2 · (mt − bIt + qx · yt)

Hi1 · (md + bId)

Hi2 · (md + bId)



· dz (3.168)
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Integrando por partes la ecuación anterior, se obtiene el vector de cargas:

(
fi

)
=
∮
L



Hi1 · qx +HI
i1 ·my

Hi2 · qx +HI
i2 ·my

Hi1 · qy −HI
i1 ·

(
mx + my ·yt

R
− bt

R

)
Hi2 · qy −HI

i2 ·
(
mx + my ·yt

R
− bt

R

)
Ni ·

(
qz + my

R

)
Hi1 · (mt + qx · yt) +HI

i1 · bt

Hi2 · (mt + qx · yt) +HI
i2 · bt

Hi1 · (md) −HI
i1 · bd

Hi2 · (md) −HI
i2 · bd



· dz (3.169)

Resolviendo las integrales, se pueden expresar los vectores de fuerzas del nodo i y el nodo
j del elemento de la siguiente manera:

(
fi

)
=



L
2 · qx +my

L2

12 · qx
L
2 · qy +

(
mx + my ·yt

R
− bt

R

)
L2

12 · qy
L
2 ·
(
qz + my

R

)
L
2 · (mt + qx · yt) − bt

L2

12 · (mt + qx · yt)
L
2 · (md) + bd

L2

12 · (md)



;
(
fj

)
=



L
2 · qx −my

−L2

12 · qx
L
2 · qy −

(
mx + my ·yt

R
− bt

R

)
−L2

12 · qy
L
2 ·
(
qz + my

R

)
L
2 · (mt + qx · yt) + bt

−L2

12 · (mt + qx · yt)
L
2 · (md) − bd

−L2

12 · (md)


(3.170)

3.6.5 Cálculo de esfuerzos

Las resultantes de los esfuerzos se definieron en las secciones 3.5.3 y 3.5.6 a partir
de la integración de las tensiones en toda la sección. Estas resultantes se denotaron con el
superíndice L, pero en esta ocasión se va a prescindir de él. También se definieron unas
resultantes auxiliares, que se van a seguir denotando con el superíndice T , y que permiten
el cálculo directo de las tensiones.
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En primer lugar, se muestran las resultantes de las tensiones longitudinales definidas como
axil (Fz), momentos flectores (Mx,My), bimomentos (Bt, Bd) y fuerza de distorsión en
x (Fdx):



Fz

My

Mx

Bt

Bd

Fdx


= E0 ·



−Ac

R
−Qc

y Qc
a Qc

n Qc
θ Qc

t −Qc
u

R
Qc
d

Qc
y

R
Icy −Icya −Icyn −Icyθ −Icyt

Ic
yu

R
Icyd

−Qc
x

R
−Icxy Icxa Icxn Icxθ Icxt − Ic

xu

R
−Icxd

−Qc
t

R
−Icyt Icat Icnt Icθt Ict − Ic

tu

R
−Ictd

−Qc
d

R
−Icyd Icad Icnd Icθd Ictd − Ic

du

R
−Icd

−Qc
u

R
−Icyu Icau Icnu Icθu Ictu − Ic

u

R
−Icdu


·



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId


(3.171)

De las propiedades anteriores, solo tres no se han definido previamente, por lo que se
definen a continuación:

Icxa = −Icx +
Icxy · yt
R

+ Icxt
R

Icxn =
∫ E

E0
· R

R − x
· R − x

R
· y · dA = 0

Icxθ = Icx −Qc
x · yt

R
= Icx
R

(3.172)

Aplicando las simplificaciones pertinentes previamente expuestas, las resultantes de es-
fuerzos se pueden expresar como:



Fz

My

Mx

Bt

Bd

Fdx


= E0 ·



−A
R

−Qc
y Qc

a A −yt·A
R

0 −Qc
u

R
0

Qc
y

R
Icy −Icya 0 −Icyθ −Icyt

Ic
yu

R
Icyd

0 −Icxy Icxa 0 Ic
x

R
Icxt − Ic

xu

R
−Icxd

0 −Icyt Icat
−Ic

yt

R

Ic
xt

R
Ict − Ic

tu

R
−Ictd

0 −Icyd Icad
−Ic

yd

R

Ic
xd

R
Ictd − Ic

du

R
−Icd

−Qc
u

R
−Icyu Icau

−Ic
yu

R
Icθu Ictu − Ic

u

R
−Icdu


·



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId


(3.173)
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Si se desean utilizar solo las resultantes para el cálculo tensional, se puede utlizar la ecua-
ción 3.102. En este caso, los esfuerzos utilizados son distintos, ya que no están acoplados.
Se denotan con el superíndice T y su definición es:



F T
z

MT
y

MT
x

BT
t

BT
d

F T
dx


= E0 ·



−A
R

0 0 A −yt·A
R

0 0 0

0 Icy − Ic
y ·yt

R

Ic
y

R
0 0 0 0

0 0 −Icx 0 Ic
x

R
0 0 0

0 0 Ic
t

R
0 0 Ict 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −Icd
0 0 0 0 0 0 − Ic

u

R
0


·



ux

uIIx

uIIy

uIz

θz

θIIz

ψd

ψIId


(3.174)

En cuanto a los esfuerzos totales, para obtener los esfuerzos cortantes Vx y Vy en la sección
se hará uso de las ecuaciones 3.121. En el caso de una viga curva, los cortantes se definen
como:

Vx = −M I
y

Vy = M I
x − Vx · yt

R
+ Mt

R

(3.175)

DondeM I
x yM I

y se obtienen fácilmente derivando la ecuación 3.173 yMt se va a definir
a continuación.

El momento torsor uniforme (Mtu) y el momento distorsor uniforme (Mdu) se definieron
como:

Mtu

Mdu

 = G0 ·

 Jc
t

R
J ct J ctd

Jc
td

R
J ctd J cd

 ·


uIy

θIz

ψId

 (3.176)
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Si se desean emplear los momentos uniformes para el cálculo tensional, estos se pueden
expresar de la siguiente manera:

MT
tu

MT
du

 = G0 ·

Jc
t

R
J ct 0

0 0 J cd

 ·


uIy

θIz

ψId

 (3.177)

El momento de torsión no uniforme (Mtw) y el momento de distorsión no uniforme (Mdw)
se obtienen a partir de las ecuaciones 3.121. Estos se definen como:

Mtw = −BI
t

Mdw = BI
d

(3.178)

Donde la derivada de los bimomentos se obtiene derivando la ecuación 3.173.

Definidos los momentos uniformes y no uniformes, los momentos totales torsor (Mt) y
distorsor (Md) se pueden expresar como:

Mt = Mtu +Mtw (3.179)

Md = Mdu +Mdw (3.180)

Por último, se define la resultante de distorsión como:

Rd = Kd · ψd (3.181)

3.7 Cálculo de rigidez de diafragmas anࢢdistorsión

El cálculo de la rigidez de los diafragmas frente a la distorsión es muy similar al
cálculo de la rigidez de marco descrito en 3.5.3. Por ello, se define un parámetroKD que
corresponde a la rigidez del diafragma y que es equivalente al trabajo virtual de deforma-
ción realizado por todos los elementos que componen el diafragma.

Para calcular la rigidez del diafragma, se tomarán como referencia las coordenadas y los
desplazamientos en los nodos más representativos de la sección, que se denominarán uD.
Por ejemplo, en el caso de los diafragmas en celosía, estos nodos se corresponden con
los puntos de unión entre la celosía y la sección. Para los diafragmas de alma llena se
recomienda tomar los cuatro vértices de trapecio que forma el cajón metálico, y lo mismo
sucede con los diafragmas en forma de marco. En cualquier caso, no se recomienda tomar
los movimientos en los puntos interiores de los paneles ni considerar la rotación en los
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nodos de la sección.

El motivo para omitir nodos interiores y rotaciones está en que la rigidez de la sección
a flexión transversal es muy baja, y por lo tanto, los movimientos perpendiculares a los
paneles pueden causar un trabajo de deformación muy elevado en el diafragma. Sin em-
bargo, este trabajo de deformación no es realista por la escasa rigidez a flexión de los
paneles. Por ejemplo, en el caso de una sección cajón rectangular mixta, el ala inferior,
además de desplazarse horizontalmente, se deforma en forma de onda. Si se calcula el
trabajo de deformación de dicha onda para un diafragma de alma llena se llegaría a una
rigidez de diafragma muy elevada, y sin embargo, la influencia de dicha onda en la ri-
gidez del diafragma es muy escasa, como se verá en el siguiente apartado. Para mayor
información relativa a los movimientos en tableros de sección cajón se refiere al lector al
apartado 4.2.2.

Una vez conocida la geometría y los movimientos, el siguiente paso es obtener la matriz
de rigidez del diafragma antidistorsión, que se va a denominarKm. Los grados de libertad
de la matriz se corresponden con los grados de libertad considerados en los nodos repre-
sentativos. En caso de introducir nodos intermedios, como por ejemplo el vértice central
superior en un diafragma en K, se pueden eliminar mediante condensación de la matriz.

La matriz de rigidez del diafragma (Km) es el resultado de ensamblar los distintos ele-
mentos que componen el diafragma y condensar si procede. Estos elementos pueden ser
de varios tipos. En el caso de los diafragmas en celosía, los elementos que componen el el
diafragma se pueden representar con elementos tipo barra que solo trabajan a axil. En el
caso de los diafragmas de alma llena, los elementos pueden ser de tipo lámina, mientras
que el caso de los marcos lo elementos pueden ser tipo viga.

En el presente trabajo se ha estudiado la modelización los diafragmas de sección cajón
unicelular, lo cual será desarrollado en el capítulo 4. Sin embargo, las principales con-
clusiones del estudio pueden resultar de aplicación a cualquier geometría, por lo que se
explicarán a continuación.

La matriz de rigidez de los diafragmas en celosía, empleando elementos tipo barra, alcan-
za una excelente correlación con las rigideces calculadas mediante elementos finitos. Por
lo tanto, este tipo de diafragmas se pueden modelar sin necesidad de realizar hipótesis
adicionales.

En los diafragmas tipo marco, existe una contribución de las chapas de la sección que
debe ser tenida en cuenta. Esto se debe a que el marco trabaja a flexión, y las chapas o
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perfiles adicionales se encuentran soldados por el alma a la sección principal. La forma
en la que calcula esa contribución varía en función de los autores. Por ejemplo Jean-Paul
Lebet y Manfred A. Hirt [113] proponen calcular la inercia del marco respecto al punto
de soldadura con la sección principal, Viñuela [48] sugiere considerar aproximadamente
16 · t ·ϵ a cada lado del marco, y Nakai [34] propone que la contribución total sea un tercio
del mínimo entre el canto y el ancho del cajón. Dado que existen tantos puntos de vista,
la contribución de las chapas de la sección debe ser objeto de estudio cuando se desee
estudiar un tipo de sección nuevo.

Finalmente, las pruebas realizadas modelando diafragmas de alma llena mediante ele-
mentos finitos tipo lámina han requerido de hipótesis adicionales. Por ejemplo, en el caso
de los diafragmas de cajones de sección trapezoidal se ha concluido que la mejor forma
de modelar la rigidez es emplear un elemento de cuatro nodos que únicamente contenga
los términos de deformación tangencial. Es decir, en función del modo de distorsión de
la sección, se debe hacer un estudio específico para determinar cual es la mejor forma de
modelar la rigidez del diafragma.

Una vez definida la matriz de rigidez del diafragma, el último paso es calcular la rigi-
dez del diafragma (KD). Esto se logra calculando el trabajo de deformación debido a los
movimientos unitarios en los nodos representativos de la sección del siguiente modo:

KD = uD
t ·Km · uD (3.182)

La rigidez de los diafragmas se introduce en la matriz global de la viga como un elemento
tipo muelle vinculado al grado de libertad de distorsión del nodo donde se dispone el
diafragma.

La reacción en los diafragmas se denominaRD y se obtiene multiplicando el movimiento
por distorsión en el diafragma por su rigidez:

RD = KD · ψd (3.183)
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CAPÍTULO 4

Comportamiento y modelización de
diafragmas

4.1 Introducción

En este capítulo se analiza el comportamiento de algunos de los tipos de diafragmas
antidistorsión más frecuentes en secciones cajón unicelulares. El objetivo es representar
adecuadamente el comportamiento de dichos diafragmas en los cálculos efectuados con
el elemento finito propuesto en el capítulo 3, y dimensionarlos conforme a la normativa
vigente. Por lo tanto, también se revisarán los criterios de dimensionamiento resistente,
haciendo especial énfasis en la distorsión.

Los diafragmas antidistorsión tienen como objetivo controlar la distorsión en los tableros
de sección cajón. Para entender cómo actúan, se puede recurrir a la analogía de la viga
sobre lecho elástico. En dicha analogía la rigidez de la viga se corresponde con la rigidez
debida al alabeo de la sección, y el lecho elástico lo conforma la rigidez como marco. En
el caso de los puentes mixtos, la rigidez de marco es muy baja, por lo que el mecanismo
resistente fundamental frente a la distorsión es el alabeo de la sección, con las consiguien-
tes tensiones longitudinales en el tablero. Para controlar dicho alabeo, la solución en la
analogía es disponer de apoyos elásticos intermedios, que en los tableros se corresponden
con los diafragmas antidistorsión. Dependiendo del número y rigidez de dichos diafrag-
mas, se puede controlar en mayor o menor medida la distorsión.

Para caracterizar un diafragma, es necesario considerar dos parámetros fundamentales:
rigidez y resistencia. Al igual que en la analogía de la viga sobre lecho elástico, la rigi-
dez es un parámetro fundamental a la hora de controlar las tensiones por distorsión. En
el apartado 3.7 se explicó cómo obtener la rigidez de cálculo a partir de la matriz de rigi-
dez del diafragma (Km). En este apartado se explica el proceso para obtener esta matriz

131



CAPÍTULO 4. COMPORTAMIENTO Y MODELIZACIÓN DE DIAFRAGMAS

de rigidez y los movimientos debidos a distorsión en la sección que se deben considerar.
Además, los diafragmas también deben ser capaces de resistir los esfuerzos debidos a la
distorsión. Por lo tanto, se analizará la capacidad última de un diafragma y su verificación
partiendo de los resultados del cálculo empleando el elemento finito.

El estudio se realizará para algunos de los tipos de diafragmas más empleados actualmen-
te. Concretamente, se considerarán las siguientes tipologías:

Diafragma de alma llena.

Celosía en X o Cruz de San Andrés.

Celosía en V.

Celosía en K.

Marcos abiertos y cerrados.

En la figura 4.1 se han representado las tipologías de diafragmas anteriores.

FIGURA 4.1 Tipos de diafragma considerados

El análisis se llevará a cabo de forma individualizada para cada tipo de diafragma, ya
que cada uno presenta sus singularidades tanto a nivel de rigidez como a nivel resistente.
Este análisis se dividirá en dos partes: el cálculo de la rigidez y el cálculo de la capacidad
resistente. Además, el estudio se complementará revisando la formulación simplificada
para el cálculo de rigidez y esfuerzos en dichos diafragmas.

No obstante, en primer lugar, se realizarán unas consideraciones generales aplicables a
todos los diafragmas, y se describirá la metodología empleada en el presente capítulo.
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4.2 Consideraciones generales

4.2.1 Funciones de los diafragmas

En este trabajo se estudia el comportamiento de los diafragmas intermedios frente a la
distorsión. Sin embargo, los diafragmas intermedios en secciones cajón pueden cumplir
otras funciones adicionales como se explica a continuación.

En su trabajo, Pascual [3] describe las principales funciones de los diafragmas interme-
dios. Estas se resumen a continuación, puntualizando y completando algunas de ellas:

Transmitir las cargas locales aplicadas en la plataforma a las almas.

En ciertos casos, se puede diseñar el puente de manera que la losa quede soportada
interiormente en el cajón. Esto se logra mediante costillas transversales o mediante
un diafragma de alma llena. El objetivo es reducir el espesor de la losa y puede ser
de utilidad por ejemplo en puentes de grandes luces o gran anchura. Para cumplir
con este objetivo, el Service d’études sur les transports, les routes et leurs aménage-
ments (SETRA)[1] recomienda que el espaciamiento oscile alrededor de los 4 m.

Las implicaciones que esto tiene a nivel de diseño son que las cargas verticales
provenientes del tablero se deben sumar a las cargas debidas a la distorsión en el
diafragma. Esto determina que, en muchos casos, se requieran diafragmas con ma-
yor capacidad, y, por ende, más costosos. Además, el espaciamiento recomendado
de 4 m es habitualmente inferior al requerido para controlar la distorsión, lo cual
implica un mayor número de diafragmas. Por este motivo, en el presente trabajo,
se adoptará como norma general que los diafragmas antidistorsión no tengan co-
mo función soportar la losa superior, ya que esta hipótesis queda del lado de la
seguridad. Únicamente en el caso de los diafragmas de alma llena se considerará la
influencia de las cargas locales.

Transmitir las cargas locales aplicadas en ménsulas o jabalcones en tableros
de gran anchura.

Se trata de una variante del caso anterior para puentes muy anchos. De acuerdo con
el SETRA [1], cuando el ancho del tablero supera los 13 o 14 m se recomienda
disponer ménsulas cada 4 m para soportar la losa superior con el fin de reducir su
espesor. En tableros extremadamente anchos, dichas ménsulas pueden ser soporta-
das por jabalcones. Este es el caso, por ejemplo, de tableros de autovía que alojan
los dos sentidos de circulación en un único tablero. Ejemplos de esta tipología son
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el Viaducto del Regueirón [123], proyectado por Marcos Pantaleón y Óscar Ramón
Ramos, o el Viaducto de Verrières [122], proyectado por Michel Virlogeux.

FIGURA 4.2 Viaducto del Regueirón
Cortesía de Óscar Ramón Ramos

Al igual que en el caso anterior, y por los mismos motivos, se va omitirá como
norma general en este trabajo la presencia de ménsulas y jabalcones.

Transmitir las fuerzas de desviación del ala inferior al alma en puentes de
canto variable.

En los puentes de canto variable se producen fuerzas de desviación debido a
la curvatura del ala inferior o a quiebros puntuales en el caso de los puentes
acartelados. En cajones pequeños, esta fuerza puede ser transmitida por los propios
rigidizadores transversales del ala inferior. Sin embargo, en puentes de mayor
envergadura, puede ser necesario que el diafragma colabore con el fin de reducir
las dimensiones del rigidizador transversal.

No se considerará este fenómeno en este trabajo, ya que es complementario a los
requerimientos por distorsión.
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Permitir la transferencia de esfuerzos en zonas singulares.

En los puentes puede haber situaciones que produzcan una singularidad geométri-
ca en el cajón. Por ejemplo, esto ocurre con intersecciones de tableros elevadas,
desdoblamiento de cajones únicos en dos ramales, cambios bruscos de trazado en
planta o alzado o cambios relevantes en la forma de la sección tipo.

Por lo general, este tipo de diafragmas requieren estudios específicos, por lo que
quedan fuera del alcance del presente trabajo.

Recoger la componente horizontal en secciones trapezoidales.

Cuando una carga vertical actúa sobre un alma inclinada, aparece una componente
horizontal que permite equilibrar la transmisión de la fuerza en el nodo superior.
Esta fuerza puede ser resistida bien por la losa o bien por el cordón superior del
diafragma. En este trabajo se supondrá que dicha componente horizontal es resistida
por el cordón superior del diafragma.

Evitar la deformación transversal de la sección durante el montaje e introdu-
cir acciones durante la construcción.

Al igual que sucede durante el estado final, durante la construcción, incluso en
puentes rectos, pueden aparecer solicitaciones excéntricas que produzcan deforma-
ciones excesivas. Esto se debe a que la sección aún no se encuentra hormigonada
y, por lo tanto, su rigidez a torsión es mucho menor. En estos casos, es común
disponer una celosía superior que permita cerrar el circuito de torsión al menos
temporalmente. Sin embargo, los diafragmas también deben ser capaces de resistir
estas solicitaciones y controlar las deformaciones.

Durante la construcción, pueden surgir otros casos de cargas en diafragmas, como
el empleo de apoyos temporales o la fuerza de desviación que se produce en el
cordón superior durante el hormigonado de secciones trapezoidales. Sin embargo,
estas y otras casuísticas similares durante la construcción no se han contemplado
en este trabajo.

Funciones típicas de los rigidizadores.

Los diafragmas suelen reemplazar a los rigidizadores en las secciones donde se
instalan, y por tanto deben cumplir las mismas funciones de los rigidizadores, como
controlar la abolladura de los paneles, limitar el pandeo de los rigidizadores, recoger
las fuerzas de desviación debidas a la curvatura de los paneles o recoger las acciones
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que actúan directamente sobre las chapas del cajón, como el viento.

Como norma general, en los diafragmas en celosía se supone que las funciones de
rigidización las realiza el perímetro exterior, por lo que no se tienen en cuenta los
esfuerzos de rigidización en los montantes. Sin embargo, los rigidizadores también
pueden actuar como diafragmas antidistorsión, ya que su rigidez es superior a la del
cajón y, por tanto, pueden estar sometidos a cargas de distorsión, aunque no estén
concebidos para ello. Este hecho será objeto de estudio en la sección 6.6.3.

Lo descrito anteriormente se corresponde con las funciones más habituales de los diafrag-
mas intermedios. Pueden existir funciones adicionales a las expuestas en este apartado,
pero no serán tenidas en consideración.

4.2.2 Movimientos de la sección

En las secciones tipo cajón unicelular, se emplearán para el cálculo de la rigidez del
diafragma los movimientos en los extremos superiores e inferiores del alma. En el extre-
mo inferior, los nodos se corresponden con la intersección entre el alma y el ala inferior,
mientras que en el extremo superior, los nodos se corresponden con la intersección entre
el alma y la platabanda superior. Si la platabanda superior no está definida, los nodos se
corresponden con la intersección entre el alma y la losa superior. La figura 4.3 muestra
un esquema con estos nodos mencionados.

FIGURA 4.3 Nodos de referencia

Los movimientos que se han considerado en los nodos descritos anteriormente son única-
mente los movimientos horizontales y verticales. Es decir, el vector de desplazamientos
(uD) que se consideró en la ecuación 3.182, y que sirve para calcular la rigidez del dia-
fragma, se define como:

uD
t = (udx,1, udy,1, udx,2, udy,2, udx,3, udy,3, udx,4, udy,4) (4.1)

El motivo de considerar únicamente estos nodos y movimientos en los extremos radica
en que la deformación a flexión de las paredes de la sección es muy baja en comparación
con la rigidez de diafragma habitual. Esto implica que los movimientos que dependen

136



4.2. CONSIDERACIONES GENERALES

de dicha rigidez a flexión, como los giros en los nodos extremos y los movimientos de
los nodos intermedios de las paredes, pueden variar en presencia del diafragma, y, en
muchos casos, prácticamente a anularse. Por lo tanto, si se introdujeran estos movimientos
dependientes de la flexión en el cálculo de rigidez del diafragma se estaría sobrestimando
dicha rigidez, ya que la energía de deformación calculada sería mayor por la presencia de
unas deformaciones que apenas se van a producir.

4.2.3 Cálculo de rigidez empleando modelos de contraste

La rigidez de los diafragmas se calculará a partir de los desplazamientos en la sección
y de una matriz de rigidez del marco específica del diafragma, tal y como se describe en el
apartado 3.7. Esta rigidez se comparará con la calculada siguiendo el procedimiento des-
crito por Viñuela en su libro Proyecto y construcción de puentes metálicos y mixtos[128].
Dicho procedimiento, así como la forma de comparar rigideces, se detallan en el apéndice
B, aunque se resume a continuación para mayor comodidad del lector.

Se partirá de un modelo que representa una segmento de sección correspondiente a la
distancia entre diafragmas empleando elementos tipo lámina. Esta sección se compone
únicamente de una losa superior, un ala inferior y sendas almas. Además, en el centro de
la sección se ha representado el diafragma empleando los elementos que se consideren
más adecuados en función del tipo de diafragma. Ejemplos de dichos modelos serán re-
presentados con posterioridad. Cabe destacar que el modelo se ha realizado empleando
el programa de elementos finitos Sofistik [129] [130], y que la longitud entre diafragmas
considerada como norma general ha sido 4.5 m.

En el modelo descrito anteriormente se aplica una carga unitaria en el perímetro. Las car-
gas en el ala superior, inferior y almas se denominan respectivamente qts, qbs, qws. El valor
de dichas cargas por unidad de longitud es:

qts = MT

2 · Ac
· β2 (4.2a)

qws = MT

2 · Ac
· β (4.2b)

qbs = MT

2 · Ac
(4.2c)

DondeMT es el momento torsor en el diafragma, Ac el área encerrada por el cajón y β
es el ratio entre el ancho inferior del cajón (bb) y el ancho superior del cajón (bs). En la
figura 4.4 se representa esquemáticamente el modelo de cálculo y las cargas aplicadas,
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incluyendo su dirección y sentido.

FIGURA 4.4 Modelo de cálculo de diafragma

Las condiciones de contorno del modelo de cálculo también se pueden apreciar en la
figura 4.4. El vértice inferior izquierdo tiene impedido el desplazamiento en todas las
direcciones, mientras que su vértice opuesto permite únicamente el desplazamiento en
la dirección de la diagonal. Además, no se permiten desplazamientos perpendiculares al
plano del diafragma en el contorno.

El resultado del modelo de cálculo es el movimiento en la diagonal (δd). La rigidez del
diafragma se obtiene usando el desplazamiento anterior y las relaciones descritas en el
apéndice B para la formulación de desplazamiento vertical unitario en el vértice superior
del alma, que es el criterio de normalización empleado en el elemento finito. Su cálculo
se muestra a continuación:

KD = MT · 8 · Ac
Ld · b2

b

· β
δd

(4.3)

Donde Ld es la longitud de la diagonal del cajón.

Por último, la relación entre el momento torsor en el diafragma (MT ) y la reacción en
el diafragma (RD) para la formulación de desplazamiento vertical unitario en el nodo
superior del alma es la siguiente:

MT = bs
2

·RD (4.4)

4.2.4 Geometría y materiales de referencia

Como se ha explicado anteriormente, en este capítulo se elaborarán modelos de ele-
mentos finitos multidimensionales para estudiar las distintas tipologías de diafragma y
calibrar el cálculo de rigidez. En concreto, se estudiarán para cada tipología al menos 20
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secciones geométricamente distintas. Dichas secciones comparten espesores de paredes,
pero difieren en las dimensiones principales.

En cuanto a los espesores y materiales, la losa superior es de hormigón y tiene un espesor
de 250 mm, mientras que las almas y el ala inferior son de acero y tienen un espesor de
20 y 30 mm respectivamente. Además, las propiedades de los materiales se muestran en
la tabla 4.1:

Material E [MPa] ν

Hormigón 30.000 0.2
Acero 210.000 0.235

TABLA 4.1 Propiedades elásticas de los materiales

Las características principales de la geometría de la sección se describen en la tabla 4.2.
En dicha tabla, se utiliza la siguiente nomenclatura: bs es el ancho superior del cajón, bb
es el ancho inferior del cajón y h es la altura de la sección medida de fibra media de la
losa superior a fibra media del ala inferior.

Caso bs bb h Caso bs bb h

1 4 4 1.5 11 6 6 1.5
2 4 3.2 1.5 12 6 4.8 1.5
3 4 2.67 1.5 13 6 4 1.5
4 4 2.29 1.5 14 6 3.43 1.5
5 4 2 1.5 15 6 3 1.5
6 4 4 3 16 6 6 3
7 4 3.2 3 17 6 4.8 3
8 4 2.67 3 18 6 4 3
9 4 2.29 3 19 6 3.43 3
10 4 2 3 20 6 3 3

TABLA 4.2 Geometría de las secciones consideradas

El ancho total de la losa (b) se corresponde con el doble del ancho superior del cajón
(b = 2 · bs).
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4.3 Diafragmas de alma llena

4.3.1 Introducción

Los diafragmas de alma llena son aquellos diafragmas compuestos por una placa me-
tálica que se extiende toda la sección del cajón y que, en el caso de los cajones, está
conectada en todo el perímetro. Esta placa suele presentar pasos para permitir el tránsito
por el interior del cajón y rigidizadores para reforzar dicho paso o aumentar la resistencia
del diafragma. Esto se puede apreciar en la figura 4.5. Sin embargo, en este trabajo se
considerará que el diafragma está compuesto por una única placa sin aperturas ni rigidi-
zación con el fin de limitar la casuística.

FIGURA 4.5 Diafragma de alma llena en Viaducto de Escaleritas
Cortesía de O. R. Ramos

Como se ha descrito anteriormente, este tipo de diafragmas están en contacto con todo
el perímetro, incluida la losa superior del tablero. Esto significa que, además de resistir
los esfuerzos debidos a la distorsión, estos de diafragmas también tienen que soportar los
esfuerzos debidos a la carga vertical que actúa al paso del tráfico sobre el diafragma.

El proceso para obtener los esfuerzos anteriores se abordará de manera independiente.
Los esfuerzos debidos a la distorsión se obtendrán mediante el elemento finito descrito en
este trabajo, mientras que los esfuerzos debidos a la carga vertical se obtendrán de manera
independiente. Es decir, para obtener los esfuerzos debidos a la distorsión, se definirá pri-
mero la rigidez del diafragma. Esta rigidez se incluirá en el cálculo de la viga empleando
elementos finitos, y a partir de los resultados se calcularán las tensiones necesarias para
el dimensionamiento de dicho diafragma. En cambio, para la carga vertical se utilizará un
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cálculo simplificado.

Con el fin de poder justificar la carga vertical que se empleará en el cálculo simplificado,
se estudiará la carga que actúa sobre un diafragma mediante un modelo independiente
considerando distintas configuraciones geométricas. El objetivo es determinar la carga
repartida equivalente que actúa verticalmente.

Por último, y una vez definidas las cargas de diseño, se van a revisar los criterios para
el dimensionamiento en servicio y ELU de este tipo de diafragmas. Para ello, se van a
estudiar tanto las cargas críticas como las cargas últimas.

4.3.2 Modelo de contraste

Para la mayor parte de los cálculos se empleará el modelo de cálculo de contraste
descrito en el apartado anterior. En cuanto a la modelización específica del diafragma de
alma llena, se ha supuesto que su espesor es de 10 mm. Es importante mencionar que, a
menos que se indique lo contrario, se ha considerado que el diafragma se encuentra arti-
culado en los bordes, evitando la transmisión de momentos a la sección principal. En la
figura 4.6 se muestra un ejemplo de uno de los modelos de contraste realizados para el
diafragma de alma llena.

FIGURA 4.6 Modelo de contraste de diafragma de alma llena

En cuanto a la introducción de las cargas de distorsión, se han distribuido en el perímetro
del diafragma, como se muestra en la figura 4.7. Esta figura corresponde a una carga tor-
sora de 1000 kN.m. aplicada en el caso geométrico 4.

Las cargas verticales se han introducido como una carga lineal uniforme en el eje del
diafragma, distribuidas en un ancho determinado. La componente vertical de dicha car-
ga se ha equilibrado con una carga distribuida en ambas almas, mientras que la torsión
resultante debida a las cargas se ha equilibrado con una carga uniforme distribuida en el
perímetro del diafragma. Se muestra un ejemplo de carga vertical centrada en la figura
4.8.

El valor de la carga lineal vertical y su ancho se justificará en el apartado 4.3.5.
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FIGURA 4.7 Carga de distorsión en el modelo

FIGURA 4.8 Carga vertical en el modelo
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En cuanto al cálculo en sí, se realizarán análisis de dos formas: considerando únicamente
el panel formado por el diafragma de alma llena, que se denominará en adelante «ca-
so exento», o considerando también el comportamiento cuando se incluyen los paneles
de la sección principal, que se denominará «caso completo». En este último caso se han
considerado 2.25 m de tablero a cada lado del diafragma.

4.3.3 Rigidez del diafragma

4.3.3.1 Matriz de rigidez

La matriz de rigidez del diafragma (Km) que se usará para el cálculo de la rigidez
se corresponde con la de un elemento cuadrilátero isoparamétrico de cuatro nodos. Las
funciones de forma Ni que se emplearán son de tipo Lagrangiano y se definen como:

Ni(ξ, η) = 1
4

· (1 + ξ · ξi) · (1 + η · ηi) (4.5)

Donde ξ y η son las coordenadas relativas horizontales y verticales del elemento respec-
tivamente, y varían entre −1 y 1. Los vértices en el alma izquierda se corresponden con
ξi = −1, los vértices en el alma derecha con ξi = 1, los vértices en el ala inferior con
ηi = −1 y los vértices superiores con ηi = 1.

La matriz de rigidez se obtiene integrando el trabajo de deformación calculado utilizando
las funciones de interpolación mencionadas anteriormente:

Km =
∫ ∫

A
BT ·D ·B · tD · dx · dy (4.6)

DondeB es la matriz de deformación-desplazamiento,D es la matriz constitutiva y tD es
el espesor del diafragma.

La matriz B se define del siguiente modo:

B =
[
B1 B2 B3 B4

]
(4.7)

Y cada uno de los términos que componen la matriz anterior se definen como:

Bi =


∂Ni

∂x
0

0 ∂Ni

∂y

∂Ni

∂y
∂Ni

∂x

 (4.8)
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Las derivadas empleadas en matriz anterior se pueden obtener, aprovechando que el ele-
mento es isoparamétrico, como:

∂Ni

∂x

∂Ni

∂y

 = 1
|Je|

4∑
j=1

 ηj

4 · (1 + ξ · ξj) · yj − ξj

4 · (1 + η · ηj) · yj

−ηj

4 · (1 + ξ · ξj) · xj ξj

4 · (1 + η · ηj) · xj

 ·

 ξi

4 · (1 + η · ηi)
ηi

4 · (1 + ξ · ξi)


(4.9)

Donde Je es el Jacobiano que se define como:

Je =
4∑
j=1

 ξi

4 · (1 + η · ηi) · xi ξi

4 · (1 + η · ηi) · yi
ηi

4 · (1 + ξ · ξi) · xi ηi

4 · (1 + ξ · ξi) · yi

 (4.10)

La matriz constitutiva (D) se define de manera completa como:

D =


E

1−ν2
ν·E

1−ν2 0
ν·E

1−ν2
E

1−ν2 0

0 0 E
2·(1+ν)

 (4.11)

No obstante, la rigidez de diafragma se ha calculado considerando únicamente los térmi-
nos debidos a la deformación tangencial, por los motivos que se describirán en el apartado
4.3.3.3. Realizando esta hipótesis, la matriz constitutiva pasa a denominarse Dγ y se de-
fine como:

Dγ =


0 0 0

0 0 0

0 0 E
2·(1+ν)

 (4.12)

Una vez que se han definido las matrices B y Dγ se puede calcular la matriz de rigidez
Km. Para ello, se ha empleado una integración numérica. Denominando np y nq al número
de puntos de integración, ξp y ηq a las coordenadas de los de puntos de integración yWp

yWq al peso de cada punto, se puede plantear la integral 4.6 de la siguiente manera:

Km =
np∑
p=1

nq∑
q=1

B(ξp, ηq)T ·Dγ ·B(ξp, ηq) · tD · |J(ξp, ηq)e| ·Wp ·Wq (4.13)

En este caso se han tomado cinco puntos de integración en cada dirección aplicando la
cuadratura de Gauss-Legendre.
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4.3.3.2 Cálculo aproximado

En el apéndice B se justifica que la rigidez aproximada de un diafragma de alma llena
se puede obtener a partir de la deformación media del diafragma. Esta deformación se ha
calculado a partir de la tensión en la fibra media, cuyo cálculo se muestra en el apartado
4.3.4.2, dividiendo dicha tensión entre el módulo de cizalla (G). Para obtener la rigidez
del diafragma, se debe integrar el trabajo de deformación de todo el diafragma para una
deformación unitaria.

Tomando como deformación unitaria aquella que provoca unmovimiento vertical unitario
en el vértice superior del alma, la rigidez del diafragma aproximada se define como:

KD = 16 ·G · tD · Ac
b2
b

(4.14)

En la figura 4.10 se va a mostrar como esta aproximación guarda una correlación muy
buena con los cálculos comparativos realizados.

4.3.3.3 Cálculo comparaࢢvo

Como se explicó en el apartado 3.7, se puede obtener la rigidez del diafragma (KD)
a partir de la ya definida matriz de rigidez del diafragma (Km). Para ello se multiplica
dicha matriz por los desplazamientos en la sección (uD) siguiendo la ecuación 3.182.

Con el fin de identificar la forma más adecuada de representar la rigidez del diafragma se
han realizado varias pruebas. La primera consistió en considerar el elemento finito de 4
nodos descrito anteriormente y su matriz constitutiva completa. Los resultados no fueron
satisfactorios ya que mostraron que la rigidez del elemento era superior a la esperada.
Para reducir dicha rigidez se intentaron algunas de las estrategias para eliminar bloqueos
en elementos de 4 nodos descritas por E. Oñate en su libro Cálculo de Estructuras por
el Método de Elementos Finitos [23]. Concretamente, se ha estudiado la estrategia de in-
tegrar únicamente los términos de deformación tangencial y la de añadir un quinto nodo
central en el elemento.

Tomando el cálculo de rigidez realizado en el modelo de elementos finitos completo como
referencia, se muestran en la figura 4.9 los resultados considerando la matriz constitutiva
completa y los elementos de 4 y 5 nodos.

Se observa que la diferencia entre la rigidez de referencia y la rigidez calculada con el
elemento finito crece conforme aumenta la inclinación de las almas. Esto sucede tanto
para el elemento de 4 nodos como para el elemento de 5 nodos, por lo que la estrategia
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FIGURA 4.9 Rigidez considerando la matriz constitutiva completa

de un nodo adicional no es satisfactoria.

El crecimiento de las diferencias descrito anteriormente no es tan acusado cuando se in-
tegran únicamente las deformaciones tangenciales, como se muestra en la figura 4.10.
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FIGURA 4.10 Rigidez considerando solo deformaciones tangenciales

En este caso, la correlación alcanzada a nivel de rigidez es buena tanto en el caso del
elemento finito de 4 nodos como en el de 5 nodos. Sin embargo, como se expondrá en
el siguiente subapartado, el elemento de 4 nodos presenta un comportamiento más preci-
so y conservador a nivel de tensiones en el diafragma. Por esta razón, se ha optado por
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considerar dicho elemento en lugar del de 5 nodos.

4.3.4 Cálculo de tensiones debidas a la distorsión

4.3.4.1 Introducción

Conocer las tensiones en el diafragma es una condición necesaria para poder calcular
la resistencia del diafragma de alma llena frente a la distorsión. Cuando el diafragma es
rectangular el estado tensional se obtiene de manera inmediata. Sin embargo, cuando las
almas de la sección dejan de ser verticales, el estado tensional del diafragma se vuelve
más complejo. Para ilustrarlo se comparan los casos 1 y 5.

En el caso del diafragma rectangular, el estado tensional asociado a la distorsión consiste
principalmente en una tensión tangencial uniforme en el diafragma. Esta tensión se ob-
tiene fácilmente a partir de cualquiera de las ecuaciones 4.2, ya que β vale uno. Por lo
tanto:

τD = MT

2 · Ac · t
(4.15)

Sustituyendo en la ecuación anterior el torsor aplicado, que es 1000 kN.m, el área en-
cerrada Ac que es 6 m2 y el espesor de 10 mm, se llega a que la tensión es 8.33 MPa.
Este valor se corresponde con lo mostrado en la figura 4.11, donde se observa claramente
como al introducir las cargas en el perímetro en el modelo exento, la tensión tangencial
que aparece es uniforme en todo el panel.

Cuando se realiza el mismo cálculo, pero considerando el modelo completo, el resultado
es muy similar, como se aprecia en la figura 4.12. Únicamente las tensiones en las esqui-
nas se ven ligeramente alteradas, aunque esto prácticamente no afecta a las tensiones de
plastificación calculadas siguiendo el criterio de Von Mises y mostradas en la figura 4.13.

Sin embargo, cuando la sección pasa a ser trapezoidal, el estado de tensión uniforme des-
crito anteriormente no se cumple. En las ecuaciones 4.2 se puede observar que las cargas
introducidas en la losa superior, ala inferior y almas son distintas. Dividiendo esta carga
entre el espesor del diafragma se obtiene la tensión aplicada en los bordes. Específicamen-
te, para un torsor de 1000 kN.m, la tensión aplicada en el borde superior es 2.77 MPa, y
la tensión aplicada en el borde inferior 11.11 MPa. Estos valores se asemejan con lo mos-
trado en la figura 4.14 correspondiente al caso exento.

Además, en la figura 4.14 se puede observar cómo el hecho de que la carga aplicada no
sea uniforme provoca discontinuidades en las tensiones de las esquinas del diafragma,
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FIGURA 4.11 Tensión tangencial en modelo de diafragma rectangular exento

FIGURA 4.12 Tensión tangencial en modelo de diafragma rectangular completo

FIGURA 4.13 Tensión de Von Mises en modelo de diafragma rectangular completo
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FIGURA 4.14 Tensión tangencial en modelo de diafragma trapezoidal exento

FIGURA 4.15 Tensión tangencial en modelo de diafragma trapezoidal completo

FIGURA 4.16 Tensión de Von Mises en modelo de diafragma trapezoidal completo
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dando lugar a un estado tensional significativamente más complejo de modelar que en el
caso de un diafragma rectangular.

No obstante, lo más relevante en el caso de los diafragmas trapezoidales es que el estado
tensional se modifica significativamente cuando se considera el modelo completo. Esto
se puede observar comparando las figuras 4.14 y 4.15. Mientras que en la primera de las
figuras el estado tensional tiende a ser una interpolación de las cargas aplicadas, en el
segundo de los casos se observa una variación menos pronunciada de las tensiones, aun-
que se producen mayores concentraciones de tensiones en las esquinas inferiores. Esta
concentración de tensiones se produce no solo a nivel de tensiones tangenciales, sino que
también aparecen tensiones axiales en el plano. El resultado de dicha concentración es
que la tensión de Von Mises en las esquinas es muy superior a la tensión en el centro del
diafragma, como se observa en la figura 4.16.

La complejidad del cálculo de tensiones descrito anteriormente hace que en este apartado
se aborde únicamente el cálculo de tensiones en el diafragma con el objetivo de dimen-
sionarlo frente al colapso. Es decir, se calcularán las tensiones necesarias para obtener la
tensión crítica de abolladura y la capacidad del diafragma, pero no se incluirá la definición
del estado tensional que permita estudiar plastificaciones o fenómenos de fatiga.

Específicamente, la tensión crítica que causa la abolladura por distorsión del diafragma es
la tensión tangencial, por lo que está sección se centrará en la obtención de las tensiones
tangenciales en el diafragma.

4.3.4.2 Cálculo analíࢢco aproximado de tensiones tangenciales

Las tensiones tangenciales en diafragmas trapezoidales se pueden obtener de manera
aproximada y analítica cuando se emplea una sección simplificada. Esta simplificación
consiste en que la intersección del alma con la losa superior y el ala inferior se realiza en
la fibra media tanto de la losa como del alma.

Para realizar este cálculo utilizará la teoría clásica de la distorsión descrita en el apéndice
B. Si se desea obtener más información sobre algún concepto, se remite al lector a dicho
apéndice.

La tensión tangencial en un punto del eje de simetría del diafragma (τD) se puede expresar
como la multiplicación de la distorsión en el diafragma (ψd) por el módulo de cortante
(G) y por una deformación unitaria en un punto del diafragma que va a variar en función
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de la altura (γD(z)).

τD = ψd ·G · γD(z) (4.16)

En la ecuación anterior la distorsión en el diafragma se obtiene dividiendo la reacción en
el diafragma (RD) entre la rigidez del diafragma (KD). Si se sustituye por la formulación
de deformación angular unitaria, la distorsión (γd = 1) resulta:

ψd = RD

KD

= MT · β

1 + β
· 1 + β

2 ·G · bs · h · tD
= MT · β

2 ·G · bs · h · tD
(4.17)

Por otra parte, la deformación angular unitaria en un punto cualquiera del diafragma (γD)
es la suma de la deformación debida al movimiento horizontal (γxD) y la deformación
debida al movimiento vertical (γyD):

γD(z) = γxD + γyD(z) (4.18)

En la formulación de deformación angular unitaria la deformación angular horizontal del
diafragma adopta el siguiente valor:

γxD = Vtx + Vbx
h

= 1
1 + β

(4.19)

Y la deformación angular vertical se obtiene a partir de:

γyD = 2 · Viy(z)
b0(z)

(4.20)

Donde b0(z) es el ancho del diafragma en función de la altura y Viy(z) es el movimiento
vertical máximo en una determinada altura. Este último valor se puede obtener interpo-
lando linealmente entre los valores Vty y Vby.

Al sustituir los valores de Viy(z) y b0(z) se obtiene la deformación angular vertical del
diafragma. Al sumarle la deformación horizontal, se obtienen los siguientes valores en el
punto más alto del diafragma (γtD), el punto medio (γmD), el punto bajo (γbD) y el punto
al 40% de la altura (γ4D) medida desde la fibra inferior:

γD(z) =



γtD = 1

γmD = 2
1+β

γbD = 1
β

γ4D = 1
0.6·β+0.4

(4.21)
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En resumen, se puede obtener la tensión tangencial en el diafragma sustituyendo en la
ecuación 4.16 los valores de la distorsión calculados en la ecuación 4.17 y la deformación
angular mostrados en la ecuación 4.21:

τD = MT · β
2 · bs · h · tD

· γD(z) (4.22)

El cálculo anterior, denominado analítico, se ha comparado con los resultados obtenidos
en el modelo de elementos finitos (MEF) para el caso 5. En concreto, se han comparado las
tensiones tangenciales en el eje vertical central del diafragma. Los resultados se muestran
en la gráfica 4.17.
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FIGURA 4.17 Tensión tangencial en el eje central vertical del diafragma

En la gráfica anterior, también se han comparado los resultados del diafragma exento,
suponiendo una interpolación lineal, y el cálculo de tensiones tangenciales empleando el
elemento finito de cuatro nodos que se describirá en el siguiente apartado.

Se observa una muy buena correlación entre el cálculo analítico, el elemento finito y
el modelo de elementos finitos completo. Sin embargo, el diafragma supuesto exento
no guarda esta correlación. Además, las tensiones obtenidas tanto en el cálculo analítico
como en el elemento finito son ligeramente superiores a las del modelo de elementos
finitos. Esto permite un dimensionamiento del lado de la seguridad.

En la misma gráfica se puede apreciar que el elemento finito de cuatro nodos es el que
mejor correlación tiene con el cálculo en el modelo de elementos finitos completo. La
metodología para la obtención de estas tensiones se muestra en la siguiente sección.

4.3.4.3 Cálculo de tensiones tangenciales empleando un elemento finito

El cálculo de tensiones en el diafragma parte de la misma base que el cálculo de la
rigidez mostrado en el apartado 4.3.3.1. Se van a considerar las mismas funciones de for-
ma y la misma matriz constitutiva, es decir, la matriz constitutiva que incluye únicamente
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los términos debidos a la deformación tangencial (Dγ).

Para obtener el estado tensional completo en un punto del diafragma de coordenadas re-
lativas ξ y η empleando elementos finitos, se utiliza la siguiente fórmula:


σx(ξ, η)

σy(ξ, η)

τxy(ξ, η)

 = D ·B(ξ, η) · uD · ψd (4.23)

Donde B y D se definieron en el apartado 4.3.3.1 y uD son los movimientos unitarios.

La ecuación anterior se puede particularizar para una carga distorsora unitaria cuando se
emplea únicamente la matriz constitutiva tangencial. El resultado es:


0

0

τxy,0(ξ, η)

 = Dγ ·B(ξ, η) · uD
KD

(4.24)

Tomando la tensión tangencial unitaria calculada en la ecuación anterior, se puede esta-
blecer una correlación directa entre la tensión tangencial final en el diafragma (τD) y la
tensión tangencial unitaria (τxy,0) en función de bien la carga (RD) en el diafragma, o bien
el momento torsor en el diafragma (MT ).

τD = RD · τxy,0 = MT · τxy,0 · 2
bs

(4.25)

El resultado de calcular las tensiones empleando este procedimiento ya se mostró en la
gráfica 4.17, y se observó que guardaba una muy buena correlación para el elemento de
cuatro nodos y el caso geométrico cinco. No obstante, se ha extendido la comparativa al
resto de casos geométricos.

En la figura 4.18 se muestra la comparativa en todos los casos de la tensión en el centro del
diafragma cuando se aplica un momento torsor de 1000 kN.m Se presentan los resultados
tanto para un elemento de cuatro nodos como para un elemento de cinco nodos.

Se observa que,mientras el elemento de cuatro nodos conserva una buena correlación en la
mayoría de los casos con la tensión de referencia, en el elemento de cinco nodos la tensión
es inferior en la mayoría de los casos. Por este motivo, se ha optado por implementar el
elemento de cuatro nodos para el cálculo de los diafragmas de alma llena.
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FIGURA 4.18 Tensión tangencial en el centro del diafragma

4.3.5 Cálculo de esfuerzos verࢢcales

4.3.5.1 Introducción

El tratamiento de las cargas verticales se realiza de manera independiente al elemento
finito propuesto, ya que su reacción en el diafragma depende del comportamiento como
placa de la losa superior, y este no queda capturado en el elemento finito propuesto. Por
lo tanto, la forma de proceder es mediante un cálculo independiente.

El cálculo independiente de las cargas verticales se ha realizado empleando un modelo
de elementos finitos tipo lámina que se describe en el apartado 4.3.5.2. En dicho apartado
también se explicará que las cargas consideradas en el modelo han sido cargas de tráfico
del Eurocódigo EN1991-2, y más específicamente el Load Model 1 (LM1). Han quedado
por lo tanto fuera del análisis las cargas permanentes, aunque se pueden considerar apli-
cando las conclusiones relativas a la sobrecarga.

Dependiendo del enfoque que se quiera dar al dimensionamiento, los resultados obtenidos
en el modelo pueden ser de dos tipos. Es posible dimensionar el diafragma empleando el
método de las tensiones efectivas, para lo cual es útil conocer la carga distribuida máxi-
ma sobre el diafragma. También es posible dimensionar empleando la carga transversal o
«Patch Loading», para lo cual es necesario conocer la carga total sobre el diafragma. En
este caso se va a emplear el método de las tensiones efectivas, tal y como se justificará en
el apartado 4.3.6. Por lo tanto, los resultados se van a orientar a conocer la carga vertical
máxima distribuida sobre el diafragma debida al tráfico, que se va a denominar qll y se

154



4.3. DIAFRAGMAS DE ALMA LLENA

define como:

qll = qv + qsc (4.26)

Donde qv el la carga distribuida debida al vehículo pesado y qsc es la carga distribuida
debida a la sobrecarga.

También es importante señalar que la combinación entre el vehículo pesado y la sobre-
carga depende del juicio del ingeniero proyectista. Se puede considerar la carga vertical
sobre el diafragma como una verificación local, en cuyo caso se deben considerar úni-
camente los ejes de los vehículos pesados que actúen sobre el diafragma. O también se
puede considerar como una verificación global, en cuyo caso se deben sumar a los ejes de
los vehículos pesados que actúan sobre el diafragma la sobrecarga repartida tributaria. En
este trabajo se han estudiado ambas posibilidades: una verificación local donde los ejes
de los vehículos se encuentran lo más próximos posibles, y verificaciones globales donde
los ejes se encuentran centrados en los carriles de diseño.

4.3.5.2 Modelo de cálculo

Para estudiar los esfuerzos verticales que actúan sobre el diafragma, se ha realizado un
modelo de cálculo de láminas. Este modelo consiste en una losa de hormigón de 200 mm
soportada por chapas metálicas verticales. Se ha tomado el espesor de 200 mm porque
a menor espesor, menor apertura de carga, y por ende, mayor pico de carga repartida en
el diafragma. Además, 200 mm se considera un espesor mínimo para esta tipología de
puentes.

Las chapas metálicas que soportan la losa equivalen a un puente que contiene un único
diafragma de alma llena interior. Las chapas inferiores representan las almas laterales y los
tres diafragmas, siendo el objeto de estudio el diafragma central. La separación entre las
almas y entre los diafragmas es variable para estudiar diversas casuísticas. Los espesores
asignados han sido 15 mm a las almas y 10 mm a los diafragmas. La altura supuesta de
estas chapas es de 1 m.

La losa se ha representado en el modelo de láminas en su centro de gravedad y la transición
entre la chapa y la losa se ha modelado utilizando una lámina de hormigón con una altura
equivalente a lamitad del espesor de la losa. Como condiciones de contorno se ha supuesto
que todas las chapas se encuentran apoyadas verticalmente, considerándose esta hipótesis
un umbral superior a efectos de carga. Sucede lo mismo al considerar únicamente un
diafragma interior, ya que esta hipótesis es la que resulta en una mayor carga sobre dicho
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diafragma. En la figura 4.19 se muestra el modelo descrito anteriormente.

FIGURA 4.19 Modelo de reparto de cargas verticales

En el modelo anterior se han introducido 7 casos de carga (LC) basados en el LM1 del
Eurocódigo EN1991-2 [131]:

LC 1a: Vehículo de 600 kN centrado en el diafragma y en el tablero. Se supone
que la huella de las ruedas es cuadrada, de 40 cm de lado y con una apertura a 45º
hasta el centro de la losa, como indica el Eurocódigo. Para la apertura anterior se
han tomado 5 cm de espesor de pavimento.

LC 2a: Vehículo de 600 kN centrado longitudinalmente en el diafragma y a 1.25 m
del eje del tablero y vehículo de 400 kN en la misma posición longitudinal, pero en
la posición simétrica transversalmente. Las consideraciones respecto a huella y la
apertura de la carga son iguales a las descritas en el caso anterior.

LC 3a: Vehículo de 600 kN centrado longitudinalmente y transversalmente en el
diafragma y vehículos de 400 kN y 200 kN posicionados a cada lado a 2.5 m del
eje del tablero, pero en la misma posición longitudinal. También se mantienen los
criterios de huella y apertura de la carga.

LC 1b-3b: Los tres casos anteriores correspondientes a los vehículos pesados pero
desplazado 60 cm longitudinalmente de manera que la rueda trasera queda posicio-
nada sobre el diafragma. El resultado es la envolvente de ambos casos

LC 4: Sobrecarga repartida centrada consistente en 9 kN/m2 distribuidos en los 3
m centrales del modelo y 2.5 kN/m2 distribuidos en el área entre almas remanente.

En la figura 4.20 se pueden observar algunas de las cargas anteriores.
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FIGURA 4.20 Cargas en modelo
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Partiendo del modelo descrito anteriormente, se han estudiado las cargas que actúan sobre
el diafragma interior. Concretamente, se ha calculado la carga distribuida máxima a través
de un corte en el contacto entre la losa y el diafragma, con el fin de evaluar el diafragma
utilizando el método de las tensiones efectivas. En la figura 4.21 se muestra un ejemplo
de los resultados obtenidos del modelo descrito en el diafragma.

FIGURA 4.21 Ejemplo de resultados en modelo de reparto

En la imagen inferior de la figura anterior se puede observar que en las esquinas, en ciertos
casos, se producen concentraciones de esfuerzos superiores a las del centro. Estos esfuer-
zos se han considerado un fenómeno local y se han despreciado en el presente trabajo.

4.3.5.3 Vehículos pesados

Para evaluar la carga debida a los vehículos pesados se ha estudiado la influencia de
la separación entre almas en la losa (bs) y de la distancia entre diafragmas (SD).

La influencia de la distancia entre diafragmas se ha estudiado considerando el caso de car-
ga de un vehículo de 600 kN centrado y variando dicha distancia para dos separaciones
de almas. En la tabla 4.3 se muestran las cargas distribuidas debidas al vehículo pesado
(qv) calculadas en el modelo.
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SD bs qv

[m] [m] [kN/m]
4 4 199.7
6 4 199.5
8 4 195.9
10 4 198.3
15 4 200.4
20 4 203.6
4 6 204.7
6 6 208.8
8 6 208.1
10 6 208.2
15 6 206.4
20 6 208.3

TABLA 4.3 Influencia de la separación entre diafragmas para vehículo 600 kN

De la observación de los resultados se deduce que la carga repartida apenas se ve afectada
por la distancia entre diafragmas, por lo que este parámetro no se tendrá en cuenta y se
asumirá que la carga actúa en su totalidad en el eje del diafragma.

Para evaluar la influencia de la separación entre almas, se ha fijado la distancia de 20 m
entre diafragmas y se ha variado la distancia entre almas desde los 3 m hasta los 8 m. Es
importante tener en cuenta que a medida que aumenta la distancia, aumenta el número de
vehículos pesados que pueden coexistir sobre el diafragma. Por lo tanto, se han analizado
los casos LC 1 a LC 3 descritos anteriormente en todas las geometrías, excepto aquellas
geométricamente imposibles porque incumplen con el criterio de que el ancho de los ca-
rriles es mayor que el ancho del tablero. Los resultados se muestran en la tabla 4.4.

En la tabla 4.4 también se incluye la carga total (Qv) que actúa sobre el diafragma. Dicha
carga se obtiene integrando los esfuerzos en la interfaz entre el acero y el hormigón.

A partir de la tabla 4.4 se pueden extraer varias conclusiones. La primera es que la carga
del vehículo pesado se puede asimilar a una carga distribuida uniformemente en el ancho
del carril. Tomando el LC 1 como ejemplo, la carga repartida máxima coincide práctica-
mente con el resultado de dividir los 600 kN entre el ancho del carril de 3 m, que es 200
kN/m. Por lo tanto, Por lo tanto, para su aplicación en el diafragma, la carga de un vehícu-
lo pesado se puede considerar como la carga total del vehículo repartida uniformemente
en un ancho de 3 m.
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bs
LC 1 LC 2 LC 3

qv Qv qv Qv qv Qv

[m] [kN/m] [kN ] [kN/m] [kN ] [kN/m] [kN ]
3 164.6 345.1 242.2 110.8 - -
4 203.6 506.1 277.1 399.1 - -
5 206.4 580 297.7 673.6 247 572.7
6 208.3 602.7 296.3 876.3 290 760.9
7 204.7 607.2 308.8 968.8 296.2 927.6
8 209.7 609.3 303.6 1001 300.4 1084

TABLA 4.4 Influencia de la separación entre almas para vehículos pesados

La hipótesis anterior también se puede extender a cuando se ubican los vehículos de 600
kN y 400 kN a 50 cm para realizar verificaciones locales, ya que la suma de la carga re-
partida equivalente de ambos vehículos es 333 kN/m, lo cual es ligeramente superior a la
carga repartida máxima del LC 2, que es donde se ha estudiado este caso.

Un último aspecto a señalar es la anchura que se debe considerar para un determinado
número de vehículos. Observando la carga total, se puede concluir que para que un carro
resulte condicionante, el centro de todos sus ejes debe ubicarse entre las almas. Es decir,
si se consideran 2 vehículos pesados con una distancia entre ejes de 2 m y una distancia
entre ejes extremos de 0.5 m el ancho total que conforman los dos vehículos pesados es
de 4.5 m. Por lo tanto, la carga total de 2 vehículos pesados puede condicionar a partir
de los 4.5 m de separación entre almas. Aplicando la misma lógica, a partir de los 7 m
pueden condicionar los 3 vehículos pesados.

En resumen, la carga vertical debida a los vehículos pesados se define como el peso del
vehículo distribuido en un ancho de 3 m. Expresado en forma de fórmula:

qv = 2 ·Qik

3
(4.27)

Donde Qik es el peso de un eje del vehículo pesado (300 kN, 200 kN o 100 kN según la
definición del Eurocódigo).

A efectos de cálculo del diafragma, solo se deben considerar los vehículos cuyos ejes se
ubiquen totalmente en la zona entre almas.
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4.3.5.4 Sobrecarga

La sobrecarga uniforme en el LM1 está compuesta por un carril principal cargado con
9 kN/m2 y una sobrecarga de 2.5 kN/m2 distribuida en el resto del zonas, siendo en este
caso el área comprendida entre almas.

El cálculo de la sobrecarga no es tan directo como en los vehículos pesados, ya que el
comportamiento tipo placa es más acusado, y por lo tanto, se produce una mayor redis-
tribución entre las distintas chapas sobre las que se apoya la losa. Sin embargo, en este
apartado se busca identificar la longitud equivalente (Leq) que produce la carga repartida
máxima. Es decir, se supone que sobre el diafragma actúa una carga lineal uniforme cuyo
valor es una longitud equivalente multiplicada por la sobrecarga, que puede ser 9 kN.m2

o 2.5 kN.m2.

En base a los resultados observados, se identifican dos zonas de comportamiento. La pri-
mera ocurre cuando los espaciamientos entre diafragmas son cortos. En este caso, se puede
suponer que la reacción vertical en el diafragma se corresponde con una viga continua de
ancho igual a la distancia entre almas. Bajo esta hipótesis, la longitud equivalente se co-
rresponde con la longitud que, multiplicada por una carga, produce la reacción equivalente
en una viga continua. En el caso pésimo de una viga de 2 vanos, la longitud equivalente
es 10/8 de la separación entre diafragmas.

Cuando la distancia entre diafragmas supera cierta longitud, que se ha llamado Lmax, el
comportamiento pasa a ser de tipo placa. Por lo tanto, para representar la reacción en el
diafragma se supondrá que la carga máxima la produce dicha longitud máxima multipli-
cada por la sobrecarga.

Para determinar la longitud máxima y el ancho equivalente se ha supuesto un espacia-
miento entre diafragmas muy elevado, de 20 m, y se ha variado de metro en metro el
ancho entre almas (bs). Los resultados de carga repartida debida a la sobrecarga (qsc) se
muestran en la tabla 4.5.

A partir de estos resultados se ha identificado que la longitud máxima (Lmax) en función
de la separación entre almas (bs) es:

Lmax = min


1.5 · bs

3.75 + bs · 2/3
(4.28)
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SD bs qsc

[m] [m] [kN/m]
20 3 41.2
20 4 52
20 5 61.8
20 6 67.8
20 7 75.5
20 8 80.3

TABLA 4.5 Sobrecarga máxima sobre diafragma

Definida la longitud máxima, la longitud equivalente final (Leq) se define como:

Leq = min(1.25 · SD, Lmax) (4.29)

Donde SD es el espaciamiento entre diafragmas.

Con esos datos, se puede calcular la carga lineal por metro en el diafragma debida a la
sobrecarga (qsc) multiplicando la longitud equivalente (Leq) por la carga distribuida co-
rrespondiente:

qsc = qik · Leq (4.30)

Donde qik es la sobrecarga definida en la norma asociada al carril virtual (9 kN/m2 o 2.5
kN/m2 según corresponda).

Para comprobar el criterio anterior se han empleado las mismas geometrías que se consi-
deraron en el vehículo de 600 kN. En la tabla 4.6 se muestra la comparativa entre la carga
máxima repartida calculada en el modelo y la estimada.

En la tabla se observa como la aproximación es adecuada en prácticamente todos los ca-
sos, aunque puede resultar demasiado conservadora cerca de la longitud máxima (Lmax).
No obstante, debido a la multitud de parámetros que intervienen en la obtención de dicha
carga distribuida, se ha optado por un criterio simplificado que también es conservador.
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SD bs Modelo Estimación
[m] [m] [kN/m] [kN/m]
4 4 39.9 45
6 4 47.2 54
8 4 49 54
10 4 50.9 54
15 4 52.5 54
20 4 52 54
4 6 42.1 45
6 6 53.5 67.5
8 6 61.2 69.75
10 6 62.7 69.75
15 6 67.1 69.75
20 6 67.8 69.75

TABLA 4.6 Carga repartida en diafragma debida a la sobrecarga

4.3.6 Criterios de dimensionamiento

4.3.6.1 Introducción

Como es sabido, el dimensionamiento de diafragmas de alma llena presenta una sin-
gularidad que no se encuentra en otros tipos de diafragmas que se estudiarán, y es su
comportamiento postcrítico. Es decir, mientras que en el resto de diafragmas la carga
última es inferior su carga crítica, en los diafragmas de alma llena existe un comporta-
miento postcrítico que hace que su carga última pueda ser superior a la carga crítica, como
se demostrará más adelante. Esto ha llevado a que ciertas normativas hayan realizado dis-
posiciones adicionales para controlar este fenómeno.

En concreto, la norma más restrictiva que se ha consultado es la extinta RPX-95 [121],
que exigía que la carga última del diafragma de alma llena intermedio fuera inferior a la
carga crítica de este. Otra norma vigente que también impone restricciones es la AASHTO
LRFD [108], pero solo se refiere a la limitación de la tensión tangencial, que se aproxima
a la tensión crítica de abolladura. Por último, normas como los Eurocódigos [9] no hacen
referencia específica a estos elementos, por lo que se sobrentiende pueden considerar co-
mo un panel convencional.

A nivel bibliográfico, los artículos que estudian los diafragmas de alma llena están se cen-
tran principalmente en los diafragmas de pila. Muchos de ellos surgieron de los estudios
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encargados por el Gobierno Británico después del colapso del puente de Mildford Haven
[132], en el que uno de los diafragmas de pila del puente pandeó durante la construcción,
lo que causó el colapso del puente. Una de las principales conclusiones de estos trabajos
fue conferir a los diafragmas de pila naturaleza crítica y, por lo tanto, limitar su carga
última a la carga crítica. Esta conclusión sigue reflejada en la BS 5400 Parte 3[120]. Sin
embargo, esta norma británica no extiende esta recomendación a los diafragmas interme-
dios, sino que menciona que deben ser objeto de un análisis especial si se quieren utilizar.

Por lo tanto, no existe consenso en lo referente a criterios de dimensionamiento de dia-
fragmas intermedios de alma llena, y además no se encuentran abordados en la literatura
mas allá de extrapolaciones relativas a los diafragmas de pila. Por este motivo en este
capítulo se van a revisar algunos de los criterios relativos a su dimensionamiento.

La metodología que se empleará en todo el proceso de dimensionamiento está basada en
el método de las tensiones efectivas descrito en el Eurocódigo EN1993-1-5 [31]. Esto se
debe a que la otra metodología, también recogida en el Eurocódigo, basada en la carga to-
tal o «Patch Loading», no recoge hasta la fecha interacción entre esfuerzos transversales y
esfuerzos tangenciales. Existen trabajos orientados a la nueva generación de Eurocódigos
donde se calcula la interacción a nivel de cargas últimas, pero en ningún caso se realiza
a nivel de cargas críticas. Por lo tanto, dada la especial importancia que cobra la carga
crítica en este tipo de diafragmas, se ha optado por emplear el método de las tensiones
efectivas, en cuyo cálculo el primer paso es calcular la carga crítica debida a la interacción
de tensiones. Además, en el segundo paso permite calcular la carga última que resiste el
diafragma con una interacción completa de esfuerzos.

Como se ha indicado previamente, el cálculo en tensiones efectivas requiere obtener en
primer lugar la carga crítica de abolladura, tanto en su dirección vertical como horizon-
tal, así como la interacción entre ambas. Por lo tanto, se revisarán las formulaciones que
permiten obtener dichas cargas críticas de manera simplificada, y se compararán con los
resultados obtenidos a través del modelo de elementos finitos.

A partir de las tensiones críticas, se revisará el criterio de resistencia de este tipo de dia-
fragmas. En este punto, no se cuestionará la relación entre una determinada carga crítica
y la capacidad en ELU de dicho panel, puesto que eso ha sido objeto de múltiples investi-
gaciones y ha quedado debidamente recogido en la norma. Sin embargo, se cuestionará la
necesidad de limitar la carga crítica, como plantean ciertas normativas. Esto se enfocará
principalmente a nivel conceptual, aunque también se recurrirá a modelos de elementos
finitos no lineales.
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4.3.6.2 Carga críࢢca tangencial

La tensión tangencial crítica de dimensionamiento del diafragma (τcr,D) se define,
siguiendo una notación similar a la del Eurocódigo EN1993-1-5, como:

τcr,D = σE,τ · kτ,D (4.31)

Donde σE,τ se define en función del espesor del diafragma (tD) y la altura del diafragma
(hD) de la siguiente manera:

σE,τ = 190000 ·
(
tD
hD

)2
(4.32)

Y kτ,D es el coeficiente de abolladura tangencial del diafragma, que se define como:

kτ,D =


5.34 + 4.00 · α2 → α ≤ 1

4.00 + 5.34 · α2 → α > 1
(4.33)

Donde α se refiere al cociente entre la altura del diafragma (hD) y la distancia a entre
rigidizadores transversales (α = hD/a). En el caso de diafragmas rectangulares, está claro
que la distancia entre rigidizadores transversales es el ancho del diafragma. Sin embargo,
en el caso de diafragmas trapezoidales, esa distancia depende de la cota a la que se calcule
el diafragma, ya que tanto el ancho de cálculo como la tensión varía en función de esta.

Para evaluar que cota de dimensionamiento del diafragma se ha calculado el coeficiente
de abolladura tangencial (kτ,D) para los 20 casos descritos en la tabla 4.2 y 4 alturas: fibra
superior, fibra media, 40% de la altura y fibra inferior. La metodología empleada ha sido
la siguiente:

1) Se ha introducido en el modelo de cálculo de contraste completo unmomento torsor
de 2000 kN.m, conforme a lo descrito en el apartado 4.3.2.

2) Se ha obtenido el factor crítico o el factor por el que es necesario multiplicar el
momento torsor para obtener la carga crítica, mediante un cálculo de modos de
pandeo. Dicho factor se denomina αcr,τ,mef .

3) Por otra parte, empleando la ecuación 4.22 se ha obtenido la tensión de referencia
(τD) en la cota de cálculo.

4) Multiplicando la tensión de referencia (τD) por el factor crítico (αcr,τ,mef ), y di-
vidiendo entre la tensión crítica del panel (σE,τ ), se ha obtenido el coeficiente de
abolladura tangencial según el modelo de elementos finitos (kτ,D,mef ).
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En la figura 4.22 se presentan los resultados para las fibras inferior (z = 0), 40 % de la
altura (z = 0.4), media (z = 0.5) y superior (z = 1). También se muestran los resultados
para el caso exento.
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τ
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FIGURA 4.22 Coeficiente de abolladura tangencial

Para entender la gráfica, hay que tener en cuenta que los casos se agrupan de cinco en
cinco, variando en cada grupo desde un panel rectangular hasta un panel donde el ancho
inferior es la mitad del superior. Como hay veinte casos, existen cuatro grupos de re-
sultados por fibra. Los resultados del panel rectangular coinciden en cualquier fibra y se
corresponden con los cuatro puntos de la gráfica donde están superpuestos varios puntos,
y que coinciden con la formulación. A partir de estos puntos, surgen haces con cuatro
resultados adicionales en cada dirección. Cada haz se corresponde con un valor distinto
de la relación entre el ancho inferior y el ancho superior, siendo mínimo para el punto
más alejado del haz.

Comparando los distintos resultados mostrados en la figura 4.22 se observa que el mejor
ajuste con la fórmula 4.33 se produce cuando se considera la fibra media. La fibra superior
arroja resultados inferiores a la formulación y por lo tanto queda del lado de la inseguri-
dad. La fibra inferior proporciona resultados conservadores, exceptuando en paneles altos
y estrechos (bs=4,h=3), donde los resultados también quedan del lado de la inseguridad.
La fibra a un 40 % de la altura proporciona unos resultados no tan precisos como la fibra
media, pero bastante ajustados y del lado de la seguridad.

Mención aparte merece el caso exento, donde se ha tomado la fibra inferior para el cálculo.
Las tensiones se han calculado como τD = MT/2 ·Ac · tD y la distancia a es el ancho in-
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ferior del cajón (bb). Siguiendo este criterio, se observa como el coeficiente de abolladura
queda muy del lado de la seguridad. Por lo tanto, este método tradicionalmente utilizado
es muy conservador.

En resumen, la localización más precisa para calcular la tensión crítica de abolladura tan-
gencial es la fibra media. No obstante, el cálculo de la tensión crítica a un 40 % de la altura
medido desde la fibra inferior también proporciona unos resultados aceptables. En ambos
casos, se ha tomado como longitud del panel la anchura del diafragma correspondiente a
la altura indicada.

4.3.6.3 Carga críࢢca verࢢcal

La tensión longitudinal crítica de abolladura del diafragma como placa (σcr,p,D) se
puede definir de manera análoga a la tensión crítica tangencial siguiendo también el Eu-
rocódigo EN1993-1-5:

σcr,p,D = σE,s · kσ,p,D (4.34)

En este caso σE,s se define en función de la anchura superior del cajón:

σE,s = 190000 ·
(
tD
bs

)2
(4.35)

El coeficiente de abolladura longitudinal del diafragma (kσ,p,D) depende de las condi-
ciones de contorno del panel y la forma en que se aplica la carga. Cuando el panel está
articulado en todo su perímetro, y la carga se aplica en los lados opuestos del panel, kσ,p,D
se define como:

kσ,p,D =


(
αs + 1

αs

)2
αs ≤ 1

4.00 αs > 1
(4.36)

Donde αs para este caso es el cociente entre la altura y el ancho superior del diafragma
(αs = α = hD/bs).

Sin embargo, en el caso de un diafragma de alma llena, la carga se aplica en el lado
superior, mientras que su lado opuesto, o lado inferior, está descargado, transmitiéndose
la carga por los laterales. Este comportamiento, llevado al límite, es similar al pandeo de
una columna sometida a una carga vertical distribuida en toda su altura. Si se calcula el
pandeo de dicha columna y se compara con una columna de altura equivalente sometida
a la misma carga pero aplicada en los extremos, se obtiene que la altura equivalente es un

167



CAPÍTULO 4. COMPORTAMIENTO Y MODELIZACIÓN DE DIAFRAGMAS

73 % de su altura total.

En base a lo anterior se va a definir αs como un 73 % de α:

αs = 0.73 · α = 0.73 · hD
bs

(4.37)

Para verificar la validez de esta hipótesis se han analizado 18 casos complementarios a
los 20 ya definidos anteriormente. En este caso, todas las secciones analizadas han sido
rectangulares, a fin de evitar la influencia de la forma trapezoidal, que se estudiará más
adelante. La geometría de estos casos complementarios se muestra en la tabla 4.7. Nótese
que los espesores son los mismos ya definidos anteriormente en los casos generales.

Caso Bsup Binf H Caso Bsup Binf H

1 3.00 3.00 1.00 10 6.00 6.00 2.00
2 4.00 4.00 1.00 11 7.00 7.00 2.00
3 5.00 5.00 1.00 12 8.00 8.00 2.00
4 6.00 6.00 1.00 13 3.00 3.00 3.00
5 7.00 7.00 1.00 14 4.00 4.00 3.00
6 8.00 8.00 1.00 15 5.00 5.00 3.00
7 3.00 3.00 2.00 16 6.00 6.00 3.00
8 4.00 4.00 2.00 17 7.00 7.00 3.00
9 5.00 5.00 2.00 18 8.00 8.00 3.00

TABLA 4.7 Casos complementarios

En las 18 geometrías anteriores se ha aplicado el vehículo de 600 kN distribuido en un
ancho de 3 m sobre el eje del diafragma y en el centro del tablero. Además, dicha carga
se ha multiplicado por un factor de 1.35 correspondiente al ELU.

Siguiendo la misma metodología que en el caso de la tensión tangencial se ha obtenido
el coeficiente de abolladura kσ,p,D,mef , y se ha comparado con la fórmula propuesta. Los
resultados se muestran en la gráfica 4.23.

Observando la gráfica se aprecia como el ajuste para αs = 0.73 · α es mucho mejor que
para αs = α. Además, dicho ajuste queda en todos los casos del lado de la seguridad, por
lo que se considera una hipótesis válida.

Después de analizar el caso de una carga centrada y simétrica, se examina el solape entre
vehículos cuando se efectúa una verificación local. Se han supuesto los vehículos se dis-
tribuyen en un ancho de 3 m y que su centro se ubica a 1.25 m del eje del tablero, creando
una situación en la que ambos vehículos se solapan 50 cm. Esta hipótesis resulta en una
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FIGURA 4.23 Coeficiente de abolladura vertical para un vehículo

concentración de cargas en el solape un 67 % superior al caso del vehículo aislado. Los
resultados se muestran en la figura 4.24.
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FIGURA 4.24 Coeficiente de abolladura vertical para dos vehículos solapados

Para esta combinación de cargas, al calcular la carga de diseño como la tensión pico en
el solape, los resultados quedan del lado de la seguridad en todos los casos aplicando
la reducción de αs = 0.73 · α. Además, si se calcula la carga necesaria para obtener el
coeficiente de abolladura calculado en el programa de elementos finitos para el caso de
dos vehículos solapados, se llega a que la carga es, en el peor de los casos, 274 kN/m, lo
cual se corresponde con el caso de un único vehículo factorizado. Por lo tanto, el caso de
verificación local con dos vehículos solapados se puede omitir.

Por último, se ha comprobado cuál es la influencia de inclinar las almas de la sección.
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Para ello se ha vuelto a los 20 casos geométricos definidos en el apartado 4.2.4 y se ha
obtenido su factor crítico αcr,σ,mef . Los resultados se muestran en la figura 4.25.
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FIGURA 4.25 Factor crítico en función de la inclinación de las almas

Al observar la gráfica, se nota que al variar la inclinación de las almas, los resultados
difieren ligeramente. En los casos con diafragmas de 1.5 m, el factor crítico disminuye
ligeramente, mientras que en los casos con diafragmas de 3 m de alto el factor crítico au-
menta. Sin embargo, dado que la metodología empleada para el cálculo de la resistencia
final del diafragma es conservadora, se puede omitir la influencia.

En resumen, para calcular la tensión crítica de abolladura a efectos de cargas verticales, se
debe considerar el 73% de la altura del diafragma. Para el ancho del panel, se recomienda
emplear el ancho superior del cajón independientemente de la forma del diafragma.

4.3.6.4 Carga críࢢca total

Una vez definida la carga crítica vertical y la carga crítica tangencial, el último paso
es calcular la interacción entre ambas. Para ello, el Eurocódigo EN1993-1-5 propone una
fórmula para obtener el factor crítico global (αcr) a partir del factor crítico de las distintas
tensiones. Esta fórmula se define para el caso de una tensión vertical (αcr,σ) y una tensión
tangencial (αcr,τ ) como:

1
αcr

= 1
2 · αcr,σ

+

√√√√( 1
2 · αcr,σ

)2

+
(

1
αcr,τ

)2

(4.38)

Por otra parte, el Eurocódigo EN1993-2 [9] establece la limitación de respiro del alma en
servicio. Dicha limitación se basa en que no se superen las tensiones críticas de abolladura
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en servicio en el alma para evitar que puedan darse fenómenos de fatiga. En este caso, la
verificación es: √√√√( 1

αcr,σ

)2

+
(

1.1
αcr,τ

)2

≤ 1.1 (4.39)

En la figura 4.26 se compara la forma de ambas gráficas, observándose como la fórmula
de respiro del alma resulta menos conservadora.
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FIGURA 4.26 Interacción de cargas críticas en diafragmas rectangulares

Además, en la figura 4.26 se incluyen los resultados de interacción para el modelo de
cálculo (Modelo) y el cálculo empleando la metodología descrita en este apartado (Cálcu-
lo). En primer lugar, se han considerado las 18 geometrías complementarias de diafragmas
rectangulares. Las cargas utilizadas para obtener estos resultados han sido el vehículo de
600 kN, factorizado por 1.35 y centrado, como se describe en 4.3.6.3, y la carga de dis-
torsión causada por un momento torsor de 2000 kN.m.

Los resultados del modelo de cálculo se obtienen directamente del modelo, ya que este
permite obtener el factor crítico de las cargas por separado y combinando ambas cargas
(αcr,mef ). Sin embargo, para representar dichos resultados en la gráfica, es necesario nor-
malizarlos para αcr = 1, por lo que las cargas críticas verticales y tangenciales se han
factorizado por 1/αcr,mef .

En el cálculo utilizando la metodología del presente apartado, los resultados también se
han factorizado por 1/αcr,mef , ya que se deben considerar las mismas cargas aplicadas.
Además, es importante señalar que la tensión crítica tangencial se ha obtenido en la fibra
media.
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Los resultados de la interacción permiten apreciar cómo la curva de interacción del Euro-
código EN1993-1-5 se ajusta mucho mejor al caso del modelo de cálculo. Sin embargo,
cuando se realizan los cálculos empleando metodologías simplificadas para la obtención
de la carga crítica, el factor de seguridad es mayor, y por lo tanto la curva basada en el
respiro del alma del EN1993-2 [9] puede considerarse más ajustada.

Con el fin de valorar la influencia de la inclinación de las almas, el cálculo anterior se ha
repetido para los 20 casos de referencia descritos en el apartado 4.2.4. Los resultados se
muestran en la figura 4.27.
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FIGURA 4.27 Interacción de cargas críticas en diafragmas trapezoidales

La principal conclusión que se puede extraer de la gráfica es que las conclusiones aplica-
bles a diafragmas rectangulares pueden extrapolarse a diafragmas trapezoidales sin nece-
sidad de realizar consideraciones adicionales.

4.3.6.5 Carga críࢢca considerando empotramiento

Hasta ahora se ha supuesto que el diafragma se encuentra articulado en los bordes.
Sin embargo, formulaciones como por ejemplo la del Eurocódigo EN1993-1-5 para car-
gas transversales, basadas en el trabajo de Lagerqvist [133], consideran que el ala y el
alma se encuentran unidos rígidamente también a giro.

Las pruebas realizadas sobre diafragmas rectangulares sugieren que la carga crítica tan-
gencial puede aumentar entre un 10 % y un 37 %. Además, la carga crítica vertical puede
duplicarse en la mayoría de los casos (Aproximadamente αs = 0.44 · α), aunque en este
caso sí que habría que considerar el solape entre vehículos pesados.
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Las pruebas anteriores mostraron una correlación bastante buena utilizando simplifica-
ciones. Sin embargo, en ciertos casos, la interacción entre cargas críticas en no obedeció
a ninguna de las formulaciones presentadas en el apartado 4.3.6.4, quedando del lado de
la inseguridad. Este es uno de los motivos por los que se ha desechado considerar el em-
potramiento en este trabajo.

Otro motivo es la resistencia de la conexión. Si se confía en que la conexión es empotra-
da, se debe tener en cuenta la susceptibilidad ante fenómenos de fatiga. Estos fenómenos
pueden ser causados, por ejemplo, por el paso de vehículos y el giro que dicho paso pro-
voca en la losa, o por la existencia de imperfecciones en el diafragma. Limitando la carga
crítica en el diafragma al caso articulado se consigue limitar los esfuerzos en la conexión,
y por lo tanto hacerla menos susceptible a fenómenos de fatiga

Lo expuesto anteriormente no implica que en fase de proyecto no se pueda considerar el
empotramiento en la conexión. De hecho, en la mayoría de los casos se obtendrán cargas
críticas y últimas superiores. Sin embargo, es importante tener en cuenta consideraciones
adicionales, como por ejemplo:

Obtención de la carga crítica mediante un modelo de elementos finitos completo.

Verificación local del caso de dos los vehículos pesados a 2.5 m entre ejes.

Obtención de la carga última mediante un cálculo no lineal empleando elementos
finitos e imperfecciones.

Análisis de fatiga en las conexiones considerando imperfecciones.

Es importante destacar que los cálculos previos no son propios de un predimensionamien-
to. Por lo tanto, se considerarán los diafragmas articulados en los bordes en este trabajo.

4.3.6.6 Estado Límite Úlࢢmo

Como se ha explicado en la introducción de esta sección, se calculará el ELU del dia-
fragma utilizando el método de las tensiones efectivas descrito en el Eurocódigo EN1993-
1-5. Para verificar el diafragma, se deben seguir estos pasos:

1) Obtención del coeficiente mínimo de amplificación de las cargas para alcanzar
el valor característico de resistencia.

Este coeficiente se denomina αult,k y se puede obtener mediante un criterio de plas-
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tificación del siguiente modo:

1
αult,k

=

√√√√(σEd
fy

)2

+ 3 ·
(
τEd
fy

)2

(4.40)

Donde σEd y τEd son las tensiones longitudinales y tangenciales de diseño respec-
tivamente y fy es el límite elástico del acero.

2) Obtención del coeficiente mínimo de amplificación de las cargas para alcanzar
la carga crítica.
Este coeficiente se denomina αcr y se ha explicado en el apartado 4.3.6.4. Especí-
ficamente, se puede obtener empleando la ecuación 4.38.

3) Cálculo de la esbeltez modificada de la chapa.
La esbeltez modificada de la chapa se denomina λp y se define del siguiente modo.

λp =
√
αult,k
αcr

(4.41)

4) Obtención del coeficiente de reducción de la carga vertical.
El coeficiente de reducción de la carga vertical se denomina ρz y se obtiene tenien-
do en cuenta el comportamiento como panel y el comportamiento como columna
cuando proceda. El coeficiente reductor como panel (ρ) se obtiene a partir de la
esbeltez modificada de la chapa (λp) empleando bien el capítulo 4 del EN1993-1-5
o bien el Anexo B de la misma norma 1. El coeficiente reductor como columna (χc)
se debe calcular cuando la altura del diafragma sea inferior a su ancho. Dicho co-
eficiente se obtiene según lo indicado en el capítulo 4 de la norma, y en su cálculo
se emplea la tensión crítica como columna del panel (σcr,c,D). La altura a considerar
para el cálculo como columna es 0.73 veces la altura del diafragma por los motivos
antedichos, por lo que la tensión crítica como columna se puede obtener como:

σcr,c,D = 190000 ·
(

tD
0.73 · hD

)2
(4.42)

El coeficiente de reducción final de la carga vertical se denomina ρz y se obtiene
según lo indicado en el capítulo de abolladura debida a tensiones normales en ELU
de la norma.

1En este trabajo se va a considerar el Anexo B tanto para tensiones verticales como para tensiones
tangenciales
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5) Obtención del coeficiente de reducción de tensiones tangenciales.
El coeficiente de reducción de tensiones tangenciales se denomina χw y se obtiene
también a partir de la esbeltez modificada de la chapa (λp). Al igual que ocurre con
las tensiones verticales, este coeficiente se puede obtener utilizando el capítulo 5
de la norma EN1993-1-5 o bien el Anexo B de dicha norma.

6) Verificación final.
La verificación final conforme a la EN1993-1-5 se define del siguiente modo para
un diafragma.

(
σEd

ρz · fy/γM1

)2

+ 3 ·
(

τEd
χw · fy/γM1

)2

≤ 1 (4.43)

Donde γM1 es el factor de seguridad.

En el procedimiento descrito anteriormente no se han citado expresamente las fórmulas
para la obtención de los coeficientes reductores, ya que valorar su idoneidad excede el
alcance del presente trabajo. Por lo tanto, se tomarán tal y como se reflejan en la norma.
No obstante, se mostrarán a continuación a título ilustrativo.

En primer lugar, se muestran los factores de reducción para la tensión vertical en la figura
4.28.
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FIGURA 4.28 Coeficientes de reducción en ELU para tensiones normales

Observando la gráfica 4.28, se pueden extraer varias conclusiones. En primer lugar, se
puede apreciar que las diferencias entre el cálculo conforme al capítulo 4 de la norma
(Placa) y el Anexo B son mínimas. Esto implica que el método de cálculo para la reduc-
ción como placa se puede considerar indiferentemente. En el presente trabajo, se va a
considerar el Anexo B.
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Una segunda apreciación bien conocida es que el coeficiente reductor como columna (to-
mando α = 0.21) queda siempre por debajo de la tensión crítica. Por esta razón, en los
marcos en celosía no se realizan consideraciones adicionales acerca de la carga crítica,
mientras que en los diafragmas de alma llena sí se tienen en cuenta.

Como última apreciación, la reserva postcrítica de los paneles esbeltos (λ > 2), como son
la mayoría de los diafragmas intermedios de alma llena, es muy elevada en comparación
con la carga crítica. Por ese motivo, limitar a la carga crítica puede suponer una penaliza-
ción muy importante para este tipo de diafragmas. En concreto, cuando la relación hD/bs
es superior a 0.8 el comportamiento como placa es dominante, mientras que cuando dicha
relación es inferior a 0.2 el comportamiento como placa es despreciable.

En lo que respecta a las tensiones tangenciales, los factores de reducción se muestran en
la figura 4.29.
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FIGURA 4.29 Coeficientes de reducción en ELU para tensiones tangenciales

La gráfica muestra las formulaciones para paneles con extremos rígidos (E.R.) y extremos
no rígidos (E.N.R.). La formulación E.N.R guarda una buena correlación con la formu-
lación del Anexo B, aunque el factor η = 1.2 permite una mayor capacidad en paneles
poco esbeltos.

También se puede observas en la gráfica como la limitación de tensión de la AASHTO
LRFD se corresponde aproximadamente a la carga crítica tangencial. Sin embargo, esto
no sucede en el los Eurocódigos, que permiten una reserva postcrítica importante en pa-
neles esbeltos, al igual que sucedía en el caso de las tensiones normales.

Otro aspecto que no se ha señalado en la metodología anterior son las tensiones de diseño
a considerar. Para calcular la tensión vertical (σEd), es evidente que se puede tomar la

176



4.3. DIAFRAGMAS DE ALMA LLENA

carga vertical distribuida calculada en el apartado 4.3.5 y dividida entre el espesor del
panel. Sin embargo, la carga tangencial (τEd) no es tan evidente.

En la sección 4.3.6.2 se indica que la mejor correlación entre la tensión crítica y la for-
mulación se da para la fibra media. Sin embargo, la norma EN1993-1-5 menciona que
para el cálculo de tensiones normales se debe tomar el punto más desfavorable entre 0.5b
y 0.4a, donde b y a son el ancho y el largo del panel, respectivamente.

Aunque esto no es de aplicación propiamente, las pruebas realizadas sugieren que en pa-
neles trapezoidales considerar las tensiones tangenciales a un 40% de la altura aporta un
nivel de seguridad ligeramente mayor que al considerar la fibra media. Para ilustrarlo se
muestra la gráfica 4.30, donde se comparan los momentos resistentes de los diafragmas
MT,Rd calculados según distintas metodologías:
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FIGURA 4.30 Torsor resistente calculado según distintas metodologías

En la gráfica anterior se comparan cinco metodologías de cálculo:

MEF: Cálculo utilizando un modelo no lineal geométrico y material de elementos
finitos. En este modelo, se ha introducido una imperfección proporcional al modo
de pandeo, con una deformación máxima cuyo valor es el mínimo entre el ancho
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superior y el alto dividido entre 200. Esta metodología se corresponde con el Anexo
C de la norma EN1993-1-5.

EX: Cálculo exento. Se considera la tensión máxima en la fibra inferior supuesto
el diafragma exento y el ancho inferior a efectos de obtención de la tensión crítica
de abolladura. El coeficiente de reducción se ha obtenido considerando el extremo
rígido.

E.R. h/2: Cálculo en la fibra media considerando extremo rígido. Se ha obtenido
la tensión crítica en la fibra media del diafragma y se ha aplicado el coeficiente de
reducción en ELU considerando extremo rígido.

E.N.R. h/2: Cálculo en la fibra media considerando extremo no rígido. Idéntico al
caso anterior, pero aplicando el coeficiente de reducción en ELU correspondiente
a extremo no rígido.

E.R. 0.4h: Cálculo en 0.4 hD considerando extremo rígido. La tensión crítica se
obtiene a un 40 % de la altura del diafragma medida desde la fibra inferior y se ha
aplicado el coeficiente de reducción en ELU considerando extremo rígido.

Las geometrías consideradas son los 20 casos explicados en el apartado 4.2.4.

Al analizar la gráfica 4.2.4 se pueden obtener varias conclusiones. En primer lugar, el
modelo de elementos finitos se encuentra bien calibrado, ya que los resultados para los
diafragmas rectangulares se aproximan para las formulaciones de extremos rígidos. En
este punto indicar que se ha tomado una tensión de plastificación de 355 MPa y que la
curva de comportamiento del material se extiende hasta una resistencia última de 490MPa
para una elongación del 10%. Además, se ha limitado la deformación última del acero al
2.5%, lo cual queda del lado de la seguridad para obtener conclusiones.

Otra conclusión que se puede obtener de la gráfica es que la formulación tradicionalmen-
te empleada, que considera el diafragma exento, queda muy del lado de la seguridad. Lo
mismo ocurre con el caso del extremo no rígido. En cambio, la formulación de extremo
rígido, y la consideración de la fibra media, proporciona resistencias superiores a las cal-
culadas con elementos finitos, y esto se agudiza conforme aumenta la inclinación de las
almas. Por este motivo, no se considera adecuado calcular el diafragma tomando como
referencia la fibra media.

Finalmente, los cálculos realizados empleando la fibra a una altura del 40% del diafrag-
ma son los que mejor correlación guardan con el modelo de elementos finitos, quedando
del lado de la seguridad en la mayoría de los casos. Además, en aquellos casos donde los
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resultados no quedan del lado de la seguridad, la diferencia no es significativa.

En resumen, para verificar los diafragmas en ELU se puede seguir la formulación de ten-
siones críticas del Eurocódigo EN1993-1-5. Para la carga vertical, se puede utilizar la
carga distribuida calculada según el apartado 4.3.5, y se debe tener en cuenta el compor-
tamiento tanto de placa como de columna. En el caso de la carga tangencial, se recomienda
calcular tensiones y dimensiones a un 40% de la altura del diafragma medido desde la
fibra inferior. El procedimiento completo, incluyendo cargas y puntos de verificación se
detallará en el apartado 4.3.7.

4.3.6.7 Limitación respecto la carga críࢢca

En la introducción de este apartado se explicó que, históricamente, un criterio de di-
mensionamiento de este tipo de diafragmas ha sido limitar la carga última a la carga crítica.
El fundamento se puede tratar desde una perspectiva conceptual o cuantitativa.

Desde una perspectiva conceptual, la limitación de la carga crítica se entiende en el ca-
so de los diafragmas de pila, ya que se trata de elementos críticos para la resistencia del
puente, y que además carecen de redundancia. Sin embargo, los diafragmas interiores sí
que se pueden considerar redundantes, ya que habitualmente son varios y sus funciones
pueden ser reconducidas por otros mecanismos. No obstante, valorar cuantitativamente
la capacidad de redistribución de un puente de sección cajón cuando el diafragma falla es
algo que excede el alcance de este trabajo.

Un aspecto que si se puede valorar de manera cuantitativa y empleando modelos simples
es la perdida de rigidez que se produce cuando el diafragma excede su carga crítica. Este
punto es importante, ya que una pérdida dramática de la rigidez al sobrepasar la carga
crítica podría provocar que la rigidez con la que se ha calculado el diafragma no se co-
rresponda con la rigidez real, y consecuentemente, el diseño no sea correcto.

Para ilustrar la evolución de la rigidez, se ha tomado el caso de una sección rectangular
de 6 m de ancho de cajón y 2 m de canto. Se ha comparado el movimiento horizontal en
el vértice superior del cajón conforme aumenta la carga torsora aplicada como distorsión.
En el caso elástico, el movimiento se corresponde con un análisis elástico. En el caso no
lineal, el resultado se corresponde con un análisis no lineal geométrico y material, don-
de se ha considerado una imperfección proporcional al primer modo de pandeo con una
deformación inicial de 10 mm. El caso extrapolado es el resultado de tomar del modelo
no lineal la carga crítica aproximadamente (se ha considerado como punto de paso 6000
kN.m cuando la carga crítica es 6480 kN.m) y su desplazamiento, y extrapolarlo lineal-
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mente. Lo anterior se muestra en la figura 4.31.
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FIGURA 4.31 Relación momento torsor - desplazamiento en diafragma de alma llena

La principal conclusión que se extrae de la gráfica es que, efectivamente, existe una pér-
dida de rigidez al excederse la carga crítica, pero no es dramática. Además, el caso que se
ha tomado es un caso extremo donde la diferencia entre la carga última y la carga crítica
es de casi 3 veces.

Otro aspecto a reseñar es que la rigidez del diafragma disminuye aproximadamente a la
mitad cuando se alcanza la capacidad última. Si se tiene en cuenta que este tipo de diafrag-
mas tienen espesores mínimos en el entorno de los 8 mm, la mitad de su rigidez equivale a
un espesor de 4 mm. Según Park [112] y Lebet [113], este espesor de 4 mm2 es el mínimo
a partir del cual son estables las tensiones debidas a la distorsión. Por lo tanto, aunque
la rigidez se reduzca un 50%, las consecuencias en el diseño deberían ser despreciables,
siempre y cuando el espesor del diafragma sea superior a 8 mm.

Por último, y volviendo al terreno conceptual, se recomienda extender la limitación de
respiro del alma en servicio al diafragma. Es decir:

√√√√( σEd
σcr,D

)2

+ 1.1 ·
(
τEd
τcr,D

)2

≤ 1.1 (4.44)

2En el capítulo 6 se demuestra que 4 mm es muy conservador, y que se puede reducir incluso a menos
de 2 mm.
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Esta limitación permite controlar, al igual que sucede en el alma, fenómenos de fatiga,
mejorando así la durabilidad de los diafragmas. Además, esta limitación también sirve
para controlar que la relación entre la rigidez final y la rigidez elástica no difiera signi-
ficativamente. Aunque se ha estudiado que no debiera resultar importante, tampoco es
conveniente que se pierda el control, ya que no se han estudiado todos los casos.

4.3.6.8 Estado Límite de Servicio y Faࢢga

En este capítulo se ha explicado que se recomienda limitar las tensiones en diafrag-
mas de alma llena a las tensiones críticas en Estado Límite de Servicio (ELS) y que el
diafragma debe calcularse en ELU. Sin embargo, la norma EN1993-2 [9] impone otras
limitaciones, como la tensión de plastificación en servicio o el rango de tensiones en el
ELU de Fatiga.

Sin embargo, este trabajo no se enfocará en el estudio de las plastificaciones locales ni
en el análisis de fenómenos de fatiga debidos a concentración de tensiones. Esto se debe
a dos motivos principales. En primer lugar, los cálculos de predimensionamiento reali-
zados muestran coeficientes de reducción en la tensión de plastificación bastante bajos,
lo que significa que las tensiones en el diafragma en ELU están lejos de las tensiones de
plastificación. Si estos coeficientes no fueran tan bajos, se necesitaría realizar un análisis
completo para estudiar posibles plastificaciones. En segundo lugar, es posible controlar
las concentraciones de tensiones que se forman principalmente en las esquinas mediante
un detallamiento adecuado, sin incrementar significativamente el peso de los diafragmas.

El hecho de no considerar el estudio de las plastificaciones locales ni de la fatiga en es-
te trabajo no es óbice para que en fase de proyecto no sea necesario realizar un cálculo
completo del diafragma en elementos finitos con el fin de comprobar dichos fenómenos.
Además, la necesidad de dejar un paso a través de los diafragmas intermedios también
puede provocar concentraciones de tensiones que deben ser tenidas en consideración, y
que en muchos casos se escapan a cálculos simplificados.

4.3.7 Resumen

Los pasos recomendados para el predimensionamiento de diafragmas interiores de
alma llena son:

1) Determinar las tensiones verticales sobre el diafragma. Para ello es necesario:

a) Calcular la longitud tributaria (Leq) de la sobrecarga según la ecuación 4.29.
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b) Determinar el carril de diseño que afecta al diafragma. Se considerará como
carril de diseño aquel que se ubique en su totalidad entre las almas, con un
margen de 0.5 m a cada lado (el borde del carril puede estar a una distancia
máxima de 0.5 m en la dirección del voladizo). En cualquier caso, se aconseja
tomar como mínimo el carril correspondiente al vehículo de 400 kN conco-
mitante con la distorsión máxima, y otro caso con el vehículo de 600 kN entre
las almas.

c) Calcular la carga vertical de diseño del diafragma (qD) como la suma de las
cargas permanentes (qG)3, la carga debida a la sobrecarga (qsc), que se obtie-
ne multiplicando la sobrecarga de diseño correspondiente al carril (qik) por
la longitud equivalente (Leq), y la carga correspondiente al vehículo pesado
(Qik) dividido entre el ancho del carril (3 m). Además, las cargas se deberán
factorizar para el cálculo en ELU por su factor γi correspondiente.

qD = qG · (γG) +
(2 ·Qik

3
+ qik · Leq

)
· (γQ) (4.45)

d) Obtener la tensión de diseño vertical (σEd) dividiendo la carga de diseño (qD)
entre el espesor del diafragma (tD):

σEd = qD
tD

(4.46)

2) Calcular la tensión tangencial de diseño (τEd) en el diafragma. Esta se calcula a un
40 % de la alturamedida desde la fibra inferior y puede obtener a partir del momento
torsor de diseño empleando la siguiente fórmula:

τEd = MT,Ed · β
2 · h · tD · bs · (0.6 · β + 0.4)

(4.47)

A efectos de cálculo de tensiones tangenciales, en adelante se tomará como ancho
del diafragma:

a = bs · (0.6 · β + 0.4) (4.48)

3) Obtener las tensiones críticas.

a) La tensión crítica vertical como panel se obtiene a partir de la ecuación 4.34.
Se recomienda considerar como longitud de pandeo el 73% de la altura del

3En un puente sin vigas transversales y donde el ancho superior del cajón es inferior al 60% del ancho
total la carga permanente sobre el diafragma es despreciable debido al flector negativo que introducen los
voladizos
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diafragma.

b) Para calcular la tensión crítica vertical como columna, se emplea la ecuación
4.42. Se recomienda considerar el 73% de la altura del diafragma como lon-
gitud de pandeo.

c) La tensión crítica tangencial se toma de la ecuación 4.31 empleando el ancho
anteriormente indicado.

4) Dimensionar en ELU de acuerdo con el método de las tensiones efectivas. Los pasos
se describen someramente en el apartado 4.3.6.6.

5) Comprobar el respiro del diafragma en ELS siguiendo la ecuación 4.44.

Durante la fase de proyecto de detalle, se recomienda realizar un modelo de elementos
finitos refinado con el fin de comprobar plastificaciones locales, especialmente si la forma
trapezoidal del diafragma es acusada.

4.4 Cruz de San Andrés

4.4.1 Introducción

El diafragma en Cruz de San Andrés es un tipo de diafragma en celosía donde en el
que los montantes se disponen en las diagonales del cajón formando una cruz. Este tipo
de diafragmas se complementan habitualmente con un cordón superior y un refuerzo pe-
rimetral.

A diferencia del diafragma de alma llena, los diafragmas en Cruz de San Andrés, y, en
general, cualquier tipología de diafragma en celosía, cuentan con un respaldo normativo
claro. Además, las funciones de cada elemento se pueden descomponer fácilmente y sus
criterios de dimensionamiento resultan claros en la mayoría de los casos.

En general, los esfuerzos en cada elemento del diafragma y los criterios de dimensiona-
miento son los siguientes:

Montantes.

Los montantes, o diagonales, se dimensionan para soportar los esfuerzos debidos
a la distorsión. En esta sección, se explica cómo obtener dichos esfuerzos, que se
corresponden con una compresión y una tracción de idéntico valor en cada una de
las diagonales. El perfil necesario para soportar el esfuerzo de comprensión debe
cumplir con la verificación de inestabilidad.
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En este punto es importante destacar que si la pérdida de efectividad de la sección
debido a la inestabilidad supera el 50%, una solución es considerar que únicamente
actúa el perfil traccionado, pero resistiendo el doble de esfuerzo. En este caso, tam-
bién habría que tener en cuenta que la rigidez del diafragma es la mitad de la rigidez
suponiendo ambos perfiles colaborantes. No obstante, este caso no se considerará
en adelante.

Cordón superior.

En el apartado 4.2.1 se describen las funciones principales de los diafragmas, y en
varias de dichas funciones el cordón superior es el elemento resistente principal.
Resistir la distorsión no es una de esas funciones, ya que el cordón superior no
actúa frente a la distorsión. Por lo tanto, en este apartado se omitirá la influencia
del cordón superior.

Refuerzo perimetral.

El refuerzo perimetral se refiere a los rigidizadores tanto de ala inferior como de
almas que se disponen en el diafragma. Estos se componen de chapas simples o
pequeñas vigas en T, y sus funciones son las propias de los rigidizadores cuyos
criterios de dimensionamiento tanto a nivel de rigidez mínima como de resistencia
se encuentran ampliamente recogidos en la normativa vigente. Por lo general, la
contribución que realizan a la rigidez a distorsión se considera despreciable frente
a la rigidez que proporciona la celosía principal. Por esta razón no se va a considerar
en este apartado la influencia del refuerzo perimetral.

Este apartado se centrará en la distorsión en los montantes. En primer lugar, se va a descri-
bir el modelo de contraste desarrollado en elementos finitos, que servirá de comparación
para la obtención de rigideces y esfuerzos. Posteriormente, se determinará la rigidez del
del diafragma y los esfuerzos debidos a la distorsión en él empleando cálculos simpli-
ficados y un cálculo automatizado, el cual partirá de los desplazamientos de la sección.
Por último, se revisarán los criterios de dimensionamiento, centrándose principalmente
en determinar la longitud crítica de pandeo.

4.4.2 Modelo de contraste

Las características del modelo de contraste siguen siendo las mismas descritas en el
apartado 4.2.4. La particularidad de este tipo de diafragmas es que la celosía está com-
puesta por perfiles de acero. En este caso, se empleará un perfil SHS 100x10, cuya área
es 3492 mm2, en los montantes, y se omitirá el cordón superior debido a que no influye a
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efectos de distorsión. Además, se supone que los montantes se intersectan compartiendo
un nodo y que su unión con la sección del cajón está articulada.

En la figura 4.32 se muestra una imagen del modelo.

FIGURA 4.32 Modelo de contraste de Cruz de San Andrés

En este caso, se ha considerado únicamente la carga debida a la distorsión, la cual se ha
introducido en el modelo conforme a lo descrito en el apartado 4.2.3 y representado en la
figura 4.7.

4.4.3 Rigidez del diafragma

4.4.3.1 Matriz de rigidez

El cálculo de la rigidez del diafragma se obtiene a partir de la matriz de rigidez del
diagrama (Km). Para el cálculo de diafragmas en celosía, se considerará que dicha matriz
está compuesta por elementos tipo barra articulada, también denominados tipo truss,
centrados en el plano del diafragma4. La matriz de rigidez de cada uno de estos elementos
tipo barra (Kb) es:

Kb = E · Ab
Lb

·



1 0 −1 0

0 0 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 0


(4.49)

Donde E es el módulo elástico longitudinal, Ab es el área del perfil y Lb es la longitud de
la barra.

La matriz de transformación de una barra (Tb) que permite el paso de coordenadas locales

4Para consideraciones relativas al empleo de montantes excéntricos se recomienda el informe del TX-
DOT Improved Cross Frame Details for Steel Bridges[134]
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a coordenadas globales se define como:

Tb =



cos(θb) −seno(θb) 0 0

cos(θb) seno(θb) 0 0

0 0 cos(θb) −seno(θb)

0 0 cos(θb) seno(θb)


(4.50)

Donde θb es el ángulo que forma la barra con la horizontal.

Empleando la notación anterior, la matriz de rigidez genérica para un diafragma en celosía
se define como:

Km =
nb∑
b=1

Tb ·Kb · T Tb (4.51)

Donde nb es el número de barras.

Hasta este punto, la definición de la matriz de rigidez es aplicable a cualquier diafragma
en celosía. La particularidad del diafragma en Cruz de San Andrés es que se compone de
dos barras cuyos vértices son los nodos en las diagonales opuestas. Es decir, siguiendo
la notación de la figura 4.3, las barras van de los nodos 1 a 4 y de 2 a 3. A diferencia
del modelo refinado, donde también se estudia la capacidad resistente, se puede omitir su
nodo de intersección, ya que los resultados no varían.

4.4.3.2 Cálculo aproximado

La rigidez del diafragma en Cruz de San Andrés se puede definir de manera aproxi-
mada para la formulación de movimiento vertical unitario como:

KD = 32 · A2
c · E · Ab

b2
b · L3

d

(4.52)

La justificación del cálculo anterior se encuentra en el apéndice B.3.3, y en el siguiente
apartado se muestra como guarda una correlación excelente con el resto de cálculos.

4.4.3.3 Cálculo comparaࢢvo

En este apartado se comparará el cálculo aproximado y el cálculo empleando la ma-
triz de rigidez con el modelo de contraste. Para poder comparar el cálculo empleando la
matriz de rigidez, se obtendrá la rigidez de diafragma (KD) empleando el procedimiento
ya descrito en el apartado 3.7.
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A diferencia del diafragma de alma llena, este tipo de diafragmas, y en general todos los
diafragmas en celosía, no presentan singularidades específicas. Por lo tanto, el cálculo de
su rigidez es directo y se muestra a en la figura 4.33.
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FIGURA 4.33 Rigidez en diafragmas en Cruz de San Andrés

En todos los casos, se puede observar una coincidencia prácticamente total entre los tres
cálculos. Por lo tanto, se considera que tanto la fórmula simplificada propuesta como la
metodología de cálculo matricial son adecuadas.

4.4.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión

4.4.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos

Los esfuerzos en cada una de las barras que componen los diafragmas en celosía se
pueden obtener fácilmente empleando el cálculo matricial de estructuras.

Específicamente, los esfuerzos unitarios en cada uno de los perfiles (Nb,0) se pueden obte-
ner a partir de los desplazamientos unitarios de la sección en los vértices de la barra (UD,ij)
empleando las matrices de rigidez de la barra (Kb) y transformación (Tb) ya definidas en
el apartado 4.4.3.1.



Nb,0

0

−Nb,0

0


= T Tb ·Kb · UD,ij

KD

(4.53)
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El esfuerzo axial final en la barra del diafragma (Nb) se obtiene multiplicando el esfuerzo
unitario por la reacción en el diafragma.

Nb = Nb,0 ·RD = Nb,0 · 2 ·MT

bs
(4.54)

En el caso concreto de los diafragmas en Cruz de San Andrés, los esfuerzos en las barras
son idénticos pero de signo opuesto. Por lo tanto, es suficiente obtener el esfuerzo en una
de las barras.

4.4.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos

Cuando se utiliza una sección simplificada, donde se supone que el alma llega hasta
la fibra media de la losa superior y del ala inferior, el esfuerzo axial en la barra (Nb) se
puede calcular a partir de un momento torsor (MT ) empleando la siguiente fórmula:

Nb = MT · Ld
4 · Ac

· β (4.55)

En la próxima sección de comparativa, se podrá observar cómo los resultados coinciden
con el cálculo matricial para los casos estudiados. Esto se debe a que el valor obtenido
refleja el equilibrio de fuerzas en los nodos, lo cual se puede considerar prácticamente
isostático.

4.4.4.3 Cálculo comparaࢢvo
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FIGURA 4.34 Esfuerzos en diafragmas en Cruz de San Andrés

En la figura 4.34 se comparan los esfuerzos obtenidos en una barra utilizando las dos
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metodologías anteriores con los esfuerzos obtenidos en el modelo de contraste. Se consi-
dera como carga un momento torsor de 1000 kN.m.

Se puede apreciar que los resultados son prácticamente coincidentes en todas las meto-
dologías. Las diferencias observadas son inferiores al 2% entre el modelo de contraste y
los otros cálculos realizados, lo cual se debe a que existe una ligera rigidez de marco que
ha sido despreciada, pero que contribuye mínimamente a la resistencia de la sección.

4.4.5 Criterio de dimensionamiento

En este apartado se ha explicado que únicamente se considerarán esfuerzos axiles en
los diafragmas en celosía. Por lo tanto, el criterio de comprobación de este tipo de diafrag-
mas es el cálculo de inestabilidad de la barra, siendo la longitud de pandeo a considerar
la única fuente de incertidumbre.

En cuanto a la verificación de los diafragmas en Cruz de San Andrés, se pueden consi-
derar, compuestos por dos barras divididas en su intersección, es decir, cuatro barras en
total. Las barras que se encuentran en la misma diagonal comparten axil, por lo que la
verificación de la sección se realiza en la barra más larga de las dos. En secciones trape-
zoidales, esta es la barra superior que va de la intersección al vértice superior.

Para confirmar que la longitud de esa barra se corresponde con la longitud de pandeo, o
longitud crítica, se han calculado los modos de pandeo para los 20 casos estudiados. A
partir de la carga crítica obtenida, se ha determinado la longitud crítica.
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FIGURA 4.35 Longitud de pandeo en diafragmas en Cruz de San Andrés
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Como era de esperar, los resultados de la figura 4.35 muestran que la longitud crítica es in-
ferior a la longitud de la barra superior y, por lo tanto, se puede considerar que la longitud
de la barra superior a efectos de verificación a pandeo queda del lado de la seguridad.

4.5 Diafragma en V

4.5.1 Introducción

El diafragma en V es otro tipo de diafragma en celosía donde los montantes se dis-
ponen en forma de V, uniéndose en el centro del ala inferior. Al igual en el diafragma en
Cruz de San Andrés, el diafragma en V también se complementa habitualmente con un
cordón superior y un refuerzo perimetral.

En el diafragma en Cruz de San Andrés se explicaron, en general, las funciones de los
distintos elementos de los diafragmas en celosía, así como sus criterios de dimensiona-
miento. No obstante, cada tipo de diafragma presenta sus particularidades, por lo que a
continuación se describen las relativas a los diafragmas en V:

Montantes.

Losmontantes de los diafragmas en V cumplen las mismas funciones que las diago-
nales en los diafragmas en Cruz de San Andrés, es decir, resistir fundamentalmente
la distorsión. Por lo tanto, se dimensionan principalmente frente a los esfuerzos
debidos a la distorsión. Además, estos esfuerzos producen una compresión y una
tracción de igual magnitud en cada uno de los montantes. La principal diferencia
radica en que en este caso no se puede omitir el montante a compresión y verificar
únicamente el montante a tracción.

Cordón superior.

El cordón superior no influye a distorsión, al igual que en el diafragma en Cruz de
San Andrés, y por lo tanto se va a ignorar en este apartado.

Refuerzo perimetral.

Además de actuar como rigidizador perimetral, hay que tener en cuenta que el re-
fuerzo del ala inferior contribuye a la transmisión de la carga distorsora hacia los
montantes. No obstante, en este apartado se ignorará su influencia.

En este apartado, se describirá el modelo de contraste y la metodología para la obtención
de la rigidez y esfuerzos en el diafragma, tanto de manera simplificada como de gene-
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ral. Por último, se explicará brevemente el criterio de dimensionamiento de este tipo de
diafragmas.

4.5.2 Modelo de contraste

Una vez más, el modelo de contraste presenta las mismas características descritas en
el apartado 4.2.4. En el caso del diafragma en V, se utilizarán perfiles de acero tipo SHS
100x10 para los montantes, cuyo área es 3492 mm2. Estos montantes se considerarán
articulados en los extremos y se omitirá el cordón superior debido a su nula influencia en
la distorsión.

El modelo se muestra en la figura 4.36.

FIGURA 4.36 Modelo de contraste de diafragma en V

En este caso también se ha considerado solo la carga debida a la distorsión.

4.5.3 Rigidez del diafragma

4.5.3.1 Matriz de rigidez

En el apartado 4.4.3.1 se describe cómo obtener la matriz de rigidez de un entramado
de barras articuladas. Sin embargo, el diafragma en forma de V presenta la particularidad
de tener un nodo adicional en el vértice inferior de la V, lo que significa que se define
empleando cinco nodos en vez de cuatro. Dado que solo se definen los desplazamientos
en los cuatro nodos de los vértices del cajón, es necesario emplear la condensación está-
tica para poder pasar de cinco nodos a cuatro nodos.

Si se denomina Km5 a la matriz de rigidez considerando cinco nodos, esta se puede ex-
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presar como:

Km5 =

K8x8 K8x2

K2x8 K2x2

 (4.56)

Donde ixj denota las dimensiones de la matriz. Es decir, la matriz está compuesta por los
ocho grados de libertad correspondientes a los cuatro vértices de la sección y dos grados
de libertad adicionales debidos al quinto nodo.

Utilizando la notación anterior, se llega a la matriz condensada para los cuatro vértices de
la sección del siguiente modo:

Km = K8x8 −K8x2 ·K−1
2x2 ·K2x8 (4.57)

Empleando la notación de la figura 4.3 se puede observar que las cuatro barras que for-
man el diafragma en V van desde todos los vértices al quinto nodo definido en el centro
del ala inferior. En el caso particular de las barras que unen los vértices inferiores, co-
rrespondientes a la parte tributaria del ala inferior y el rigidizador, se les ha asignado un
área de 106 mm2, lo que implica que se considera que la deformación en el ala inferior es
prácticamente nula.

4.5.3.2 Cálculo aproximado

La rigidez de un diafragma en V para la formulación de movimiento vertical unitario
se puede aproximar mediante la siguiente fórmula:

KD = 8 · A2
c · E · Ab
b2
b · L3

b

(4.58)

Donde Lb es la longitud del montante.

Se refiere a lector al apéndice B.3.5 y para más información.

4.5.3.3 Cálculo comparaࢢvo

Se va a comparar nuevamente la rigidez de diafragma (KD) calculada mediante las
dos metodologías descritas anteriormente con el modelo de contraste. Los resultados se
muestran en la figura 4.37.

Se puede observar como el cálculo aproximado y el cálculo matricial prácticamente obtie-
nen resultados idénticos. Sin embargo, el cálculo en el modelo de contraste proporciona
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FIGURA 4.37 Rigidez en diafragmas en V

un resultado ligeramente inferior. Esto se debe a que la unión con el ala inferior se realiza
en la lámina, y por lo tanto, esta aporta una ligera flexibilidad que no se ha tenido en cuen-
ta. No obstante, si se introdujera un perfil de rigidización en el ala inferior, se observaría
que la rigidez prácticamente sería convergente con el resto de resultados.

En cualquier caso, se considera que la diferencia observada entre el modelo de contras-
te y el resto de resultados no es relevante, por lo que se considera que la metodología
propuesta es adecuada.

4.5.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión

4.5.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos

Lametodología para obtener los esfuerzos a partir de los desplazamientos en los nodos
se describe en el apartado 4.4.4.1. Sin embargo, los desplazamientos en el quinto nodo
son desconocidos y deben deducirse a partir de los desplazamientos en los otros cuatro
nodos.

Empleando la notación del apartado 4.5.3.1, se infiere que el desplazamiento en el quinto
nodo (UD,5) se puede obtener a partir de los desplazamientos en los otros cuatro nodos
(UD) del siguiente modo:

UD,5 = −K−1
2x2 ·K2x8 · UD (4.59)
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Añadiendo los resultados de este quinto nodo al vector de desplazamientos se pueden
obtener los esfuerzos en todas las barras que componen el diafragma.

4.5.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos

El axil en el montante (Nb) se puede calcular de manera simplificada a partir de un
momento torsor (MT ) empleando la siguiente fórmula:

Nb = MT · Lb
2 · Ac

· β (4.60)

4.5.4.3 Cálculo comparaࢢvo

Después de definir las dos metodologías para obtener los esfuerzos, se compararán los
resultados con el modelo de contraste, considerando un momento torsor de 1000 kN.m.
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FIGURA 4.38 Esfuerzos en diafragmas en V

Una vez más, se observa que los resultados son muy similares.

4.5.5 Criterio de dimensionamiento

Como es sabido, el criterio de dimensionamiento de un diafragma en V consiste en
verificar a compresión del montante considerando toda su longitud. Debido a lo obvio de
esta afirmación, no es necesario realizar cálculos adicionales.
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4.6 Diafragma en K

4.6.1 Introducción

El diafragma en K se puede considerar una variante del diafragma en V, donde los
montantes confluyen en el punto medio del cordón superior en lugar de hacerlo en el
centro del ala inferior. Esto significa que la mayoría de los comentarios aplicables al dia-
fragma en V se pueden extender al diafragma en K, aunque se deben realizar algunas
puntualizaciones.

Montantes.

Al igual que en el resto de los diafragmas en celosía, los montantes tienen la función
principal de resistir a la distorsión. Sin embargo, si se decide que el cordón superior
debe soportar la losa por criterio de diseño, los montantes actuarían como apoyo
intermedio del cordón superior. Esto implica que, además de resistir la distorsión,
deben soportar las cargas verticales debidas principalmente a la carga vehicular.

En la sección 4.3.5 se desarrolló la metodología para obtener la carga vertical tri-
butaria de un diafragma de alma llena, pero sus conclusiones se pueden extender a
los diafragmas en K con losa apoyada en el cordón superior.

Cordón superior.

El cordón superior del diafragma debe dimensionarse para resistir los esfuerzos ha-
bituales en los cordones superiores descritos en el apartado 4.4.1. Sin embargo, en
el caso del diafragma en K, también debe resistir los esfuerzos debidos a la dis-
torsión, ya que el cordón superior el encargado de transmitir los esfuerzos de la
sección a los montantes.

El criterio de dimensionamiento varía dependiendo de si el cordón superior se en-
cuentra unido a la losa o no. Cuando el cordón superior esta exento este debe verifi-
carse a inestabilidad. Si está exento, debe verificarse a inestabilidad. Sin embargo,
si dicho cordón se une a la losa superior, la verificación de inestabilidad por axil
desaparece en la configuración de puente terminado, aunque aparecen los esfuerzos
de flexión debidos a la carga viva.

Refuerzo perimetral.

En los diafragmas en K, el refuerzo perimetral actúa únicamente como rigidizador.
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Este apartado seguirá el mismo esquema de los anteriores. Cabe resaltar que se estudia-
rán tanto los casos de losa apoyada en el cordón superior, también denominado cordón
superior mixto, como cordón superior exento.

4.6.2 Modelo de contraste

El modelo de contraste sigue la misma línea que los otros diafragmas en celosía, con
una longitud de sección de 4.5 m y una geometría que se describe en el apartado 4.2.4.

Las barras que componen el diafragma en K son perfiles de acero tipo SHS 100x10 con
un área de 3492 mm2. Se ha supuesto que el nodo superior está en el centro de la losa
superior, y dependiendo de si el cordón superior es mixto o no, se considera que dicho
nodo pertenece a la losa o no. Esta condición de pertenencia a la losa también se extiende
a los nodos que componen la malla de la barra del cordón superior.

En la figura 4.39 se muestra el modelo.

FIGURA 4.39 Modelo de contraste de diafragma en K

En cuanto a las cargas, se ha analizado únicamente la distorsión.

4.6.3 Rigidez del diafragma

4.6.3.1 Matriz de rigidez

La metodología para obtener la matriz de rigidez de un entramado de barras se des-
cribe en el apartado 4.4.3.1, y la metodología para condensar la matriz de rigidez cuando
se incluye un quinto nodo en el apartado 4.5.3.1. Por lo tanto, no es necesario realizar
explicaciones adicionales acerca del cálculo de la matriz de rigidez.

Únicamente merece la pena particularizar que, en el caso del diafragma en K, el cordón
superior puede ser mixto. En este caso, en vez de asignar el valor del área del perfil como
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sucede en el caso exento, se puede asignar un valor de 106 mm2 al área. Esto equivale a
asumir que apenas existe deformación en el cordón superior.

4.6.3.2 Cálculo aproximado

La rigidez de un diafragma en K depende del área del cordón superior (Atb) y el área
del montante (Adb). Utilizando la formulación de movimiento vertical unitario, la fórmula
que estima la rigidez es:

KD = 64 · A2
c · E · Atb · Adb

b2
b · (bs · b2

b · Adb + 8 · L3
b · Atb)

(4.61)

Donde Lb es la longitud del montante.

Si se supone que el cordón superior es mixto, se puede asumir que dicho cordón es infini-
tamente rígido. En tal caso, la rigidez aproximada del diafragma pasaría a calcularse del
siguiente modo:

KD = 8 · A2
c · E · Adb
b2
b · L3

b

(4.62)

Una vez más, en el apéndice B.3.4 se puede encontrar más información.

4.6.3.3 Cálculo comparaࢢvo

En el subapartado anterior se han propuesto las fórmulas para obtener la rigidez, tanto
considerando el cordón superior mixto como exento. En este subapartado se compararán
ambas formulaciones con el modelo de contraste y con el cálculo matricial.

En primer lugar, se muestran los resultados del modelo exento en la figura 4.40. 4.41.

En dicha figura se observa como las rigideces obtenidas son prácticamente coincidentes
en todos los casos. Sin embargo, debido al «punzonamiento» que ejercen las barras en
las láminas que definen la sección, en ciertos casos se puede apreciar que la rigidez del
modelo de elementos finitos es ligeramente menor.

Este fenómeno de «punzonamiento», sumado a la flexibilidad real del cordón superior
mixto, también hace que la rigidez del modelo de elementos finitos sea ligeramentemenor,
como se muestra en la figura 4.41.
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FIGURA 4.40 Rigidez en diafragmas en K exentos
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FIGURA 4.41 Rigidez en diafragmas en K con cordón superior mixto

Es importante destacar que el perfil considerado en el cordón superior es inferior al re-
querido cuando la losa es mixta. Por lo tanto, se considera que la rigidez real esperada
en este tipo de diafragmas estará mucho más cercana al cálculo aproximado de lo que
se muestra en la gráfica anterior. Por ese motivo, se considera que aproximar el cordón
superior mixto a un cordón infinitamente rígido es una hipótesis adecuada. Además, esta
es la hipótesis que establecen la mayor parte de las formulaciones aproximadas de rigidez
consultadas [48][2].
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4.6. DIAFRAGMA EN K

4.6.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión

4.6.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos

La metodología para obtener los esfuerzos a partir de los desplazamientos en los no-
dos se describe en el apartado 4.4.4.1. Además, en el apartado 4.5.4.1 se describe cómo
obtener los desplazamientos en los nodos interiores del diafragma a partir de los despla-
zamientos en los vértices exteriores. Por lo tanto, no se requieren aclaraciones adicionales
para obtener de los esfuerzos en las barras de los diafragmas en K.

4.6.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos

El axil en el montante (Ndb) y en el cordón superior (Ntb) se puede pueden calcular a
partir de un momento torsor (MT ) empleando las siguientes fórmulas:

Ntb =MT · bb · β
4 · Ac

Ndb =MT · Lb · β
2 · Ac

(4.63)

Es importante señalar que estos esfuerzos no dependen del área asignada a las secciones,
por lo que se pueden aplicar tanto al caso de cordones superiores exentos como al de
cordones superiores mixtos.

4.6.4.3 Cálculo comparaࢢvo

En este subapartado se calcularán los esfuerzos en las barras que componen el dia-
fragma debido a la distorsión causada por un momento torsor de 1000 kN.m.

En primer lugar, en la figura 4.42, se comparan los esfuerzos en los montantes cuando el
cordón superior es exento.

En esta figura también se observa cómo la rigidez de marco de la sección actúa ligera-
mente reduciendo los esfuerzos en el modelo de contraste. Sucede lo mismo en el cordón
superior como se muestra en la figura 4.43.

Además, cuando la rigidez es mayor debido a la acción mixta del cordón superior, la di-
ferencia en los esfuerzos en los montantes se reduce, como se muestra en la figura 4.44.

No obstante, en cualquiera de las figuras anteriores se observa como tanto el cálculo ma-
tricial como las fórmulas aproximadas constituyen aproximaciones excelentes.
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FIGURA 4.42 Esfuerzos en montantes de diafragmas en K exentos

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0

50

100

150

200

Caso

F
u
er

za
[k

N
]

Referencia
Matricial

Aproximado

FIGURA 4.43 Esfuerzos en cordón superior de diafragmas en K exentos

4.6.5 Criterio de dimensionamiento

Como es conocido, el criterio de dimensionamiento de un diafragma en K consiste
en verificar la inestabilidad de todas las barras exentas sometidas a compresión. Es de-
cir, se deben verificar los montantes y, en el caso de que el cordón superior esté exento,
dicho cordón superior. En ambos casos, se debe tomar como longitud crítica de pandeo
la longitud completa de la barra hasta el nodo central. Nuevamente, se omiten cálculos
adicionales por lo obvio de las afirmaciones.
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FIGURA 4.44 Esfuerzos en montantes de diafragmas en K mixtos

4.7 Marcos abiertos y cerrados

4.7.1 Introducción

Los marcos abiertos suelen consistir en una sección en T adherida al perímetro del
cajón en su interior. Si dicha sección en T se adhiere también a la chapa de techo, o bien
se dispone una sección doble T bajo la losa superior, el marco pasa a denominarse marco
cerrado.

Utilizando la misma terminología que en los casos previos, este tipo de diafragmas están
constituidos únicamente por un refuerzo perimetral y, en el caso de los marcos cerrados,
un cordón superior. Es decir, no existen montantes que resistan la distorsión, y por lo tan-
to, es el propio refuerzo perimetral y cordón superior el que debe resistir por flexión la
distorsión. Además, estos elementos cumplen todas las funciones descritas en el apartado
4.2.1.

Si se considera el marco estricto requerido por condiciones de rigidización frente a abo-
lladura de las alas y almas, su capacidad y la rigidez que aporta frente a esfuerzos de
distorsión por lo general es baja. Por lo tanto, habitualmente es necesario incrementar la
robustez de dichos marcos. Las soluciones más habituales consisten en incorporar una
rigidización mediante celosía, o bien incrementar las dimensiones de las T adheridas. La
elección de una u otra estrategia será objeto de estudio en el capítulo 6.

A pesar de que los diafragmas de este tipo pueden tener ventajas desde un punto de vista
constructivo, su modelado empleando elementos tipo viga presenta una fuente de incerti-
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dumbre fundamental, que es la contribución de la chapa a la cual se encuentra adherida la
T. Además, el centro de gravedad de las barras que componen el marco no se corresponde
con el perímetro del cajón, y en el caso de vigas de gran canto, la deformación por cortante
puede resultar significativa. Para resolver dichos problemas, se ha limitado la aplicación
de la metodología descrita aquí a cierta altura máxima de los elementos que componen
el marco, y también se han propuesto algunas simplificaciones. Sin embargo, a pesar de
estas limitaciones, no se ha alcanzado el mismo nivel de precisión en cuanto a la rigidez
y esfuerzos de los diafragmas anteriores.

Específicamente, la metodología descrita aquí es válida cuando la altura máxima de
los elementos del marco sea inferior al mínimo entre un cuarto del canto del tablero
o un cuarto de la longitud del panel. El panel puede ser el alma, el ala inferior o bien
el ancho superior del cajón. Si el diafragma propuesto exceda los límites anteriores, se
recomienda obtener su rigidez y resistencia mediante un modelo de elementos finitos tipo
lámina similar al descrito en el apartado de modelo de contraste.

4.7.2 Modelo de contraste

En el modelo de contraste, se consideraron 20 geometrías de sección distintas, tal
como se describe en el apartado 4.2.4. Debido a la incertidumbre en la contribución de
las chapas de la sección, se optó por estudiar cuatro posibilidades en cada una de las 20
geometrías. En total se estudiaron 80 geometrías distintas. Las características adicionales
de cada una de las geometrías se describen en la tabla 4.8, donde h se refiere a la altura
de la sección.

Elemento Caso A Caso B Caso C Caso D
Altura T inferior [mm] h/4 h/5 300 300
Altura T alma [mm] 400 400 300 300
Ancho ala T [mm] 250 200 200 200
Espesor ala T [mm] 20 20 20 20
Espesor alma T [mm] 10 10 10 15

Espesor ala inferior sección [mm] 30 15 30 15
Espesor alma sección [mm] 20 10 20 10

TABLA 4.8 Geometrías de los marcos abiertos estudiados

Cabe indicar que en todos los casos se han estudiado marcos abiertos.

En la figura 4.45 se muestra una imagen del modelo.

En este caso, también se ha considerado únicamente la carga debida a la distorsión.
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FIGURA 4.45 Modelo de contraste de marco abierto

4.7.3 Rigidez del diafragma

4.7.3.1 Matriz de rigidez

El cálculo de la rigidez del diafragma se va a realizar a partir de la matriz de rigidez
del diafragma (Km) empleando elementos tipo viga. La matriz de rigidez (Kv) de cada
uno de estos elementos es:

Kv = E ·
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(4.64)

Donde E es el módulo elástico longitudinal, Av el área de la viga, Iv la inercia de la viga
respecto a su centro y Lv la longitud de la viga medida en el perímetro del cajón.

La matriz de transformación de una viga (Tv) que permite el paso de coordenadas locales
a coordenadas globales se define como:

Tv =



cos(θv) seno(θv) 0 0 0 0

−seno(θv) cos(θv) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 cos(θv) seno(θv) 0

0 0 0 −seno(θv) cos(θv) 0

0 0 0 0 0 1


(4.65)
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Donde θv es el ángulo que forma la viga con la horizontal.

De manera análoga al diafragma en celosía, la matriz de rigidez del marco se define como:

Km =
nb∑
b=1

Tv ·Kv · T Tv (4.66)

Donde nb es el número de vigas.

El procedimiento para obtener la matriz será similar al de un diafragma en celosía. Es
decir, se tomarán como vértices los cuatro extremos del cajón y se considerarán los gra-
dos de libertad correspondientes a los movimientos horizontales y verticales. Debido al
uso de elementos tipo viga, existen doce grados de libertad, por lo que se debe necesario
aplicar una condensación estática para pasar a ocho grados de libertad.

De manera similar a lo descrito en 4.5.3.1, se puede separa la matriz del marco en subma-
trices. En este caso los grados de libertad a condensar son los 4 correspondientes al giro.
Por lo tanto la matriz de rigidez del marco se redefine como:

Km = K8x8 −K8x4 ·K−1
4x4 ·K4x8 (4.67)

En cuanto a las vigas, se considerarán cuatro: una por cada ala y otra por cada alma. En
lo que respecta a las propiedades de las vigas, además del área correspondiente al marco
adherido, se debe sumar una parte correspondiente a la parte tributaria de la chapa o losa
donde se adhiere. En el caso de los marcos abiertos, donde no hay viga metálica superior,
se considera únicamente el área de la parte tributaria de la losa.

En el apartado 4.7.3.3 se discute sobre la anchura que se debe considerar para el cálculo
del área tributaria.

4.7.3.2 Cálculo aproximado

La rigidez de un marco se va a considerar idéntica a la rigidez de marco de la sección
a nivel de formulación. Es decir:

KD = Es · 16 · A2
c

b3
b · bs · bw

· 12 · Is,w
h2 · r1 (4.68)

Donde:

rs =bs · Is,w
bw · Is,s

(4.69a)
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rb =bb · Is,w
bw · Is,b

(4.69b)

r1 =2 + 2 · β + 2 · β2 + rs + rb · β2

β · [(rs + 2) · (rb + 2) − 1]
(4.69c)

La notación empleada se describe en detalle en el apéndice B. Únicamente cabe indicar
que el subíndice w se refiere al alma, s al ala superior y b al ala inferior.

4.7.3.3 Contribución de las chapas

Como se ha explicado anteriormente, un parámetro fundamental es el ancho tributario
de chapa o losa que se considera para el cálculo de la inercia a flexión. Dicho ancho varía
habitualmente en función de si se desea obtener la rigidez del diafragma o se quiere veri-
ficar la sección estructuralmente. Si bien en el primer caso se busca una aproximación lo
más realista posible, en el segundo, el objetivo es mantenerse del lado de la seguridad.

El ancho tributario a efectos de comprobaciones estructurales está normalmente estable-
cido en la normativa. Por ejemplo, la norma EN 1993-1-5 [31] establece que dicho ancho
es 15εt a cada lado del rigidizador, donde t es el espesor de la chapa y ε depende de la
tensión de plastificación del acero. Sin embargo, el ancho tributario para el cálculo de la
rigidez no está tan claro por lo que varios autores han realizado sus propuestas. Algunas
de las más destacadas son:

H. Nakai y C.H. Yoo [34]:min(C/3, SD).

J.P. Lebet y M. A. Hirt [113]: Inercia respecto a la pared de la sección. Se va a
aproximar el ancho como SD.

R. Wright [11]: (SD · tanh(5.6 · SD/bb))/(5.6 · SD · (1 − ν2)/bb).

Donde C es el canto de la sección, SD la separación entre diafragmas, bb el ancho inferior
del cajón y ν el módulo de Poisson del acero.

Con el fin de comprobar qué propuesta es la más aproximada, se van a comparar las cua-
tro alternativas anteriormente citadas con el modelo de contraste. El resultado de dicha
comparación es el ratio entre la rigidez calculada con el cálculo aproximado y la rigidez
calculada con el modelo de elementos finitos. Por lo tanto, si la aproximación es más fle-
xible el ratio será inferior a 1, mientras que si la aproximación es más rígida el ratio será
superior a 1.

Debido al gran volumen de resultados, se ha optado por representarlos en forma de diagra-
ma de barras y bigotes. En dicho diagrama se representan los extremos mediante lineas,
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y los cuartiles centrales mediante barras, siendo la línea central la mediana.
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FIGURA 4.46 Ratio comparativo de rigidez en marcos

Al valorar las distintas opciones, es importante tener en cuenta que sobrevalorar la rigi-
dez puede resultar en reacciones mayores en los diafragmas y tensiones por distorsión
menores. Esto conduce a diafragmas más seguros, pero el diseño quedaría del lado de la
inseguridad a nivel de tensiones. Por lo tanto, esta opción no resulta conveniente, y la
rigidez propuesta por Lebet queda descartada.

Por el contrario, resulta más interesante emplear diafragmas más flexibles con el objetivo
de que las tensiones por distorsión queden del lado de la seguridad. Esto también implica
que los diafragmas recibirán una reacción ligeramente menor, pero aplicando hipótesis
suficientemente conservadoras al diseño, se puede compensar dicha diferencia y lograr
unos esfuerzos de dimensionamiento similares. Concretamente, el hecho de haber repre-
sentado los diafragmas por el contorno de la sección ya implica que los momentos sean
mayores a los reales, y por lo tanto el problema de la reacción ligeramente menor quede
compensado. Además, en el apartado 4.7.4.3 se establecerán otras hipótesis conservado-
ras.

Entre las distintas propuestas, se considera que la más apropiada para el cálculo de la rigi-
dez es la propuesta por Nakai, cuya flexibilidad es, en la mayoría de los casos, menor a la
calculada en el modelo de elementos finitos. Según esta propuesta, el ancho tributario es
el mínimo entre un tercio del canto y la distancia entre diafragmas. Esta propuesta, junto
con la de Wright, es la que aporta resultados más precisos, pero su aplicación es mucho
más simple.
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4.7.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión

4.7.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos

Al igual que sucedía en los diafragmas en celosía, los esfuerzos en las vigas se pueden
obtener aplicando el cálculo matricial de estructuras.

Los esfuerzos en las vigas resultantes son el esfuerzo axil (Nv), el esfuerzo flector (Mv)
y el esfuerzo cortante (Vv). Estos esfuerzos se pueden obtener de manera unitaria a partir
de los desplazamientos en los extremos de la viga (UD,ij) aplicando la siguiente fórmula:



Nv,0

−Vv,0

Mv,0

−Nv,0

Vv,0

Mv,0


= T Tv ·Kv · UD,ij

KD

(4.70)

Donde se ha empleado la notación definida en el apartado 4.7.3.1

Para obtener los movimientos en los extremos de la viga que se emplean en la ecuación
anterior es necesario inferir las rotaciones en los extremos a partir de los movimientos
horizontales y verticales. Esto se realiza empleando la metodología de condensación es-
tática, que se resume en la siguiente fórmula:

UD,θ = −K−1
4x4 ·K4x8 · UD (4.71)

De entre todos los esfuerzos calculados, los que se van a emplear para dimensionar los
marcos son los momentos flectoresMv en los extremos del alma principalmente. Dichos
esfuerzos se obtienen a partir de los momentos unitarios en los extremos como:

Mv = Mv,0 ·RD = Mv,0 · 2 ·MT

bs
(4.72)

4.7.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos

Si se emplea una sección simplificada, los momentos en el vértice superior (Md,t)
e inferior (Md,b) se pueden obtener, tal y como describe Schlaich [17], a partir de las
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siguientes fórmulas:

Mv,t =MT · bb · h · β
4 · Ac

· 1 + β · (2 + rb)
2 + 2 · β + 2 · β2 + rt + rb · β2

Mv,b =MT · bb · h · β
4 · Ac

· 2 + β + rt
2 + 2 · β + 2 · β2 + rt + rb · β2

(4.73)

4.7.4.3 Cálculo comparaࢢvo

En este apartado se compararán los momentos calculados mediante el método matri-
cial, que son análogos a los calculados empleando el método aproximado para una sección
simplificada, y los momentos obtenidos en el modelo de elementos finitos. Dado que el
modelo de elementos finitos está compuesto por láminas, se han integrado las tensiones
para todo el ancho del modelo.

Al igual que sucedió con la rigidez, se representará la comparativa de momentos emplean-
do un diagrama de barras y bigotes, ya que una vez más hay 80 resultados.

En primer lugar se muestran los momentos en el nodo superior en la figura 4.47 y los
momentos en el nodo inferior en la figura 4.48.

Los resultados muestran como los momentos en el nodo superior quedan del lado de la
inseguridad, mientras que los resultados en el nodo inferior se pueden considerar conser-
vadores. Por lo tanto, se propone el momento más desfavorable calculado en ambos nodos
para diseñar el marco por distorsión. Como se muestra en la figura 4.49, esto permite un
diseño del lado de la seguridad. Además, dicha seguridad permite compensar la reducción
en la reacción que se produce debido a la mayor flexibilidad del marco.

El nivel de seguridad anteriormente explicado se da en todos los casos, por lo que el cri-
terio de Nakai de considerar un tercio del canto sigue siendo válido a efectos de cálculo
de esfuerzos.

4.7.5 Criterios de dimensionamiento

El dimensionamiento de los marcos abiertos y cerrados se recoge habitualmente en
las normativas. Por ejemplo, el Eurocódigo 1993-1-5 [31] en su capítulo 9 explica los
criterios de dimensionamiento de rigidizadores transversales, e incluye las cargas para su
dimensionamiento por resistencia, que deberían considerarse en conjunto con los esfuer-
zos de distorsión. En el apartado 6.6.3 se discute la concomitancia de ambos esfuerzos.
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FIGURA 4.47 Ratio comparativo de momentos en el nodo superior
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FIGURA 4.48 Ratio comparativo de momentos en el nodo inferior
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FIGURA 4.49 Ratio comparativo de envolvente de momentos en nodos

209



210



CAPÍTULO 5

Aplicación del elemento finito

5.1 Introducción

Una vez establecidas las bases teóricas del elemento finito desarrollado, el objetivo
de este capítulo es demostrar la validez de dicho elemento mediante ejemplos de verifica-
ción. Para ello, se desarrollarán tres ejemplos que van desde una viga recta y biapoyada,
hasta un puente de tres vanos curvo en planta. En cada uno de los ejemplos, se comparará
la teoría clásica, el elemento finito propuesto y un modelo de láminas 3D.

El primer ejemplo consiste en un puente recto de sección constante de 50 m de luz, 4 m
de ancho, 2 m de canto y 2 m de ancho de cajón. Este ejemplo es de carácter académico
y tiene como objetivo mostrar el grado de ajuste entre la teoría de vigas y los modelos de
láminas, identificando aquellos fenómenos locales que afectan a la comparativa final y
que no son capturados por la teoría de vigas. Tal es el caso por ejemplo de sobretensiones
en las esquinas de los diafragmas o los puntos exactos de introducción de las cargas.

El segundo ejemplo es idéntico al anterior, pero con una curvatura en planta de 100 m.
Con este ejemplo se pretende demostrar la validez del elemento finito propuesto en una
aplicación a un puente curvo teórico. Además, se hará uso del del primer ejemplo para
discernir entre fenómenos locales y globales durante la comparativa de resultados.

El tercer y último ejemplo implica avanzar un paso más en la aplicación del elemento
finito, modelizando un puente con una geometría más realista, aunque de sección cons-
tante. En concreto, se ha modelizado un puente de 3 vanos 40+50+40 m con un radio en
planta de 100 m. El ancho del tablero es de 10 m y el cajón es de tipo trapezoidal con
2 m de canto y un ancho que varía entre los 5 m en la losa y los 3 m en el ala inferior.
Además, se ha incluido la sección de las platabandas superiores, y se ha supuesto que el
cajón metálico está cerrado mediante un espesor equivalente.

No obstante, en primer lugar se explicará la metodología empleada en todos los casos.
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5.2 Metodología

5.2.1 Introducción

Se ha llevado a cabo un proceso de verificación comparando tres tipos de cálculos: el
cálculo según el elemento finito propuesto, el cálculo según la teoría clásica y el cálcu-
lo empleando un modelo de láminas de elementos finitos. El primero de los cálculos se
ha explicado extensamente en los dos capítulos anteriores, por lo que el objeto de este
apartado es explicar la metodología asociada a los otros tipos de cálculo realizados. En
el caso de la teoría clásica, se explicarán las hipótesis realizadas, mientras que en el caso
del cálculo de láminas se explicará cómo se ha pasado de resultados en las láminas a re-
sultados en el eje de la viga.

Asimismo, se explicarán las propiedades materiales en este apartado, ya que serán comu-
nes a todos los ejemplos de verificación.

5.2.2 Teoría clásica

El objetivo del cálculo utilizando la teoría clásica es emular el cálculo que se reali-
za habitualmente en una oficina de proyectos al trabajar con un puente mixto de sección
cajón. Es decir, por una parte se calcularán los esfuerzos y movimientos empleando un
modelo de elementos tipo viga comerciales de seis grados de libertad, también conocido
como cálculo global, y por otro lado se calculará la distorsión como un cálculo de viga
sobre lecho elástico.

Para el cálculo global se empleará el software Sofistik. Aunque este software permite te-
ner en cuenta un séptimo grado de libertad que captura la torsión alabeada, en este caso se
ha limitado el cálculo a seis grados de libertad, ya que es lo más frecuente en los software
comerciales. Además, se ha observado que considerar la torsión alabeada puede conducir
a diferencias mayores en el cálculo de tensiones. En la figura 5.1 se muestra un ejemplo
de uno de los modelos realizados.

Los resultados del cálculo global en cuanto amovimientos son los desplazamientos y giros
en las tres direcciones cartesianas. Los esfuerzos que se obtienen de este tipo de cálculo
son los axiles, flectores, cortantes y torsores. Nótese que al no considerar el séptimo grado
de libertad no se va a considerar el bimomento torsor.

Una vez obtenidos los resultados del cálculo global, se procede a realizar el cálculo de
distorsión. Para ello, se emplea la analogía de la viga sobre lecho elástica según lo ex-
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FIGURA 5.1 Modelo de contraste de elementos finitos tipo viga

puesto en el apéndice B.

Para resolver la viga sobre lecho elástico, se utilizará nuevamente el software Sofistik.
Los parámetros se han calculado empleando una hoja de cálculo y la formulación de mo-
vimiento vertical unitario en el vértice superior. Además, en dicho modelo se han introdu-
cido los diafragmas de manera discreta como apoyos elásticos. En la figura 5.2 se muestra
un ejemplo del modelo de cálculo y un caso de carga.

FIGURA 5.2 Modelo de viga sobre lecho elástico

Como último paso, para obtener las tensiones en los vértices se han sumado las tensiones
debidas a la distorsión a las tensiones debidas al cálculo global.

5.2.3 Modelo de láminas

Los modelos de láminas suelen capturar el comportamiento de las estructuras con una
mayor precisión que los modelos de elementos tipo viga. Sin embargo, presentan el incon-
veniente de que la interpretación de los resultados es más laboriosa, ya que los resultados
se dan en cada uno de los nodos de las láminas y no en el eje de la viga. Por lo tanto, es
necesario transformar los resultados de las láminas en resultados en la viga para poder
comparar los tres tipos de cálculos.

La transformación desde cálculo de vigas a cálculo de láminas se va a realizar empleando
dos técnicas: regresión e integración.
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Ambas técnicas parten de los resultados del modelo de cálculo que, en este caso, van a
ser movimientos y tensiones en los nodos. El modelo de láminas se ha creado de forma
que los nodos principales están dispuestos en las mismas posiciones que los nodos de la
sección en el elemento finito y las paredes se han discretizado empleando el mismo nú-
mero de elementos. Es decir, en el modelo de láminas se han representado los n nodos
que componen una sección incluyendo los nodos en los que se subdivide cada pared. Para
el ejemplo de la sección más simple (Ejemplos 1 y 2), cada sección se ha representado
empleando 48 nodos, y esas secciones se han representado con un espaciamiento de 1 m.
Además, la malla principal se ha subidividido para mayor precisión. La figura 5.3 muestra
una imagen de uno de los modelos de elementos finitos tipo lámina.

FIGURA 5.3 Modelo elementos finitos tipo lámina

Uno de los problemas de los modelos de láminas es su procesado. En este caso se ha em-
pleado la metodología que se describe a continuación.

Para obtener los movimientos en el eje de la viga se empleará la técnica de regresión, y
más concretamente, el método de los mínimos cuadrados. Este método se basa en esta-
blecer una relación entre los movimientos en los nodos del modelo de láminas (vi) y los
movimientos en el eje de la viga (ξj) a través de una matriz que contiene los movimientos
unitarios (ui,j), a la que se le suma un error (ϵ).

(v) = [u] ·
(
ξ
)

+ (ϵ) (5.1)
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Descomponiendo por direcciones la ecuación anterior se puede expresar como:


vx,i

vy,i

vz,i

 =


usx,j,i 0

usy,j,i 0

0 wj,i

 ·

ξj
ζj

+ (ϵ) (5.2)

Donde se ha empleado la misma terminología que en la ecuación 3.20.

Al utilizar el método de los mínimos cuadrados, se obtienen los movimientos en el eje de
la viga del siguiente modo:

(
ξ
)

=
[
[u]t · [u]

]−1
·
[
[u]t · (v)

]
(5.3)

El método de los mínimos cuadrados también se ha utilizado para obtener las resultantes
de cálculo tensional que se definieron en el apartado 3.5.3. Concretamente, la ecuación
3.102 se puede reescribir de forma vectorial como:

σz = S ·RT (5.4)

Donde RT son las resultantes cálculo tensional y S los módulos elásticos de cada resul-
tante.

Empleando la nomenclatura anterior se pueden expresar la relación entre las tensiones en
el modelo de láminas y las resultantes de tensiones como:

(σz) =
[
S
]

·
(
RT
)

+ (ϵ) (5.5)

Y de manera análoga a la ecuación 5.3, se pueden obtener las resultantes de tensiones:

(
RT
)

=
[[
S
]t

·
[
S
]]−1

·
[[
S
]t

· (σz)
]

(5.6)

No obstante, lo anterior no aplica cuando cuando se quieren obtener las resultantes to-
tales (R), ya que estas se definieron en las ecuaciones 3.90 como las integrales de las
tensiones longitudinales (σz) multiplicadas por el alabeo (wi) correspondiente. En estos
casos, se ha realizado una integración numérica mediante la regla del trapecio. Esta regla
permite expresar la integral de tensiones de un determinado esfuerzo (Rj) como la suma
de las tensiones longitudinales en cada nodo (σz,i) multiplicada por el alabeo (wi) y por
una determinada área tributaria. El área tributaria se define como el área del panel (Lp · t)
multiplicado por una función de peso (Wi) que depende del nodo. En este caso, la fun-
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ción de peso adopta un valor de 1/ne en el los nodos interiores y la mitad de este en los
extremos, siendo ne el número de elementos en los que se subdivide el panel. La suma
anterior se realiza para todos nodos (i) de cada panel (p).

Lo explicado anteriormente se puede expresar matemáticamente como:

Rj =
np∑
p=1

nn∑
i=1

σz,i · wj,i · tp · Lp ·Wi (5.7)

Por último, cabe indicar que la sobretensión por distorsión se va a definir como la mitad
de la diferencia de la tensión entre la tensión dos nodos. Es decir:

∆σd = σz,j − σz,i
2

(5.8)

En el caso del ala inferior, por ejemplo, los nodos se corresponderán con los extremos del
panel que materializa el ala inferior.

Es importante señalar que, aunque se denomine sobretensión por distorsión, el término
∆σd no incluye únicamente la distorsión, sino que engloba todos los efectos que ocasionan
diferencias de tensión entre los nodos considerados.

5.2.4 Materiales

Las propiedades de los materiales necesarias para el cálculo son el módulo de elastici-
dad longitudinal (E), el módulo de elasticidad transversal (G), y el módulo de elasticidad
transversal (Es). Concretamente, las propiedades de los tres materiales considerados son:

Material E [MPa] G [MPa] Es [MPa]
Hormigón 30.000 12.500 31.250
Acero 210.000 85.000 222.250

Conexiones 0.1 1e8 1e8

TABLA 5.1 Propiedades elásticas de los materiales

Como material de referencia para la homogeneización de las propiedades se va a consi-
derar el acero, cuyas propiedades elásticas son:

E0 = 210.000 MPa

G0 = 85.000 MPa

Es0 = 222.250 MPa
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5.3 Ejemplo de verificación 1

5.3.1 Descripción de la estructura

El primer ejemplo consiste en un puente biapoyado de 50 m de luz. Su alineación en
planta es recta y dispone de diafragmas cada 10 m, tal y como se muestra en la siguiente
figura:

FIGURA 5.4 Ejemplo de verificación 1: Planta y Alzado

La sección es un cajón mixto compuesto por 6 paneles y 6 nodos. La losa superior tiene un
ancho de 4 m y un espesor de 250 mm. Esta losa superior se divide a su vez en 3 paneles:
dos correspondientes a los voladizos de 1 m a cada lado, y otro correspondiente al ancho
del cajón de 2 m. El ala inferior también mide 2 m y tiene un espesor de 30 mm. Las almas
tienen un espesor de 20 mm y su altura es tal que el canto total de la sección, incluyendo
los espesores de la losa superior y tabla inferior, es 2 m. Es importante mencionar que
cada uno de los paneles anteriores se ha dividido en 8 subpaneles.

En la figura 5.5 se puede observar un esquema de la sección, donde además se ha indicado
la numeración de los nodos y los paneles.

Por último, se han supuesto diafragmas de alma llena de 2mm en los diafragmas interiores
y 20 mm en los diafragmas de apoyos (infinitamente rígidos en el modelo de láminas).
Para el resto de tipologías de diafragmas, estos se han definido con rigidez axial única
en todas las barras, de modo que la rigidez total del diafragma calculada con la sección
simplificada, y que es 2530 MN/m, sea idéntica a la del diafragma de 2 mm. Para alcan-
zar dicha rigidez el área considerada ha sido 22.17 cm2 en el diafragma en Cruz de San
Andrés, 45.34 cm2 en el diafragma en K y 40.99 cm2 en el diafragma en V.
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FIGURA 5.5 Ejemplo de verificación 1: Sección

5.3.2 Propiedades de la sección

El cálculo de propiedades de la sección objeto de estudio, así como la discretiza-
ción empleada y otros parámetros necesarios, se encuentran extensamente detallados en
el apéndice D. En este apartado, se resumen las principales propiedades empleadas en el
elemento finito para la viga recta.

PROPIEDADES DE VIGA RECTA

Flexocompresión

A = 0.277 m2

xg = 0.000 m

yg = 0.777 m

Ix = 0.176 m4

Iy = 0.285 m4

Ixy = 0.000 m4

Torsión

xt = 0.0000 m

xt = −0.0518 m

Jt = 0.1834 m4

It = 0.0173 m6
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FIGURA 5.6 Ej1: Alabeo wt

FIGURA 5.7 Ej1: Deformación angular tt

Distorsión

Id = 0.1162 m6

Kd = 2.98 · 10−5 m2

Jd = 0.0031 m4

Itd = 0.038 m6

Jtd = 0.0031 m4

KD,P = 2528 MN/m

KD,X = 2528 MN/m

KD,K = 2527 MN/m

KD,V = 2527 MN/m
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FIGURA 5.8 Ej1: Estado de fuerzas autoequilibrado

FIGURA 5.9 Ej1: Movimientos de distorsión ud

Nodo udx udy udθ

1 -0.3733 -1.9929 0.9929
2 -0.3733 -1 0.9929
3 -0.3733 1 0.9929
4 -0.3733 1.9929 0.9929
5 1.486 -0.9993 0.4746
6 1.486 0.9993 0.4746

TABLA 5.2 Ej1: Movimientos de distorsión ud
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FIGURA 5.10 Ej1: Alabeo wd

En cuanto a la teoría clásica, las propiedades de flexocompresión son idénticas, así co-
mo el módulo de torsión. Solamente existen pequeñas diferencias en las propiedades de
distorsión, que se enumeran a continuación:

w1 = −w4 = 0.7469 m2

w2 = −w3 = 0.3735 m2

w5 = −w6 = −1.4865 m2

Id = 0.1153 m6

Kd = 2.98 · 10−5 m2

KD = 2530 MN/m

5.3.3 Acciones

En los ejemplos de verificación 1 y 2 se han comprobado 4 casos de carga:

LC 1: Carga simétrica distribuida de 10 kN/m introducida como dos cuchillos de
carga de 5 kN/m en el vértice superior de cada alma.

LC 2: Carga antimétrica distribuida de 10 kN/m introducida como dos cuchillos de
carga de 5 kN/m en el vértice superior de cada alma pero con direcciones opuestas.
El torsor resultante aplicado es 10 kN.m/m y tiene signo positivo.

LC 3: Carga simétrica puntual de 100 kN introducida como dos cargas puntuales
de valor 50 kN en el vértice superior de cada alma en centro de luz.

LC 4: Carga antimétrica puntual de 100 kN introducida como dos cargas puntuales
de valor 50 kN en el vértice superior de cada alma en centro de luz, pero con direc-
ciones opuestas. El torsor resultante aplicado es 100 kN.m y tiene signo positivo.
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5.3.4 Estudio de convergencia

Se ha realizado un estudio de convergencia con el fin de determinar el número de
elementos necesarios. Para ello, se ha estudiado la evolución de la tensión en centro de
luz en el vértice inferior debido a una carga puntual distorsora (LC 4). A continuación
se presentan los resultados que comparan el número de elementos entre diafragmas y la
tensión:

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 602

2.05

2.1

2.15

2.2

Elementos entre diafragmas

σ
z

[M
Pa

]

FIGURA 5.11 Ej1: Estudio de convergencia

Observando la gráfica anterior, se ha determinado que se considerarán 32 elementos entre
diafragmas, ya que los resultados prácticamente se estabilizan en ese punto.

5.3.5 Movimientos

En este apartado se compararán los movimientos principales obtenidos en el eje de
las vigas.

En primer lugar se comparará, en los casos de carga simétricos (1 y 3), la flecha vertical
(Uy). Los resultados se muestran en las figuras 5.12 y 5.13.

Se observa que, en ambos casos, el ajuste del cálculo según la teoría clásica es más preciso
que el del elemento finito propuesto. Esto se debe a que dicha teoría incorpora la deforma-
ción por cortante, mientras que en el elemento finito se trata de una mejora a implementar
en el futuro.

Lo anterior se puede corroborar observando los giros perpendiculares al eje en las figu-
ras 5.14 y 5.15 ya que con prácticamente coincidentes en los tres cálculos. No obstante,
esta diferencia debida a la deformación por cortante no influye de manera relevante en
el cálculo de distorsión ya que en el caso de la viga recta los movimientos se encuentran
desacoplados.
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FIGURA 5.12 Ej1: LC 1: Movimiento vertical Uy
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FIGURA 5.13 Ej1: LC 3: Movimiento vertical Uy
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FIGURA 5.15 Ej1: LC 3: Giro θx
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FIGURA 5.16 Ej1: LC 2: Giro θz
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FIGURA 5.17 Ej1: LC 4: Giro θz
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En cuanto a los giros debidos a la torsión, también se observa que el ajuste entre los tres
cálculos es muy bueno, como se muestra en las figuras 5.16 y 5.17.

La coincidencia en la carga distribuida es total, mientras que en el caso de la carga puntual,
únicamente la teoría clásica presenta una muy ligera diferencia en el punto de introduc-
ción de la carga.

Sin embargo, no sucede lo mismo en los movimientos debidos a distorsión mostrados en
las figuras 5.18 y 5.19.
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FIGURA 5.18 Ej1: LC 2: Distorsión ψd
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FIGURA 5.19 Ej1: LC 4: Distorsión ψd

En este caso, se observa una correlación muy buena en la zona de los diafragmas, mien-
tras que se notan diferencias en la zona donde se introducen las cargas.. Estas diferencias
se deben principalmente a la deformación local que se produce como efecto de la intro-
ducción de la carga, como se puede apreciar en las figuras 5.20 y 5.21, que muestran los
movimientos en centro de luz.
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En cualquier caso, el ajuste mostrado por el elemento finito es prácticamente idéntico al
mostrado por la teoría clásica de la distorsión. Además, como se podrá observar más ade-
lante, a pesar de esta diferencia, el cálculo de esfuerzos y tensional presenta un ajuste muy
bueno.

FIGURA 5.20 Ej 1: LC 2: Comparativa de movimientos en centro luz

FIGURA 5.21 Ej 1: LC 4: Comparativa de movimientos en centro luz
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5.3.6 Esfuerzos

En la definición del elemento finito propuesto se explicó que se obtendrían dos tipos
de esfuerzos: las resultantes de cálculo tensional, que se emplean directamente para cal-
cular las tensiones, y las resultantes totales, que son el resultado de integrar las tensiones
en la sección. El objetivo de este apartado es comparar ambos tipos de esfuerzos entre los
distintos cálculos. Es importante recordar, que en la teoría clásica, se ha supuesto que el
bimomento torsor (Bz) es nulo y que los resultados obtenidos con dicha teoría permiten
el cálculo directo de tensiones, aunque no se indican con el superíndice T .

En primer lugar, se comparan los momentos flectores longitudinales en las figuras 5.22 y
5.22.

Se puede observar que la coincidencia es perfecta en prácticamente todos los casos, ya
se trata de una viga biapoyada isostática. La única excepción es la concentración de ten-
siones que se produce en el punto de introducción de la carga puntual, lo que hace que
el momento flector tensional en el modelo de elementos finitos sea ligeramente mayor,
aunque esto no afecta a ninguna de las conclusiones.

En cuanto a las cargas excéntricas, los resultados principales son los bimomentos torsores
(Bz) y distorsores (Bd). El primero de los bimomentos para los casos de carga excéntricos
se muestra en las figuras 5.24 y 5.25.

Los resultados muestran un ajuste muy bueno entre el elemento propuesto y el modelo
de elementos finitos, especialmente en el caso de las resultantes totales. En el caso de las
resultantes de tensiones, se observan mayores diferencias, aunque estas probablemente se
deban a las alteraciones que se producen en las inmediaciones de los puntos de introduc-
ción de las cargas en el modelo de elementos finitos. En cualquier caso, estas diferencias
no afectan significativamente como se podrá observar en el apartado de tensiones 5.3.7.

Las conclusiones anteriores son igualmente aplicables a los bimomentos distorsores (Bd)
que se muestran en las figuras 5.26 y 5.27.

Los bimomento distorsores sí han podido ser comparados con la teoría clásica. En el caso
del momento distribuido, se puede observar como el resultado es muy similar al del ele-
mento finito propuesto. Mientras que en el caso de la carga puntual, la teoría clásica no
captura tan bien los efectos que se producen en el entorno de las cargas puntuales.
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FIGURA 5.22 Ej1: LC 1: MomentoMx

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0

500

1,000

Posición en la viga [m]

M
x
[k
N
.m

]

EL
ELT

C
MEF
MEFT

FIGURA 5.23 Ej1: LC 3: MomentoMx
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FIGURA 5.24 Ej1: LC 2: Bimomento torsor Bz
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FIGURA 5.25 Ej1: LC 4: Bimomento torsor Bz
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FIGURA 5.26 Ej1: LC 2: Bimomento distorsor Bd
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FIGURA 5.27 Ej1: LC 4: Bimomento distorsor Bd
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5.3.7 Tensiones

A nivel de tensiones, se compararán las tensiones en un vértice superior y un vértice
inferior del alma, debido a que tensiones y cargas son bien simétricas, bien antimétricas.

En primer lugar, se analizarán la tensiones debidas a casos de carga simétricos que se
muestran en las figuras 5.28 y 5.29. En dichas figuras, se observa cómo únicamente en el
punto de introducción de la carga puntual, que es el vértice superior, existe una diferencia
entre las tensiones calculadas en el modelo de elementos finitos y en el resto de las teorías.

Los resultados de los casos de carga excéntricos se muestran en las figuras 5.30 y 5.31.

En las cargas distribuidas, se observan diferencias en el vértice superior, en la zona entre
diafragmas, y en el vértice inferior, en la zona de diafragmas. En el caso del vértice infe-
rior, la diferencia se debe a la concentración de tensiones que se da en las esquinas de los
diafragmas, tal y como se explicó en el apartado 4.3. En cambio, en la zona entre diafrag-
mas, la correlación de las tensiones en el vértice inferior entre el modelo de elementos
finitos y el elemento propuesto es excelente, superando a la de la teoría clásica. Esta es-
casa diferencia en el vértice inferior entre diafragmas sugiere que la diferencia observada
en el vértice superior se deba a la introducción local de las cargas. Se puede observar lo
anterior en la figura 5.32, donde tanto la losa superior como el ala inferior muestran un
ajuste muy bueno, mientras que en el alma se observa una diferencia relevante.

En cuanto a la carga puntual, se observan diferencias nuevamente en los puntos de intro-
ducción local de las cargas y en la zona donde los diafragmas se encuentran más solicita-
dos. En la figura 5.33, se aprecia que la distribución de tensiones en la zona de introduc-
ción local de la carga (centro de luz) es muy irregular, lo que dificulta su captura con la
teoría de vigas. Sin embargo, la buena correlación a nivel de esfuerzos que se observa en
esa zona permite concluir que el ajuste propuesto es preciso dentro de la teoría de vigas.
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FIGURA 5.28 Ej1: LC 1: Tensiones en vértice superior (VS) e inferior (VI)
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FIGURA 5.29 Ej1: LC 3: Tensiones en vértice superior (VS) e inferior (VI)
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FIGURA 5.30 Ej1: LC 2: Tensiones en vértice superior (VS) e inferior (VI)
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FIGURA 5.31 Ej1: LC 4: Tensiones en vértice superior (VS) e inferior (VI)
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FIGURA 5.32 Ej 1: LC 2: Comparativa de tensiones en centro luz

FIGURA 5.33 Ej 1: LC 4: Comparativa de tensiones en centro luz
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5.3.8 Reacciones en diafragmas

El último resultado que se va a comparar son las reacciones en diafragmas. En el caso
de la teoría clásica y del elemento propuesto dichas reacciones son cuantificables ya que
se corresponden con una reacción en un elemento tipo muelle. Sin embargo, en el caso
del modelo de elementos finitos, no es posible obtener dicha reacción por lo que deben
compararse esfuerzos en los elementos que componen el diafragma.

En primer lugar se comparan las reacciones totales en los diafragmas intermedios entre
la teoría clásica y el elemento propuesto. Los resultados se muestran en las figuras 5.34 y
5.35.

De la comparación se deduce que ambos métodos resultan muy similares, aunque son li-
geramente mayores en el caso de la teoría clásica. No obstante, para confirmar la validez
de ambos resultados, es necesario comparar los resultados a nivel de esfuerzos en los dia-
fragmas.

La primera comparativas de esfuerzos se refiere a las tensiones tangenciales en el centro
del diafragma de alma llena. Las figuras 5.36 y 5.37 muestran esta comparativa.

A partir de los resultados obtenidos, se puede concluir que el ajuste logrado con el ele-
mento finito propuesto mejora el de la teoría clásica de distorsión. Además, los resultados
quedan prácticamente del lado de la seguridad en todos los casos.

Los resultados obtenidos en diafragmas compuestos por barras también se muestran a
continuación. En este caso, por simplicidad, solo se muestran resultados para el caso de
carga de carga distribuida. Las figuras correspondientes son 5.38, 5.39 y 5.40.

Los resultados mostrados en las figuras mencionadas anteriormente son consistentes, y
muestran que el elemento finito se correlaciona excelentemente con el modelo de ele-
mentos finitos en todos los casos para diafragmas en celosía. Por lo tanto, los esfuerzos
obtenidos pueden utilizarse para el dimensionamiento de dichos diafragmas.

El último punto de interés es cómo afectan las distintas tipologías de diafragmas a las
tensiones. En el caso del elemento propuesto y de la teoría clásica, los distintos tipos de
diafragmas no afectan, ya que la rigidez es idéntica para los 4 tipos. Sin embargo, en el
modelo de elementos finitos, los resultados pueden variar si la rigidez con la que se mo-
dela el diafragma difiere significativamente de la rigidez supuesta en los modelos tipo
viga.
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FIGURA 5.34 Ej1: LC 2: Reacciones en diafragmas intermedios

1 2 3 4

0

20

40

60

Diafragma

R
ea
cc
ió
n
[k
N
.m
]

EL
C

FIGURA 5.35 Ej1: LC 4: Reacciones en diafragmas intermedios
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FIGURA 5.36 Ej1: LC 2: Tensión tangencial en diafragmas intermedios
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FIGURA 5.37 Ej1: LC 4: Tensión tangencial en diafragmas intermedios
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FIGURA 5.38 Ej1: LC 2: Axil en barras de diafragmas en X intermedios
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FIGURA 5.39 Ej1: LC 2: Axiles en barras de diafragmas en K intermedios
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FIGURA 5.40 Ej1: LC 2: Axil en barras de diafragmas en V intermedios

Para aclarar este punto se muestran en la figura 5.41 las sobretensiones por distorsión en
el ala inferior para los distintos tipos de diafragmas, así como el caso de carga puntual
antimétrica en centro de luz.
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FIGURA 5.41 Ej1: LC 4: Sobretensión por distorsión

Se observa que la única diferencia se da en el vértice de los diafragmas contiguos a la
carga, donde, dependiendo de la tipología, se produce un mayor o menor esfuerzo local.
La relación entre dicha sobretensión y el esfuerzo local debido al diafragma es evidente
en el caso del diafragma en V, donde no existe esfuerzo local en los vértices inferiores.
Por lo tanto, el resultado es prácticamente idéntico a los cálculos empleando el elemento
finito y la teoría clásica de vigas.
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5.3.9 Conclusión

Los resultados mostrados en este ejemplo demuestran la validez tanto de la teoría
clásica utilizada tradicionalmente para el cálculo de la distorsión como del elemento finito
propuesto. Si bien ambos casosmuestran ajustesmuy buenos, el elemento finito propuesto
es ligeramente más preciso en la mayoría de los resultados. Sin embargo, para futuras
investigaciones, es necesario considerar la deformación por cortante.

Otra conclusión obtenida del cálculo realizado es la identificación de zonas donde se
producen fenómenos locales que alteran los resultados. Estas zonas incluyen los vértices
de los diafragmas, cuando se encuentran solicitados, y las zonas de introducción local
de las cargas. En estas zonas hay concentraciones de tensiones que, aunque no alteran
el comportamiento global de la estructura, pueden aumentar significativamente su valor.
Sin embargo, estas sobretensiones se mitigan normalmente mediante un detallamiento
adecuado, o bien se ven reducidas con modelos más refinados.

5.4 Ejemplo de verificación 2

5.4.1 Descripción de la estructura

El segundo ejemplo de verificación es idéntico al primero, con la única diferencia
que la alineación en planta en vez de ser recta ahora es curva, con un radio de 100 m. El
esquema se muestra en la figura 5.42.

FIGURA 5.42 Ejemplo de verificación 2: Planta y Alzado

Tanto la sección como los diafragmas quedaron descritos en el ejemplo de verificación 1,
por lo que se remite al lector al apartado 5.3.1 para más información.
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5.4.2 Propiedades de la sección

En el apartado 5.3.2 se describieron las propiedades de la sección en el caso de la viga
recta. En este apartado se explicarán las propiedades correspondientes a la viga curva.
Para obtener información adicional relativa al proceso de obtención de las propiedades,
consulte el apéndice D.

PROPIEDADES DE VIGA CURVA

Alabeos y deformaciones

FIGURA 5.43 Ej2: Alabeo wcn

FIGURA 5.44 Ej2: Alabeo wcx
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FIGURA 5.45 Ej2: Alabeo wcy

FIGURA 5.46 Ej2: Alabeo wct

FIGURA 5.47 Ej2: Deformación angular tct

FIGURA 5.48 Ej2: Alabeo wcd

240



5.4. EJEMPLO DE VERIFICACIÓN 2

Propiedades

Qc
u = 0.073 m3

Icx = 0.1762 m4

Icy = 0.2849 m4

Ict = 0.0173 m6

Icd = 0.1162 m6

Icu = 0.2079 m4

Icxy = −7.94 · 10−4 m4

Icxt = 3.33 · 10−3 m5

Icxd = 2.91 · 10−3 m5

Icxu = 0.1806 m4

Icyt = −2.1 · 10−5 m5

Icyd = −8 · 10−6 m5

Icyu = −5.9 · 10−5 m4

Ictd = 0.0381 m6

Ictu = 3.40 · 10−3 m5

Icdu = 2.99 · 10−3 m5

J ct = 0.1833 m4

J cd = 3.08 · 10−3 m4

J ctd = 3.08 · 10−3 m4

En lo referente a la teoría clásica, se describieron las propiedades y funciones de alabeo
fueron en el ejemplo 1. La única diferencia en este caso es la aparición del coeficiente de
Dabrowsky, el cual se define como:

η = 1.033

5.4.3 Acciones

Se considerarán las mismas acciones descritas en el ejemplo de verificación 1. Para
obtener más información, el lector debe consultar el apartado 5.3.3.

5.4.4 Estudio de convergencia

Al igual que en el ejemplo de verificación 1, se ha llevado a cabo un estudio de con-
vergencia para determinar el número de elementos requeridos. Se analizó la evolución de
la tensión en centro de luz en el vértice inferior debido a una carga puntual antimétrica
(LC 4), y los resultados se muestran en la figura 5.49.

Se observa nuevamente que se obtiene una estabilización del cálculo con 32 elementos,
aunque existen pequeñas oscilaciones de índole numérica que no resultan relevantes para
el resultado final.
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FIGURA 5.49 Ej2: Estudio de convergencia

5.4.5 Movimientos

En el caso de la viga curva, todos los movimientos se encuentran conectados entre sí,
por lo que para cada caso de carga se mostrarán todos los movimientos principales ob-
tenidos en el eje de las vigas. Se consideran movimientos principales el desplazamiento
vertical, el giro longitudinal, el giro por torsión y la distorsión, mientras que el resto son
movimientos secundarios cuyo valor es despreciable.

Para simplificar el volumen de resultados, se mostrarán únicamente los casos de carga de
carga distribuida centrada (LC 1) y carga puntual antimétrica (LC 4). Concretamente, en
las figuras 5.50 a 5.53 se muestran los resultados de la carga distribuida centrada.

Observando la figura 5.50, se aprecia que el movimiento vertical está ligeramente infra-
valorado debido a que no se ha considerado la deformación por cortante. Esto también se
pone de manifiesto en la figura 5.51, ya que el giro longitudinal sí que resulta idéntico al
calculado en el modelo de elementos finitos.

La falta de consideración de la deformación por cortante también puede haber influido
ligeramente en la diferencia en el giro por torsión entre el cálculo realizado y el modelo
de elementos finitos, tal y como se ilustra en la figura 5.52. No obstante, en los diafragmas
donde la distorsión está restringida, se observa cómo dichas diferencias se reducen. Por
lo tanto, la deformación por cortante no es la causa principal de la diferencia en el giro.

Establecer una causa clara de la diferencia es complicado. No obstante, la causa más
probable que explica la diferencia es la flexión transversal que introduce la curvatura en
planta. Esto significa que las tensiones longitudinales generan unas fuerzas de desviación
horizontales en las almas, lo que provoca flexión transversal adicional a la distorsión. Di-
cha flexión altera la deformada final de la sección, que ya no es la suma de las deformadas
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FIGURA 5.50 Ej2: LC 1: Movimiento vertical Uy
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FIGURA 5.51 Ej2: LC 1: Giro θx
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FIGURA 5.52 Ej2: LC 1: Giro θz
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FIGURA 5.53 Ej2: LC 1: Distorsión ψd
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FIGURA 5.54 Ej2: LC 4: Movimiento vertical Uy
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que se han considerado como base. Por lo tanto, cuando se efectúa la regresión, se produ-
ce una diferencia que afecta tanto al giro como a la distorsión. Esto también explica por
qué los resultados en los puntos donde se ha impedido la flexión transversal, que son los
diafragmas, son prácticamente coincidentes.

La explicación anterior, junto con las deformaciones locales observadas en la viga recta,
también justifica lo que se observa en la deformada por distorsión mostrada en la figura
5.53.

En las figuras 5.54 a 5.57 se presentan los resultados de la carga puntual antimétrica. En
dichas figuras se observa que la relación entre una carga antimétrica y los movimientos
verticales y giros es excelente, lo que mejora sustancialmente lo calculado según la teoría
clásica.
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FIGURA 5.56 Ej2: LC 4: Giro θz

El giro por torsión mostrado en la figura 5.56 también muestra una muy buena correlación
en los tres cálculos realizados.
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FIGURA 5.57 Ej2: LC 4: Distorsión ψd

245



CAPÍTULO 5. APLICACIÓN DEL ELEMENTO FINITO

Por último, en el caso de la distorsión mostrada en la figura 5.57, se puede apreciar cómo
la deformación en el entorno de la carga puntual altera los resultados. Además, la relación
entre el cálculo realizado y la teoría clásica es prácticamente coincidente. Cabe destacar
que, en este punto, que las tensiones longitudinales son mucho menores que en el primer
caso, y por lo tanto, la deformada final se ajusta mejor la las deformadas que componen
la base para efectuar la regresión.

5.4.6 Esfuerzos

En cuanto a los esfuerzos, se compararán los momentos flectores longitudinales (MX)
y los bimomentos torsores (Bz) y distorsores (Bd). Como casos de carga se complemen-
tarán los del apartado anterior, por lo que se mostrarán los resultados de carga distribuida
antimétrica (LC 2) y carga puntual simétrica (LC 3)

En las figuras 5.58 a 5.60 se muestran los esfuerzos debidos a la carga distribuida anti-
métrica.

Observando los tres esfuerzos en conjunto, se puede afirmar que, en términos de resul-
tantes totales, la correlación entre los esfuerzos calculados empleando el elemento finito
y los esfuerzos obtenidos de la integración de esfuerzos son excelentes. Por lo tanto, el
elemento propuesto es capaz de capturar el comportamiento de la viga. Sin embargo, es-
ta correlación no es tan buena en términos de resultantes de tensiones. De todas formas,
el hecho de que las resultantes totales guarden tan buena correlación permite atribuir las
diferencias observadas a fenómenos locales, que ya se observaron en la viga recta, y que
por lo tanto no se pueden atribuir a la curvatura en planta del elemento.

Las conclusiones anteriores se pueden extender a los esfuerzos debidos a la carga puntual
simétrica, que se muestran en las figuras 5.61 a 5.63.
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FIGURA 5.58 Ej2: LC 2: MomentoMx
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FIGURA 5.59 Ej2: LC 2: Bimomento torsor Bz
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FIGURA 5.60 Ej2: LC 2: Bimomento distorsor Bd
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FIGURA 5.61 Ej2: LC 3: MomentoMx

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

0

20

40

Posición en la viga [m]

B
z
[k
N
.m

2 ]

EL
ELT

MEF
MEFT

FIGURA 5.62 Ej2: LC 3: Bimomento torsor Bz
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5.4.7 Tensiones

Los cálculos realizados han mostrado una mejor correlación en los casos de cargas
puntuales que en los casos de cargas distribuidas. Por esta razón, se detallarán los dos
casos de cargas distribuidas.

En primer lugar, se muestran las tensiones en el vértice superior y vértice inferior del alma
para el caso de carga distribuida simétrica tanto en el vértice derecho (VD) como en el
vértice izquierdo (VI). Estos resultados se corresponden con las figuras 5.64 y 5.65.

Al observar los vértices superiores, se puede apreciar que los resultados de los distintos
cálculos resultan muy similares. Sin embargo, en el caso de los vértices inferiores sí que
se observa una mayor diferencia. Aun así, omitiendo los vértices de los diafragmas don-
de se producen concentraciones locales de tensiones, el cálculo efectuado empleando el
elemento finito mejora en precisión a la teoría clásica si se compara con el modelo de
láminas. Cabe destacar que las diferencias en términos absolutos son escasas, ya que son
diferencias en el entorno de los 0.1 MPa en tensiones que llegan hasta los 25 MPa.

Las tensiones debidas a la carga distribuida antimétrica se muestran en las figuras 5.66 y
5.67.

En los vértices superiores se observa una diferencia significativa debido a la introducción
local de las cargas. Sin embargo, en términos absolutos, el valor de dicha diferencia es
escaso porque la tensión máxima prácticamente no supera los 0.5 MPa. Por lo tanto, en
este caso de carga se ha podido apreciar claramente este fenómeno, pero no en el anterior.

Respecto al vértice inferior, se observa que el ajuste entre el elemento finito propuesto y
el modelo de láminas es muy bueno, y mejora sustancialmente al cálculo según la teoría
clásica.

Por último, se muestran las sobretensiones en el ala inferior debidas a la distorsión para
los casos de carga puntuales. Las figuras correspondientes son 5.68 y 5.69.

Como se indicó al principio de este apartado, las cargas puntuales exhibieron una mejor
correlación que las cargas distribuidas en términos de tensiones en ambos casos de car-
ga. Además, se observa que el cálculo realizado empleando el elemento finito propuesto
mejora al realizado según la teoría clásica.
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FIGURA 5.64 Ej2: LC 1: Tensiones en vértices superiores del alma
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FIGURA 5.65 Ej2: LC 1: Tensiones en vértices inferiores del alma
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FIGURA 5.66 Ej2: LC 2: Tensiones en vértices superiores del alma
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FIGURA 5.67 Ej2: LC 2: Tensiones en vértices inferiores del alma
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FIGURA 5.68 Ej2: LC 3: Sobretensión en ala inferior

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

−1

0

1

2

Posición en la viga [m]

∆
σ

z
[M

Pa
]

EL
C

MEF

FIGURA 5.69 Ej2: LC 4: Sobretensión en ala inferior
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5.4.8 Reacciones en diafragmas

El último resultado de comparación son las reacciones en los diafragmas. En el ejem-
plo de la viga recta, se pudo apreciar que la tipología de diafragma no influyó en la preci-
sión en el cálculo. En este caso, se compararán los cuatro casos de carga, pero para cada
caso de carga se considerará un tipo de diafragma distinto.

En primer lugar, se compara el caso de carga de carga distribuida simétrica en un dia-
fragma de alma llena. Los resultados se muestran en la figura 5.70, y se puede observar
que los tres cálculos resultan muy similares. Aunque el resultado del cálculo realizado
empleando el elemento finito es ligeramente inferior al modelo de elementos tipo lámina,
dicha diferencia no es relevante.

El caso de carga distribuida antimétrica y diafragmas en X se muestra en la figura 5.71. En
este caso, se observa como el elemento finito aporta mayor precisión que la teoría clásica,
y además, queda del lado de la seguridad.

El diafragma en K mostrado en la figura 5.72 para el caso de carga puntal simétrica mues-
tra una diferencia relevante en el cordón superior. Esta diferencia se debe a que, cuando
la losa superior se encuentra sometida a una carga axil, el hormigón de la losa tiende a
expandirse en la dirección perpendicular a la compresión por efecto de Poisson, generan-
do una tracción en el cordón superior del diafragma en K. Este fenómeno se ha podido
comprobar en el modelo de elementos finitos completo. No obstante, si se ignora este
efecto los resultados guardan una muy buena correlación.

El último cálculo se refiere al diafragma en V sometido a una carga puntual antimétrica,
cuyos resultados se muestran en la figura 5.73. Una vez más, el elemento finito mejora el
ajuste respecto a la la teoría clásica y permite obtener resultados con un grado de precisión
suficiente.
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FIGURA 5.70 Ej2: LC 1: Tensión tangencial en diafragmas intermedios
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FIGURA 5.71 Ej2: LC 2: Axil en barras de diafragmas en X intermedios
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FIGURA 5.72 Ej2: LC 3: Axiles en barras de diafragmas en K intermedios
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FIGURA 5.73 Ej2: LC 4: Axil en barras de diafragmas en V intermedios

5.4.9 Conclusión

Los resultados presentados en este apartado permiten afirmar que el elemento pro-
puesto es válido para el dimensionamiento de puentes curvos.

Los movimientos guardan una buena correlación con el modelo de elementos finitos. No
obstante, se debe implementar la deformación por cortante en futuras investigaciones.
También se han observado diferencias en el giro y la distorsión, pero la solución pasa por
implementar más modos de deformación transversal, lo cual no se considera pertinente
en este trabajo ya que no afecta al resto de resultados.

Los esfuerzos presentan una correlación excelente en términos de resultantes absolutas.
Además, los esfuerzos tensionales, aunque presentan diferencias, no afectan tampoco sus-
tancialmente al cálculo de tensiones, como lo demuestran las buenas correlaciones alcan-
zadas a nivel de tensiones. Por último, las reacciones en diafragmas también guardan una
correlación muy buena en todos los casos de carga y tipologías de diafragmas.

Cabe señalar también que, en general, el elemento finito propuesto ha exhibido una me-
jor correlación con el modelo de elementos finitos que la teoría clásica. Por lo tanto, se
considera que el elemento propuesto resulta válido para el dimensionamiento de puentes
mixtos curvos de sección cajón. No obstante, esta afirmación se corroborará en el siguien-
te ejemplo, basado en un puente de dimensiones realistas.
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5.5 Ejemplo de verificación 3

5.5.1 Descripción de la estructura

El tercer ejemplo consiste en un puente de tres vanos con un vano central de 50 m y
dos vanos laterales de 40 m. Su alineación en planta es curva y presenta un radio de 100
m. También dispone de diafragmas cada 10 m, como se muestra en la siguiente figura:

FIGURA 5.74 Ejemplo de verificación 3: Planta y Alzado

La sección es un cajón mixto trapezoidal compuesto por 13 paneles y 12 nodos. El ancho
de la losa superior es de 10 m, con dos voladizos laterales de 2.5 m. El espesor de la losa
es 250 mm. El ancho del cajón de varía entre los 5 m en la losa superior y los 3 m en el ala
inferior. El espesor de las almas es 15 mm, mientras que el del ala inferior es 20 mm. El
canto total de la sección, incluyendo espesores de la losa superior y tabla inferior, es 2 m.
La sección también dispone de dos platabandas superiores bajo la losa de hormigón de 0.5
m de ancho, 0.25 m de voladizo exterior y 30 mm de espesor. Entre ambas platabandas
se ha dispuesto una chapa de cierre de 5 mm. Para conectar las platabandas con la losa se
han dispuesto paneles de conexión a la altura de las almas. Todo lo anterior se muestra en
la figura 5.75, donde se indica también la numeración de los nodos principales.

Los diafragmas se han supuesto de alma llena de 2mm de espesor en diafragmas interiores
y 200 mm en diafragmas de apoyos (1,5,10,14). Al igual que en los ejemplos 1 y 2, se
ha bloqueado el movimiento en el modelo de elementos finitos de láminas en los apoyos.
Además, se ha completado el cálculo considerando otras tipologías de diafragmas. En
concreto, se han calculado las otras tres tipologías de diafragmas en celosía, que se han
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FIGURA 5.75 Ejemplo de verificación 3: Sección

definido con rigidez axial única en todas las barras. La rigidez de los diafragmas se ha
igualado a la de un diafragma de 2 mm de espesor equivalente empleando las fórmulas
analíticas para el cálculo de rigidez. Para lograr dicha rigidez, que en este caso es 2255
MN/m, se ha considerado un área de 46.64 cm2 para el diafragma en Cruz de San Andrés,
41.9 cm2 para el diafragma en K y 65.85 cm2 para el diafragma en V.

En cuanto al modelo de cálculo, se han considerado una discretización de 10 barras entre
diafragmas, lo que equivale a 130 barras y 131 nodos.

5.5.2 Propiedades de la sección

En este apartado se describirán las propiedades de la sección estudiada. Para el cálculo,
los paneles se han dividido en ocho subpaneles, excepto las platabandas y las conexiones
que no se han dividido.

PROPIEDADES DE VIGA RECTA

Flexocompresión

A = 0.5295 m2

xg = 0.0000 m

yg = 0.4635 m

Ix = 0.2259 m4

Iy = 3.4915 m4

Ixy = 0.0000 m4
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Torsión

xt = 0.0000 m

tt = 0.1524 m

Jt = 0.4326 m4

It = 0.0578 m6

FIGURA 5.76 Ej3: Alabeo wt

FIGURA 5.77 Ej3: Deformación angular tt

Distorsión

Id = 0.1441 m6

Jd = 0.0017 m4

Kd = 6.196 · 10−6 m2

Itd = 0.0058 m6

Jtd = −0.0034 m4

KD,P = 2541 MN/m

KD,X = 2392 MN/m

KD,K = 2531 MN/m

KD,V = 2531 MN/m
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FIGURA 5.78 Ej3: Fuerzas externas

FIGURA 5.79 Ej3: Movimientos de distorsión ud

Nodo udx udy udθ

1 0.043 1.9849 -0.394
2 0.043 1 -0.394
3 0.043 -1 -0.394
4 0.043 -1.985 -0.394
5 -1.2215 1.7647 -0.4267
6 -1.2215 -1.7647 -0.4267

TABLA 5.3 Ej3: Movimientos de distorsión ud

FIGURA 5.80 Ej3: Alabeo wd
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PROPIEDADES DE VIGA CURVA

Propiedades

Qc
u = −0.0866 m4

Icx = 0.2259 m4

Icy = 3.4915 m4

Ict = 0.0585 m6

Icd = 0.1444 m6

Icu = 0.1245 m4

Icxy = −0.0086 m4

Icxt = 0.0108 m5

Icxd = −0.0082 m5

Icxu = −0.1552 m4

Icyt = −1.257 · 10−3 m5

Icyd = 3.51 · 10−4 m5

Icyu = −9.2 · 10−5 m4

Ictd = 0.0054 m6

Ictu = −7.36 · 10−3 m5

Icdu = 5.62 · 10−3 m5

J ct = 0.4326 m4

J cd = 1.66 · 10−3 m4

J ctd = −3.51 · 10−3 m4

Alabeos y deformaciones

FIGURA 5.81 Ej3: Alabeo wcn

FIGURA 5.82 Ej3: Alabeo wcx
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FIGURA 5.83 Ej3: Alabeo wcy

FIGURA 5.84 Ej3: Alabeo wct

FIGURA 5.85 Ej3: Deformación angular tct

FIGURA 5.86 Ej3: Alabeo wcd
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El cálculo de las propiedades según la teoría clásica se llevó a cabo siguiendo lo indica-
do en el apéndice B. Para adaptar la geometría a la sección simplificada, se asumió que
tanto la platabanda como la chapa de cierre son una única chapa de espesor equivalente
que se superpone con la losa del cajón en la zona entre almas. El espesor equivalente de
dicha chapa es 10.5 mm. Sin embargo, esta hipótesis se hizo únicamente para el cálculo
de distorsión, ya que en el cálculo de flexión se ha podido introducir la sección real.

Estableciendo esta hipótesis, los parámetros considerados en el cálculo de distorsión con-
forme a la formulación de movimiento vertical unitario en el vértice superior son:

w1 = −w2 = 0.1215 m2

w3 = −w4 = −1.7921 m2

Id = 0.135 m6

Kd = 4.96 · 10−6 m2

KD = 2255 MN/m

η = 0.68

5.5.3 Acciones

En el ejemplo de verificación 3 se han comprobado un total de 10 casos de carga con
el objetivo de abarcar las casuísticas más comunes en puentes continuos. La mayor parte
de los casos de cargas se corresponden con carga de tráfico. Para ello, se ha considerado
el LM1 del Eurocódigo EN1991-2 [131], el cual divide el tablero en carriles virtuales. En
este caso, el tablero se ha subdividido en 3 carriles virtuales de 3 m de ancho, dejando
0.5 m de barrera a cada lado. El carril central es coincidente con el eje, mientras que los
carriles laterales se ubican a 3 m del eje.

La subdivisiónmencionada, junto con el resto de cargas permanentes, ha llevado al cálculo
de los siguientes casos de carga:

LC 1: Carga distribuida de 2.4 kN/m2 introducida en toda la superficie del tablero
que emula el pavimento. El objetivo en este caso es estudiar el comportamiento
frente a cargas muertas.

LC 2: Sobrecarga de tráfico en vano central y carril virtual 1 interior. Es decir, en el
vano central, se consideran 9 kN/m2 en el carril interior de la curva y 2.5 kN/m2 en
el resto de carriles. El objetivo es estudiar el momento positivo en el vano central
y su distorsión concomitante.

LC 3: Sobrecarga de tráfico los dos primeros vanos y carril virtual 1 interior. La
distribución transversal es idéntica al caso anterior y el objetivo es estudiar el mo-
mento flector y la distorsión sobre pila.
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LC 4: Sobrecarga de tráfico en vano central y carril virtual 1 exterior. Esta variante
del caso 2 invierte la distribución transversal de carriles. El objetivo es estudiar el
momento positivo en el vano central y su distorsión concomitante.

LC 5: Sobrecarga de tráfico los dos primeros vanos y carril virtual 1 exterior. Esta
variante del caso 3 también invierte la distribución transversal de carriles. Además,
el objetivo vuelve a ser estudiar el momento flector negativo en pila y su distorsión
concomitante.

LC 6: Vehículos pesados en centro de luz del vano central y carril virtual 1 interior.
En este caso, se han dispuesto los tres vehículos pesados en centro de luz del vano
central y centrados en cada respectivo carril, con el objetivo de seguir estudiando el
comportamiento a momento positivo del puente. El vehículo de 600 kN se ha dis-
puesto en el carril interior, mientras que el de 200 kN se ha dispuesto en el exterior
y el de 400 kN centrado.

LC 7: Vehículos pesados en centro de luz del vano 1 y carril virtual 1 interior. La
distribución transversal es idéntica al caso anterior pero en este caso los vehículos
se disponen en el centro de luz del primero de los vanos.

LC 8: Vehículos pesados en centro de luz del vano central y carril virtual 1 exterior.
Esta variante del caso 6 invierte la distribución transversal de vehículos pesados.

LC 9: Vehículos pesados en centro de luz del vano 1 y carril virtual 1 interior. Esta
variante del caso 7, invierte la distribución transversal de vehículos pesados.

LC 10: Hormigonado de la losa. Se supone que el peso de la losa, con una densidad
de 25 kN/m3, actúa sobre la sección metálica. El objetivo es estudiar el comporta-
miento del puente también en construcción.

Las acciones descritas anteriormente son algunas de las cargas verticales más relevantes
que actúan sobre los puentes mixtos de sección cajón. Estas cargas permiten realizar una
comparación completa del elemento finito. Sin embargo, debido al gran número de cargas,
el volumen de información generado en la comparativa es muy extenso. En este ejemplo,
solo se mostrarán los resultados considerados más relevantes.

5.5.4 Movimientos

Revisando los distintos casos de manera global, no se han observado diferencias es-
pecíficas asociadas a un determinado caso de carga. En general, en todos los casos se han
observado comportamientos muy similares. Por ello, se tomará el LC 2, correspondiente
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a una sobrecarga en vano central, como representativo del comportamiento de los movi-
mientos del tablero.

Conforme aumenta el ancho de los tableros, fenómenos como el arrastre y la deforma-
ción por cortante se vuelven más notorios. Esto se observa claramente en las figuras 5.87
y 5.88, ya que la diferencia observada en la flecha vertical es mucho mayor a la observada
en el giro radial de la sección.

No obstante, estas diferencias no afectan sustancialmente al cálculo de tensiones de distor-
sión ni al cálculo de reacciones en diafragmas. Por lo tanto, implementar la deformación
por cortante es una mejora a realizar en el futuro.

En lo que respecta a giros y distorsión, mostrados en las figuras 5.89 y 5.90, sí que se pue-
de observar más claramente la influencia de la curvatura en la deformada por distorsión.

También se aprecia una diferencia sustancial, tanto en términos de rotación como de dis-
torsión, entre el cálculo entre el modelo de elementos finitos tipo lámina y el resto. Sin
embargo, esta diferencia se reduce hasta converger en la zona de diafragmas. Este fenó-
meno puede explicarse como la suma de varios motivos.

El primer motivo que explica las diferencias es que las fuerzas de desviación debidas a
la flexión longitudinal modifican la deformada por distorsión. Es decir, la deformada por
distorsión ya no esta causada por un par de fuerzas verticales en los nodos superiores del
alma, sino que esta causada por fuerzas horizontales proporcionales a las tensiones por
flexión. Esto se justifica en la medida en que la diferencia observada es proporcional al
momento flector en la viga, ya que dicha diferencia tiende a reducirse tanto en los puntos
de inflexión como en los extremos.

También es importante tener en cuenta que las cargas se han introducido en su posición
real y no coinciden encima de las almas. Esto implica la existencia de una flexión trans-
versal que también altera la deformada final transversal, y consecuentemente, el cálculo
de movimientos en el eje de la viga a partir de la metodología de regresión. Sin embargo,
este fenómeno se considera secundario en relación con el primero, ya que si bien la di-
ferencia es mayor en las zonas cargadas, también guarda proporcionalidad con el mayor
momento flector que causa la variación en la deformada transversal.

Por último, el hecho de que las dimensiones de la sección ya sean más importantes im-
plica que, al igual que sucedía en la flecha vertical, exista una deformación secundaria
asociada a la torsión y a la distorsión. No obstante, este fenómeno no se ha cuantificado.
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FIGURA 5.87 Ej3: LC 2: Movimiento vertical Uy
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FIGURA 5.89 Ej3: LC 2: Giro θz
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FIGURA 5.90 Ej3: LC 2: Distorsión ψd

En cualquier caso, las diferencias observadas a nivel de movimientos no alteran sustan-
cialmente el resultado final, tanto a nivel sobretensiones por distorsión como de reacciones
en el diafragma. Por lo tanto, se tratarán como fenómenos secundarios.

5.5.5 Esfuerzos

En términos de esfuerzos, se ha vuelto a observar una buena correlación entre los es-
fuerzos calculados empleando el elemento finito y los esfuerzos obtenidos del modelo de
elementos finitos tipo lámina, con la excepción de las zonas donde se producen concen-
traciones de tensiones. Para ilustrarlo se muestran los principales resultados de los casos
de carga 3 y 6 correspondientes a una carga distribuida interior en los vanos 1 y 2, y a una
carga puntual en el centro de luz del vano 1 respectivamente.

De manera similar al ejemplo, la correlación a nivel de resultantes absolutas vuelve a
ser muy buena, lo que indica que la obtención de esfuerzos mediante el elemento finito
propuesto es fiable. Únicamente en el caso de las resultantes tensionales se observa una
mayor diferencia, aunque los puntos donde se producen estas diferencias son precisamen-
te los puntos donde se producen mayores concentraciones locales de tensiones.

Por lo tanto, se considera que el elemento es adecuado para la obtención de esfuerzos. En
el siguiente apartado se mostrará su efectividad en el cálculo tensional.
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FIGURA 5.91 Ej3: LC 3: MomentoMx
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FIGURA 5.92 Ej3: LC 3: Bimomento torsor Bz
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FIGURA 5.93 Ej3: LC 3: Bimomento distorsor Bd
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FIGURA 5.94 Ej3: LC 6: MomentoMx

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
−1,000

−500

0

500

Posición en la viga [m]

B
z
[k
N
.m

2 ]

EL
ELT

MEF
MEFT

FIGURA 5.95 Ej3: LC 6: Bimomento torsor Bz
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FIGURA 5.96 Ej3: LC 6: Bimomento distorsor Bd
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5.5.6 Tensiones

La comparación de tensiones se centrará en la sobretensión por distorsión en el ala
inferior, ya que se considera que es el resultado más importante.

En primer lugar, se muestran en la figura 5.97 los resultados del caso de carga 1, corres-
pondiente a la carga uniforme repartida, para las distintas tipologías de diafragma.

Observando dicha figura, se pueden extraer varias conclusiones. La primera es que el ele-
mento finito ofrece un ajuste aceptable con el modelo de elementos finitos, mejorando
sensiblemente la precisión de los resultados respecto a la teoría clásica.

Otro aspecto a destacar es que los resultados de las distintas tipologías de diafragmas
son prácticamente coincidentes. La principal diferencia se encuentra en las ubicaciones
de los diafragmas, donde según el tipo de diafragma, puede haber una mayor o menor
concentración de tensiones. La diferencia más importante se encuentra en los diafragmas
en K, mientras que la menor diferencia se da en los diafragmas en V, ya que ninguno de
sus montantes coincide con los vértices inferiores. Por esta razón, de aquí en adelante, se
comparará únicamente el diafragma en V.

Para analizar las cargas de tráfico distribuidas, se consideran los casos de carga 3 y 5, co-
rrespondientes a los vanos 1 y 2 cargados interior y exteriormente respectivamente. Los
resultados se muestran en las figuras 5.98 y 5.99.

Las conclusiones de la comparativa vuelven a ser similares al caso 1: el ajuste mostrado
por el elemento finito es aceptable, y mejora al cálculo realizado según la teoría clásica.
Además, este ajuste es mejor cuando se carga el exterior que cuando se carga el interior.

Por otra parte, se puede concluir de que las cargas interiores producen mayor distorsión
entre diafragmas y en el interior de los vanos, mientras que las cargas exteriores producen
una mayor distorsión en pila. No obstante, cabe señalar que la zona de pila se encuentra
en el modelo de elementos finitos con el movimiento impedido, por lo que se entiende
que parte de la distorsión observada se debe también a la concentración de tensiones que
se produce.

Cuando se comparan las cargas puntuales, se observa una buena correlación entre el ele-
mento finito y el cálculo en el modelo de láminas. Además, se mejora la precisión en
comparación con la teoría clásica, con excepción de diferencias localizadas en los puntos
de introducción de las cargas. También se observa como la mayor distorsión se da cuan-
do la carga es interior y en el punto de aplicación de la carga. Todo lo anterior se puede
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FIGURA 5.97 Ej3: LC 1: Sobretensión por distorsión

0 20 40 60 80 100 120

−5

0

5

Posición en la viga [m]

∆
σ

d
[M

Pa
]

EL
C

MEF V

FIGURA 5.98 Ej3: LC 3: Sobretensión por distorsión
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FIGURA 5.99 Ej3: LC 5: Sobretensión por distorsión
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FIGURA 5.100 Ej3: LC 7: Sobretensión por distorsión
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FIGURA 5.101 Ej3: LC 9: Sobretensión por distorsión
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FIGURA 5.102 Ej3: LC 10: Sobretensión por distorsión
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observar en las figuras 5.100 y 5.101.

Por último, cabe destacar el buen ajuste que se observa durante la fase de hormigonado
de la losa (LC10), tal y como se muestra en la figura 5.102.

5.5.7 Reacciones en diafragmas

Para concluir, se presentarán los resultados de reacciones en diafragmas, entendidos
como esfuerzos en los elementos que componen el diafragma. Se mostrarán varios tipos
de diafragmas indistintamente, ya que la precisión en los resultados es muy similar, espe-
cialmente en los diafragmas compuestos por barras.

En primer lugar, se muestran los resultados del caso de carga distribuida (LC 1) y los
resultados en los diafragmas tipo alma llena (Fig. 5.103) y tipo Cruz de San Andrés (Fig.
5.104).

Observando la primera de las figuras, correspondiente al diafragma de alma llena, se apre-
cia que los resultados del modelo de elementos finitos son ligeramente inferiores a los del
elemento finito propuesto. Sin embargo, esto no sucede en la segunda figura ni en general
en el resto de diafragmas en celosía. Esto se debe a que, como ya se expuso en el capítulo
anterior, en el apartado 4.3.4, en diafragmas trapezoidales de alma llena la distribución
de tensiones es irregular, y por lo tanto los resultados son más difíciles de comparar. No
obstante se mantienen del lado de la seguridad.

En la segunda de las figuras, correspondiente al diafragma en Cruz de San Andrés, se
puede apreciar más claramente cómo los resultados obtenidos mediante el elemento fi-
nito propuesto son prácticamente coincidentes con los del modelo de elementos finitos.
Nótese que se ha promediado la compresión y tracción leídas en el modelo de elementos
finitos en valor absoluto, ya que existen esfuerzos secundarios que producen una diferen-
cia entre el valor absoluto de la compresión y el valor absoluto de la tracción.

La última conclusión que se obtiene al observar las figuras correspondientes a la carga
uniforme es que la teoría clásica sobrevalora las reacciones en diafragmas, y en gene-
ral, presenta mayores diferencias que el elemento finito propuesto. Esto también se podrá
apreciar en el resto de figuras de comparación.

En las figuras 5.105 y 5.106 se muestran los casos de carga correspondientes a la sobre-
carga de tráfico uniforme en el vano central. La primera figura se corresponde con el carril
virtual 1 interior mientras que en la segunda figura el carril virtual 1 es exterior.
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FIGURA 5.103 Ej3: LC 1: Tensión tangencial en diafragmas intermedios
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FIGURA 5.104 Ej3: LC 1: Axil en barras de diafragmas en X intermedios
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FIGURA 5.105 Ej3: LC 2: Axiles en barras de diafragmas en K intermedios
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FIGURA 5.106 Ej3: LC 4: Axiles en barras de diafragmas en K intermedios
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FIGURA 5.107 Ej3: LC 7: Axiles en barras de diafragmas en V intermedios
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FIGURA 5.108 Ej3: LC 9: Axiles en barras de diafragmas en V intermedios
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FIGURA 5.109 Ej3: LC 10: Axil en barras de diafragmas en X intermedios

Analizando los resultados se puede afirmar que cuando la carga se dispone en el interior
de la curva produce mayores reacciones en los diafragmas que la carga principal se ubica
en el exterior. Además, es en este caso de carga interior cuando el elemento finito muestra
una mejor correlación.

Cuando en vez de analizar cargas distribuidas se consideran cargas puntuales en centro
de luz, como es ocurre en las figuras 5.107 y 5.108, el ajuste del elemento finito alcanza
resultados excelentes.

Las figuras 5.107 y 5.108 corresponden a cargas interiores y exteriores, y se observa que
la carga interior produce mayor reacción en los diafragmas.

Por último, en la figura 5.109 se muestran las reacciones en los diafragmas en construc-
ción. Una vez más, se observa como existe un buen ajuste entre el elemento finito pro-
puesto y los resultados del modelo de elementos finitos.

5.5.8 Conclusión

A la luz de los resultados observados, se puede considerar que el elemento finito pro-
puesto es válido para el análisis de puentes mixtos de sección cajón cuando se supone
el tablero de sección constante. Aunque es cierto que se han encontrado discrepancias a
nivel de movimientos, estas no afectan al resto de resultados, ya que han mostrado una co-
rrelación buena. Además, los resultados obtenidos mejoran en precisión a la teoría clásica
de vigas.
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CAPÍTULO 6

Recomendaciones para el control
de la distorsión

6.1 Introducción

El objetivo de este apartado es establecer recomendaciones para controlar la distor-
sión en puentes mixtos de sección cajón. Estas recomendaciones se centrarán en definir
el espaciamiento máximo y la rigidez requeridos para los diafragmas antidistorsión, de
manera que los efectos de la distorsión puedan ser ignorados en el cálculo de la viga.

Las recomendaciones ser obtendrán mediante un cálculo paramétrico en el que se variará
el espaciamiento entre diafragmas y su rigidez para una geometría de puente determinada,
hasta llegar a una disposición que cumpla con un límite de distorsión fijado. En concreto,
se adoptará como criterio que la tensiónmáxima admisible por distorsión no supere en
más de un 10% la tensión longitudinal media. Es decir, de entre los criterios expuestos
en el apartado 2.3.2, se ha optado por seguir el criterio fijado en el Eurocódigo EN1993
Parte 2 [9], ya que es la normativa de aplicación vigente.

El cálculo de la distorsión se realizará empleando el elemento finito desarrollado y justifi-
cado en apartados anteriores. Es importantemencionar que, en dicho elemento, se calculan
no solo los alabeos por axil y flexión, sino también los alabeos por torsión y distorsión,
teniendo en cuenta además la interacción entre estos últimos y los efectos de la curvatura.
Sin embargo, esto no es lo habitual en la literatura técnica existente sobre puentes mixtos,
donde lo más común para calcular las tensiones longitudinales debidas a la torsión y a la
distorsión es ignorar las tensiones debidas a la torsión, y calcular únicamente las tensiones
debidas a la distorsión mediante la analogía de la viga sobre lecho elástico. Esto lleva a
que, tanto la literatura como las normativas, se refieran únicamente a la distorsión para
referirse a las tensiones adicionales a la flexocompresión.
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No obstante, en el apartado anterior se ha demostrado que la respuesta de un tablero mixto
incluye tanto torsión no uniforme como distorsión, además de otros efectos. Por lo tanto,
en este trabajo se considera más adecuado hablar de sobretensión para referirse a lo que
comúnmente se denomina distorsión, aunque, se mencionarán ambos términos indistin-
tamente, salvo que se indique lo contrario.

En cuanto a las recomendaciones propuestas, el estudio se centrará principalmente en ta-
bleros de 11.3 m de ancho. Este valor se considera un valor típico en el diseño de puentes,
ya que dicho ancho es la suma de considerar dos calzadas de 3.5 m de ancho cada una,
dos barreras de 0.65 m de ancho y una suma de arcenes de 3.0 m. Además, se estudiarán
las luces comprendidas entre los 30 y los 90 m, ya que se considera el rango habitual de
aplicación en secciones de tipo cajón. No obstante, las conclusiones pueden ser aplicables
a luces de mayor longitud, ya que se expondrá cómo a partir de los 90 m las propuestas
realizadas tienden a ser conservadoras.

Partiendo del ancho de 11.3 m indicado anteriormente, se realizarán distintas variaciones
en la geometría del puente con el fin de estudiar la relación entre las características del
puente, la disposición de los diafragmas, su rigidez y la sobretensión. En primer lugar, se
estudiarán los puentes en alineaciones rectas, donde se analizará la influencia que tiene
el canto del tablero, la rigidez de los diafragmas y su espaciamiento fundamentalmente.
Posteriormente, se extenderá el análisis a los puentes en alineaciones curvas, donde se
estudiarán las consideraciones adicionales que hay tener en cuenta respecto a lo indicado
para puentes en alineaciones rectas. El último paso consistirá en estudiar la influencia de
la anchura en el cálculo de la distorsión, para lo cual se analizarán puentes ligeramente
más anchos, en concreto alrededor de los 12.8 m. El objetivo es, una vez más, estudiar
cómo afecta la anchura a los criterios definidos para alineaciones rectas. No obstante,
también se estudiarán tableros de gran anchura, que se denominarán tableros singulares,
y que llegarán hasta los 26.6 m de ancho.

Por último, el análisis se completará estudiando criterios complementarios a las reco-
mendaciones anteriores, tales como la sobretensión por fatiga, la susceptibilidad de los
rigidizadores o la tipología más adecuada de diafragmas en función de la geometría de la
sección.

Sin embargo, el primer paso es definir unos conceptos generales aplicables al estudio
realizado.
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6.2 Criterios generales

En este apartado se definirán algunos conceptos generales que se emplearán a lo largo
del presente capítulo.

El primero de los conceptos es la sobretensión (∆σd), que se define como la diferencia
de tensión entre los vértices de un mismo ala, entendiendo las dos platabandas superiores
como un ala única:

∆σd = σz,j − σz,i
2

(6.1)

Además, empleando las mismas tensiones, la tensión media en el ala (σm) se define como:

σm = σz,j + σz,i
2

(6.2)

Por lo tanto, se adoptará el criterio de que se puede ignorar la distorsión cuando el ratio
entre la sobretensión y la tensión media (∆σ) sea inferior al 10%:

∆σ = ∆σd
σm

< 10 % (6.3)

En cuanto a la rigidez de los diafragmas, se utilizará con el concepto de espesor equiva-
lente de diafragma (teq). Dicho espesor equivalente se define como la comparación entre
la rigidez de un diafragma cualquiera (KD) con la rigidez de un diafragma de alma llena
(KD,WP ) de espesor 1 mm. Es decir:

teq[mm] = KD

KD,WP (1[mm])
(6.4)

Se trata de un concepto previamente empleado por diversos autores, que permite la compa-
ración entre diferentes tipologías de diafragma para una misma geometría. Además, tiene
otra ventaja: presenta un orden de magnitud similar independientemente de la geometría,
lo que permite la comparación entre puentes de distintos anchos o luces, por ejemplo.

En cuanto a las reacciones en los diafragmas, se empleará la relación entre la reacción
calculada empleando el elemento finito y la torsión de diseño por resistencia T . Para po-
der compararlas, se representará la reacción en términos de torsor, por lo que la relación
se define como:

T = RD · bs
2 ·MT,r

· 100[ %] (6.5)
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En la ecuación anterior, el torsor de diseño por resistencia (MT,r) se define como la su-
ma del esfuerzo torsor tributario debido al LM1 del Eurocódigo (EN1991 Parte 2 [131])
factorizado y a los efectos de la curvatura. Es decir, en tableros donde no existe curva-
tura en planta el torsor de diseño por resistencia es el resultado de sumar la totalidad del
peso de los carros que producen torsión positiva, multiplicados por su excentricidad, y
la sobrecarga uniforme distribuida en la mitad del tablero, multiplicada por la longitud
entre diafragmas antidistorsión (SD) y por su excentricidad; y todo ello multiplicado por
el factor de seguridad en ELU. Cuando el tablero es curvo en planta, se debe añadir la
parte tributaria correspondiente el momento flector en ELU (MEd) según lo indicado en
el apéndice B.

Expresado matemáticamente para un ancho entre barreras(br), el torsor de diseño por re-
sistencia (MT,r) en este caso es:

MT,r = 1.35 · SD ·
(

19.5 ·
(
br
2

− 1.5
)

+ 2.5 · b
2
r

8

)

+1.35 ·
(

600 ·
(
br
2

− 1.5
)

+ 400 ·max
(
br
2

− 4.5, 0
)

+ 200 ·max
(
br
2

− 7.5, 0
))

+MEd · SD
R · β

(6.6)

Una vez definidos los conceptos generales, se procede a mostrar el estudio realizado.

6.3 Tablero recto

6.3.1 Introducción

En primer lugar, se analizarán los criterios para el diseño de diafragmas interiores de
puentes en alineaciones rectas.

Este análisis se realizará mediante el estudio de puentes de tres vanos con una luz principal
que varía entre los 30 m y los 90 m en intervalos de 15 m, y luces laterales equivalentes
al 80% de la luz principal. Para todos los casos se ha considerado tablero de canto cons-
tante, y en los puentes con una luz principal de 60 m, 75 m y 90 m se ha considerado la
posibilidad de canto variable. Para cada una de las luces anteriores se estudiarán 6 espa-
ciamientos entre diafragmas interiores. Además, para cada uno de los espaciamientos, se
considerarán 8 rigideces de diafragmas. En total se estudiarán 384 casos.

El resultado de este análisis serán unas gráficas que indicarán la relación entre el espa-
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ciamiento, la rigidez y la sobretensión. También se mostrarán las reacciones máximas en
diafragmas en cada caso. Por último, a partir del procesado de las gráficas anteriores, se
establecerán unas recomendaciones para el diseño de los diafragmas interiores.

6.3.2 Metodología

Antes de exponer los resultados, es necesario definir los pasos que se han seguido
hasta su consecución. Los principales se muestran en el siguiente listado:

1) Definición de las geometrías objeto de estudio.

2) Cálculo y dimensionamiento de las secciones del puente.

3) Cálculo y dimensionamiento de los diafragmas interiores.

4) Cálculo iterativo y obtención de resultados.

A continuación se desarrolla cada uno de los pasos anteriores.

6.3.2.1 Definición de las geometrías objeto de estudio

Con el fin de definir las geometrías objeto de estudio, se ha utilizado un tablero de
11.3 m de ancho y un puente de tres vanos como caso típico de puente mixto. Esta con-
figuración permite su extrapolación tanto a puentes de múltiples vanos como a tableros
de doble calzada con anchos ligeramente distintos. Por lo tanto, la geometría de partida
seleccionada permite abarcar un rango amplio de utilización de los puentes mixtos.

En cuanto a las luces, se ha optado por que la luz principal (L) varíe entre los 30 m y los
90 m, ya que este es el rango de utilización habitual de los puentes mixtos. Además, se ha
determinado que la luz de compensación (Ll) a cada lado sea el 80% de la luz principal.
Las luces principales se han variado en intervalos de 15 m, por lo que se han considerado
los 5 casos que se muestran en la tabla 6.1.

Caso L [m] Lt [m] Ll [m] C [m] Cv [m] Cp [m]
1 30 78 24 1.5 − −
2 45 117 36 1.75 − −
3 60 156 48 2.4 1.5 3
4 75 195 60 3 2 3.5
5 90 234 72 3.6 2.5 4.5

TABLA 6.1 Luces y cantos considerados

La tabla 6.1 utiliza la nomenclatura mostrada en las figuras 6.1 y 6.2, para los casos tanto
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FIGURA 6.1 Casos de canto constante

FIGURA 6.2 Casos de canto variable

de canto constante como canto variable.

Como se puede observar, el número total de casos finales en términos de luces y cantos
son 8, ya que se suman 3 casos debidos a la consideración de canto variable a los 5 casos
de canto constante.

En cuanto a la esbeltez del tablero, se han utilizado ratios canto-luz (C/L) habituales para
esta tipología. En los casos de canto constante, se ha optado por esbelteces en el entorno
de L/25 respecto a la luz principal. Únicamente en el caso de la luz de 30 m se ha fijado el
canto mínimo en 1.5 m para que resulte inspeccionable. Para los casos de canto variable,
las esbelteces son aproximadamente L/20 en pila y L/40 en centro de luz.

Luego, para cada una de las distribuciones de luces se han definido 6 distribuciones dis-
tintas de diafragmas antidistorsión. El criterio ha sido fijar un mínimo de 2 diafragmas
intermedios por vano y variar de uno en uno hasta los 5 diafragmas por vano, ya que es
en este entorno donde la mayoría de autores coinciden que esta el número mínimo de
diafragmas requeridos. Además, se han estudiado los casos de aproximadamente 7 dia-
fragmas por vano, y el caso un diafragma cada 3-4.5 m. El número exacto resultante de
diafragmas por caso en el vano central se muestra en la tabla 6.2.

En la tabla 6.3 se muestra el espaciamiento entre diafragmas que resulta de considerar el
número de diafragmas indicado en la tabla 6.2.

Por último, se ha definido la disposición de los rigidizadores transversales de alas y al-
mas. Para ello, cada uno de los espaciamientos anteriores se ha subdividido en segmentos
en el entorno de los 3-4.5 m, ya que este se considera que es un espaciamiento habitual
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Caso 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
1 2 2 2 2 2
2 3 3 3 3 3
3 4 4 4 4 4
4 5 5 5 5 5
5 7 9 7 7 7
6 8 11 14 17 19

TABLA 6.2 Número de diafragmas en vano principal

Caso 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
1 10 15 20 25 30
2 7.5 11.25 15 18.75 22.5
3 6 9 12 15 18
4 5 7.5 10 12.5 15
5 3.75 4.5 7.5 9.38 11.25
6 3.33 3.75 4 4.17 4.5

TABLA 6.3 Espaciamiento de diafragmas en vano principal en metros

para los rigidizadores tanto del alma como del ala inferior. Como consecuencia de dicho
espaciamiento, en el caso 6 de espaciamiento entre diafragmas coincide con un diafragma
cada rigidizador.

La tabla 6.4 muestra los espaciamientos entre rigidizadores en el vano principal.

Caso 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
1 3.33 3.75 4 4.17 3.75
2 3.75 3.75 3.75 3.75 3.75
3 3 4.5 4 3.75 3.6
4 2.5 3.75 3.33 4.17 3.75
5 3.75 4.5 3.75 4.69 3.75
6 3.33 3.75 4 4.17 4.5
TABLA 6.4 Espaciamiento entre rigidizadores en metros

Además, se puede encontrar el listado de número de diafragmas, espaciamientos entre
diafragmas y espaciamiento entre rigidizadores extendido al vano lateral en el apéndice
E.2.1.

Una vez que se ha fijado la geometría principal de los distintos casos, se puede proceder
al siguiente paso, que es el dimensionamiento del tablero a nivel resistente.
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6.3.2.2 Cálculo y dimensionamiento de las secciones del puente

Además de la anchura, la sección del tablero presenta algunas dimensiones que son
comunes a todos los casos. Concretamente, se ha supuesto un espesor de losa de 27 cm
y un ancho superior del cajón de 6 m. También se ha fijado el vuelo exterior de la plata-
banda superior en 25 cm en todos los casos. Sin embargo, el resto de las dimensiones son
variables y se han denominado acuerdo a la figura 6.3.

FIGURA 6.3 Sección

Las dimensiones variables y los rigidizadores son el resultado del dimensionamiento de
los puentes objeto de estudio bajo el sesgo del autor del presente trabajo. Debido a que
cada proyectista puede tener un sesgo propio, no se ha realizado un dimensionamiento
exhaustivo buscando el óptimo de todas las secciones. En su lugar, se han considerado
unos espesores aproximados que permitan eficiencias superiores al 80% en las secciones
críticas, y que a su vez permitan transiciones suaves entre espesores. También se ha fijado
un espesor mínimo de chapas de 10 mm.

Para cada geometría se han definido 4 secciones tipo, que en general se corresponden con
una sección para la zona de positivos (Sección 2), una sección en la zona de negativos
(Sección 4), una sección de transición (Sección 3) y una sección la zona de estribos (Sec-
ción 1). En las tablas 6.5 y 6.6 se resumen las principales dimensiones de las secciones. La
definición completa de cada sección y donde se aplica se encuentra en el apéndice E.2.2.

Cabe aclarar que en las tablas 6.5 y 6.6 el término xrw se refiere a la posición relativa en
términos porcentuales respecto a la longitud del alma. Es decir, 25 % significa que está
a un cuarto de la altura del alma medido desde el ala inferior. También se menciona en
dichas tablas el término Rg, que indica el tipo de rigidizador considerado. Se trata de dos
tipos distintos de rigidizadores cerrados cuya diferencia está en la geometría. En la figura
6.4 se ilustra su nomenclatura de las dimensiones, y en la tabla 6.7 se encuentran las di-
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Dimensión 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
C [m] 1.5 1.75 2.4 3 3.6
bb [m] 4 4 4 5 5
btf [m] 0.5 − 0.75 0.75 − 1 0.75 − 1 0.75−1.25 1
ttf [mm] 15 − 35 15 − 45 15 − 55 15 − 55 15 − 30
tb [mm] 10 − 35 10 − 50 10 − 45 10 − 55 10 − 60
tw [mm] 12 − 20 12 − 25 12 − 20 12 − 25 12 − 25
tc [mm] 0 0 0 0 0 − 25
nrb 2 2 − 3 2 3 3
nrw 0 1 2 2 2

xrw,1 [%] − 50 25 25 25
xrw,2 [%] − − 75 75 75

Rg 1 1 2 2 2
TABLA 6.5 Principales dimensiones de las secciones de canto constante

Dimensión 60 m 75 m 90 m
C [m] 1.5 − 3 2 − 3.5 2.5 − 3.5
bb [m] 4 4 5
btf [m] 0.75 − 1 0.75−1.25 1
ttf [mm] 20 − 55 20 − 60 20 − 30
tb [mm] 12 − 45 10 − 60 10 − 60
tw [mm] 12 − 20 12 − 25 15 − 25
tc [mm] 0 0 0 − 30
nrb 2 3 3
nrw 2 2 2

xrw,1 [%] 25 25 25
xrw,2 [%] 75 75 75

Rg 2 2 2
TABLA 6.6 Principales dimensiones de las secciones de canto variable
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mensiones específicas de cada rigidizador.

FIGURA 6.4 Rigidizador

Dimensión Tipo 1 Tipo 2
brt [mm] 200 200
brb [mm] 350 350
hr [mm] 200 250
tr [mm] 8 10

TABLA 6.7 Dimensiones de los rigidizadores

Los materiales empleados en el cálculo han sido acero estructural tipo S355 y hormigón
tipo C35/45. Las propiedades de cálculo han sido:

Dimensión Hormigón Acero
f [MPa] fck = 35 fy = 3551

E [MPa] 30.000 210.000
G [MPa] 12.500 81.000

1 Depende del espesor según UNE EN 10025.
TABLA 6.8 Materiales

Por último, es importante mencionar que las comprobaciones se han realizado utilizando
el método de la sección reducida del Eurocódigo EN1993 Parte 1-5 [31].

Una vez definidas las geometrías y espesores de los tableros, el siguiente paso ha sido
calcular los diafragmas.

6.3.2.3 Cálculo y dimensionamiento de diafragmas interiores

En este apartado se explicarán los criterios para el cálculo y dimensionamiento de los
diafragmas interiores, ya que los diafragmas de pila y estribo se supondrán de alma llena
y espesor 20 mm en todos los casos.

Como se ha explicado en la introducción, se han considerado 8 rigideces distintas de dia-
fragmas. Las 6 primeras rigideces corresponden a valores fijos que permiten representar
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adecuadamente la evolución con la rigidez. Estos valores comienzan en una rigidez equi-
valente de 0.01 mm, que se considera prácticamente despreciable, y continúan con 0.1,
0.5, 1, 2 mm y acaban es 10 mm. Más allá de 10 mm, los resultados se pueden considerar
prácticamente estables, como se verá más adelante. Además, los valores se centran en el
tramo entre 0.1 y 2 mm porque es en este intervalo donde se produce la mayor variación
de resultados. Las otras dos rigideces restantes responden respectivamente a criterios de
resistencia y rigidez.

Existen múltiples criterios para seleccionar la condición de rigidez, como se revisó en el
apartado 2.3. De todos ellos, es más popular en España fue el propuesto por H. Nakai
[110], ya que fue una condición a cumplir impuesta por la norma RPX-95 [121]. Por ello,
se adoptará esta condición, que establece que la rigidez del diafragma debe ser equiva-
lente al menos a 1.500 veces la rigidez de marco de la sección (Kd) multiplicada por el
espaciamiento entre diafragmas (SD).

KD ≥ 1500 ·Kd · SD (6.7)

Las tablas 6.9 y 6.10 muestran los espesores equivalentes de diafragmas calculados por
condición de rigidez. Cabe indicar que la condición de rigidez se ha impuesto respecto a
la sección más flexible.

Caso 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
1 5.38 6.39 5.22 3.87 3.42
2 4.04 4.79 3.92 2.9 2.56
3 3.23 3.83 3.13 2.32 2.05
4 2.69 3.20 2.61 1.93 1.71
5 2.02 1.92 1.96 1.45 1.28
6 1.79 1.60 1.04 0.64 0.51

TABLA 6.9 Espesores en milímetros por condición de rigidez en tableros de canto constante

Caso 60 m 75 m 90 m
1 4.52 3.58 3.58
2 3.39 2.68 2.68
3 2.71 2.15 2.15
4 2.26 1.79 1.79
5 1.69 1.34 1.34
6 0.90 0.60 0.54

TABLA 6.10 Espesores en milímetros por condición de rigidez en tableros de canto variable
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En cuanto al criterio de resistencia, se ha tomado la rigidez mínima resultante del dimen-
sionamiento por resistencia de cuatro de los tipos más comunes de diafragmas: alma llena,
San Andrés, K y V. Es decir, se han calculado los cuatro tipos, se ha calculado su rigidez,
y se ha seleccionado el de rigidez mínima entre todos.

El dimensionamiento se ha realizado siguiendo los criterios fijados en el capítulo 4 y el
Eurocódigo EN1993 1-1 [135]. Los perfiles empleados en las celosías han sido los de la
serie SHS y en el caso de los diafragmas de alma llena se han calculado espesores redon-
deados al milímetro.

Se ha utilizado el torsor de diseño por resistencia (MT,r) definido en la ecuación 6.6 como
torsor de diseño. Este se ha transformado en esfuerzos en los elementos que componen
el diafragma usando las fórmulas simplificadas del capítulo 4. Para el cordón superior se
ha asumido una fuerza adicional por arriostramiento de la compresión en la platabanda
superior, y una tracción por equilibrio de la carga vertical.

Las tablas 6.11 y 6.12 muestran los espesores considerados según la condición de resis-
tencia.

Caso 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
1 0.68 0.77 0.95 0.87 0.86
2 0.68 0.77 0.81 0.81 0.76
3 0.68 0.77 0.81 0.75 0.72
4 0.68 0.66 0.81 0.73 0.7
5 0.68 0.66 0.81 0.73 0.66
6 0.68 0.66 0.81 0.69 0.63

TABLA 6.11 Espesores en milímetros por condición de resistencia en tableros de canto constante

Caso 60 m 75 m 90 m
1 0.87 0.85 0.71
2 0.73 0.84 0.63
3 0.73 0.83 0.62
4 0.65 0.83 0.57
5 0.65 0.71 0.57
6 0.6 0.7 0.52

TABLA 6.12 Espesores en milímetros por condición de resistencia en tableros de canto variable

Por último, cabe indicar que en cada posición de rigidizador de alas y almas donde no
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existe un diafragma antidistorsión, se ha supuesto un diafragma de alma llena con un es-
pesor equivalente de 0.01 mm. Esto se considera un límite inferior de rigidez para los
rigidizadores y permite tener en cuenta el efecto favorable de los estos. En el apartado
6.6.3 se estudian con mayor detalle los rigidizadores.

6.3.2.4 Cálculo iteraࢢvo y obtención de resultados

Una vez definida la geometría del modelo, el siguiente paso ha sido definir las cargas
aplicadas, calcularlas y combinarlas.

Las cargas consideradas han sido:

Peso propio de la estructura (G1).

Se trata de las cargas debidas al peso propio de la estructura metálica y de la losa
de hormigón. Al hormigón se le ha asignado una densidad de 25 kN/m3 y al acero
una densidad de 78.5 kN/m3.

A efectos de cálculo, ambas se han supuesto actuando sobre el puente completo en
fase metálica. Cabe destacar que solo se ha considerado como peso de la estructura
metálica el peso propio de la sección.

Carga muerta (G2).

La carga muerta se compone de la carga de barrera y la carga de pavimento. La
primera es una barrera de 7.5 kN/m a cada lado y la segunda en una carga unifor-
memente repartida entre barreras de 2.4 kN/m2, que equivale a 10 cm de pavimento.

Para el cálculo, se supone que ambas cargas actúan sobre la sección completa y sin
tener en cuenta variaciones en los módulos elásticos debido a la reología.

Cargas de tráfico (Q).

La carga de tráfico es el LM1 del Eurocódigo y está compuesta por cargas distri-
buidas y vehículos pesados aplicados en carriles virtuales.

La carga distribuida, se compone de una sobrecarga uniforme de 9 kN/m2, que se
distribuye en las posiciones más desfavorables del carril virtual 1, y otra sobrecarga
uniforme de 2.5 kN/m2, que se distribuye en las posiciones desfavorables del resto
del tablero. Los vehículos pesados son tres, pesan 600 kN, 400 kN y 200 kN, y se
aplican en los carriles virtuales del 1 al 3, respectivamente.
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En este caso, se han distribuido los carriles virtuales ordenados del 1 al 3 de dere-
cha a izquierda y viceversa. Es decir, el carril virtual 1 se puede ubicar o bien en
el extremo derecho o bien en el extremo izquierdo, y a partir de ahí se disponen
yuxtapuestos el resto, lo que da como resultado dos casos de carriles virtuales. A
su vez, para cada configuración de carriles virtuales se ha supuesto la hipótesis de
máxima flexión, donde se carga todo el ancho del tablero, y la hipótesis de máxima
torsión, donde no se consideran las cargas que generen momento torsor opuesto al
del carril virtual 1.

En lo que respecta a la aplicación de cargas, se ha discretizado la sobrecarga distri-
buida en tramos correspondientes a la distancia entre rigidizadores. Los vehículos
pesados se han ubicado los nodos donde existen rigidizadores, así como en los pun-
tos medios entre rigidizadores. Cabe señalar que los vehículos pesados se han mo-
delado como cargas puntuales concentradas, por lo que no se han considerado los
1.2 m de distancia entre ejes del lado de la seguridad.

En cuanto al cálculo, se ha realizado sobre la sección completa sin considerar fac-
tores de modificación de los módulos de elasticidad.

Definidas las cargas, se procedió al cálculo. Las principales hipótesis realizadas fueron
las siguientes:

Se discretizó cada tramo entre rigidizadores en 4 elementos finitos. No se conside-
ró una mayor discretización por velocidad de cálculo. Además, se considera que la
precisión alcanzada es suficiente de acuerdo con los cálculos de contraste realiza-
dos.

Se supuso que la rigidez de la losa en la zona de negativos es un 10% de la rigidez
teórica, y que la zona de negativos se extiende en un 15% de la longitud del vano a
cada lado de la pila. Cabe indicar que la reducción en la rigidez se ha aplicado a los
elementos que están completamente dentro del intervalo delimitado por el 15%.

Las tensiones se han calculado utilizando secciones supuestas en el cálculo. En la
zona de centro de vano, se ha utilizado una sección metálica para el peso propio
y sección completa para el resto de cargas. En la zona de pila, se ha utilizado una
sección metálica para el peso propio y una sección fisurada para el resto de cargas.
Además, se ha tenido en cuenta el ancho efectivo en el cálculo de las tensiones de
flexión conforme a lo indicado en los Eurocódigos EN1993 1-5 para el ala inferior
y EN1994 1-1 [136] para la losa.
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Una vez finalizado el cálculo, se combinaron las cargas a nivel de esfuerzos, reacciones
en diafragmas y tensiones. En primer lugar, se combinaron las cargas de tráfico respetan-
do la coherencia entre carriles virtuales, y posteriormente se han combinado las cargas
permanentes con las cargas de tráfico. Para ello, se consideró un factor de 1.00 en ELS y
1.35 en ELU, que se aplica tanto a cargas permanentes como a cargas de tráfico.

Los principales resultados obtenidos tras el cálculo y su combinación fueron:

Esfuerzos máximos y tensiones concomitantes en los vértices.

Tensionesmáximas por vértice y tensiones concomitantes en el resto de los vértices.

Reacciones máximas en diafragmas.

Es importante destacar que en el listado anterior, los términos «vértices» y «nodos» hacen
referencia a las cuatro esquinas que conforman el cajón metálico que se corresponden con
las definidas en la figura 4.3.

Los resultados previos se han procesado para generar las gráficas que se presentan en la
siguiente sección. Estas gráficas representan la relación entre la sobretensión y la tensión
media (∆σ), así como la relación entre la reacción máxima en los diafragmas y la reacción
de diseño por resistencia (T ).

El procedimiento para obtener la relación entre la sobretensión y la tensión media en cada
caso ha sido:

1) Obtener la envolvente de tracciones y compresiones máximas en los vértices de las
alas, y sus concomitantes.

2) Calcular para cada vértice tensión media y su sobretensión concomitante.

3) Obtener las envolventes de tensión media máxima y mínima en el ala inferior y
superior, y sus sobretensiones concomitantes.

4) Calcular el máximo o mínimo de cada listado según resulte más crítico.

El resultado final ha sido la comparación entre la tensión máxima/mínima media en cual-
quier punto del puente y la sobretensión máxima/mínima asociada a dicha tensión y ala
objeto de estudio. Es importante destacar que estas tensiones no tienen por qué coincidir
en la misma posición longitudinal. Por ejemplo, si se estudia por ejemplo la sobretensión
asociada a la tracción en el ala inferior, la tensión media máxima se puede dar en el vano
lateral, mientras que la sobretensión máxima puede darse en el vano central. A pesar de
esto, se considera que ambos términos son comparables, ya que si el dimensionamiento es
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adecuado y optimizado, las tensiones máximas medias deberían resultar muy similares a
lo largo del puente. Además, en el caso de que las tensiones fueran inferiores al máximo,
se ha supuesto que se debe a que el coeficiente de utilización de la sección es inferior al de
la sección crítica. Por lo tanto, existe margen para considerar una sobretensión adicional.

En resumen, el ratio de sobretensión (∆σ) se define como:

∆σ = max(∆σd)
max(σm)

· 100[ %] (6.8)

Por otro lado, en este análisis solo se representarán las sobretensiones asociadas a las
tensiones máximas en los vértices, ya que se considera que estas son las que gobiernan
el dimensionamiento. Además, tras analizar los resultados, se ha determinado que las
sobretensiones en el ala superior no condicionan en ningún caso por lo que solo se va a
representar el ala inferior.

En cuanto a las reacciones en diafragmas, se representará la relación entre la reacción
máxima en calculada para cada caso en los diafragmas interiores y la torsión de diseño
por resistencia T . Para poder compararlas, la reacción se representará en términos de
torsor, por lo que la relación mostrada en las gráficas se define como:

T =
max(

[
RD

]
) · bs

2 ·MT,r

· 100[ %] (6.9)

Concluida la descripción de la metodología empleada, se procede a mostrar los resultados.

6.3.3 Resultados

Se muestran a continuación los resultados del análisis.

6.3.3.1 Vano de 30 m y canto constante

Debido al canto mínimo requerido y al espesor mínimo de 10 mm en el ala inferior,
la tensión de comparación de tracción en el ala inferior oscila alrededor de 260 MPa.
Esto indica que la sección no está optimizada, y que su capacidad es mayor. Además, esta
situación produce una alteración en los resultados cuando se compara con otras luces. Por
lo tanto, se tomará una tensión de comparación a tracción 355 MPa.
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Casos S=10 S=7.5 S=6 S=5 S=3.75 S=3.33
max(σm) [Mpa] 355 355 355 355 355 355
min(σm) [Mpa] −149 −147.3 −145.1 −149.1 −147.3 −149
MT,r [kN.m] 5.391 5.039 4.827 4.687 4.511 4.451

TABLA 6.13 Caso 30 m c.c.: Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.5 Caso 30 m c.c.: Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.6 Caso 30 m c.c.: Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.7 Caso 30 m c.c.: Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.3.2 Vano de 45 m y canto constante

Casos S=15 S=11.25 S=9 S=7.5 S=4.5 S=3.75
max(σm) [Mpa] 393.8 393.8 390.6 393.8 390.6 393.8
min(σm) [Mpa] −188.7 −188.7 −192.5 −188.7 −192.5 −188.7
MT,r [kN.m] 6.095 5.567 5.250 5.039 4.616 4.511

TABLA 6.14 Caso 45 m c.c.: Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.8 Caso 45 m c.c.: Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.9 Caso 45 m c.c.: Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.10 Caso 45 m c.c.: Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.3.3 Vano de 60 m y canto constante

Casos S=20 S=15 S=12 S=10 S=7.5 S=4
max(σm) [Mpa] 433.4 433.8 433.4 434.4 433.8 433.4
min(σm) [Mpa] −240.9 −239.2 −240.9 −237.1 −239.2 −240.9
MT,r [kN.m] 6.799 6.095 5.672 5.391 5.039 4.546

TABLA 6.15 Caso 60 m c.c.: Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.11 Caso 60 m c.c.: Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.12 Caso 60 m c.c.: Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.13 Caso 60 m c.c.: Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.3.4 Vano de 60 m y canto variable

Casos S=20 S=15 S=12 S=10 S=7.5 S=4
max(σm) [Mpa] 398.3 394.6 398.3 399 394.6 398.3
min(σm) [Mpa] −221.7 −220.2 −221.7 −218.8 −220.2 −221.7
MT,r [kN.m] 6.799 6.095 5.672 5.391 5.039 4.546

TABLA 6.16 Caso 60 m c.v.: Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.14 Caso 60 m c.v.: Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.15 Caso 60 m c.v.: Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.16 Caso 60 m c.v.: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.3.3.5 Vano de 75 m y canto constante

Casos S=25 S=18.75 S=15 S=12.5 S=9.375 S=4.167
max(σm) [Mpa] 411.2 406.9 406.9 411.2 423.4 411.2
min(σm) [Mpa] −204.6 −206.1 −206.1 −204.6 −248.5 −204.6
MT,r [kN.m] 7.503 6.623 6.095 5.743 5.303 4.569

TABLA 6.17 Caso 75 m c.c.:Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.17 Caso 75 m c.c.:Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.18 Caso 75 m c.c.:Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.19 Caso 75 m c.c.:Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.3.6 Vano de 75 m y canto variable

Casos S=25 S=18.75 S=15 S=12.5 S=9.375 S=4.167
max(σm) [Mpa] 422.4 429.9 429.9 422.4 453.3 422.4
min(σm) [Mpa] −234 −233.9 −233.9 −234 −234.1 −234
MT,r [kN.m] 7.503 6.623 6.095 5.743 5.303 4.569

TABLA 6.18 Caso 75 m c.v.:Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.20 Caso 75 m c.v.:Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.21 Caso 75 m c.v.:Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.22 Caso 75 m c.v.:Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.3.7 Vano de 90 m y canto constante

Casos S=30 S=22.5 S=18 S=15 S=11.25 S=4.5
max(σm) [Mpa] 454.9 447.8 449.6 447.8 454.9 429.3
min(σm) [Mpa] −227.5 −212.6 −212.3 −212.6 −227.5 −214.2
MT,r [kN.m] 8.207 7.151 6.517 6.095 5.567 4.616

TABLA 6.19 Caso 90 m c.c.:Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.23 Caso 90 m c.c.:Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.24 Caso 90 m c.c.:Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.25 Caso 90 m c.c.:Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.3.3.8 Vano de 90 m y canto variable

Casos S=30 S=22.5 S=18 S=15 S=11.25 S=4.5
max(σm) [Mpa] 419.3 416.7 418.4 416.7 419.3 415.1
min(σm) [Mpa] −217.5 −218 −217.3 −218 −217.5 −192.5
MT,r [kN.m] 8.207 7.151 6.517 6.095 5.567 4.616

TABLA 6.20 Caso 90 m c.v.:Tensiones y reacciones de comparación
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FIGURA 6.26 Caso 90 m c.v.:Tracción máxima en ala inferior
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FIGURA 6.27 Caso 90 m c.v.:Compresión máxima en ala inferior
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FIGURA 6.28 Caso 90 m c.v.:Reacción máxima en diafragmas interiores

6.3.4 Análisis de resultados

6.3.4.1 Introducción

Una vez presentados los principales resultados obtenidos, el siguiente paso es anali-
zarlos para establecer unas recomendaciones sobre el dimensionamiento de diafragmas
interiores. Para ello, se compararán los resultados obtenidos con las propuestas de dife-
rentes autores para determinar su idoneidad. Además, se propondrán nuevos criterios.

Las propuestas existentes en la bibliografía se centran principalmente en definir un es-
paciamiento máximo entre diafragmas y cumplir con un criterio de rigidez mínima. Esta
rigidez mínima puede depender de las características de la sección, ser un valor arbitrario
o bien ser el resultado de un dimensionamiento por resistencia. Sin embargo, algunos de
los criterios de rigidez mínima ya fueron revisados por Pascual [3] en su tesis, concluyen-
do que no se consideraban adecuados y que lo más ajustado era considerar la rigidez que
aportaba un diafragma en celosía dimensionado por resistencia.

Esta hipótesis planteada por Pascual se ha tomado como referencia para el análisis de los
resultados. En primer lugar, semostrará en análisis relativo al dimensionamiento por resis-
tencia, donde la rigidez del diafragma la determina un dimensionamiento por resistencia
de este, y el objetivo es determinar el espaciamiento máximo entre diafragmas. Posterior-
mente, se estudiará si los criterios adicionales de rigidez permiten alterar las conclusiones
relativas al dimensionamiento por resistencia, o por el contrario son prescindibles tal y
como plantea Pascual. Por último, se propondrá un planteamiento innovador, denominado
«flexible», que consiste en combinar espaciamientos pequeños (de 4.5 m como máximo)
con criterios de resistencia y rigidez. El objetivo de este último planteamiento es optimizar
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los diafragmas en aquellos casos donde el proyectista prefiera trabajar con espaciamien-
tos reducidos.

También es importante aclarar previamente que, según las gráficas del apartado 6.3.3, el
máximo ratio de sobretensión se da en todas las geometrías cuando se aplican tensiones
de tracción en el ala inferior. Por lo tanto, los resultados presentados a continuación se
refieren a este caso en particular.

6.3.4.2 Dimensionamiento por resistencia

En primer lugar, se muestra la relación entre la sobretensión y el espaciamiento relati-
vo entre diafragmas en tableros de canto constante cuando los diafragmas se dimensionan
por resistencia. El espaciamiento relativo se define como la relación entre el espaciamien-
to entre diafragmas SD y la luz principal L.
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FIGURA 6.29 Relación sobretensión-espaciamiento. Canto constante

En la figura 6.29 se muestra que, para un mismo espaciamiento relativo, hay una relación
clara entre la sobretensión y la luz. En particular, cuanto mayor es la luz menor es la so-
bretensión. Es importante destacar que, en el caso de la luz principal de 30 m, la relación
de esbeltez del tablero no se corresponde con el resto, y que como se explicará más ade-
lante, cuanto mayor es el canto menor es la sobretensión.

Sin embargo, a pesar de esa relación entre la sobretensión y la luz, la mayoría de los auto-
res establecen el espaciamiento relativo como criterio. En concreto Pascual determina que
cuatro diafragmas por vano son suficientes, lo que equivale a un espaciamiento relativo
de 0.2. Si se comprueba este criterio en la figura 6.29, se puede apreciar que es válido en
todos los casos. Sin embargo, en la gráfica también se observa como en el caso de 45 m
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se pueden llegar a reducir a tres los diafragmas, que en los casos de 60 y 75 m se pueden
reducir a dos, y que en el caso de 90 m prácticamente no son necesarios los diafragmas
antidistorsión.

La figura 6.29 se basa en comparar la sobretensión con la tensión media máxima calcula-
da elásticamente en ELU. Esto implica que, en secciones compactas a positivo, la tensión
de comparación en ELU sea habitualmente superior al límite elástico es 355 MPa, ya
que el momento plástico resistente es superior al elástico. Por lo tanto, si se realiza una
extrapolación de tensiones elásticas, estas pueden superar los 400 MPa. No obstante, la
autoridad o el proyectista, del lado de la seguridad, pueden considerar que la tensión de
comparación debe ser el límite elástico. Bajo ese criterio se ha elaborado la figura 6.30,
donde se ha tomado como límite elástico 355 MPa.
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FIGURA 6.30 Relación sobretensión elástica-espaciamiento. Canto constante

Las conclusiones al realizar este cambio en la tensión de comparación son muy similares
a las de la figura 6.29. Sin embargo, se observa que en este caso los espaciamientos rela-
tivos máximos se reducen. En el caso de 45 m, para un espaciamiento relativo de 0.2 se
produce un leve incumplimiento, por lo que es necesario un diafragma adicional. También
para los casos de 60 y 75 m es necesario un diafragma adicional, y para el caso de 90 m
pasan a ser necesarios dos diafragmas.

En resumen, se puede concluir que existe una relación directa entre el espaciamiento má-
ximo relativo entre diafragmas y la luz en los tableros de canto constante, ya que cuanto
mayor es la luz, mayor es el espaciamiento máximo relativo.

En este apartado, se estudiará otra variable: el canto. Para ello, se utilizarán los puentes
de canto variable. Concretamente, las figuras 6.31 y 6.32 muestran la relación de sobre-
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tensión comparada con la tensión media máxima y el límite elástico, respectivamente.
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FIGURA 6.31 Relación sobretensión-espaciamiento. Canto variable
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FIGURA 6.32 Relación sobretensión elástica-espaciamiento. Canto variable

En las gráficas previamente mencionadas, se representa en línea continua los casos de
canto variable, y en línea discontinua los casos de canto constante. El objetivo es que se
aprecie claramente cómo, conforme disminuye el canto, aumenta la sobretensión.

Para tener en cuenta esta eventualidad en la reducción del canto, Pascual mantiene el
criterio de la RPX-95 de limitar el espaciamiento a cuatro veces el canto. Teniendo en
cuenta que la relación de esbeltez aproximada en los tableros de canto variable es L/40,
el espaciamiento relativo para cuatro veces el canto es 0.1, y para dicho espaciamiento, se
observa claramente en ambas figuras como la sobretensión es inferior al límite del 10%.
Por lo tanto, el criterio de limitar el espaciamiento máximo a cuatro veces el canto cum-
ple, e incluso se podría elevar hasta seis veces el canto.
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En conclusión, se considera que la hipótesis de Pascual de dimensionar por resistencia
los diafragmas y limitar su espaciamiento a una quinta parte de la luz o cuatro veces el
canto es adecuada en todos los casos. Sin embargo, también se cree que existe margen
para optimizar este criterio, dado que existen casos en los que el número de diafragmas
pueden reducirse incluso a la mitad.

Con el objetivo de proponer un nuevo criterio basado en el dimensionamiento por resis-
tencia de los diafragmas, se ha calculado en cada caso el espaciamiento para el cual se
alcanza una sobretensión del 10%, tanto comparando con la tensión media máxima (σm),
como con el límite elástico (fy). Este cálculo se ha realizado por interpolación y se ha
representado en función de la luz en la figura 6.33.
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FIGURA 6.33 Relación espaciamiento máximo de diafragmas-luz

En la figura 6.33 también se representa el criterio de espaciamiento máximo propuesto,
que es el siguiente:

SD,0 ≤


0.09 · C · L → ∆σd/fy < 10 %

0.12 · C · L → ∆σd/σm < 10 %
(6.10)

Este criterio establece que el espaciamientomáximo en un puente recto y de ancho inferior
a 11.3 m (SD,0) es directamente proporcional a la luz del puente (L), al canto de la sección
(C), y a un factor empírico que depende del criterio adoptado. Todo ellomedido enmetros.

Este criterio se considera simple, pero a la vez permite tener en cuenta tanto la reducción
en la sobretensión que se da con la luz, como el aumento que se da al reducir el canto. La
figura 6.33 muestra que dicho criterio cumple prácticamente en todos los casos, e incluso
en grandes luces se puede considerar conservador.
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Sin embargo, en el criterio anterior no se ha estudiado ni la influencia del ancho ni de la
curvatura, lo cual se tratará en sucesivos apartados.

Por último, es importante mencionar que en relación a la reacción en los diafragmas,
ninguna de las figuras del apartado 6.3.3 muestra que relación entre la reacción máxima
calculada y la reacción debida a un dimensionamiento por resistencia supera el 100%, por
lo que el dimensionamiento por resistencia empleando los espaciamientos aquí expuestos
será siempre adecuado.

6.3.4.3 Dimensionamiento por rigidez

Como se mencionó en la introducción, algunos autores proponen complementar el
criterio de resistencia con un criterio de rigidez mínima del diafragma.

En España, el más empleado ha sido el criterio de rigidez de H. Nakai [110], mostrado en
la ecuación 2.15. Este autor lo complementa con el espaciamiento fijado por F. Sakai y
M. Nagai [111], mostrado en la ecuación 2.16.

Al aplicar dicho criterio e interpolar en los cálculos realizados, se llega a la tabla 6.21.

L SD [m] ND tD [mm] ND · tD [mm] ND,r · tD,r [mm]
30 6 4 3.23 12.92 2.72
45 6 7 2.56 17.92 3.08
60 6 9 1.57 14.13 3.24
75 8.1 9 1.25 11.25 3
90 10.2 8 1.16 9.28 2.88

TABLA 6.21 Aplicación de criterio de Nakai

En esta tabla se muestra el número de diafragmas calculados siguiendo el criterio de Nagai
y Sakai (ND), la rigidez mínima siguiendo el criterio de Nakai (tD), la multiplicación de
ambos términos y su comparación con el número de diafragmas mínimos por resistencia,
que se ha tomado como cuatro (ND,r = 4), multiplicados por su espesor (tD,r).

Es evidente que aplicar el criterio de Nakai supone incrementar entre tres y seis veces la
cantidad de acero requerida en comparación con el criterio de resistencia, dado que existe
una relación lineal entre el espesor equivalente y el acero requerido en los diafragmas.
Por lo tanto, no se considera un criterio eficiente.

En 2004, N. H. Park [112] propuso que la rigidez mínima que debería tener un diafrag-
ma es 0.2 veces la rigidez de un diafragma infinitamente rígido, y que para un puente de
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3 vanos se requerían 3 diafragmas por vano. Posteriormente, J. P. Lebet [113] cita este
artículo en su libro, y menciona que por diafragma rígido se entiende un diafragma de
20 mm de espesor, lo que significa que el espesor equivalente mínimo que debería tener
un diafragma es de 4 mm. Sin embargo, dado que la rigidez de los diafragmas calculada
siguiendo criterios de resistencia es habitualmente inferior a 1 mm, no tiene sentido em-
plear cuatro veces más de acero en tres diafragmas por economizar uno. Por lo tanto, este
criterio tampoco se considera adecuado.

No obstante, es importante aclarar que este estudio se ha centrado en analizar dos tipos de
diafragmas: los de celosía y los de alma llena. Ambos son considerados como «rígidos»
en contraposición a los diafragmas tipo marco. Las pruebas realizadas con diafragmas
tipo marco han indicado que su rigidez puede ser hasta un orden de magnitud inferior a la
de un diafragma «rígido», lo cual invalida las conclusiones adoptadas para el diseño por
resistencia. Por lo tanto, al realizar un dimensionamiento por resistencia, es recomendable
seguir las indicaciones de Pascual y emplear diafragmas en celosía, diafragmas tipo alma
llena o cualquier otro tipo de diafragma siempre y cuando su rigidez sea comparable a la
mínima calculada para un diafragma en celosía.

En conclusión, adoptar un criterio numérico de rigidez complementario al diseño por re-
sistencia no tiene sentido, ya que implica un aumento significativo de peso en compara-
ción con una disposición de diafragmas que ya cumple con los límites normativos. Sin
embargo, al realizar un dimensionamiento por resistencia, es importante tener en cuenta
que la rigidez mínima de los diafragmas es la que aporta un diafragma en celosía.

6.3.4.4 Dimensionamiento flexible

Cuando se emplea un dimensionamiento por resistencia, el espaciamiento entre dia-
fragmas puede llegar a superar los 10 m e incluso los 20 m, dependiendo de la luz. Sin
embargo, la función de los diafragmas no es solamente controlar la distorsión, sino que
también deben cumplir con otras funciones, tal y como se expuso en el apartado 4.2.1. Por
ese motivo, entre otros, existen proyectistas que prefieren trabajar con espaciamientos en-
tre diafragmas reducidos, inferiores a 4.5m. El objetivo de este apartado es establecer unas
recomendaciones para cuando se opte por proyectar con dichos espaciamientos.

La propuesta presentada se denomina «dimensionamiento flexible» debido a que se basa
en la distribución de carga viva entre diafragmas antidistorsión. En este caso, el dimen-
sionamiento de los diafragmas se realizará para una carga inferior a la de un dimensio-
namiento por resistencia, asumiendo que la carga se distribuirá entre varios diafragmas.
Además, se establecerá un criterio mínimo de rigidez para el caso de que se deseen utilizar
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diafragmas tipo marco, que suelen ser más flexibles que los diafragmas en celosía.

Para concretar esta propuesta, se procesarán los resultados del caso 6 para cada una de
las luces principales. Es importante recordar que los espaciamientos en el caso 6 oscilan
entre los 3 m y los 4.5 m, que es el rango de aplicación de este dimensionamiento.

En la figura 6.34 se muestran los resultados de sobretensión comparados con la tensión
de plastificación, en función de la rigidez equivalente del diafragma.
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FIGURA 6.34 Relación sobretensión-espesor equivalente

Al interpolar en la gráfica anterior, se puede obtener para cada geometría estudiada el
espesor equivalente con el cual se llega a la sobretensión del 10%. Si además se divide
dicho espesor por la distancia entre diafragmas, se llega a la figura 6.35, donde se repre-
senta el espesor equivalente distribuido requerido en función de la luz.
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FIGURA 6.35 Espesor equivalente mínimo distribuido
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En la figura 6.35 también se representa la propuesta de espesor mínimo requerido. Este
espesor teq,min que se define como:

teq,min ≥ 5 · SD
L · C

[mm/m] (6.11)

Donde tanto la luz (L) como el canto (C) se definen en metros.

Se observa como el criterio propuesto cumple en todos los casos, resultando conservador
en la mayoría. No obstante, si se supone un espaciamiento de 4 m, que puede conside-
rarse un valor medio, se observa como los espesores requeridos son inferiores a 0.4 mm
prácticamente en todos los casos, lo cual está por debajo de los espesores requeridos por
resistencia, y también muy lejos de los criterios de rigidez mínima propuestos por ejemplo
por N. H. Park.

En cuanto a la reacción de diseño, se representa en la figura 6.36 la relación entre el la
torsión máxima calculada en los diafragmas y la torsión al dimensionar por resistencia en
función de la rigidez equivalente del diafragma.
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FIGURA 6.36 Reacción máxima en diafragmas

Se observa como las reacciones son similares, independientemente de la luz de cálculo,
el canto o el espaciamiento. Además, dichas reacciones oscilan alrededor del 50% de
la torsión máxima de diseño por resistencia, lo cual demuestra que en caso de disponer
diafragmas con espaciamientos reducidos, no es necesario llegar a dimensionarlos por re-
sistencia.

La figura 6.36 también permite establecer una relación (Tf ) entre la torsión de dimensio-
namiento del diafragma (MT,Ed) y la torsión de dimensionamiento por resistencia (MT,r).
Esta relación depende del espesor equivalente del diafragma (teq), y se puede aproximar
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del lado de la seguridad del siguiente modo:

Tf = MT,Ed

MT,r

≥


0.3 + 0.12 · teq → teq ≤ 1mm

0.4 + 0.02 · teq → teq > 1mm
(6.12)

En la figura 6.36 se observa como el límite propuesto cumple en todos los casos.

En conclusión, el enfoque aquí expuesto supone una aproximación diferente al estudio de
los diafragmas antidistorsión, ya que permite reducir las cargas de diseño respecto a un
dimensionamiento por resistencia si se cumple la condición de que el espaciamiento no
supera los 4.5 m, y además se verifica una condición de rigidez mínima.

6.4 Tablero curvo

6.4.1 Introducción

Una vez estudiados los los tableros de puentes en alineaciones rectas, se procederá a
estudiar los tableros curvos en planta.

Específicamente, se han tomado los casos de tableros rectos de canto constante explicados
en el apartado anterior y se ha variado su ángulo (ϕ) en planta. Dicho ángulo se define
como la luz del vano principal dividido entre el radio en planta (ϕ = L/R), y se ha
variado desde los 0 hasta los 0.4 radianes cada 0.1 rad. Sin embargo, en este caso no se
han variado las rigideces de los diafragmas, sino que se ha tomado la rigidez debida a un
dimensionamiento por resistencia. En total se han estudiado 5 distribuciones de luces y
cantos, y para cada una de estas distribuciones se han estudiado 6 espaciamientos entre
diafragmas y 5 ángulos distintos, lo que supone 150 casos distintos.

El objetivo final del análisis ha sido poder estimar cuánto se debe reducir el espaciamiento
para que un dimensionamiento por resistencia siga siendo válido. Además, también se han
estudiado las tensiones de distorsión asociadas a las distintas cargas y cómo varían con
la curvatura. Esto permitirá identificar, por ejemplo, cuándo un dimensionamiento por
resistencia no es suficiente para cumplir con los límites tensionales durante el proceso
constructivo.

6.4.2 Metodología

La metodología empleada sigue los mismos pasos descritos para el tablero recto, pero
con varias modificaciones. Todo ello se explica a continuación.
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6.4.2.1 Definición de las geometrías objeto de estudio

El puente objeto de estudio seguirá siendo un puente de tres vanos y 11.3 m de ancho.
La distribución de luces se mantendrá igual a la mostrada en la tabla 6.1, pero tomando en
este caso únicamente los casos de tablero de canto constante. Al respetar la distribución
de luces, también se ha mantenido el número y espaciamiento de diafragmas presentados
en las tablas 6.2 a 6.4.

FIGURA 6.37 Planta del puente

La variación fundamental a nivel de geometría se da en la curvatura en planta. Como se
explicó en la introducción, se han considerado cinco ángulos ϕ que van desde los 0 hasta
los 0.4 radianes cada 0.1 rad. La definición de ϕ se muestra en la figura 6.37. La tabla
6.22 presenta los radios asociados a las distintas curvaturas y luces principales.

L ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
30 m 0 300 150 100 75
45 m 0 450 225 150 112.5
60 m 0 600 300 200 150
75 m 0 750 375 250 187.5
90 m 0 900 450 300 225

TABLA 6.22 Radios estudiados en metros

Después de definir las geometrías, se procede a definir las secciones.

6.4.2.2 Cálculo y dimensionamiento de las secciones del puente

La sección objeto de estudio seguirá siendo la mostrada en la figura 6.3, y las di-
mensiones mostradas en dicha figura serán iguales. La principal variación con respecto
al puente recto es que en este caso se considerará una única sección a efectos de análisis.
En concreto, se ha tomado una sección muy similar a la sección de positivos, ya que la
distorsión es crítica en esta zona. El motivo principal que ha llevado a esta modificación
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es que, durante la fase metálica, los saltos de sección generaban discontinuidades que al-
teraban los resultados dentro de una rutina de cálculo paramétrico. Esto se puede observar
claramente en el apartado 6.5.3.4. Además, como se expondrá más adelante, los resulta-
dos obtenidos al suponer el puente recto tienden a converger con los resultados obtenidos
para tableros rectos donde se han considerado las hipótesis de cálculo refinadas.

Una vez fijada la hipótesis de partida anterior, en la tabla 6.23 se muestra un resumen de
las principales dimensiones de las secciones para cada distribución de luces y canto.

Dimensión 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
C [m] 1.5 1.75 2.4 3 3.6
bb [m] 4 4 4 5 5
btf [m] 0.5 0.75 0.75 0.75 1
ttf [mm] 15 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 12 12 15 12
tc [mm] 0.22−0.77 0.32−1.15 0.27−0.99 0.28 − 1.7 0.29−1.75
nrb 2 2 2 3 3
nrw − 1 2 2 2

xrw,1 [ %] − 50 25 25 25
xrw,2 [ %] − − 75 75 75

TABLA 6.23 Principales dimensiones de las secciones

En dicha tabla se puede observar como la única dimensión variable es el espesor de la
chapa de cierre. Se trata de la otra gran variación respecto a los tableros rectos, ya que
al tratarse de tableros curvos es necesario considerar, especialmente durante la fase de
construcción, un cierre en la parte superior de la sección metálica que permita controlar
las tensiones y deformaciones durante dicha fase. Dicho cierre se ha modelado como un
espesor equivalente de la celosía de cierre, y se ha calculado en función del ángulo en
planta del tablero. Concretamente, se ha calculado la torsión máxima debida a una viga
biapoyada con la curvatura objeto de cálculo y el peso propio del tablero. A partir de ese
torsor, se ha dimensionado la celosía superior por resistencia, y se ha tomado la rigidez
mínima entre una celosía en cruz o una celosía en K. El espesor asignado a cada caso se
encuentra en el apéndice E.3.1.

Concluido el cálculo de secciones, se ha procedido al cálculo de diafragmas.
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6.4.2.3 Cálculo y dimensionamiento de diafragmas interiores

Como se explicó en la introducción, en el caso del tablero curvo solo se ha considerado
una rigidez vinculada a cada geometría, y es la mínima correspondiente a un dimensiona-
miento por resistencia. Concretamente, la mínima debida al dimensionamiento de cuatro
de los tipos más comunes de diafragmas antidistorsión: alma llena, San Andrés, K y V.

El torsor de diseño por resistencia para el dimensionamiento (MT,r) se ha tomado como:

MT,r = 3780 + 134.3 · SD +Md · bs
bb

· SD
R

(6.13)

DondeMd es el máximomomento positivo en ELU, que se multiplica por bs/bb para tener
en cuenta los efectos del cajón trapezoidal, tal y como se justifica en el apéndice B. Los
valores que adopta el máximo flector en cada luz son los siguientes:

Luz 30 m 45 m 60 m 75 m 90 m
Md [kN.m] 17.593 32.807 52.586 75.954 107.127

TABLA 6.24 Momento flector máximo en ELU

El listado completo del espesor equivalente de diafragma para cada geometría se encuentra
en el apéndice E.3.2.

Por último, es importante mencionar que, al igual que en el tablero recto, en cada posición
de rigidizador de alas y almas donde no existe un diafragma antidistorsión se ha supuesto
un diafragma de alma llena con un espesor equivalente de 0.01 mm.

6.4.2.4 Cálculo iteraࢢvo y obtención de resultados

En cuanto al cálculo, se ha considerado las mismas cargas que para el caso de tablero
recto, incluyendo el peso propio de la estructura, la carga muerta y las cargas de tráfi-
co. Además, también se ha mantenido su forma de aplicarlas. Sin embargo, las hipótesis
de cálculo sí que han variado en el caso del tablero curvo, donde se han realizado las
siguientes hipótesis:

Cada tramo entre rigidizadores se ha discretizado en 4 elementos finitos al igual
que en el tablero recto.

No se ha considerado fisuración de la losa a negativo, ya que se ha calculado supo-
niendo una sección constante.

Las tensiones se han calculado a partir de las secciones supuestas en el cálculo, y
se han aplicado las reducciones debidas al arrastre por cortante.
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Al igual que en el tablero recto, las cargas también se han combinado a nivel de esfuerzos,
reacciones en diafragmas y tensiones, obteniendo los mismos resultados que en el tablero
recto. Lo anterior también implica que el procesamiento de los resultados haya sido idén-
tico, por lo que se mantiene la definición de sobretensión (∆σd), ratio de sobretensión
(∆σ) y ratio de torsión respecto a la torsión de dimensionamiento por resistencia (T ).

En cuanto a los resultados que se mostrarán, serán principalmente la sobretensión por
tracción en la fibra inferior y las reacciones máximas en los diafragmas. Además, para un
análisis más completo, se presentará la evolución de la distorsión con la curvatura para
los distintos tipos de carga: peso propio, carga muerta y cargas de tráfico. Es importante
aclarar que las tensiones máximas en los vértices debidas a cada una de las cargas pueden
no coincidir en la misma sección. Por lo tanto, la sobretensión máxima no es la suma de
cada una de las sobretensiones debidas a las cargas por separado, lo que significa que la
sobretensión final puede mantenerse constante a pesar de que las sobretensiones de las
distintas cargas varíen.

6.4.3 Resultados

Se muestran a continuación los resultados de los cálculos agrupados por vano.
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6.4.3.1 Vano de 30 m
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FIGURA 6.38 Caso 30 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior en ELU
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FIGURA 6.39 Caso 30 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a peso propio
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FIGURA 6.40 Caso 30 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a carga muerta
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FIGURA 6.41 Caso 30 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida al tráfico
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FIGURA 6.42 Caso 30 m curvo: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.4.3.2 Vano de 45 m
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FIGURA 6.43 Caso 45 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior en ELU
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FIGURA 6.44 Caso 45 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a peso propio
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FIGURA 6.45 Caso 45 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a carga muerta
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FIGURA 6.46 Caso 45 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida al tráfico
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FIGURA 6.47 Caso 45 m curvo: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.4.3.3 Vano de 60 m

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.400

5

10

15

20

Ángulo ϕ [rad]

∆
σ
[%

]

S=20 m
S=15 m
S=12 m
S=10 m
S=7.5 m
S=4 m

FIGURA 6.48 Caso 60 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior en ELU
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FIGURA 6.49 Caso 60 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a peso propio
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FIGURA 6.50 Caso 60 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a carga muerta
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FIGURA 6.51 Caso 60 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida al tráfico
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FIGURA 6.52 Caso 60 m curvo: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.4.3.4 Vano de 75 m
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FIGURA 6.53 Caso 75 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior en ELU
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FIGURA 6.54 Caso 75 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a peso propio
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FIGURA 6.55 Caso 75 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a carga muerta
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FIGURA 6.56 Caso 75 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida al tráfico
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FIGURA 6.57 Caso 75 m curvo: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.4.3.5 Vano de 90 m

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.400

5

10

15

20

Ángulo ϕ [rad]

∆
σ
[%

]

S=30 m
S=22.5 m
S=18 m
S=15 m

S=11.25 m
S=4.5 m

FIGURA 6.58 Caso 90 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior en ELU
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FIGURA 6.59 Caso 90 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a peso propio
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FIGURA 6.60 Caso 90 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida a carga muerta
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FIGURA 6.61 Caso 90 m curvo: Sobretensión máxima en ala inferior debida al tráfico
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FIGURA 6.62 Caso 90 m curvo: Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.4.4 Análisis de resultados

6.4.4.1 Introducción

El objetivo de este apartado es analizar los resultados mostrados anteriormente con el
fin de extraer conclusiones acerca de la influencia de la curvatura en la distorsión.

En concreto, se estudiará cómo evoluciona la sobretensión dependiendo del tipo de carga
y su fase de construcción, ya que en los puentes mixtos las secciones son evolutivas y,
además, la curvatura en planta genera sobretensión durante todas las fases.

Asimismo, se analizará cómo la curvatura afecta a los criterios de dimensionamiento es-
tablecidos para los tableros en alineación recta, tanto para el dimensionamiento por resis-
tencia como para el dimensionamiento flexible.

6.4.4.2 Análisis de las cargas

Las cargas principales en un tablero de un puente mixto son el peso propio, la carga
muerta y el tráfico. Además, el gradiente térmico, la retracción o el viento pueden tener
su influencia, pero estas últimas cargas no se consideran en el presente análisis.

Peso propio

El peso propio del puente actúa principalmente sobre la sección metálica, cuya resistencia
es menor a la de la sección mixta. Por lo tanto, es necesario verificarla de manera inde-
pendiente en la fase final, y por ese motivo se debe controlar la sobretensión también en
esta fase.

En este caso, se ha supuesto que el peso propio actúa completamente sobre la sección
metálica y sin apeos intermedios. Sin embargo, dividiendo en fases la construcción de
la losa o disponiendo apeos intermedios se pueden reducir las tensiones y sobretensio-
nes asociadas al peso propio. Además, una mayor rigidez en la celosía de cierre superior
entre platabandas, o incluso la disposición de una chapa de cierre, también contribuye a
la reducción de las sobretensiones. Es decir, las sobretensiones aquí mostradas se basan
en una hipótesis conservadora, y podrían reducirse con un análisis refinado del proceso
constructivo. Para obtener más información acerca de las celosías de cierre, se remite al
lector a los artículos de Fan y Heldwing [137], Kim y Yoo [138] y Zhang et al [139].

Los resultados del análisis de peso propio muestran claramente que la sobretensión au-
menta a medida que se incrementa la curvatura. Este crecimiento es generalmente regular,
aunque en algunos casos se observan incrementos mayores de los esperados. Estos casos
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se deben a problemas de convergencia, los cuales serán estudiados en mayor detalle en
futuras investigaciones, ya que, debido a la limitación de tiempo de la presente investi-
gación, no se ha podido identificar una causa clara para estos problemas. Sin embargo,
estos problemas no alteran las conclusiones del presente trabajo

En la mayoría de los casos, se ha observado que la sobretensión debida al peso propio
crece a medida que se incrementa el espaciamiento entre diafragmas y la luz del puente.
Por ejemplo, en los vanos de 30 y 45 m prácticamente no se identifican problemas de
sobretensión en construcción si se cumple con el límite de espaciamiento fijado para los
tableros rectos. Sin embargo, a medida que aumenta la luz, que se observa que en los
mayores espaciamientos entre diafragmas se empieza a rebasar el límite del 10% de so-
bretensión.

En base a los resultados mostrados anteriormente, se considera preceptivo realizar un aná-
lisis refinado del proceso constructivo cuando se cumplan simultáneamente las siguientes
condiciones:

L > 45 m

ϕ > 0.2 rad

SD > L · (0.3 − 0.25 · ϕ) m

Para realizar este análisis, se recomienda emplear un modelo de elementos finitos tipo
lámina, ya que durante el proceso constructivo se producen saltos de sección importantes,
que provocan variaciones significativas en el alabeo de la sección, y que el estado del arte
actual no permite tener en cuenta. Sin embargo, este tema es susceptible de investigacio-
nes futuras.

Carga muerta

La carga muerta es habitualmente una carga centrada que actúa sobre la sección mixta, lo
que la convierte en la carga que produce menos sobretensiones.

Al igual que en el peso propio, existe una relación creciente entre la sobretensión, la cur-
vatura en planta y el espaciamiento entre diafragmas. Sin embargo, la relación con la luz
no es tan clara.

La carga muerta se incluye en las verificaciones de la sección completa, que también in-
cluyen las cargas de tráfico. Por ello, la influencia de esta carga quedará incluida en las
conclusiones finales sobre la influencia de la curvatura.
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Tráfico

A diferencia de las cargas permanentes, el tráfico genera sobretensiones incluso en table-
ros rectos debido a que su carga es excéntrica. La sobretensión aumenta con el espacia-
miento entre diafragmas y disminuye con la luz del puente, tal como se observó en los
tableros de directriz recta.

Sin embargo, la mayor singularidad de la carga de tráfico es que, aproximadamente, cuan-
do se disponen cuatro diafragmas por vano, la sobretensión se mantiene constante inde-
pendientemente de la curvatura. Pascual enunció esta conclusión en su tesis sin aportar
ninguna justificación numérica. No obstante, y a la vista de los resultados, esta conclu-
sión parece confirmarse, pero no se puede aplicar al dimensionamiento del tablero, ya que
debe tenerse en cuenta la influencia de las cargas permanentes en la sobretensión.

Al igual que en el caso de la carga muerta, la verificación de la sección se realiza a sección
completa. Por lo tanto, la combinación entre cargas permanentes y tráfico se analizará en
el siguiente apartado.

Combinación

En primer lugar, es importante destacar que las sobretensiones máximas asociadas a cada
carga no necesariamente se dan en la misma sección. Por lo tanto, la suma ponderada
de las sobretensiones no da como resultado la sobretensión en ELU, aunque resulta una
aproximación conservadora.

Partiendo de esta premisa anterior, en la figura 6.63 se muestra el porcentaje de partici-
pación de cada tipo de carga en la tensión de flexión final. Para ello, se han tomado las
tensiones debidas a cada uno de los tres tipos de carga y se ha calculado su porcentaje
respecto al total. Además, las cargas de tráfico se han dividido en las cargas debidas a la
sobrecarga y las cargas debidas a los carros. Para ello, se ha calculado la relación entre los
carros calculados como carga puntual, y la sobrecarga calculada como carga distribuida
para una luz isostática equivalente al 75% de la luz principal.

Se observa en dicha figura cómo la influencia de las cargas permanentes aumenta a medi-
da que la luz aumenta, pasando de suponer el 40% cuando la luz es 30 m al 60% cuando
la luz es 90 m. La implicación de esta variación está en que cuanto menor es la luz, mayor
influencia de las cargas de tráfico, y en consecuencia, mayor es la distorsión. Sin embargo,
a medida que aumenta la curvatura en planta del tablero, las cargas permanentes empiezan
a generar sobretensiones en la sección. Por lo tanto, cuanto mayor sea la luz, mayor será
la limitación que se debe imponer al espaciamiento entre diafragmas en relación con el
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FIGURA 6.63 Participación de las cargas en la tensión total

tablero recto.

En cuanto a las cargas de tráfico, se puede observar claramente que la relación entre la
tensión producida por los carros y la tensión producida por la sobrecarga pasa aproxima-
damente de ser el doble en 30 m a igualarse en 90 m. Es decir, conforme aumenta la luz,
disminuye la influencia del carro, y este es uno de los factores que provoca la disminución
de la distorsión con la luz, ya que los vehículos pesados son precisamente los mayores
causantes de distorsión en tableros rectos.

Sin embargo, las conclusiones relativas a puentes en alineaciones rectas no son extrapo-
lables a puentes con directriz curva. Por ejemplo, si se está analizando un puente de 60 m
donde la relación entre las cargas permanentes y las cargas de tráfico es aproximadamen-
te 50-50, cuando el puente es recto se puede llegar a un 20% de sobretensión por cargas
de tráfico. Pero, si presenta una curvatura en planta importante y las tensiones debidas a
la carga permanente llegan al 10%, tan solo se podrá llegar al 10% de tensiones en las
cargas de tráfico. Por lo tanto, Por lo tanto, se debe analizar la influencia de la curvatura
en el dimensionamiento tanto por resistencia como flexible.

6.4.4.3 Dimensionamiento por resistencia

Para estudiar cómo afecta la curvatura al dimensionamiento por resistencia se pro-
cederá de manera similar al tablero en alineación recta. Es decir, se ha calculado por
interpolación para los casos objeto de estudio, el espaciamiento mínimo entre diafragmas
admisible en función de la curvatura.

Del análisis de la sobretensión máxima para el vano de 30 m mostrado en la figura 6.38,
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se deduce que esta apenas varía con la curvatura, por lo que dicho vano queda fuera del
presente análisis.

Para el resto de vanos, en primer lugar, se ha comparado el espaciamiento máximo ob-
tenido para un tablero en alineación recta aplicando las hipótesis de cálculo de tablero
recto del apartado anterior, donde se han considerado múltiples secciones y fisuración en
pila entre otros; y el de tablero curvo, donde, como se explicó previamente, se considera
sección constante. La comparativa se muestra en la tabla 6.25.

Luz 45 m 60 m 75 m 90 m
Recto [m] 12.2 25.7 37.7 89.2
Curvo [m] 15.4 26.6 38.9 90.0
TABLA 6.25 Espaciamiento máximo según hipótesis de cálculo

Se observa que los espaciamientos son muy similares, lo que confirma que adoptar la
hipótesis de sección constante no altera las conclusiones. La única excepción es el vano
de 45 m, donde el espaciamiento aplicando la metodología curva es mayor. Para tener
en cuenta esta diferencia, se ha optado por aplicar la relación entre espaciamiento recto
y curvo a todos los espaciamientos calculados con la metodología curva. Es decir, en el
caso del vano de 45 m se ha aplicado un factor de 12.2/15.4 = 0.79 a todos los espacia-
mientos.

Una vez fijadas las hipótesis de partida, se muestra en la figura 6.64 el espaciamiento
máximo relativo calculado en función de la curvatura.
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FIGURA 6.64 Espaciamiento máximo en función de la curvatura

También se representa en la figura la propuesta de espaciamiento en función de la curva-
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tura. Partiendo del espaciamiento para tableros rectos (SD,r), se propone multiplicar dicho
espaciamiento por un factor que depende de la luz del vano (L) y el ángulo del vano (ϕ).
Concretamente dicho factor por curvatura (fc) se define como:

fc = 1 − 0.012 · L · ϕ = 1 − 0.012 · L
2

R
(6.14)

Y por lo tanto el espaciamientomáximo curvoSD,c se define en función del espaciamiento
máximo recto (SD,r) como:

SD,c ≤ SD,r ·
(

1 − 0.012 · L
2

R

)
(6.15)

Donde el espaciamiento máximo recto (SD,r) se definirá en la ecuación 6.16 teniendo en
cuenta la influencia del ancho.

Un aspecto importante del planteamiento anterior es que el factor por curvatura (fc) se
puede aplicar tanto si se limita a la tensión media como si se limita a la tensión de plasti-
ficación del acero. En concreto, el límite mostrado en la figura 6.64 se corresponde con la
limitación respecto a la tensión media, que se considera la menos conservadora de ambas.
Por lo tanto, su aplicación al caso de limitar la tensión de plastificación queda del lado de
la seguridad.

En relación a las reacciones máximas en diafragmas interiores, las reacciones calculadas
no superan en ningún caso las reacciones de dimensionamiento por resistencia, ya que T
es inferior al 100% en todas las gráficas del apartado 6.4.3. Por lo tanto, la hipótesis de
dimensionamiento por resistencia queda del lado de la seguridad.

6.4.4.4 Dimensionamiento flexible

Para analizar el dimensionamiento flexible, ha sido necesario realizar cálculos com-
plementarios. En concreto, para las luces entre 45 y 90m se calculó el caso 6 aplicando los
espesores resultantes de un dimensionamiento flexible. Es decir, el momento de diseño
empleado es el resultante de aplicar al momento de diseño por resistencia el factor (Tf )
definido en la ecuación 6.12. Los espesores equivalentes resultantes de este dimensiona-
miento se muestran en la tabla 6.26.

Es importante aclarar que, en todos los casos, el condicionante de la fue la resistencia del
diafragma y no el espesor mínimo que marca la ecuación 6.11.
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L ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
45 m 0.346 0.346 0.392 0.392 0.392
60 m 0.345 0.426 0.426 0.483 0.483
75 m 0.364 0.364 0.409 0.409 0.409
90 m 0.35 0.369 0.369 0.446 0.446

TABLA 6.26 Espesores en milímetros por condición de diseño flexible

Los resultados obtenidos en cuanto a sobretensiones han sido satisfactorios, ya que en
todos los casos quedan por debajo del 10%, como se muestra en la figura 6.65.
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FIGURA 6.65 Sobretensión máxima en ala inferior en ELU

En cuanto a las reacciones en diafragmas, se considerarán dos posibilidades: aplicar el
factor de reducción Tf definido en la ecuación 6.12 a todos los esfuerzos, o solo a las
cargas de tráfico. El primero de los casos se denomina T1 y el segundo T2, y para el ancho
de tablero de 11.3 m definen como:

T1 = Tf ·
(

3780 + 134.3 · SD +Md · bs
bb

· SD
R

)

T2 = Tf · (3780 + 134.3 · SD) +Md · bs
bb

· SD
R

La comparación entre la torsión máxima calculada en los diafragmas y los torsores de
dimensionamiento T1 y T2 se ilustra en la figura 6.66. T1 se muestran en línea sólida
mientras que T2 se muestra en línea discontinua. Los resultados mostrados en la figura
6.66 son bastante claros. De ellos, se puede concluir que no se debe aplicar el factor de
reducción a la parte del torsor de dimensionamiento debida al momento flector. Esta con-
clusión se basa en el hecho de que la hipótesis T1, donde se aplica el factor de reducción
a la parte del momento, es suficiente para los casos de curvatura nula. Sin embargo, con-
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FIGURA 6.66 Reacción máxima en diafragmas interiores

forme aumenta la curvatura, la reacción en el diafragma supera la reacción considerada
en el dimensionamiento.

Por otro lado, cuando se omite el factor de reducción a los esfuerzos debidos a la curvatura
en la hipótesis T2, la resistencia es suficiente en todos los casos. Sin embargo, bajo esa
hipótesis, se requerirá una mayor rigidez, lo que generará un aumento tanto en el torsor
por los esfuerzos debidos a la curvatura, como en los esfuerzos debidos a las cargas de
tráfico.

En resumen, la necesidad de incorporar la totalidad del torsor debido a la curvatura hace
que, en el caso de tableros curvos, el enfoque flexible propuesto resulte menos atractivo
que en el caso de tableros rectos. Por lo tanto, en las alineaciones curvas se recomienda
un dimensionamiento por resistencia.

6.5 Tableros anchos

6.5.1 Introducción

Un parámetro fundamental en el estudio de la distorsión es el ancho del tablero. Es
evidente que cuanto mayor es el ancho del tablero mayor es la carga distorsora, y por lo
tanto, puede haber mayor sobretensión. Por lo tanto, se debe estudiar la respuesta ante el
incremento en las cargas debido a una mayor anchura.

En los apartados anteriores se han estudiado puentes de 11.3 m de ancho total y las conclu-
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siones anteriormente expuestas resultan aplicables hasta dicho ancho. No obstante, puede
haber múltiples motivos que lleven a la necesidad de diseñar tableros de un ancho mayor.
Por lo tanto, en este apartado se estudiará cómo influye la anchura en el dimensionamien-
to de diafragmas antidistorsión.

La forma de materializar el tablero también depende a su vez del ancho. De acuerdo con
el SETRA [1], para anchos de hasta 12-14 m la losa del tablero no requiere de apoyos adi-
cionales además de las almas. Sin embargo, partir de ese ancho, la misma guía recomienda
disponer de vigas transversales cada 4 m aproximadamente. Por lo tanto, se estudiarán ta-
bleros ligeramente más anchos, de 12.8 m, suponiendo que la losa no está apoyada. Este
estudio se realizará para luces principales a partir de 60 m, que prácticamente es el límite
inferior del rango de aplicación de la teoría de vigas.

Posteriormente, y con el objetivo de estudiar tableros aún más anchos, se van a analizar
dos casos singulares. El primero parte del caso estudiado anteriormente de tablero de can-
to variable y 75 m de luz principal. La principal diferencia es que el ancho en este caso
es de 15.8 m, lo que confiere a este puente características propias de entornos urbanos. El
segundo es un tablero de tres vanos principales de 90 m, dos vanos laterales de 72 m y
un ancho de 26.6 m, y es más propio de un trazado de autovía donde ambos sentidos de
circulación se alojan en un tablero único de sección cajón con jabalcones.

El enfoque del estudio dependerá del caso. Para estudiar tableros ligeramente más anchos,
se seguirán analizando los enfoques de dimensionamiento por resistencia y dimensiona-
miento flexible, tal y como se describió anteriormente. Sin embargo, para estudiar singu-
lares, el criterio de dimensionar diafragmas por resistencia cada 4-5 m está prácticamente
impuesto por la presencia de las vigas transversales. Por lo tanto, el objetivo es verificar
si ese criterio es suficiente.

Por último, es importante mencionar que, a nivel de metodología de cálculo, en todos los
casos se ha seguido lo descrito para el tablero recto en el apartado 6.3.2.4.

6.5.2 Tableros de 12.8 m de ancho

6.5.2.1 Introducción

El primer estudio sobre los tableros anchos se centró en analizar cómo afecta al di-
mensionamiento de los diafragmas, tanto por criterios de resistencia como por criterios de
flexibilidad, un incremento de 1.5 m en el ancho del tablero. Este incremento se considera
compatible, por ejemplo, con una vía de tres carriles y arcenes de medio metro, o una vía
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de dos carriles y arcenes de 3 y 2 m, respectivamente.

Para el estudio se utilizaron las distribuciones de luces y cantos descritas para tableros
rectos que se muestran en la tabla 6.1. De dicha tabla se tomaron los casos con luces prin-
cipales de 60 m o más, por los motivos descritos anteriormente. Además, se consideraron
tanto los casos de canto constante como de canto variable.

A continuación, se muestran en detalle las geometrías estudiadas, así como los principales
resultados y su análisis.

6.5.2.2 Metodología y geometrías

A nivel geométrico, se han utilizado los 6 casos estudiados en tablero rectos de luces
de 60 m o más como punto de partida. Posteriormente, para cada luz principal y tipo de
canto se ha calculado el espaciamiento máximo por resistencia según lo descrito en el
apartado 6.3.4.2. A partir de ese espaciamiento, se han seleccionado los dos espaciamien-
tos entre diafragmas más cercanos al límite, dentro de los que cumplen, y con el fin de
poder interpolar cómo se reduce el espaciamiento máximo. La correspondencia entre los
casos rectos y los casos del presente estudio se puede encontrar en la tabla 6.27.

Caso L [m] Hmin [m] SD,max [m] Caso recto
1 60 2.4 17.28 2 3
2 75 3 27 1 2
3 90 3.6 38.88 1 2
4 60 1.5 10.8 4 5
5 75 2 18 3 4
6 90 2.5 27 2 3

TABLA 6.27 Casos analizados

La correspondencia con los casos rectos permite consultar que los espaciamientos entre
diafragmas y rigidizadores empleados en este cálculo en las tablas 6.2 a 6.4 y el apéndice
E.2.1. Además, se ha considerado el caso 6 de tablero recto para estudiar el dimensiona-
miento por flexibilidad.

Una vez definidos los espaciamientos y las geometrías, el siguiente paso ha sido revi-
sar las secciones. Debido al mayor ancho del tablero se ha incrementado el espesor de
la losa hasta 29 cm. Además, el incremento de 1.5 m se ha repartido añadiendo 75 cm
al ancho superior e inferior del cajón y los otros 75 cm a los voladizos. Después de fijar
estas dimensiones, y preservando también la dimensión de 0.25 m de ancho exterior de
la platabanda, se ha revisado el dimensionamiento de las secciones. En este caso, se han
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definido cuatro secciones tipo para cada distribución de luces y cantos, y se han empleado
las mismas en todos los casos. Las dimensiones de las secciones se muestran en el apén-
dice E.4.1 y su distribución a lo largo del puente es la misma que para el caso recto.

Por último, se han dimensionado los diafragmas para cada distribución de luces y cantos.
Los dos primeros casos se corresponden con un dimensionamiento por resistencia, mien-
tras que el tercero de los casos se corresponde con un dimensionamiento flexible, donde
se han seguido los criterios descritos en el apartado 6.3.4.4. Los espesores equivalentes
resultantes se muestran en la tabla 6.28.

Caso Caso 1 Caso 2 Caso 3
60 m cc 0.763 0.763 0.388
75 m cc 0.875 0.819 0.36
90 m cc 0.896 0.811 0.349
60 m cv 0.716 0.633 0.309
75 m cv 0.76 0.76 0.333
90 m cv 0.922 0.816 0.361
TABLA 6.28 Espesores equivalentes en milímetros

Los momentos torsores de diseño por resistencia (MT,r) empleados en el dimensiona-
miento anterior se muestran en en la tabla 6.29.

Caso Caso 1 Caso 2 Caso 3
60 m cc 7.614 7.090 1.973
75 m cc 8.984 7.936 1.964
90 m cc 10.232 8.923 1.976
60 m cv 6.741 6.304 1.919
75 m cv 7.614 7.177 1.945
90 m cv 10.232 8.923 1.984

TABLA 6.29 Momentos torsores de diseño (MT,r) en kN.m

Una vez concluida la exposición de las geometrías, y teniendo en cuenta que tanto las
cargas como las hipótesis de cálculo se describieron en el apartado 6.3.2.4, se procede a
mostrar los resultados.

6.5.2.3 Resultados y análisis de dimensionamiento por resistencia

El principal resultado obtenido del cálculo de los puentes con diafragmas dimensio-
nados por resistencia ha sido el ratio de sobretensión (∆σ) respecto a la tensión media
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Caso Caso 1 Caso 2 SD,0 SD,calc SD,calc/SD,0

60 m cc 9 % 9.1 % 17.28 − −
75 m cc 10.2 % 8.3 % 27 24.4 0.904
90 m cc 8.3 % 6.8 % 38.88 − −
60 m cv 11.4 % 9.4 % 10.8 8.3 0.769
75 m cv 10.4 % 9.2 % 18 14.2 0.789
90 m cv 8.9 % 8.6 % 27 − −

TABLA 6.30 Sobretensión y espaciamiento máximo

(σm). Este resultado se muestra en la tabla 6.30.

Además, en la tabla 6.30 se muestra el espaciamiento máximo entre diafragmas (SD,0),
siguiendo el criterio de la ecuación 6.10 para la tensión media, y el espaciamiento cal-
culado (SD,calc) por interpolación entre los casos 1 y 2. En aquellos casos en que ambos
cumplen, no se ha calculado dicho espaciamiento. Por último, también se ha mostrado en
la tabla el ratio entre SD,calc y SD,0.

A la vista de los resultados, se observa una clara relación entre la esbeltez del tablero y la
reducción que se produce en el espaciamiento. Por ejemplo, en los casos de canto constan-
te apenas se produce reducción, mientras que en los casos de canto variable la reducción
es más acusada. Además, también se observa cierta reducción respecto a la luz, aunque
esto se puede atribuir a que el criterio de espaciamiento para grandes luces resultaba con-
servador.

A tenor del análisis anterior, se propone que el espaciamiento máximo en tableros rectos
(SD,r) se defina en función del espaciamiento máximo en tableros rectos de ancho 11.3 m
(SD,0) como:

SD,r ≤ SD,0 ·
(

1 − 0.004 · L
C

· (b− 11.3)
)

≤ SD,0 (6.16)

Donde L es la luz del vano, C es el canto mínimo del tablero y b es el ancho del tablero.

La forma en que la reducción por efecto de la anchura queda definida permite que su apli-
cación se pueda realizar independientemente de la tensión de comparación considerada
para la sobretensión. Además, el efecto de la anchura también se puede combinar con la
curvatura en planta, tal y como se definió en la ecuación 6.15.

Cabe destacar que el factor de reducción anterior se ha calibrado hasta un ancho de 12.8
m, y por lo tanto solo se debería extrapolar hasta anchos ligeramente mayores de 12.8 m.
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En cualquier caso, no se considera eficiente que anchos mayores de 13.5 m se proyecten
con una losa sin apoyos transversales, por lo que 13.5 m se puede considerar el límite
superior de aplicación de la fórmula anterior.

La tabla 6.31 muestra a la reacción máxima en diafragmas. En todos los casos, la reacción
máxima es inferior a la reacción de dimensionamiento.

Caso Caso 1 Caso 2
60 m cc 72.1 % 67.1 %
75 m cc 79 % 78 %
90 m cc 79.7 % 76.9 %
60 m cv 56.9 % 48 %
75 m cv 70.5 % 63.9 %
90 m cv 68.4 % 68.5 %

TABLA 6.31 Reacción máxima en diafragmas

En resumen, el dimensionamiento por resistencia sigue resultando válido hasta los 13.5 m,
pero si la anchura excede los 11.3 m, se debe aplicar un factor reductor al espaciamiento.

6.5.2.4 Resultados y análisis de dimensionamiento flexible

Los resultados del análisis empleando el dimensionamiento flexible se muestran en la
tabla 6.32.

Caso ∆σ T

60 m cc 6.9 % 91.1 %
75 m cc 5.9 % 85.3 %
90 m cc 4.5 % 89.6 %
60 m cv 10.3 % 86.3 %
75 m cv 7.3 % 86.6 %
90 m cv 5.5 % 92.7 %

TABLA 6.32 Resultados del dimensionamiento flexible

En la tabla se observa que el dimensionamiento es válido en prácticamente todos los ca-
sos, excepto en el caso de 60 m de luz principal y canto variable. Dado que es un caso
único, no se considera necesario modificar las recomendaciones que se hicieron en el
apartado 6.3.4.4. Sin embargo, se informa al lector que en el apartado 6.5.5 se limitará
la aplicación del dimensionamiento flexible, y el caso de 60 m de luz principal y canto
variable quedará excluido del rango de aplicación de dicho dimensionamiento flexible.

340



6.5. TABLEROS ANCHOS

Por lo tanto, las recomendaciones relativas al dimensionamiento flexible son válidas en
aquellos casos donde se puede aplicar. Además, el enfoque flexible cumple tanto a nivel
de sobretensiones como a nivel de torsión de diseño.

6.5.3 Puente de 75 m de luz

6.5.3.1 Introducción

En este apartado se analizará un puente con una luz principal de 75 m y un ancho
aproximado de 16 m. El objetivo es continuar estudiando la influencia de la anchura en
la distorsión.

FIGURA 6.67 Puente Reina Sofía
Fuente: Wikimedia Commons. Autor: Grez

Este tipo de puentes se pueden encontrar por ejemplo en entornos urbanos, donde en
ocasiones, resulta necesario construir puentes de gran anchura y con cierta componente
estética. Además, también se pueden encontrar en autovías de donde se requieren cuatro
carriles por dirección, y se ha optado por tableros separados. Como ejemplo de lo anterior,
se pueden encontrar el puente de Reina Sofía en Sevilla proyectado por J. J. Arenas y M.
Pantaleón o el puente de conexión de la AP-9 con el Puerto de Vigo, proyectado por O.
R. Ramos. y M. Pantaleón [140].

Al igual que sucedía para un ancho de 12.8 m, se considera que, para un ancho de 16 m,
la luz principal de 75 m es un límite inferior de aplicación de la teoría de vigas. Además,
las conclusiones obtenidas de este estudio pueden aplicarse, del lado de la seguridad, a
luces mayores.
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Un puente que cumple con las características de luz y ancho descritas anteriormente es el
puente de acceso al Puerto de Vigo [140], por lo que se tomará como referencia. Concre-
tamente, dicho puente tiene un ancho de 15.8 m que permite albergar una mediana de 1 m,
dos carriles por dirección de 3.5 m y sendas barreras de 0.4 m. Además, la luz principal
es 75 m.

Para materializar la losa en el puente de Vigo se emplea un cajón ancho con una sepa-
ración de 8.3 m entre almas en su parte superior. Esto permite evitar que los voladizos
resulten excesivos y se puedan realizar en hormigón sin necesidad de vigas transversa-
les. Esta solución proporciona al tablero mayor limpieza visual desde el exterior, lo que
se adapta a entornos urbanos por su calidad estética. Sin embargo, la losa se apoya en
los diafragmas para reducir sus dimensiones, por lo que no se puede considerar exenta
como se había planteado en todos los puentes estudiados anteriormente. Por otra parte,
otra opción que se podría haber considerado en este puente es un cajón más estrecho con
vigas transversales, al estilo de lo recomendado por el SETRA [1]. En este apartado se
estudiarán ambas posibilidades, de modo que las conclusiones resulten aplicables a ambas
situaciones.

Ambas formas de materializar la losa requieren de apoyos cada 4 m aproximadamente.
Aunque se pueden utilizar modelos de cálculo refinados para evaluar estos apoyos, lo ha-
bitual es realizar un dimensionamiento por resistencia empleando un modelo de vigas del
diafragma. Por lo tanto, cuando se apoya la losa lo habitual es dimensionar los diafragmas
por resistencia, y esto conduce a que en este apartado se haya planteado la hipótesis de
que existen diafragmas cada 4 m aproximadamente dimensionados por resistencia.

Por último, también se estudiará la influencia de la curvatura en conjunción con el ancho.
Sin embargo, debido a que se trata de tableros anchos, se ha asumido que no estarán ex-
puestos a fuertes curvaturas en planta. Por lo tanto, únicamente se han estudiado los casos
de ϕ = 0.1 y ϕ = 0.2, que se traducen en radios de 750 m y 375 m respectivamente.

A continuación, se presentan las geometrías estudiadas en mayor detalle, los resultados
obtenidos y su posterior análisis.

6.5.3.2 Metodología y geometrías

Para estudiar el puente de 75 m de luz y ancho 15.8 m se ha partido del puente de
75 m de luz y canto variable descrito para el tablero recto. Concretamente, se ha tomado
el caso 6 de espaciamientos, el cual tiene un espaciamiento entre diafragmas de 4.17 m
en el vano central, 4 m en los vanos laterales y no existen rigidizadores intermedios. Es
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importante mencionar que se ha realizado la prueba con un espaciamiento de 5 m y un
rigidizador intermedio, y los resultados han sido muy similares.

Una vez definida la geometría principal objeto de estudio, el siguiente paso ha sido de-
finir las secciones transversales. En este apartado se van a calcular cuatro tipos de sec-
ciones transversales. Las dos primeras se corresponden con los casos de 75 m de luz,
canto variable y anchos 11.3 y 12.8 que se describieron en los apartados 6.3.2.2 y 6.5.2.2
respectivamente. Las otras dos son las secciones correspondientes a un puente sin vigas
transversales (sVT) y otro con vigas transversales (cVT). Las principales dimensiones
geométricas de las secciones se muestran en las figuras 6.68 y 6.69.

FIGURA 6.68 Puente con vigas transversales

FIGURA 6.69 Puente sin vigas transversales

En lo que respecta a los espesores de las secciones, en el caso del puente sin vigas trans-
versales, y a efectos de cálculo, se ha considerado una losa equivalente de 32 cm. Además,
se han definido cuatro secciones tipo de espesores que se distribuyen conforme a lo indi-
cado para el caso 6 en la tabla E.32. Los espesores para los dos casos nuevos se muestran
en el apéndice E.4.2.

En cuanto a los diafragmas, todos han sido dimensionados por resistencia. Los espesores
equivalentes empleados en el cálculo se muestran en la tabla 6.33.

Una vez definidas las geometrías, se procede a mostrar los resultados.
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Ancho R=0 m R=750 m R=375 m
11.3 0.624 − −
12.8 0.629 − −

15.8 sVT 0.567 0.633 0.633
15.8 cVT 0.650 0.727 0.814

TABLA 6.33 Espesores equivalentes de diafragma en mm

6.5.3.3 Resultados y análisis de tableros rectos

En primer lugar, se mostrará cómo evolucionan las sobretensiones a medida que au-
menta el ancho del puente en tableros rectos. Para ello, se presentarán en la figura 6.70
las sobretensiones a lo largo del puente para los distintos casos de tableros rectos y se
compararán con la tensión media.
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FIGURA 6.70 Sobretensiónes en ala inferior

La figura 6.70 permite extraer varias conclusiones y reflexiones. La primera conclusión
es que la distorsión por compresión en el ala inferior en la zona de pila no condiciona
el diseño. Esta conclusión ya se había explicado anteriormente, pero en esta gráfica se
ilustra con mayor claridad. La segunda conclusión es que existe una clara relación entre
el ancho y la sobretensión, ya que cuanto mayor es el ancho, mayor es la sobretensión por
distorsión.

Una conclusión que se podría obtener de antemano es que cuanto más estrecho es el cajón
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en relación al ancho, mayor es la sobretensión por distorsión. Esto se basa en el hecho de
que las sobretensiones en el caso sin vigas transversales (sVT) son menores que en el caso
con vigas transversales (cVT). Sin embargo, no se puede obviar que la presencia de las
vigas transversales influye en la forma de transmisión de la carga a las almas y, por ende,
en la forma de introducir la carga de distorsión.

Para estudiar cómo afecta la presencia de vigas transversales al reparto de la carga distor-
sora, se ha preparado un modelo similar al que se empleó para estudiar la carga vertical
tributaria en los diafragmas de alma llena. En dicho modelo, se han representado las almas
metálicas espaciadas 7.5 m y una losa superior de 25 cm con elementos tipo lámina. Ade-
más, se ha introducido una viga transversal cada 4.17 m con elementos tipo viga. Estas
vigas tienen un canto de 500 mm, un ancho de ala de 300 mm, un espesor de alas de 25
mm y un espesor de alma de 20 mm. El modelo resultante se muestra en la figura 6.71.

FIGURA 6.71 Modelo de cálculo de reparto

En este modelo se han introducido los vehículos de 600 kN y 400 kN, con una excentri-
cidad de 6 y 3 m respectivamente, y se ha realizado un análisis elástico. El resultado son
las fuerzas verticales en el alma que se muestran en la figura 6.72.

En la figura 6.72, se puede observar claramente que, en presencia de vigas transversales
(imagen superior), la carga se reparte prácticamente de forma uniforme en la zona entre
diafragmas, y que la zona de las vigas transversales es precisamente donde se produce el
pico de la carga. Por el contrario, en ausencia de vigas transversales (imagen inferior), la
carga queda mucho más concentrada en su zona de aplicación.

Tomando como referencia en análisis anterior, se ha realizado un nuevo cálculo con vi-
gas transversales, pero en lugar de utilizar la carga puntual debida a los vehículos, se han
utilizado cargas puntuales repartidas por igual en los nodos entre diafragmas, incluyendo
los nodos de los propios diafragmas. Los resultados se muestran en la figura 6.73.

Al distribuir las cargas (D) la tensión máxima se reduce en comparación al caso puntual
(P), pero sigue siendo todavía mayor al caso en el que no se disponen vigas transversales.
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FIGURA 6.72 Reparto de la carga en el alma
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FIGURA 6.73 Sobretensiónes en ala inferior por tracción
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Otro aspecto que se debe señalar en la figura 6.73 es que, al aplicar la metodología descri-
ta para la comparación de la sobretensión máxima respecto a la tensión media, el puente
cumple, ya que la tensión media máxima es aproximadamente 407 MPa y la sobretensión
máxima, suponiendo cargas puntuales, es 38.2 MPa. No obstante, se puede observar que
una ocurre en el vano lateral y otra en el vano central, lo cual conviene aclarar que se ha
asumido como posible.

Si se hubiera establecido el límite de tensión admisible en la tensión de plastificación,
que en este caso sería 35.5 MPa, con la hipótesis de cargas puntuales y puente con vigas
transversales, el puente no cumpliría. Sin embargo, al distribuir las cargas la sobretensión
máxima se reduce a 34.7 MPa y el puente cumple. No obstante, conviene señalar que se
trata de una sobretensión muy cercana al límite, por lo que se deben mantener el requeri-
miento de que la rigidez mínima sea la que aporte un diafragma en celosía dimensionado
por resistencia. Además, se recomienda utilizar diafragmas en V o K, ya que su rigidez es
superior a la del diafragma en forma de Cruz de San Andrés, que marca el límite inferior
de rigidez en este caso.

En cuanto a las reacciones en los diafragmas, cabe destacar que estas están muy por deba-
jo de las reacciones de diseño. A título ilustrativo, la reacción de diseño en los dos casos
nuevos ha sido 8160 kN.m, mientras que la reacción máxima en diafragmas no ha llegado
a los 2700 kN.m en el peor de los casos, que es el caso con vigas transversales. Por lo
tanto, el dimensionamiento por resistencia queda del lado de la seguridad.

6.5.3.4 Resultados y análisis de tableros curvos

Para ilustrar lo que sucede cuando se considera la curvatura en planta, en este caso
se han mantenido las mismas hipótesis de cálculo que en el caso de los tableros rectos.
Es decir, se han utilizado varias secciones tipo y se considera fisuración en pilas. Por ese
motivo, se advierte al lector que se observarán discontinuidades importantes en el entorno
de las transiciones de secciones. El motivo de esto es que la hipótesis de transición suave
entre secciones no se cumple durante la fase de construcción.

En la figura 6.74 se muestra cómo evoluciona la sobretensión con la curvatura para el
caso sin vigas transversales, y en la figura 6.75 cómo evoluciona para el caso con vigas
transversales.

Al observar ambas figuras, se puede apreciar cómo las discontinuidades producen alte-
raciones significativas en las tensiones. Esto se debe a que las variaciones de espesores
son importantes al pasar de las secciones de positivo a las secciones de negativo, y por lo
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FIGURA 6.74 Sobretensiónes en ala inferior por tracción sin vigas transversales
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FIGURA 6.75 Sobretensiónes en ala inferior por tracción con vigas transversales

tanto, los esfuerzos se alteran sustancialmente. Para solucionar este problema, se puede
establecer la compatibilidad de deformaciones empleando Multiplicadores de Lagrange.
Sin embargo, esto excede el alcance del presente trabajo y se remite a futuras investiga-
ciones.

No obstante, si se omiten las discontinuidades, se observa que los resultados son prác-
ticamente independientes de la curvatura. Este hecho ya se observó en el estudio de los
puentes curvos, cuyo resultado se mostró en el apartado 6.4.3. En dicho estudio se ob-
servó que, cuando el espaciamiento entre diafragmas estaba en el entorno de los 4 m, la
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sobretensión permanecía prácticamente constante si los diafragmas se dimensionan por
resistencia. Esta hipótesis se ha confirmado en este caso para un ancho mayor, por lo que
en tableros con diafragmas dimensionados por resistencia y espaciados aproximadamente
4 m, la curvatura no tiene influencia en la sobretensión.

En cuanto a las reacciones en los diafragmas, resulta evidente que, si en el caso de los
tableros rectos las reacciones no llegaban a un tercio de la capacidad de los diafragmas,
en el caso de los tableros curvos no se anticipan problemas por este motivo.

6.5.4 Puente de 90 m de luz

6.5.4.1 Introducción

El último de los puentes anchos que se estudiará es un puente de autovía de tablero
único. Este tipo de puentes se remontan prácticamente a la introducción de los puentes
mixtos de sección cajón a finales de los años 50 en Alemania [141], donde una de las
primeras obras de esta tipología fue el viaducto de Wuppertal con un ancho de 23.3 m y
una luz máxima de 72 m.

En España, a finales de los años 80 se proyectaron y construyeron varios puentes de este
tipo. Julio Martínez Calzón junto con Francisco Millanes Mato proyectaron el Puente del
Turia [142] en la circunvalación de Valencia con un cajón único de 17 m de ancho en su
parte superior para un ancho total de tablero de 24.4 m. También M. Pantaleón propuso
esta tipología en el puente de Itálica en Sevilla. En este caso el ancho era de 30.5 m
[143] por lo que el autor optó por un cajón multicelular y vigas transversales. Además, la
luz principal eran 100 m y el canto variable, lo cual no impidió, aunque sí complicó, su
construcción por el procedimiento de empuje.

Posteriormente, y coincidiendo con el cambio de siglo, el propio M. Pantaleón proyectó
los viaductos de Navia y As Nogais en la A-6 [144], en las inmediaciones de Pedrafita.
Aquí se produjo una evolución respecto al puente proyectado anteriormente, al introducir
dos cambios importantes que se aplicarían a los puentes de esta tipología construidos
coetáneamente y con posterioridad. El primero es la eliminación del canto variable de
los cajones, lo cual favoreció su construcción por el procedimiento de empuje y permitió
su aplicación a puentes de múltiples vanos y luces. El segundo cambio consistió en que
las vigas transversales pasaron a apoyarse en jabalcones en los extremos, permitiendo así
aumentar las dimensiones del voladizo y reducir el ancho del cajón, el cual pasó a ser
unicelular. Para ilustrar el efecto de la introducción de los jabalcones, se puede tomar
como ejemplo los puentes de la A-6, donde el cajón pasa a tener 8 m de ancho para un
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ancho de tablero de 26.6 m, o el puente de la Tina Menor, donde Javier Manterola llegó a
los 30 m de ancho de tablero con un cajón único de 10 m de ancho [15].

FIGURA 6.76 Viaducto de As Nogais
Fuente: La Voz de Galicia Autor: Pradero

En el siglo XXI, se han proyectado varios viaductos de este tipo en España [143], lo
que justifica el interés en esta tipología de cajón único con jabalcones. Esta tipología
también se ha empleado internacionalmente, como en el caso del Viaduc de Verrières
[122], proyectado por M. Virlogeux ,donde se utilizó un cajón único de 4.5 m de canto
y 7 m de ancho para una luz principal de 144 m y un ancho de 22.3 m. Este viaducto
presenta singularidad en comparación con los proyectados en España, ya que, al no ser
necesario cumplir un criterio de rigidez como el impuesto por la RPX-95 [121], se pudo
adoptar una estrategia antidistorsión consistente en marcos cerrados complementados por
marcos en celosía cada 20 m aproximadamente. También es importante señalar que en
este puente se emplearon aceros de de resistencias superiores a 400 MPa en ciertas zonas.

Una característica que también es frecuente en este tipo de puentes es su curvatura en
planta. Por ejemplo, el viaducto del Regueirón [123] proyectado por O.R. Ramos llega a
tener tiene una curvatura en planta de 600 m y una pendiente del 5.8%, lo cual ilustra la
versatilidad de esta tipología.

En base a las exposiciones previas, se ha decidido estudiar un puente similar al de As
Nogais, con un ancho de 26.6 m, tres luces principales de 90 m y sendas luces laterales
de 72 m. Aunque este ancho es ligeramente mayor que el estrictamente necesario para un
puente de autovía, que suele oscilar en torno a los 23m, permite abarcar una casuísticamás
amplia. La elección de la luz de 90m se debe a que se considera una luz en el rangomedio-
bajo de esta tipología, lo que permite que los resultados sean extrapolables a puentes de
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luces mayores. Además, se ha optado por un puente de cinco vanos porque es más común
en puentes de más de tres vanos, y cinco se considera un valor representativo. En cuanto
a la curvatura en planta, se estudiará tanto el tablero recto como el tablero con un radio de
600 m, que se considera un radio mínimo en puentes de autovía. Por último, se analizará
la casuística de diafragmas en celosía y marcos cerrados.

A continuación, se presenta con mayor detalle la geometría estudiada y se muestran los
principales resultados.

6.5.4.2 Metodología y geometrías

La distribución de luces del puente es 72+90+90+90+72 m, lo que da un total de 414
m de longitud. Todas las luces son múltiplo de 9, por lo que los diafragmas se van a dis-
poner cada 4.5 m.

La sección objeto de estudio se ha tomado del viaducto de As Nogais [144], el cual tiene
un ancho de 26.6 m. En su concepción original, ese ancho permitía 2 carriles de 3.5 m
de ancho por sentido, arcenes de 3 y 2.5 m respectivamente a cada lado de los carriles,
barreras de 40 cm a cada lado y una mediana de 80 cm. Sin embargo, en la actualidad, y
en el sentido ascendente del puerto de Pedrafita, se ha adaptado la distribución de anchos
de arcén y carril para albergar 3 carriles, lo cual demuestra que el presente estudio puede
abarcar puentes de gran anchura.

Las principales dimensiones de la sección se muestran en la figura 6.77.

FIGURA 6.77 Sección

Para definir los espesores a lo largo del puente se ha repetido el criterio de definir cuatro
secciones tipo y calcular unos espesores aproximados. En concreto, la distribución de las
secciones a lo largo del puente se muestra en la figura 6.78

Y los espesores asignados a dichas secciones se muestran en la tabla 6.34, donde 0/2 in-
dica que en el puente recto se ha considerado un espesor de 0 y 2 mm en el puente curvo.
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FIGURA 6.78 Alzado del puente

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
ttf [mm] 20 18 30 45
tb [mm] 10 10 30 75
tw [mm] 20 15 20 35
tc [mm] 0/2 0/2 0/2 45

TABLA 6.34 Espesores

Debido a las dimensiones del puente, se han utilizado rigidizadores de dimensiones ma-
yores que en los casos anteriores. El rigidizador sigue siendo de tipo cerrado, con dimen-
siones de 350 mm de altura y anchura en la base, 300 mm de anchura en cabeza y 10 mm
de espesor.

En cuanto a los diafragmas, se ha realizado una progresión de espesores equivalentes pa-
ra estudiar cómo afecta la rigidez de los diafragmas a la sobretensión. Los espesores son
0.01, 0.1, 0.4, 1, 1.16, 1.43, 2.00 y 10 mm. El espesor de 0.4 mm se corresponde a una
estimación de la rigidez de un marco cerrado dimensionado por resistencia, 1.16 mm con
la rigidez de un diafragma en Cruz de San Andrés y 1.43 mm con la rigidez de un dia-
fragma en K. Además, se han considerado 1.28 mm de espesor equivalente para el caso
del puente curvo.

Una vez definidas las geometrías, se muestran a continuación los resultados.

6.5.4.3 Resultados y análisis de tableros rectos

En primer lugar, en la figura 6.79 se muestra la evolución de la sobretensión con-
forme aumenta el espesor equivalente de diafragma. Esta representación se ha realizado
comparando, respecto a la tensión máxima media (σm), la tensión de plastificación (fy)
y también aplicando las cargas de manera puntual (P) o distribuida (D) en 5 puntos, tal
como se explicó en el caso de 75 m de luz y ancho 15.8 m.

La figura 6.79 muestra, como era de esperar, que comparar respecto a la tensión media
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FIGURA 6.79 Sobretensiónes en ala inferior por tracción

es menos restrictivo que comparar la tensión de plastificación. Además, demuestra que
prácticamente hasta el milímetro de espesor no hay diferencia entre considerar las cargas
distribuidas y puntuales.

Sin embargo, la principal conclusión que se puede extraer de la gráfica anterior, indepen-
dientemente de la tensión de comparación o la forma de carga, es que para cumplir con el
límite de sobretensión se requiere que los diafragmas estén dimensionados por resisten-
cia y dispongan de celosías para aportar rigidez. Esto se debe a que en todos los casos, la
sobretensión para un espesor de 0.4 mm, equivalente a un marco abierto, excede el límite
del 10%.

Además, la proximidad al límite de sobretensión empleando diafragmas en celosía dimen-
sionados por resistencia provoca que, si se desea alternar marcos cerrados con diafrag-
mas en celosía, sea necesario realizar un estudio específico. En otras palabras, si se desea
emular el planteamiento del Viaduc de Verrières [122] alternando marcos cerrados con
diafragmas en celosía cada 20 m, la condición de diseño de los diafragmas en celosía será
fundamentalmente una condición de rigidez, y esta solo se puede obtener de un estudio
específico de las sobretensiones en el puente.

Para ilustrar la complejidad que implica alternar marcos abiertos y cerrados se ha supues-
to que en el puente objeto de estudio se dispone un diafragma cada 18 m con una rigidez
de 2.5 mm en un caso y 5 mm en otro. Los resultados se muestran en la figura 6.80.

Se puede observar que disponer diafragmas cada 18 m permite reducir alguno de los picos
de sobretensión, pero otros apenas se ven alterados e incluso se incrementan ligeramente.

353



CAPÍTULO 6. RECOMENDACIONES PARA EL CONTROL DE LA DISTORSIÓN

0 50 100 150 200 250 300 350 400

0

10

20

30

40

50

Posición en la viga [m]

∆
σ
d
[M

Pa
]

10 %σm t=0.4 t=2.5 t=5

FIGURA 6.80 Sobretensiónes en ala inferior por tracción

Por lo tanto, en este caso esta estrategia no resulta factible.

En cuanto a la reacción en diafragmas, sigue en la línea de lo observado anteriormen-
te para espaciamientos cortos. Es decir, la reacción máxima calculada en diafragmas es
claramente inferior a la reacción de diseño. Esto se ilustra en la figura 6.81.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 100

20

40

60

80

100

Espesor equivalente teq [mm]

T
[%

]

FIGURA 6.81 Reacción máxima en diafragmas interiores
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6.5.4.4 Resultados y análisis de tableros curvos

En este caso, se representa la influencia de la curvatura comparando las tensiones
que se producen en los casos de tablero recto y curvo. En la figura 6.82, se muestra la
comparativa de tensiones entre el tablero recto y el tablero con un radio de 600 m.
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FIGURA 6.82 Sobretensiónes en ala inferior por tracción

Si se omiten los picos en las transiciones de secciones, que ya fueron explicados en el caso
de luz principal de 75 m y ancho 15.8 m, se aprecia que la curvatura produce un ligero
incremento en las sobretensiones en centro de luz. Sin embargo, este incremento no se
considera relevante a efectos de conclusiones, y por lo tanto se puede afirmar que, con
espaciamientos reducidos entre diafragmas, la influencia de la curvatura es despreciable.

6.5.5 Resumen

La variedad de casos estudiados en el presente apartado permite abarcar algunas de
las diferentes situaciones que pueden presentarse en el proyecto de puentes mixtos de an-
churas medias y grandes.

Para puentes hasta 13.5 m se han estudiado los dimensionamientos por resistencia y flexi-
bilidad, y se ha establecido un factor de reducción del espaciamiento por ancho. Además,
se recomienda no emplear el dimensionamiento flexible en puentes de canto variable con
una luz inferior a 60 m y más de 12 m de ancho.

Para puentes de ancho superior a 13.5 m, se asume que los diafragmas se dimensionan por
resistencia y se ubican cada 4-4.5 m aproximadamente. Bajo esas condiciones, los casos
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estudiados han mostrado que las tensiones máximas son aceptables, pero que se requiere
el uso de marcos en celosía para aportar la rigidez necesaria, ya que los marcos cerrados
podrían no ser lo suficientemente rígidos.

Una vez completado el análisis de los distintos casos, se propone un parámetro Λ que
permite identificar aquellos puentes más susceptibles a la sobretensión. Este parámetro se
define como el ancho del tablero (b) al cuadrado dividido entre la luz (L) y el canto (C):

Λ = b2

L · C
(6.17)

Cuando ese parámetro es inferior a 1, no se anticipan problemas por sobretensión, y se
puede proponer un dimensionamiento flexible o por resistencia. Este es el caso en la ma-
yoría de puentes estudiados donde no se observaron problemas por sobretensión.

Cuando el parámetro Λ esta entre 1 y 2 el dimensionamiento flexible puede presentar pro-
blemas de falta de rigidez, especialmente si es superior a 1.5, por lo que es preferible un
dimensionamiento por resistencia. Este es el caso por ejemplo de los dos últimos casos
expuestos de puentes de 75 m (Λ = 1.66) y 90 m (Λ = 1.75) de luz principal, o el caso
del puente de canto variable, luz principal de 60 m y ancho de 12.8 (Λ = 1.82). Las Λ
fueron en estos casos superiores a 1.5, y ya se recomendó en estos casos el empleo de
diafragmas en celosía para aumentar su rigidez.

Cuando el parámetro Λ supera 2 se debería realizar un análisis de la sobretensión debido
a que es probable que se requiera rigidez adicional a la que aportan los diafragmas en
celosía dimensionados por resistencia. Tal afirmación se basa en la proximidad al límite
observada en los casos mencionados en el párrafo anterior, ya que únicamente el puente
de 30 m y ancho 11.3 presenta un parámetro Λ superior a 2, y cabe recordar que los re-
sultados tuvieron que compararse respecto a la tensión de plastificación porque respecto
a la tensión media el puente no llegaba a cumplir.

En resumen, el parámetro Λ permite identificar de una forma muy simple aquellos puen-
tes donde los fenómenos de sobretensión pueden resultar más susceptibles, y adoptar la
estrategia de dimensionamiento más apropiada de entre las propuestas anteriormente.
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6.6 Criterios complementarios

6.6.1 Introducción

En los apartados anteriores se han establecido los criterios de resistencia, rigidez y
espaciamiento que deberían seguir los diafragmas antidistorsión en puentes mixtos de
sección cajón. Sin embargo, existen aspectos que pueden influir en el diseño final del
puente, y ese es el objetivo de este apartado.

Concretamente, los dos aspectos que se pretenden estudiar en este apartado son la fatiga
y la susceptibilidad de los rigidizadores.

6.6.2 Faࢢga

6.6.2.1 Introducción

El estudio de cualquier aspecto de la fatiga en puentes mixtos podría constituir una
tesis en sí mismo, por lo que el enfoque en este caso será mucho más reducido.

Para el cálculo a fatiga según Eurocódigos, se puede tomar como documento de referen-
cia la Guía para el proyecto frente a fatiga de puentes metálicos y mixtos de carretera
[145], publicada en 2019 por el Ministerio de Transportes, Movilidad y Agenda Urbana
(MITMA) dentro de la Serie Eurocódigos. La guía, describe detalladamente los pasos a
seguir para el proyecto frente a fatiga, y también incluye un estudio de sensibilidad de los
puentes mixtos a fatiga a nivel de tensiones longitudinales, así como un estudio de sensi-
bilidad de los detalles de fatiga en celosías transversales. Como complemento, en el VIII
Congreso ACHE, el equipo redactor de la guía anterior presentó una ponencia relativa al
diseño de las celosías transversales en puentes mixtos [146], en la que concluyeron que
detallando adecuadamente dichas celosías a fatiga no se anticipaban problemas al respec-
to. En resumen, la propia guía y sus investigaciones asociadas constituyen documentos
de referencia muy completos para el estudio de la fatiga.

En cuanto a las celosías transversales, el cálculo de la fatiga según los Eurocódigos [118]
es actualmente costoso, ya que los valores de λ1 que permitan emplear el modelo Fatigue
Load Model (FLM) 3 no han sido calibrados, por lo que no se puede emplear el método
simplificado. Por lo tanto, para el cálculo de la fatiga en celosías transversales, es necesa-
rio emplear los camiones del FLM 4 [131] y el método del daño acumulado, lo cual está
fuera del alcance del presente trabajo. Sin embargo, es importante destacar que, en el caso
de la normativa americana AASHTO LRFD [108], en los últimos años, y como resultado
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de las investigaciones realizadas [134], se está observando una tendencia a la reducción
en la categoría de ciertos detalles que afectan al diseño de las celosías transversales. En
estos casos, la fatiga puede llegar a condicionar el diseño de estos si por ejemplo se em-
plean perfiles en L, de acuerdo con la experiencia del autor.

En cuanto a las tensiones longitudinales, la guía previamente citada realiza un estudio
completo, pero parece haber omitido los efectos de la distorsión que la norma obliga a
considerar.

Por lo tanto, el objetivo de este apartado es completar el estudio de las tensiones longi-
tudinales debidas a la fatiga realizando una estimación de la sobretensión que se produce
en tableros de sección cajón al calcular el carro de fatiga FLM 3. Para ello, se tomarán
como punto de partida las recomendaciones de disposición de diafragmas antidistorsión
y rigidez expuestas anteriormente en este capítulo.

A continuación, se presenta la metodología, las geometrías y los principales resultados.

6.6.2.2 Metodología y geometrías

Como se ha explicado anteriormente, el objetivo es estudiar la sobretensión por fati-
ga en puentes diseñados de acuerdo con las recomendaciones establecidas en el presente
capítulo. Para ello se ha partido de todas las distribuciones de luces, cantos y anchos pre-
viamente analizados, y en cada una de las geometrías se ha calculado el espaciamiento
máximo entre diafragmas antidistorsión. Posteriormente se ha seleccionado la geometría
que cumple con el espaciamiento máximo se encuentra más cercana al límite calculado.
Además, se ha calculado la rigidez del diafragma correspondiente a dicho espaciamiento
mediante un dimensionamiento por resistencia. También se ha contemplado la posibilidad
de dimensionamiento flexible, calculando la rigidez de los diafragmas de acuerdo con los
criterios que se indicaron en la sección 6.3.4.4.

El único parámetro que no se ha considerado en el presente estudio ha sido la curvatura en
planta, ya que en el apartado 6.4.4.2 se observó que la respuesta frente a cargas de tráfico
era relativamente estable independientemente de la curvatura en planta.

Dado que todas las geometrías estudiadas han sido expuestas con anterioridad, se remite
al lector a apartados anteriores para más detalles. Para identificarlas, en cada tabla de re-
sultados se indicará la luz (L), el espaciamiento entre diafragmas (SD), el tipo de canto y
el ancho.

En cuanto a las cargas, se ha considerado el FLM 3 definido en el Eurocódigo [131] de

358



6.6. CRITERIOS COMPLEMENTARIOS

manera simplificada. Es decir, se ha supuesto que se compone de dos ejes de 240 kN es-
paciados 7.2 m. Además, dicho vehículo se ha considerado centrado en un carril ubicado
en la posición más excéntrica posible, y en sentido longitudinal, se ha supuesto que el
eje frontal se apoya en cada posición de rigidizadores, diafragmas, y a mitad de distancia
entre los elementos anteriores.

Los resultados obtenidos se han centrado en la tracción en el ala inferior, ya que las plata-
bandas superiores apenas son susceptibles a las sobretensiones, y las compresiones en la
zona de pila en el ala inferior no generan problemas de fatiga. Específicamente, los resul-
tados obtenidos han sido la tensión media máxima en el ala inferior del tablero debido a la
fatiga, que se ha denominado σm,f ; la sobretensión máxima en cualquier punto de la viga,
que se ha denominado ∆σf ; y la sobretensión máxima en las ubicaciones de rigidizado-
res o diafragmas, que se ha denominado ∆σD,f . La razón para separar las sobretensiones
anteriores es que, habitualmente, las zonas de rigidizadores tienen detalles de fatiga más
restrictivos.

Una vez explicadas las geometrías y la metodología de cálculo, se muestran los resultados.

6.6.2.3 Resultados

En primer lugar, se muestran los resultados para tableros de ancho 11.3 m y canto
constante en la tabla 6.35.

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
30 5 22.6 8.2 8
45 9 30.7 10.5 10.5
60 15 28.9 9.7 9.7
75 25 24.4 13 13
90 30 23.5 11.5 11.5

TABLA 6.35 Tensiones por fatiga: Ancho = 11.3 m y canto constante

En general, se observa una disminución en la tensión media debida a fatiga a medida que
aumenta la luz del vano, aunque no es una reducción drástica. Según los resultados an-
teriores, se puede considerar un valor de σm,f = 30 MPa como tensión media para el
cálculo de fatiga en puentes mixtos de sección cajón de manera conservadora.

Sin embargo, las sobretensiones parecen ser independientes de la luz, ya que el pico se
da en la luz de 75 m. Además, no parece haber una reducción de la sobretensión en la
proximidad de los diafragmas. Por lo tanto, como criterio conservador, se puede adoptar
una sobretensión de ∆σf = 15 MPa para el cálculo de fatiga.
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Si se calcula la relación entre la sobretensión por fatiga y la tensión media en los casos
anteriores, se obtendrá que dicha relación se encuentra entre el 33% y el 55%, lo cual
queda muy por encima del 10% que indica el Eurocódigo para ignorar los efectos debi-
dos a la distorsión. Por lo tanto, se puede concluir que la sobretensión no se puede ignorar
en el cálculo a fatiga.

Una vez establecidas las hipótesis de partida, el objetivo será comprobar cómo afecta la
variación en los distintos parámetros a la tensión media y a la sobretensión. Concretamen-
te, el primer parámetro que se va a variar es el tipo de canto. Los resultados para el canto
variable se muestran en la tabla 6.36.

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
60 10 28 11.5 11.2
75 15 29.9 12 12
90 22.5 24.2 11.7 11.2

TABLA 6.36 Tensiones por fatiga: Ancho = 11.3 m y canto variable

Los resultados de la tabla 6.36 indican que todas las hipótesis planteadas para los tableros
de canto constante se confirman en los tableros de canto variable, tanto a nivel de tensio-
nes medias como de sobretensiones y su relación.

El siguiente parámetro que se variará es el ancho. Las tablas 6.37 y 6.38 muestran los
resultados para los casos de tableros de ancho 12.8 m y canto constante y canto variable.

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
60 12 24.5 10.2 9.7
75 18.75 20.5 9.1 9.1
90 30 20 10.8 10.8

TABLA 6.37 Tensiones por fatiga: Ancho = 12.8 m y canto constante

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
60 7.5 23.6 9.2 9.2
75 12.5 27.4 10.8 10.2
90 18 23.5 11.4 11.4

TABLA 6.38 Tensiones por fatiga: Ancho = 12.8 m y canto variable

En ambos casos se observa cómo tanto las tensiones como las sobretensiones se reducen
ligeramente. No obstante, dicha reducción se puede ignorar a efectos prácticos. Por lo
tanto, una vez más se confirman las hipótesis establecidas en el caso del canto constante.
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Cuando se incorporan diafragmas antidistorsión cada 4 m aproximadamente en tableros
de gran anchura, y estos se dimensionan por resistencia, se observa una reducción en la
tensión sobretensión de fatiga. Esto se muestra en la tabla 6.39, donde a/b indica tablero
sin vigas transversales y tablero con vigas transversales.

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
75 4.167 23.9/24.9 7.5/8.6 7.1/8.1
90 4.5 11.3 6.4 5.8

TABLA 6.39 Tensiones por fatiga: Tableros de gran anchura

En este caso se observan variaciones significativas respecto a las hipótesis de partida.
Aunque en el caso de la luz principal de 75 m no sucede, fundamentalmente debido al
canto variable, sí que se observa una reducción significativa de la tensión media de fatiga
en el caso de la luz de 90 m. Además, en ninguno de los dos casos anteriores la sobreten-
sión supera los 10 MPa, por lo que se puede adoptar la hipótesis en este tipo de tableros
de ∆σf = 10 MPa. Por último, se puede señalar que, en tableros de gran luz, gran anchu-
ra y canto constante, la relevancia de un camión único es tan escasa que no se debieran
anticipar problemas de fatiga con un detallamiento adecuado a fatiga.

Por último, se va a mostrar cómo afecta a la fatiga realizar un dimensionamiento flexible.
Para ello se van a tomar los casos de tableros de canto constante y ancho 11.3 y 12.8 m
respectivamente. Los resultados se muestran en las tablas 6.40 y 6.41.

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
30 3.333 22.8 8.3 7.7
45 3.75 30.2 7.6 7
60 4 29.3 6.3 5.9
75 4.167 24.4 5.5 5.2
90 4.5 22 5 4.6

TABLA 6.40 Tensiones por fatiga: Ancho = 11.3 m y dimensionamiento flexible

L[m] SD[m] σm,f [MPa] ∆σf [MPa] ∆σD,f [MPa]
60 4 24.5 7 6.5
75 4.167 20.8 6.3 5.7
90 4.5 20.1 5.6 5

TABLA 6.41 Tensiones por fatiga: Ancho = 12.8 m y dimensionamiento flexible

Como era de esperar, las tensiones medias no se ven afectadas. Sin embargo, las sobre-
tensiones se ven reducidas en comparación con un dimensionamiento por resistencia. Por
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lo tanto, si se disponen diafragmas antidistorsión en el entorno de los 4-5 m, se puede es-
timar de manera conservadora que la sobretensión para el diseño por fatiga es ∆σf = 10
MPa.

6.6.2.4 Resumen

Las principales conclusiones del apartado anterior son:

La relación entre la sobretensión debida al vehículo pesado de fatiga y la tensión
media en el ala inferior llega a superar el 50% en ciertos casos, por lo que se debe
tener en cuenta la sobretensión (∆σf ) en el cálculo de fatiga.

Al utilizar el FLM 3 del Eurocódigo, se puede adoptar de manera conservadora un
valor de sobretensión de ∆σf = 15 MPa.

Si el espaciamiento entre diafragmas no supera los 5 m, el valor anterior se puede
reducir a ∆σf = 10 MPa.

6.6.3 Rigidizadores

6.6.3.1 Introducción

En esta sección, se estudiará la susceptibilidad de los rigidizadores. En particular, se
investigará si existe el riesgo de que los rigidizadores entre diafragmas pudieran dañarse
por un exceso de carga al diseñar los puentes con los espaciamientos y rigideces propues-
tos en este capítulo.

Para abordar esta cuestión, se han predimensionado unos rigidizadores intermedios, cal-
culado su rigidez y resistencia, y se ha calculado el puente considerando dicha rigidez.
Finalmente, se ha comparado la reacción en los rigidizadores con su resistencia.

Para este estudio solo se han considerado tableros rectos, de 11.3 m de ancho y canto cons-
tante, ya que los resultados son suficientemente claros sin necesidad de considerar casos
adicionales. Además, solo se han estudiado rigidizadores en forma de T, excluyendo los
formados por una única chapa.

6.6.3.2 Metodología y geometrías

Para comenzar, se han tomado como referencia los cinco casos de tableros rectos, de
11.3 m de ancho y canto constante que ya se emplearon para el cálculo de fatiga. Para
estos casos, se han obtenido las dimensiones de rigidizadores basándose en los criterios
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de dimensionamiento de rigidizadores del Eurocódigo 3 1-5 [31]. Las dimensiones resul-
tantes se muestran en la tabla 6.42.

L [m] Ubicación Hw [mm] tw [mm] Bf [mm] tf [mm]

30
Alma 175 10 170 20
Ala 250 10 245 15

45
Alma 200 10 200 18
Ala 250 10 245 15

60
Alma 250 10 250 21
Ala 250 10 245 15

75
Alma 300 10 320 21
Ala 300 10 320 15

90
Alma 350 12 390 20
Ala 300 10 320 15

TABLA 6.42 Dimensiones de rigidizadores

En dicha tabla,Hw denota la altura del alma del rigidizador y tw su espesor, mientras que
Bf indica en ancho total de las alas del rigidizador y tf su espesor.

Tomando dimensiones anteriores, se ha calculado la resistencia (MT,Rd) y rigidez (teq) del
marco compuesto por los rigidizadores. En la tabla 6.43 se muestran dichos resultados,
así como la separación entre ellos (Sr).

L [m] Sr [m] teq [mm] MT,Rd [kN.m]
30 2.5 0.094 822
45 4.5 0.069 1157
60 3.75 0.038 1809
75 4.167 0.032 2431
90 3.75 0.023 2804

TABLA 6.43 Características de los rigidizadores

Una vez definidas las características, se procedió a realizar el cálculo. Para ello se susti-
tuyó la rigidez de 0.01 mm, considerada en cálculos anteriores, por la rigidez estimada en
la tabla anterior. Los resultados se muestran en el siguiente apartado.
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6.6.3.3 Resultados

En primer lugar, se muestra el torsor resistente de los rigidizadores (MT,Rd), el torsor
calculado a partir de las reacciones en los rigidizadores (MT ), y la relación entre ambos.

L [m] MT,Rd [kN.m] MT [kN.m] MT/MT,Rd [%]
30 822 260 31.6
45 1.157 309 26.7
60 1.809 276 15.3
75 2.431 372 15.3
90 2.804 347 12.4

TABLA 6.44 Reacción en rigidizadores

En el peor de los casos, se observa que la reacción apenas llega a un tercio de la capacidad
de los rigidizadores. Por lo tanto, se puede afirmar preliminarmente que, en un dimensio-
namiento por resistencia de los diafragmas antidistorsión empleando los espaciamientos
fijados en este trabajo, los rigidizadores no son susceptibles de dañarse. Sin embargo, no
se ha realizado un estudio pormenorizado de la interacción entre esfuerzos de rigidización
y los de distorsión, por lo que no se puede concluir de categóricamente. A pesar de esto,
hay indicios cualitativos que sugieren que la interacción no debería ser un problema con
niveles de eficiencia por debajo de un tercio.

Uno de los motivos es que los rigidizadores se calculan como la suma de un esfuerzo axil
y una carga distribuida en una viga isostática. Esto implica que, aunque existen esfuerzos
en los extremos, la mayor parte de estos se producen en el centro del rigidizador. Por otro
lado, en los rigidizadores sometidos a distorsión, los esfuerzos se concentran en las es-
quinas y varían linealmente a lo largo del rigidizador. Por lo tanto, las secciones críticas
no son coincidentes, y en consecuencia, la interacción no es la suma de eficiencia debi-
da a los esfuerzos de rigidización con la eficiencia debida a los esfuerzos de distorsión.
Además, en ciertos casos, el diseño de los rigidizadores está gobernado por criterios de
rigidez, lo que implica que existe todavía un margen mayor para la interacción.

Aprovechando el predimensionamiento de los rigidizadores, se compararán los resultados
obtenidos con los requerimientos de un dimensionamiento flexible. En primer lugar, se
compara la resistencia.

En la tabla 6.45, se muestra la torsión de dimensionamiento por resistencia (MT,r) y se
compara con el torsor resistente (MT,Rd) de los rigidizadores. A priori, el resultado indica
que, si se considera que la resistencia mínima exigida a un diafragma dimensionado por
flexibilidad es aproximadamente un 40%, en los casos a partir de 60 m, solo teniendo en
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L [m] MT,r [kN.m] MT,Rd [kN.m] MT,Rd/MT,r [%]
30 4.335 822 19
45 4.616 1.157 25.1
60 4.511 1.809 40.1
75 4.569 2.431 53.2
90 4.511 2.804 62.2

TABLA 6.45 Diseño por resistencia de rigidizadores

cuenta los rigidizadores, podría alcanzarse la resistencia requerida sin necesidad de celo-
sías adicionales. No obstante, esta afirmación no es del todo cierta, ya que omite varios
aspectos importantes como son la interacción entre esfuerzos de rigidización y esfuer-
zos de distorsión, o la condición de rigidez para el control del pandeo del ala superior.
Además, también es necesario comprobar la condición de rigidez mínima en el dimensio-
namiento flexible.

En el apartado 6.3.4.4, que aborda el dimensionamiento flexible, se estableció una condi-
ción mínima de rigidez que debían cumplir los diafragmas. En la tabla 6.46 se muestra la
rigidez mínima teq,min aplicada a los casos estudiados, y se compara con la rigidez de los
rigidizadores.

L [m] teq [mm] teq,min [mm]
30 0.094 0.278
45 0.069 0.286
60 0.038 0.130
75 0.032 0.093
90 0.023 0.058

TABLA 6.46 Rigidez en diafragmas

En este caso, se observa como ninguno de los casos cumple con la condición de rigidez.
Por lo tanto, disponer únicamente de los rigidizadores estrictos para el control de la abo-
lladura no es suficiente.

De cualquier manera, lo expuesto anteriormente demuestra que los marcos abiertos pre-
sentan una capacidad resistente aceptable. Por lo tanto, con un estudio morfológico ade-
cuado, pueden constituir un buen punto de partida para el diseño de diafragmas antidis-
torsión más eficientes.
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6.7 Tipología de diafragmas

6.7.1 Introducción

El objetivo de este apartado es completar las recomendaciones anteriores relativas al
diseño de diafragmas antidistorsión, proporcionando orientación sobre los tipos de dia-
fragmas más eficientes en algunos de los casos estudiados en el presente capítulo.

En este caso, la eficiencia se refiere al peso de los diafragmas, ya que el coste del pro-
yecto suele estar ligado al precio del kilo de acero. No obstante, debe tenerse en cuenta
que algunas tipologías suponen un mayor coste de mano de obra que otras. En el caso de
que la diferencia de peso entre tipologías sea escasa, una mayor simplicidad en el diseño
que reduzca la mano de obra cobrar interés. Sin embargo, esta valoración queda fuera del
presente estudio.

En cuanto a las tipologías estudiadas, se han analizado la Cruz de San Andrés, K, V y dia-
fragmas de alma llena. Los marcos abiertos han sido excluidos del análisis por su escasa
rigidez.

Es importante tener en cuenta que el estudio es solo una aproximación, ya que cada pro-
yectista y circunstancias de proyecto son distintas, lo que hace extremadamente complejo
abarcar toda la casuística existente. Por ello, ha sido necesario realizar una serie de simpli-
ficaciones, las cuales se describen en el siguiente apartado de metodología y geometrías.

6.7.2 Metodología y geometrías

La geometría de la sección condiciona el dimensionamiento y tipología de los dia-
fragmas. La carga es proporcional al ancho del tablero y los esfuerzos interiores depen-
den fundamentalmente del ancho superior e inferior del cajón y su canto. Por esta razón,
se realizará un estudio paramétrico donde se variarán las dimensiones mencionadas ante-
riormente, pero partiendo de las geometrías que se han estudiado en el presente capítulo.

Como punto de partida, se tomarán las secciones los tableros de canto constante y anchos
11.3 m y 12.8 m. Se mantendrá el ancho superior del cajón y el canto, y solo se variará la
dimensión del ancho inferior del cajón, pasando de un cajón rectangular donde el ancho
superior e inferior son iguales, a otros dos trapezoidales donde el ancho inferior es uno y
dos metros menor que el ancho superior, respectivamente. Aunque la luz no es importan-
te, se incluye en la tabla 6.47, junto con el resto de los datos ya que la geometría base se
ha tomado de dicha luz.
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L [m] C [m] b [m] bs [m] bb [m]
30 1.5 11.3 6 6 − 4
45 1.75 11.3 6 6 − 4
60 2.4 11.3/12.8 6/6.75 6−4/6.75−4.75
75 3 11.3/12.8 6/6.75 6−4/6.75−4.75
90 3.6 11.3/12.8 6/6.75 6−4/6.75−4.75

TABLA 6.47 Geometrías de estudio

En cuanto a la metodología de dimensionamiento, el apartado 4.2.1 indica las principales
funciones que debían cumplir los diafragmas. Estas se explican a continuación, junto con
las hipótesis de cálculo adoptadas al respecto en el presente capítulo.

Control de las tensiones por distorsión. Para controlar las tensiones por distorsión
en la sección, se requiere un espaciamiento y un dimensionamiento adecuados de
los diafragmas. El dimensionamiento se basa fundamentalmente en resistir un de-
terminado torsor de diseño, aunque en ocasiones también se han impuesto criterios
de rigidez. Por lo tanto, el objetivo de este apartado es complementar las recomen-
daciones anteriores con gráficas que permitan identificar la relación entre peso y
rigidez (teq), o peso y resistencia del diafragma (MT,Rd), para poder elegir el tipo
de diafragma más eficiente.

Transferencia de los esfuerzos excéntricos a la sección. Esta transferencia es la
que genera los esfuerzos por distorsión en el diafragma. En este caso, se emplearon
las fórmulas simplificadas del capítulo 4 para establecer la relación entre el torsor
aplicado y los esfuerzos internos de dimensionamiento de los diafragmas.

Transmitir las cargas locales aplicadas en la plataforma a las almas y trans-
mitir las cargas locales aplicadas en ménsulas o jabalcones en tableros muy
anchos. Todos los casos estudiados en este apartado consideran que la losa no se
apoya en el cordón superior.

Transmitir las fuerzas de desviación del ala inferior al alma en puentes de can-
to variable. Aunque este capítulo se estudian puentes de canto variable, en este
apartado no se va a tener en consideración este efecto, ya que se asume de manera
simplificada, que penaliza a todas las tipologías por igual.

Permitir la transferencia de esfuerzos en zonas singulares. Los puentes estudia-
dos en este capítulo no presentan zonas singulares, por lo que este efecto no se tiene
en cuenta.
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Recoger la componente horizontal en secciones trapezoidales. Este es un efec-
to importante en los puentes de sección trapezoidal que requiere atención. Dicho
efecto condiciona el diseño del cordón superior, para el cual se van a realizar las
siguientes hipótesis:

• Existe una fuerza de desviación permanente causada por el peso de la losa. A
esta carga se le puede sumar, si resulta desfavorable, un 50% del peso de la
sección metálica.

• El cordón superior se dispone como máximo cada 5 m, por lo que las carga
sobre él se consideran locales. Bajo esta hipótesis, el cordón superior resiste el
100% de la fuerza de desviación causada por la carga debida a los vehículos
pesados. Es decir, en tableros de más de 9 m de ancho de calzada la fuerza
que resiste el cordón superior es 600 kN multiplicado por el factor de ELU
(γQ=1.35) y multiplicado por la tangente del ángulo que forma el alma con la
vertical.

Evitar la deformación transversal de la sección durante elmontaje e introducir
acciones durante la construcción. Este aspecto se ha considerado parcialmente.
Aunque no se ha comprobado la rigidez para controlar el pandeo de las platabandas
superiores, se ha supuesto que puede existir una fuerza de desviación en el cordón
superior cuyo valor es el 1% de la compresión en la platabanda superior durante
la construcción. El valor supuesto de dicha compresión es un 80% de la fuerza
resultante de multiplicar el área de la platabanda por la tensión de 355/1.1 MPa.

Funciones típicas de los rigidizadores. En este apartado se han utilizado los rigi-
dizadores que se predimensionaron para el apartado 6.6.3, y se han añadido algunos
casos nuevos. Los criterios de dimensionamiento han sido los indicados en el Eu-
rocódigo EN1993 1-5. Hay que tener en cuenta que no se ha considerado la acción
del viento en las almas ni se ha tenido en cuenta la reducción de la luz de cálculo
del ala inferior que se da en los diafragmas con celosías en V. Es decir, se han su-
puesto los mismos rigidizadores en todos los diafragmas en celosía para una misma
geometría. Las dimensiones para las almas y para el ala inferior se muestran en las
tablas 6.48 y 6.49, respectivamente.

Una vez definidas las hipótesis de partida, se procede a mostrar los resultados. Cabe in-
dicar que en cada resultado se ha indicado de manera orientativa el torsor de diseño por
resistencia vinculado al caso base de tablero recto.
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C [m] Hw [mm] tw [mm] Bf [mm] tf [mm]
1.5 175 10 170 20
1.75 200 10 200 18
2.4 250 10 250 21
3 300 10 320 21
3.6 350 12 390 20

TABLA 6.48 Dimensiones de rigidizadores del alma

bb [m] Hw [mm] tw [mm] Bf [mm] tf [mm]
4 ≤ 250 10 245 15
5 ≤ 250 10 280 20
6 ≤ 250 10 350 20

6.75 ≤ 280 10 380 23
TABLA 6.49 Dimensiones de rigidizadores del ala

6.7.3 Resultados
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6.7.3.1 Canto 1.5 m
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FIGURA 6.83 Canto 1.5 m: Relación peso-resistencia
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FIGURA 6.84 Canto 1.5 m: Relación rigidez-resistencia

La rigidez del diafragma de alma llena es en todos los casos 11 mm.
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6.7.3.2 Canto 1.75 m
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FIGURA 6.85 Canto 1.75 m: Relación peso-resistencia
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FIGURA 6.86 Canto 1.75 m: Relación rigidez-resistencia

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 12 y 13 mm.
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6.7.3.3 Canto 2.4 m
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FIGURA 6.87 Canto 2.4 m: Relación peso-resistencia. Ancho 11.3 m
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FIGURA 6.88 Canto 2.4 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 11.3 m

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 15 y 16 mm.
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FIGURA 6.89 Canto 2.4 m: Relación peso-resistencia. Ancho 12.8 m
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FIGURA 6.90 Canto 2.4 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 12.8 m

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 15 y 16 mm.
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6.7.3.4 Canto 3 m
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FIGURA 6.91 Canto 3 m: Relación peso-resistencia. Ancho 11.3 m
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FIGURA 6.92 Canto 3 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 11.3 m

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 17 y 18 mm, y su peso supera los 2070
kg.
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FIGURA 6.93 Canto 3 m: Relación peso-resistencia. Ancho 12.8 m
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FIGURA 6.94 Canto 3 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 12.8 m

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 17 y 18 mm, y su peso supera los 2370
kg.
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6.7.3.5 Canto 3.6 m
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FIGURA 6.95 Canto 3.6 m: Relación peso-resistencia. Ancho 11.3 m
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FIGURA 6.96 Canto 3.6 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 11.3 m

La rigidez del diafragma de alma llena varía entre 19 y 20 mm, y su peso supera los 2763
kg.
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FIGURA 6.97 Canto 3.6 m: Relación peso-resistencia. Ancho 12.8 m
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FIGURA 6.98 Canto 3.6 m: Relación rigidez-resistencia. Ancho 12.8 m

La rigidez del diafragma de alma llena supera los 19 mm, y su peso supera los 3100 kg.
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6.7.4 Análisis de resultados

Los diafragmas se pueden dividir para su análisis en diafragmas de alma llena y dia-
fragmas en celosía. En los primeros se observa como únicamente podrían ser competitivos
en cantos reducidos, mientras que los otros con competitivos prácticamente en todos los
casos, variando según la geometría del cajón y el esfuerzo solicitante cual de los tipos de
diafragma en celosía es más óptimo.

Los diafragmas de alma llena han demostrado ser competitivos en secciones de almas
sensiblemente verticales, con cantos de hasta 1.5 m, y con niveles de esfuerzos elevados.
Aunque en la gráfica 6.83 se observa que los esfuerzos a partir de los cuales los diafragmas
de alma llena resultan más eficientes superan en todos los casos la condición de resisten-
cia MT,r, se considera que dicho límite puede ser ligeramente inferior, ya que no se ha
tenido en cuenta el incremento de peso debido a elementos secundarios como chapas de
conexión en los diafragmas en celosía.

La otra gran ventaja de los diafragmas de alma llena es su rigidez, ya que prácticamente
en todos los casos es un orden de magnitud superior a la de un diafragma dimensiona-
do por resistencia. Por lo tanto, en el caso de tableros donde se requiera un control de
la distorsión mediante rigidez adicional en los diafragmas, esta puede ser una solución
competitiva. Sin embargo, se debe tener en cuenta que el espesor requerido para controlar
el pandeo vertical penaliza bastante esta tipología como se ha podido observar, por lo que
no se recomienda esta tipología en ningún caso en tableros de gran canto.
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FIGURA 6.99 Relación peso-luz. Ancho 11.3 m
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Para comparar los diafragmas en celosía, se ilustra en la figura 6.99 cómo varía el peso
en función del canto para un dimensionamiento de un tablero de 11.3 m de ancho por
condición de resistencia.

La figura 6.99 se considera muy representativa de los resultados mostrados en el apar-
tado 6.7.3, ya que muestra cómo la celosía en V es más competitiva en secciones casi
rectangulares, mientras que la celosía en K es más competitiva cuanto más acusada es la
forma del trapecio. La frontera entre ambas tipologías se puede ubicar en la relación entre
ancho inferior y ancho superior β = 5/6 aproximadamente. Sin embargo, es importante
tener en cuenta que, dentro de la frontera, y con niveles de esfuerzos elevados, la celosía
en V es más competitiva, mientras que con niveles de esfuerzos bajos la celosía en K es
ligeramente más competitiva. En cualquier caso, la diferencia entre ambas es muy sutil.

En la comparativa anterior no mencionaron los diafragmas en X, también denominados
Cruz de San Andrés, ya que no ofrecen ninguna ventaja en prácticamente todos los ca-
sos estudiados. Únicamente en el caso de esfuerzos elevados y canto 3.6 m este tipo de
diafragmas ha resultado el más óptimo. Esto permite anticipar que en secciones con rela-
ciones ancho de cajón - canto de uno o inferiores, este tipo de diafragmas puede resultar
competitivo. Sin embargo, esta suposición se basa en la tendencia observada y no en
cálculos concretos.

En cuanto a la rigidez dentro de los diafragmas en celosía, la tipología de diafragmas en
V es la que ofrece una mayor rigidez cuando β > 0.8 en la mayoría de los casos. Además,
esta tipología es la más eficiente desde un punto de vista del peso, por lo que es claramente
la recomendada para estas geometrías.

Cuando la forma trapezoidal es más acusada (β < 0.8), la tipología más rígida depende
del canto. En cantos inferiores a 3 m, el diafragma en K aporta una mayor rigidez, mien-
tras que en cantos mayores, la solución en la más rígida es la Cruz de San Andrés. Esto se
debe a que cuando los cantos son elevados, los montantes de las celosías en K se disponen
muy verticales y pierden su efectividad.

Finalmente, es importante destacar que las conclusiones relativas a la rigidez de los dia-
fragmas en celosía son similares a las de la eficiencia en términos de peso. Por lo tanto, se
puede decir que la eficiencia estructural y económica están relacionadas en el dimensio-
namiento de diafragmas en celosía. Además, en el análisis de los diafragmas requeridos
por resistencia llevado a cabo en apartados anteriores de este capítulo, se utilizó la tipo-
logía menos rígida para los cálculos. Esto implica que en muchos casos no se empleó el
diafragma más eficiente en términos de peso, y por lo tanto, no se usó el diafragma reco-
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mendado. Es decir, se puede considerar que el análisis realizado en el presente capítulo
queda del lado de la seguridad ya que los diafragmas óptimos en términos de peso aportan
mayor rigidez, en la mayoría de los casos, que los diafragmas supuestos en el cálculo.

6.8 Resumen

Como resumen de este capítulo, se propone el árbol de decisión para el dimensiona-
miento de diafragmas mostrado en la figura 6.100.

El árbol de decisión comienza con el cálculo del parámetro Λ de susceptibilidad a la dis-
torsión que fue explicado en el apartado 6.5.5.

Cuando el parámetro Λ es superior a 2, la susceptibilidad a la distorsión es elevada, por
lo que se debería realizar un análisis refinado. Para este análisis, se propone comenzar
por espaciamientos cortos y dimensionar los diafragmas por resistencia, lo que implica
calcular el torsor tributario sobre el diafragma (MT,r según Ec. 6.6). Una vez definidos los
esfuerzos de dimensionamiento, el siguiente paso es calcular los diafragmas. Para ello, se
deberían considerar aquellas tipologías que aporten mayor rigidez tales como diafragmas
en celosía o diafragmas de alma llena. Una vez seleccionado el diafragma que se estime
más conveniente, se debería calcular de la distorsión con el fin de verificar que la rigidez
que aportan los diafragmas es suficiente. Si es así, se puede concluir el cálculo, pero en
caso contrario se debería seleccionar un diafragma que aporte mayor rigidez y volver a
realizar el cálculo de la distorsión hasta que esta cumpla con el límite.

Si el parámetro Λ es inferior a 2, el dimensionamiento puede ser por resistencia en cual-
quier caso, o flexible si se cumplen una serie de condicionantes. Para emplear el dimen-
sionamiento flexible el tablero debe tener menos de 13.5 m de ancho, debe estar en una
alineación recta y su susceptibilidad a la distorsión debe ser inferior a 1. Bajo esas con-
diciones, se puede fijar un espaciamiento inferior a 4.5 m y considerar un esfuerzo de
dimensionamiento inferior al de un dimensionamiento por resistencia, ya que dicho es-
fuerzo (MT,r) se multiplica por un factor (Tf ), que se define en la ecuación 6.12. Además,
se debe comprobar la rigidez mínima de los diafragmas que de acuerdo con la ecuación
6.11. Una vez establecidas las condiciones de partida, se puede proceder a calcular los
diafragmas de manera iterativa, ya que el factor de reducción Tf depende de la rigidez del
diafragma. Cuando la rigidez supuesta en el factor de reducción sea idéntica a la rigidez
del diafragma, se puede dar por concluido el cálculo.
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Cuando el parámetro Λ es inferior a 2, siempre es posible realizar un dimensionamiento
por resistencia. En este caso, el primer paso consiste en seleccionar el espaciamiento entre
diafragmas en función de la anchura y la curvatura.

Si el tablero es recto y su anchura es inferior a 11.3 m, el espaciamiento máximo se define
como SD,0 en la ecuación 6.10. Esta ecuación propone dos alternativas respecto al límite
de la distorsión: considerar el 10% del límite de plastificación del acero, o el 10% de la
tensión media en el ala inferior en ELU, suponiendo un comportamiento elástico. A partir
de dicho espaciamiento, en los sucesivos apartados se proponen factores que permiten
ajustarlo para anchos mayores y curvaturas en planta.

El espaciamiento para anchos comprendidos entre 11.3 m y 13.5 m se muestra en la ecua-
ción 6.16, y se define como SD,r, que para un ancho inferior a 11.3 converge a SD,0.
Cuando el ancho es superior a 13.5 m se entiende que la losa debe ir apoyada en los dia-
fragmas del cajón, y por lo tanto el espaciamiento entre diafragmas se debe limitar a 4-5
m, que es la posición recomendada de las vigas transversales.

Por último, para tener en cuenta la curvatura se propuso un factor fc que se definió en la
ecuación 6.14. Este factor se aplica a tableros de ancho inferior a 13.5 m, ya que cuando
los espaciamientos son inferiores a 5 m, y los diafragmas se dimensionan por resistencia,
se ha observado que la influencia de la curvatura en las tensiones por distorsión es escasa,
independientemente del ancho.

Una vez fijado el espaciamiento para realizar el dimensionamiento por resistencia, se si-
guen los siguientes pasos habituales para un dimensionamiento de diafragmas. En primer
lugar, se calcula el torsor de dimensionamiento por resistencia (MT,r) y luego se calculan
los posibles diafragmas, teniendo en cuenta que se recomienda emplear diafragmas «rí-
gidos», tales como los diafragmas en celosía o diafragmas de alma llena. Finalmente, se
selecciona el óptimo de entre los diafragmas calculados.

Además de la propuesta de metodología para el diseño de diafragmas, en este capítulo
también se han estudiado criterios complementarios que se deben tener en cuenta para un
adecuado diseño de los puentes mixtos teniendo en cuenta la distorsión.

En primer lugar, en el estudio de los puentes curvos, se determinó que era preceptivo rea-
lizar un análisis refinado de la secuencia constructiva del puente mediante un modelo de
elementos finitos tipo lámina cuando se daban, simultáneamente, las siguientes condicio-
nes:
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L > 45 m

ϕ > 0.2 rad

SD > L · (0.3 − 0.25 · ϕ) m

Por otro lado, se llevó a cabo un estudio paramétrico de la fatiga, en el cual se observó que
la relación entre la sobretensión debida al vehículo pesado de fatiga FLM 3 y la tensión
media en el ala inferior llegaba a superar el 50% en ciertos casos. Esto significa que se
debe tener en cuenta la sobretensión (∆σf ) en el cálculo de fatiga del tablero. Los valores
que se recomiendan a partir de los cálculos realizados son:

Si se emplea el FLM 3 del Eurocódigo, se puede adoptar de manera conservadora
un valor de sobretensión de ∆σf = 15 MPa.

El valor anterior se puede reducir a ∆σf = 10 MPa si el espaciamiento entre dia-
fragmas no supera los 5 m.

En este capítulo también se han estudiado las tipologías de diafragmas. La principal con-
clusión es que, en la mayoría de los casos, la celosía en V es más competitiva en secciones
casi rectangulares, mientras que la celosía en K es más competitiva cuanto más acusada es
la forma del trapecio. El límite entre ambas está aproximadamente en una relación entre el
ancho inferior y ancho superior β = 5/6. Además, en cantos de hasta 1.5 m el diafragma
de alma llena puede resultar competitivo, especialmente si se desean diafragmas muy rí-
gidos. En secciones donde el ancho del cajón es similar o inferior al canto, los diafragmas
en Cruz de San Andrés pueden ser una opción a estudiar.

La otra conclusión del estudio tipológico de diafragmas es que, en muchos casos, la efi-
ciencia estructural y el peso de acero están relacionados. Por lo tanto, una elección ade-
cuada del tipo de diafragma conduce a diseños eficientes en peso y, además, más seguros
desde un punto de vista de la distorsión. Esto implica que el análisis realizado en este
capítulo queda del lado de la seguridad, ya que se tomó en todos los casos el diafragma
más flexible dimensionado por resistencia, en lugar del más eficiente en peso.
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CAPÍTULO 7

Resumen y conclusiones

7.1 Resumen

En esta tesis se ha estudiado el cálculo y control de la distorsión en tableros mixtos
de sección cajón unicelulares, con el objetivo de mejorar su eficiencia desde un punto de
vista tanto del diseño como de la fabricación.

En primer lugar se realizó una investigación comparativa de las distintas metodologías
existentes para el cálculo de la distorsión con el fin de determinar la más eficiente. Como
resultado de esta investigación se decidió desarrollar un nuevo elemento finito unidimen-
sional que completara las carencias observadas en los elementos finitos propuestos en la
literatura.

Las características principales del elemento finito propuesto son:

Sección: Cajón unicelular simétrico. Sus propiedades se calculan aplicando el mé-
todo de los elementos finitos, que en la presente investigación se ha adaptado a
vigas curvas.

Alineación: Curva.

Cortante y flexión:Movimientos en las tres dimensiones. No admite deformación
por cortante. El arrastre por cortante se considera durante el post-procesado según
la normativa de aplicación.

Torsión: Considera la torsión no uniforme.

Distorsión: Según formulación propia adaptada de J. Jönsson [58].

Interacción torsión-distorsión: Sí. También incluye interacción de la distorsión
con la flexión.
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Grados de libertad: Movimientos en las tres direcciones, giros en las tres direc-
ciones, variación del giro longitudinal y distorsión y su variación. En total 9 por
nodo.

Nodos y funciones de forma: El elemento es binodal y se interpola mediante fun-
ciones de forma polinómicas de grado 3.

Además del elemento finito mencionado anteriormente, esta investigación también expo-
ne las ecuaciones que rigen el comportamiento de las vigas curvas, teniendo en cuenta la
interacción entre todos los esfuerzos.

Una carenciamuy común observada en los elementos finitos unidimensionales propuestos
en la literatura es que apenas permiten considerar la rigidez de los diafragmas interme-
dios antidistorsión. Y en los casos en que sí se permite, se la rigidez se calcula por medio
de fórmulas simplificadas. Por ese motivo ha sido necesario desarrollar un marco teórico
para implementar los diafragmas en el cálculo con este tipo elementos. Específicamente
se han desarrollado algoritmos para el cálculo de rigidez y esfuerzos en diafragmas tipo
alma llena, cruz de San Andrés, K, V y marcos abiertos y cerrados. También se han re-
visado los criterios de dimensionamiento estructural de los diafragmas interiores cuando
se ha considerado pertinente, destacando la metodología propuesta para el cálculo de los
diafragmas de alma llena.

Con el fin de validar tanto el elemento finito propuesto como los algoritmos para el cálculo
de diafragmas, se han realizado tres ejemplos de verificación. El primero de los ejemplos
consistió en un puente recto, biapoyado y con una sección de dimensiones reducidas. El
objetivo fue mostrar el grado de ajuste entre la teoría de vigas y los modelos de láminas.
Este ejemplo permitió identificar aquellos fenómenos locales que no recoge la teoría de
vigas, pero que habitualmente se omiten en el diseño de puentes gracias al empleo de de-
talles estructurales adecuados. El segundo ejemplo fue idéntico al anterior, pero con una
curvatura en planta de 100 m. Su objetivo fue demostrar la validez del elemento finito
propuesto aplicado a un puente curvo teórico. El último de los ejemplos consistió en la
modelización de un puente con una geometría más similar a un puente real de tres vanos,
aunque de sección constante y curvo en planta también. En todos los casos se pudo ob-
servar cómo el elemento finito propuesto aportaba mayor precisión que la teoría clásica
de vigas cuando se comparaba con un modelo de elementos finitos tipo lámina.

En relación al control de la distorsión se llevó a cabo un análisis bibliográfico de las
distintas propuestas recogidas tanto en revistas del ámbito académico como normativas
vigentes y derogadas. En este sentido, se encontraron discrepancias entre los autores y
aspectos susceptibles de mejora, por lo que se decidió proponer unas recomendaciones
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nuevas para el control de la distorsión.

Para redactar estas recomendaciones, se realizó un cálculo paramétrico empleando el ele-
mento finito previamente propuesto. Las principales variables estudiadas fueron las si-
guientes:

Luz. Se estudió el rango entre 30 y 90 m, ya que se considera el rango más habitual
para este tipo de tableros, y las conclusiones son fácilmente extrapolables a puentes
de luces mayores.

Canto. Se estudiaron tableros de canto constante y canto variable.

Ancho. Se estudiaron tableros con anchos que oscilan desde los 11.3 m hasta 26.6
m.

Curvatura en planta. Se estudiaron relaciones Luz principal/Radio de hasta 0.4 ra-
dianes.

Como resultado se han propuesto metodologías para el diseño de diafragmas antidistor-
sión que tienen en cuenta todos los parámetros mencionados anteriormente. En concreto,
se han propuesto dos metodologías de dimensionamiento: dimensionamiento por resis-
tencia y dimensionamiento «flexible».

El dimensionamiento por resistencia se basa en la propuesta de Javier Pascual. Consiste
en fijar un espaciamiento máximo entre diafragmas, para lo cual se han definido unas
fórmulas en función de los parámetros mencionados anteriormente. Además, en este tipo
de dimensionamiento el torsor de diseño es el debido a la carga tributaria del diafragma,
y la rigidez del diafragma debe ser, como mínimo, la que aporte un diafragma en celosía
dimensionado por resistencia.

El dimensionamiento «flexible» consiste en espaciar los diafragmas un máximo de 4.5
m. Esto permite reducir el esfuerzo torsor de diseño aproximadamente a un 40% del tor-
sor por resistencia, aunque el valor preciso del factor de reducción se debe calcular en
función del espesor equivalente de diafragma. Además, se debe comprobar la rigidez del
diafragma según un criterio de rigidez mínima.

Como resultado del estudio se ha propuesto un límite de aplicación para las metodologías
anteriores, siendo más restrictivo el del dimensionamiento flexible. Además, se indica
que, si se excede dicho límite, se debe realizar un análisis refinado, ya que es posible que
se requiera rigidez adicional a la que proporcionan los diafragmas en celosía dimensio-
nados por resistencia.
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Finalmente se han completado las recomendaciones con el estudio de la tensión debida
a la distorsión que debe considerarse en el cálculo de fatiga. También se ha estudiado la
tipología de diafragmas óptima en términos de peso y rigidez según la geometría de la
sección.

7.2 Conclusiones

La investigación se ha dividido en tres grandes bloques de acuerdo a los objetivos
fijados al principio de la investigación: cálculo de la distorsión, cálculo de diafragmas
antidistorsión y recomendaciones para el control de la distorsión. A continuación, se pre-
sentan las principales conclusiones para cada uno de estos bloques.

Las principales conclusiones respecto al cálculo de la distorsión son las siguientes:

La metodología más precisa para el cálculo de la distorsión es el empleo de ele-
mentos finitos multidimensionales. Sin embargo, el tiempo requerido para la pre-
paración del modelo, el cálculo y el procesado de resultados hacen de ésta una
metodología costosa que se debe reservar para situaciones excepcionales.

La metodología más eficiente para el cálculo de la distorsión es el empleo de ele-
mentos finitos basados en la teoría de vigas, puesto que esta proporciona suficiente
precisión y está en consonancia con las normativas vigentes. En ausencia de este ti-
po de elementos finitos se puede utilizar la analogía de la viga sobre lecho elástico.
Para ello se recomienda emplear la formulación descrita en el apéndice B, ya que
se han observado en las formulaciones existentes carencias y simplificaciones que
en ciertos casos pueden conducir a diseños que no están del lado de la seguridad.

En los puentes curvos se recomienda tener en cuenta la interacción entre torsión
y distorsión. Las pruebas realizadas considerando ambos fenómenos por separado
han dado lugar a imprecisiones notables. No obstante, si no se considera la inter-
acción torsión-distorsión se recomienda ignorar los efectos debidos a la torsión no
uniforme.

En la literatura estudiada solo uno de los elementos finitos propuestos considera la
interacción torsión-distorsión en puentes curvos. Sin embargo, este elemento pre-
senta otras limitaciones, por lo que ha sido necesario desarrollar un nuevo elemento
finito que incorpore la interacción entre todos los esfuerzos.

Como es sabido, los modos de deformación de las vigas curvas y las ecuaciones
que los rigen son diferentes de los de las viga rectas. Por lo tanto, se ha adaptado el
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método para la obtención de las propiedades de la sección y los alabeos basado en
elementos finitos a vigas curvas. Para sintetizar la formulación, se han empleado
funciones de forma lineales y se ha recomendado una discretización elevada de la
sección. Además, se han mantenido el centro de giro y la deformada transversal por
distorsión de las vigas rectas.

Para obtener la deformada transversal por distorsión, la ortogonalización de la dis-
torsión respecto a la torsión uniforme es más estable que respecto a la torsión no
uniforme cuando se consideran secciones iguales, pero con distintos espesores de
chapa. Por esta razón se ha implementado la ortogonalización respecto a la torsión
uniforme en el elemento finito. Además, las propiedades de la sección obtenidas
son aplicables a la analogía de la viga sobre lecho elástico.

El uso de elementos binodales y funciones polinómicas de Hermite proporciona
suficiente precisión para calcular la distorsión en vigas curvas cuando los radios de
curvatura en planta no son muy reducidos.

Como es conocido, en las vigas curvas en planta las tensiones longitudinales causan
una fuerza radial que, a su vez, produce una flexión transversal en la sección. Esta
flexión altera la deformada modal, pero no altera significativamente las tensiones
longitudinales debidas a la distorsión en radios moderados.

El elemento finito propuesto permite el cálculo de la distorsión en tableros mixtos
con un mayor grado de precisión que el proporcionado por la teoría clásica. Esta
precisión se ha observado al compararlo con un modelo de elementos finitos tipo
lámina.

En relación con el cálculo de los diafragmas se pueden extraer las siguientes conclusiones:

La distribución de tensiones tangenciales en los diafragmas de alma llena es no ho-
mogénea cuando la sección es trapezoidal. Esto tiene implicaciones para el correcto
diseño de este tipo de diafragmas, que son las siguientes:

• La tensión tangencial en el eje de simetría es menor que la calculada supo-
niendo tensión tangencial uniforme.

• La forma más adecuada de modelar los diafragmas de alma llena, cuando se
utiliza el elemento finito propuesto, es emplear un elemento membrana de 4
nodos que únicamente considere la deformación tangencial. Dicho elemento
logra un buen ajuste tanto a nivel de tensiones como de rigidez.
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• Cuando se utiliza la analogía de la viga sobre lecho elástico la rigidez del dia-
fragma se puede aproximar a partir de la deformación tangencial en el centro
del mismo. Además, las tensiones pueden aproximarse por interpolación de
movimientos según lo indicado en la sección 4.3.4.2.

• Para dimensionar el diafragma se recomienda considerar la tensión tangencial
calculada a un 40% de la altura medida desde la fibra inferior.

• Para un diseño más preciso, se recomienda realizar un modelo de elementos
finitos multidimensionales refinado para comprobar las plastificaciones loca-
les. Esto es especialmente importante si la forma trapezoidal del diafragma es
pronunciada.

Como es sabido, los diafragmas de alma llena no solo soportan cargas de distorsión,
sino que también resisten cargas verticales derivadas del tránsito del tráfico sobre
el puente. Su valor depende de la separación entre diafragmas y almas, y se pueden
aproximar según lo indicado en el apartado 4.3.5 del presente trabajo.

En los diafragmas de alma llena se recomienda emplear el método de las tensiones
efectivas para su dimensionamiento. En el apartado 4.3.6.6 se describe el proce-
dimiento para calcular los diafragmas empleando dicha metodología. Además, se
recomienda comprobar el respiro del diafragma, de manera análoga al respiro del
alma, en ELS. El criterio de limitar la tensión tangencial a la tensión crítica en ELU
se considera demasiado restrictivo de acuerdo con las pruebas realizadas.

Los diafragmas en celosía se pueden modelar con un alto grado de precisión utili-
zando elementos tipo barra. También se han proporcionado fórmulas para obtener
su rigidez y esfuerzos de manera analítica.

En los diafragmas en celosía lo adecuado para dimensionar el diafragma es verificar
cada montante entre arriostramientos.

Los marcos abiertos y cerrados se pueden modelar empleando elementos tipo viga.
Sin embargo, el grado de precisión a nivel de esfuerzos y rigidez es menor al de los
otros diafragmas anteriormente indicados. Por este motivo se realizan las siguientes
recomendaciones:

• Para emplear elementos tipo viga, la altura máxima de los elementos del mar-
co debe ser inferior al mínimo entre un cuarto del canto del tablero o un cuar-
to de la longitud del panel. Si se superan dichas limitaciones, se recomienda
realizar un cálculo independiente del diafragma utilizando un modelo de ele-
mentos finitos tipo lámina, y obtener la rigidez a través de dicho modelo.
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• Para el cálculo de esfuerzos y rigidez, el ancho de chapa colaborante de la
sección debe ser el mínimo entre un tercio del canto y la distancia entre dia-
fragmas. Este criterio fue propuesto por H. Nakai [34], y se ha comprobado
que es el más ajustado. Sin embargo, para verificar las secciones se deben
tomar los anchos colaborantes indicados en las normativas.

• El momento flector de diseño de las secciones del marco debe ser la envol-
vente de los nudos superior e inferior. Además, se sugiere verificar este tipo
de diafragmas empleando un modelo de elementos finitos tipo lámina cuando
se excedan las dimensiones indicadas anteriormente.

Por último, se han establecido recomendaciones para el control de la distorsión. Las prin-
cipales conclusiones son:

A medida que aumenta la curvatura en planta o el ancho del tablero, también au-
mentan las tensiones longitudinales debidas a la distorsión.

Las reacciones calculadas en los diafragmas no superan en ningún caso al torsor de
diseño por resistencia, que es el torsor resultante de sumar las cargas tributarias en
el diafragma. Además, cuando el espaciamiento entre diafragmas es inferior a 4.5
m, las reacciones son aproximadamente inferiores al 40% del torsor de diseño por
resistencia.

Se proponen dos criterios de dimensionamiento para los diafragmas interiores an-
tidistorsión. Cada uno de ellos se resume a continuación:

• Dimensionamiento por resistencia. Este criterio propuesto por Pascual [3]
consiste en fijar un espaciamiento máximo entre diafragmas y calcular es-
tos utilizando el momento torsor de diseño por resistencia. Además, la rigidez
del diafragma debe ser como mínimo la que aporte un diafragma en celosía
dimensionado por resistencia. En el capítulo 6 de este trabajo se han revisado
los espaciamientos máximos entre diafragmas siguiendo este criterio y se han
ajustado en función del canto, la luz, el ancho y el radio en planta.

• El dimensionamiento flexible. Consiste en espaciar los diafragmas como má-
ximo 4.5 m, y dimensionar los diafragmas para una carga de aproximadamen-
te un 40% del torsor de diseño por resistencia. El valor preciso del factor de
reducción depende de la rigidez del diafragma y se calcula según lo indicado
en la sección 6.3.4.4. Además, en esta sección también se indica el criterio de
rigidez mínima que debe cumplir el diafragma.
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CAPÍTULO 7. RESUMEN Y CONCLUSIONES

Se ha definido un parámetro Λ = b2/(L · C) de susceptibilidad a la distorsión que
depende del ancho del tablero, la luz y el canto. Este parámetro permite identificar
cuándo aplicar los distintos tipos de dimensionamiento anteriormente indicados.
Los criterios se indican a continuación:

• Si el parámetro Λ es inferior a 1, el puente es recto, y el ancho es inferior a
13.5 m el dimensionamiento puede ser flexible o por resistencia.

• Cuando el parámetro Λ está entre 1 y 2, el puente es curvo, o el ancho del
tablero es superior a 13.5 m, se debe realizar el dimensionamiento por resis-
tencia.

• Cuando el parámetro Λ es superior a 2, la susceptibilidad a la distorsión es
elevada. Por lo tanto se debería realizar un análisis refinado, ya que es muy
probable que, además de los criterios de dimensionamiento por resistencia,
sea necesario que los diafragmas dispongan de rigidez adicional.

Se debe calcular la distorsión en puentes curvos empleando unmodelo de elementos
finitos tipo lámina siempre y cuando se den simultáneamente las siguientes circuns-
tancias:

• L > 45 m

• L/R > 0.2 rad

• SD > L · (0.3 − 0.25 · L/R) m

Es importante tener en cuenta las tensiones por distorsión en el cálculo de fatiga, ya
que pueden llegar a incrementar un 50% las tensiones longitudinales. Si se utiliza
el FLM 3 del Eurocódigo, se puede adoptar de manera conservadora un valor de
sobretensión de ∆σf = 15 MPa. Además, este valor se puede reducir a ∆σf = 10
MPa si el espaciamiento entre diafragmas no supera los 5 m.

La celosía en V es la tipología de diafragma es más competitiva en secciones casi
rectangulares, mientras que la celosía en K es más competitiva cuanto más acusa-
da es la forma del trapecio. El límite entre ambas está aproximadamente en una
relación entre el ancho inferior y ancho superior β = 5/6. Además, en cantos de
hasta 1.5 m, el diafragma de alma llena puede resultar adecuado, especialmente si
se desean diafragmas muy rígidos. En secciones donde el ancho del cajón es similar
o inferior al canto, los diafragmas en Cruz de San Andrés pueden ser una opción a
considerar.

En los diafragmas en celosía la eficiencia estructural y peso de acero están relacio-
nados en muchos casos. Por lo tanto, una elección adecuada del tipo de diafragma
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conduce a diseños eficientes en peso, y además, más seguros desde un punto de
vista de la distorsión.

7.3 Futuras lineas de invesࢢgación

El elemento finito propuesto logra mejorar la precisión de los elemento previamente
propuestos para el cálculo de la distorsión en puentes curvos. Sin embargo, aún no se
puede considerar válido para su implementación de manera regular y automatizada en el
diseño de puentes. Los principales aspectos que deben revisarse son:

Compatibilidad de deformaciones en los cambios de sección: Se ha observado que
en las transiciones de sección, especialmente durante la fase metálica, se producen
discontinuidades relevantes en las tensiones. A pesar de su importancia, apenas
existe literatura al respecto, por lo que se debe avanzar en esa línea.

Estudio de los problemas de convergencia en radios reducidos.

Implementación de la deformación por cortante.

Además, entre los aspectos susceptibles de mejora en el elemento finito se pueden desta-
car:

Adaptar el elemento al empleo de curvas isogeométricas, ya que cada vez son más
populares los entornos BIM basados en este tipo de curvas.

Extender el elemento a secciones no simétricas.

Considerar los empujes al vacío en almas de vigas curvas, tanto a nivel de flexión
transversal como de alma efectiva.

En cuanto a las recomendaciones para el control de la distorsión, estas se basan en el
criterio que indica el Eurocódigo de limitar la distorsión al 10% de las tensiones de fle-
xión. Sin embargo, no se ha encontrado literatura que justifique dicho límite, que data
del siglo pasado. Teniendo en cuenta los numerosos avances realizados desde entonces,
especialmente a nivel computacional, se considera viable revisar los límites de distorsión
mediante un análisis en rotura de puentes mixtos reales empleando elementos finitos mul-
tidimensionales.

Por último, el diseño de los propios diafragmas y rigidizadores transversales también pre-
senta aspectos susceptibles de estudios ulteriores:
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En los rigidizadores transversales del alma y de las alas se recomienda estudiar la
interacción entre los esfuerzos de rigidización y los esfuerzos de distorsión para
determinar el umbral admisible de esfuerzos de distorsión.

Se recomienda profundizar en el estudio de los marcos abiertos, que es la tipología
que actualmente recomienda el SETRA, ya que la literatura al respecto es escasa
en cuanto a criterios para su diseño preliminar.

El empleo de algoritmos de optimización topológica [147] o morfogénesis compu-
tacional [148] ha resultado en diafragmas con formas romboidales y diafragmas
curvos en planta. Estos diseños rompen con los más comunes hasta la fecha, lo
que podría representar una línea de investigación novedosa que aporte soluciones
interesantes.
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APÉNDICE A

Listado de símbolos

Lista de letras laࢢnas

Símbolo Descripción Eq. Página

A Área de la sección 3.95,D.1 96, 453

Ac Área de la sección curva 3.96 97

Ab Área de la barra - 185

Ac Área encerrada por el cajón B.3 406

Ay Área de cortante de la sección - 18

b Ancho total del tablero - 138, 406

b0 Ancho de cajón rectangular - 13

bb Ancho inferior del cajón - 137, 406

bc Ancho del voladizo del cajón - 406

bs Ancho superior del cajón - 137, 406

bt, bd Cargas de bimomentos 3.118 104

Bt, Bd Bimomentos torsores y distorsores 3.90,3.173 94, 125

BT
t , B

T
d Bimomentos torsores y distorsores para el cálculo

de tensiones
3.101,3.175 99

bw Longitud del alma - 406

C Canto del cajón medido entre fibras extremas de
la sección

- 205

e Excentricidad de la carga - 13
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Símbolo Descripción Eq. Página

E Módulo de elasticidad longitudinal del material - 65

Es Módulo de elasticidad transversal del material 3.14 65

Fdx Resultante de distorsión en x 3.90,3.173 94, 125

F T
dx Resultante de distorsión en x para el cálculo de

tensiones
3.101,3.175 99

Fz Axil 3.90,3.173 94, 125

F T
z Axil para el cálculo de tensiones 3.101,3.175 99

G Módulo de elasticidad transversal del material - 65

h Altura del cajón de fibra media del ala inferior a
la fibra media de la losa superior

- 138, 406

hb Altura del cajón de fibra media del ala inferior al
centro de gravedad

- 406

hD Altura del diafragma - 165

Hij Función de interpolación polinómica de Hermite - 111

hs Altura del cajón desde el centro de gravedad a la
fibra media de la losa superior

- 406

ht Distancia en perpendicular de la pared al centro
de giro

- 76

Id Inercia de alabeo de distorsión B.62,D.50 410, 423

Ici Inercias simples de la viga Icx, Icy, Ict , Icd, Icu 3.98,D.81 97, 494

Icij Inercias compuestas de la viga
Icxy, I

c
xt, I

c
xd, I

c
xu, I

c
yt, I

c
yd, I

c
yu, I

c
td, I

c
tu, I

c
du

3.99,D.81 98, 494

Is Inercia transversal de una pared - 407, 410

It Inercia de alabeo de torsión D.17 20, 466

Itd Inercia cruzada de alabeo torsión-distorsión D.58 29, 481

Icw Inercias simples de alabeos compuestos de la viga
Ica, I

c
n, I

c
θ

3.145 116

Icww Inercias cruzadas de alabeos com-
puestos de la viga Icya, I

c
yn, I

c
yθ

Ican, I
c
aθ, I

c
at, I

c
au, I

c
ad, I

c
nθ, I

c
nt, I

c
nu, I

c
nd, I

c
θt, I

c
θu, I

c
θd

3.146 116

Ix, Iy, Ixy Inercias de flexión 3.95,D.3 96, 453
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Símbolo Descripción Eq. Página

Jd Inercia de distorsión uniforme D.45 29, 478

J cd Inercia de distorsión uniforme curva 3.106,D.85 100, 495

Jt Inercia de torsión uniforme D.16 20, 465

J ct Inercia de torsión uniforme curva 3.106,D.85 100, 495

Jtd Inercia cruzada de torsión-distorsión uniforme D.55 29, 481

J ctd Inercia cruzada curva de torsión-distorsión uni-
forme

3.106,D.85 100, 495

Kb Matriz de rigidez de una barra articulada 4.49 185

Kd Rigidez de marco de la sección 3.163,B.61 121, 410

KD Rigidez del diafragma 3.182,B.61 128, 428

KG Matriz de rigidez tangencial de la sección 3.59 82

Kc
G Matriz de rigidez tangencial curva de la sección 3.50 78

Km Matriz de rigidez del diafragma antidistorsión - 128

Ks Matriz de rigidez de la sección - 81

Kδ Rigidez de marco en la dirección de la diagonal - 423

L Luz del vano principal - 281

Lb Longitud de la barra - 185

Ld Longitud de la diagonal del cajón B.2 138, 406

Leq Longitud equivalente donde se aplica la sobrecar-
ga

4.29 160

Lp Longitud de un elemento de pared - 78

md Carga distorsora 3.118,B.49 104, 418

Md Momento distorsor 3.121,3.178 107

Mdu Momento distorsor uniforme 3.91,3.176 94

MT
du Momento distorsor uniforme para el cálculo de

tensiones
3.107 100

Mdw Momento distorsor no uniforme 3.121 107

ms Momentos transversales B.68 425

mt Carga torsora 3.118 104
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Símbolo Descripción Eq. Página

MT Momento torsor en el diafragma 4.4 137, 428

MT,Ed Momento torsor de diseño de diafragmas - 312

MT,r Momento torsor de diseño de diafragmas por re-
sistencia

6.6 279

MT,Rd Momento torsor resistente del diafragma - 367

Mt Momento torsor 3.121,3.178 107

Mtu Momento torsor uniforme 3.91,3.176 94

MT
tu Momento torsor uniforme para el cálculo de ten-

siones
3.107 100

Mtw Momento torsor no uniforme 3.121 107

mx,my Cargas flectoras 3.118 104

Mx,My Momentos flectores 3.90,3.173 94, 125

MT
x ,M

T
y Momentos flectores para el cálculo de tensiones 3.101,3.175 99

n Vector unitario perpendicular a la pared (−ty, tx) - 57

Nb Esfuerzo axial en una barra del diafragma - 188

Ni Función de forma - 107, 143

p Fuerzas exteriores repartidas (px, py, pz) - 102

P Fuerzas exteriores puntuales (Px, Py, Pz) - 102

Qc
a, Q

c
n, Q

c
θ Momentos compuestos de primer orden curvos 3.144 116

qD Carga vertical de diseño del diafragma 4.45 182

qll Carga vertical repartida sobre diafragmas debida
a las cargas de tráfico

4.26 153

qsc Carga vertical repartida sobre diafragmas debida
a la sobrecarga

4.30 155

Qc
t , Q

c
d, Q

c
u Momentos de primer orden curvos 3.97 97

qts, qbs, qws Carga unitaria en ala superior, inferior y almas
respectivamente debidas a la distorsión

4.2 137

qv Carga vertical repartida sobre diafragmas debida
a vehículos pesados

4.27 155

Qx, Qy Momentos de primer orden 3.95 96
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Símbolo Descripción Eq. Página

Qc
x, Q

c
y Momentos de primer orden de flexión curvos 3.96 97

qx, qy, qz Resultantes de fuerzas exteriores en el eje de la
viga

3.117 103

r Radio en planta de un punto de la sección - 57

R Radio en planta del eje de la viga - 57

R1 Radio en planta del punto inicial de un elemento
de pared R1 = R − x1

- 78

rs, rb, r1 Variables auxiliares B.6 407

Rd Resultante de deformación transversal 3.92,3.181 94

RD Reacción en el diafragma 3.183 130

s Coordenada a lo largo de una pared - 57

S Fuerza de distorsión en la dirección de la diagonal B.50 13, 419

SD Espaciamiento entre diafragmas - 44

SD,0 Espaciamiento entre diafragmas en puentes rec-
tos de ancho inferior a 11.3 m

6.10 308

SD,c Espaciamiento entre diafragmas en puentes cur-
vos

6.15 333

SD,r Espaciamiento entre diafragmas en puentes rec-
tos

6.16 338

t Vector unitario con la dirección de la pared
(tx, ty)

- 57

t Espesor de pared - 66

T Relación entre reacción máxima en diafragmas y
reacción de diseño por resistencia

6.9 279, 292

tb Espesor del ala inferior del cajón - 406

Tb Matriz de transformación de una barra articulada 4.50 185

tc Espesor de las chapas superiores del cajón - 406

td Deformación angular unitaria debida a la distor-
sión

3.66 86

tcd Deformación angular unitaria debida a la distor-
sión en viga curva

3.87 93
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Símbolo Descripción Eq. Página

tD Espesor del diafragma - 143

teq Espesor equivalente de diafragma 6.4 279

teq,min Espesor equivalente de diafragma mínimo en di-
mensionamiento flexible

6.11 310

Tf Relación mínima entre torsor de diseño flexible y
torsor de diseño por resistencia

6.12 312

tl Espesor de la losa superior del cajón - 406

tt Deformación angular unitaria debida a la torsión 3.65 86

tct Deformación angular unitaria debida a la torsión
en viga curva

3.86 93

tw Espesor de las almas del cajón - 406

u Movimientos en el eje de la viga en coordenadas
globales (ux, uy, uz)

- 57

U Energía de deformación 3.16 66

Uε Energía de deformación longitudinal 3.17 66

Uγ Energía de deformación tangencial 3.18 66

Us Energía de deformación transversal 3.19 67

ud Movimiento unitario de distorsión en coorde-
nadas globales (udx, udy) o coordenadas locales
(uds, udn)

- 81, 408

udθ Giro unitario de distorsión en un punto de la pared 3.77 86

uD Movimientos en los nodos representativos de la
sección

4.1 128, 136

ui Movimientos en los nodos 3.130 107

us Movimiento unitario de la sección en coorde-
nadas globales (usx, usy) o coordenadas locales
(us, un)

- 57

utn Movimiento unitario de torsión en perpendicular
a la pared

3.56 81
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Símbolo Descripción Eq. Página

v Movimientos en el centro de la pared de punto
cualquiera de la sección en coordenadas globales
(vx, vy, vz).

3.78 57

vs Movimientos en un punto cualquiera de la sec-
ción en coordenadas locales (vs, vn, vsz).

3.79 58

Vs Función de intensidad de la distorsión que toma
como referencia el movimiento unitario en la di-
rección del alma

- 22

Vx, Vy Esfuerzos cortantes 3.121,3.175 107

W Energía de las acciones exteriores - 91

wca, w
c
θ Funciones de alabeo compuestas 3.135 113

wd Función de alabeo de distorsión - 81, 411

wcd Función de alabeo curvo de distorsión - 81

wcn Función de alabeo curvo de axil 3.25 68

wt Función de alabeo de torsión - 21

wct Función de alabeo curvo de torsión - 76

wcx Función de alabeo curvo de flexión transversal 3.34 71

wcy Función de alabeo curvo de flexión longitudinal 3.40 74

xg, yg Centro de gravedad de la sección D.2 453

xt, yt Centro de giro de la sección D.11 76, 461

ys Distancia de un punto de la pared a la fibra media
de esta.

- 63, 408
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Lista de letras griegas

Símbolo Descripción Eq. Página

β Ratio entre el ancho inferior del cajón y el ancho
superior

B.4 137, 407

β∗ Ratio entre el alabeo inferior del cajón y el alabeo
superior

B.25 413

δd Movimiento en la dirección de la diagonal B.42 137, 416

∆σ Ratio de sobretensión 6.3 279, 291

∆σd Sobretensión en la viga respecto a la tensión me-
dia

6.1 278

∆σD,f Sobretensión por fatiga en la posición de los dia-
fragmas respecto a la tensión media

- 358

∆σf Sobretensión por fatiga en la viga respecto a la
tensión media

- 358

εs Deformación transversal 3.10 64, 92

εz Deformación longitudinal 3.6,3.10 61, 92

η Parámetro de Dabrowski B.54 420

γd Función de intensidad de la distorsión que toma
como referencia la deformación angular unitaria
de la sección

B.40 22, 416

γnz Deformación tangencial perpendicular al plano
de la pared

3.13 64

γsz Deformación tangencial en el plano de la pared 3.8,3.11 62, 92

γyz Deformación tangencial global - 18

Λ Parámetro de distorsión 6.17 355

ν Módulo de Poisson del material - 65

ϕ L/R - 313

Π Energía total del sistema 3.80 91
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Símbolo Descripción Eq. Página

ψd Función de intensidad de la distorsión que toma
como referencia el movimiento vertical unitario
en el vértice superior del alma

- 22, 81

σcr,c,D Tensión longitudinal crítica de abolladura del dia-
fragma como columna

4.42 174

σcr,p,D Tensión longitudinal crítica de abolladura del dia-
fragma como placa

4.34 167

σm Tensión longitudinal media en el ala 6.2 279

σm,f Tensión longitudinal media en el ala por fatiga - 358

σs Tensión transversal 3.15,3.109 65

σz Tensión longitudinal 3.15,3.102 65, 99

τcr,D Tensión tangencial crítica del diafragma 4.31 164

τD Tensión tangencial en un punto del diafragma 4.22 150

τsz Tensión tangencial 3.15,3.108 65

θ Giros en coordenadas globales (θx, θy, θz) - 57

θw Ángulo que forma el alma con la vertical - 406

ξ Función de intensidad del modo de deformación - 67
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APÉNDICE B

Revisión del cálculo de distorsión
en puentes mixtos

B.1 Introducción

El objetivo de este apéndice es definir los parámetros necesarios para calcular la dis-
torsión en puentes mixtos de sección trapezoidal usando la analogía de la viga sobre le-
cho elástico. Esto se realizará conforme a las tres formulaciones descritas en el apartado
2.2.2.5. También se definirán los coeficientes que permiten pasar de una formulación a
otra en base a la relación geométrica entre movimientos y a la relación entre las cargas
aplicadas.

En primer lugar se explicarán los parámetros relacionados con la viga, y posteriormente
se calculará la rigidez y la obtención de esfuerzos en diafragmas para algunas de las tipo-
logías más habituales. Estas tipologías son los diafragmas de alma llena, en Cruz de San
Andrés, en K y en V.

Por último, se mostrará un ejemplo de aplicación, donde se comparará la formulación
propuesta con alguna de las formulaciones existentes, así como un modelo de láminas.

B.2 Cálculo de parámetros de la viga sobre lecho elásࢢco

B.2.1 Geometría y materiales de la sección

En primer lugar se va a definir la sección objeto de estudio, que es un cajón mixto
de sección trapezoidal. Eso implica que los materiales considerados van a ser hormigón
en la losa superior y acero en el resto. Concretamente se va a denominar Ec al módulo
de elasticidad del hormigón y Ea al módulo de elasticidad del acero. Este último se con-
siderará el material de referencia para la homogeneización en adelante. Además, se van
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a definir los módulos de elasticidad transversal de Esc y Esa donde se va a asumir un
comportamiento de placa [63]. El cálculo del módulo de elasticidad transversal Esi de un
material i se realiza a partir del módulo de elasticidad longitudinal Ei y el coeficiente de
Poisson νi empleando la relación:

Esi = Ei/(1 − ν2
i ) (B.1)

A nivel geométrico, el ancho total del tablero es b y se compone de dos voladizos de ancho
bc y un cajón central de ancho bs en su parte superior y bb en su parte inferior. El canto
total medido de centro de la losa superior al centro del ala inferior es h, que a su vez se
puede dividir en la distancia que va desde el centro de gravedad (yg) hasta la fibra media
superior (hs), y la distancia que va desde el centro de gravedad a la fibra inferior (hb).
Además, el espesor de la losa superior es tl, el espesor del ala inferior es tb y el espesor
del alma tw. Se ha considerado la posibilidad de que el cajónmetálico se encuentre cerrado
en su parte superior disponiendo una chapa de espesor tc que va de un alma al otro. Dicha
chapa superior también permite tener en cuenta la existencia de platabandas superiores
metálicas en el cajón. Para ello se debe considerar que su área es equivalente al área de
las platabandas y la chapa de cierre si la hubiera. Todo lo anterior se muestra en la figura
B.1.

FIGURA B.1 Geometría de la sección

En el esquema anterior también se incluye la longitud del alma (bw), el ángulo que forma
el alma con la vertical (θw) y la longitud de la diagonal (Ld). Su cálculo se muestra a
continuación:

bw =

√√√√(bs − bb
2

)2

+ h2 θw = acos

(
h

bw

)
Ld =

√√√√(bs + bb
2

)2

+ h2 (B.2)
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Además, otro parámetro que se va a emplear es el área encerrada por el cajón (Ac) que se
define de la siguiente manera:

Ac = bs + bb
2

· h (B.3)

El ratio entre ancho inferior y ancho superior que se denomina β y se define como:

β =bb
bs

(B.4)

Y por último, también es necesario para el cálculo de las propiedades definir las inercias
locales de las paredes (Is). Estas son las siguientes:

Is,s =Esc
Esa

· t
3
l

12
+ t3c

12
(B.5a)

Is,b = t3b
12

(B.5b)

Is,w = t3w
12

(B.5c)

Donde Is,s es la suma de la inercia de la losa superior y las chapas adheridas a la losa
superior, Is,b es la inercia del ala inferior e Is,w es la inercia del alma.

Haciendo uso de estas inercias, y de la geometría anterior, se van a calcular las variables
auxiliares rs, rb, r1:

rs = bs · Iw
bw · Is,s

(B.6a)

rb = bb · Iw
bw · Is,b

(B.6b)

r1 =2 + 2 · β + 2 · β2 + rs + rb · β2

β · [(rs + 2) · (rb + 2) − 1]
(B.6c)

Por último, indicar que en el sistema de referencia considerado la dirección z es la direc-
ción del eje de la viga y la dirección positiva de y coincide con la dirección de la gravedad.
Además, la dirección de la pared se va a denominar s y la dirección perpendicular a la
pared n. Lo anterior también se ha mostrado en la figura B.1.

B.2.2 Planteamiento de la ecuación

Existen numerosas alternativas para obtener la ecuación diferencial de la viga sobre
lecho elástico. En esta caso se va a emplear el principio de los trabajos virtuales [127].
Mediante este principio se puede obtener la igualdad entre la suma del trabajo efectuado
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por las fuerzas exteriores y el trabajo de deformación debido a las tensiones internas.
Como fuerzas exteriores se van a considerar las fuerzas (P ) en el contorno de la viga (A),
y, además, el trabajo de deformación interno se calcula en todo el volumen (V ) de la viga.

∫
A
P · δv · dA =

∫
V
σ · ε · dV (B.7)

La distorsión, de manera genérica, se va a representar como función de intensidad de la
distorsión (ξ). Los movimientos transversales en la viga, o movimientos contenidos en
el plano perpendicular al eje de la viga, se pueden expresar como la multiplicación de
dicha función de intensidad por un movimiento unitario (ud). Se añadirá el subíndice x
o y para referirse a los movimientos en coordenadas cartesianas y s o n para referirse
a los movimientos en las coordenadas locales de la pared. En el caso del movimiento
longitudinal, la función de intensidad que multiplica el movimiento longitudinal unitario,
o alabeo (wd), es la derivada primera de la función de intensidad (ξI) con signo negativo.
Es decir, el campo de movimientos total de la viga (v) se pueden expresar como:

v̄(x, y, z) = (ξ · udx, ξ · udy,−ξI · wd) (B.8)

Una condición transversal a todas las formulaciones de distorsión en secciones cajón es
que el alabeo libre de la sección se obtiene suponiendo que no existe deformación tan-
gencial. Por lo tanto, las deformaciones asociadas al campo de movimientos anterior son
únicamente las deformaciones debidas a la deformación longitudinal (εz) y las deforma-
ciones debidas a la flexión transversal (εs). En el caso de la viga curva las deformaciones
longitudinales se calculan empleando la siguiente expresión [88]:

εz = R

R − x
·
(
∂vz
∂z

− vx
R

)
(B.9)

Donde R es el radio en planta de la curva.

En lo que respecta a las deformaciones transversales, estas se corresponden con la flexión
local de las paredes, y por lo tanto se calculan a partir de la curvatura de la pared (uIIdn),
multiplicada por la distancia a la fibra neutra de la pared (ys), y a su vez multiplicada por
la distorsión de la sección (ξ).

ε(z, s) =
(

R

R − x

(
−ξII · wd − ξ · udx

R

)
,−ξ · ys · ∂

2udn
∂s2

)
(B.10)
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Multiplicando la deformación anterior por el módulo elástico, y añadiendo las tensiones
debidas a la flexión, se llega a la siguiente definición de las tensiones en la viga.

σ(z, s) =
(
E · R

R − x

(
−ξII · wd − ξ · udx

R
− E · Mx · y

E0 · Ix

)
,−Es · ξ · ys · ∂

2udn
∂s2

)
(B.11)

Para obtener el trabajo de deformación (Uz) debido a las tensiones longitudinales en la
viga se van a sustituir las tensiones calculadas en la ecuación B.11 y deformaciones cal-
culadas en la ecuación B.10 en la ecuación del trabajo virtual B.7. Sabiendo además que
el diferencial de volumen de una viga curva es dV = ((R − x)/R) · dA · dz, se puede
expresar dicho trabajo como:

Uz =
∫
L

∫
S

(
E · R

R − x

(
−ξII · wd − ξ · udx

R
− E · Mx · y

E0 · Ix

))
·

R

R − x

(
−ξII · wd − ξ · udx

R

)
· R − x

R
· dA · dz · δξ

(B.12)

Donde los subíndice L y S de las integrales se refieren a la integral extendida a al eje de
la viga y a la sección respectivamente.

A partir del desarrollo en serie de Taylor, y en la misma línea que otros autores como
Kang [88], se puede aproximar R/(R−x) ≈ (R+x)/R. Por lo tanto, se puede expresar
la ecuación B.12 como:

Uz =
∫
L

∫
S

E · R + x

R

(
−ξII · wd − ξ · udx

R

)2

−

E · Mx · y
E0 · Ix

· R + x

R
·
(

−ξII · wd − ξ · udx
R

))
· dA · dz · δξ

(B.13)

Debido a que la sección es simétrica, la función de alabeo es antimétrica. Además, en
dicha función de alabeo se va a imponer la condición de que la resultante de flectores sea
nula, lo que se traduce en que

∫
wd·x·dA =

∫
wd·y·dA = 0. También la multiplicación de

la función de alabeo wd por la deformada modal udx es nula, ya que para una misma cota
el movimiento es constante pero el alabeo es antimétrico. Por último, se van a despreciar
las multiplicaciones donde el denominador sea el radio elevado al cuadrado y la integral∫
wd · x · y · dA ≈ 0.

Aplicando las simplificaciones anteriores, integrando por partes, y sustituyendo ahora
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todos los términos, se llega a expresar el trabajo virtual en la viga como:

δξ ·
∫
L

((∫
s
E · w2

d · t · ds
)

· ξIV +
(∫

s
Es · Is · ∂

4udn
∂s4 · ds

)
· ξ
)

· dz =

δξ ·
∫
L

(∫
s
P · ud · R − x

R
· ds− Mx

R

∫
S

E · y
E0 · Ix

· udx · t · ds
)

dz
(B.14)

Donde el subíndice s de la integral se refiere a la integral extendida a la fibra media de la
sección. Además se ha denominado Is a la inercia local de la pared.

Despejando el término δξ, introduciendo cuatro nuevos términos y derivando se llega a
la siguiente ecuación diferencial:

E0 · Id · ξIV + Es0 ·Kd · ξ = md − η · Mx

R
(B.15)

Donde el término Id es la inercia a distorsión de la sección que se define como:

Id =
∫
s

E

E0
· w2

d · t · ds (B.16)

El término Kd es lo que se conoce como rigidez de marco de la sección y se definirá en
B.61.

La carga distorsora (md) se obtiene como la suma, para todas las cargas aplicadas, de la
multiplicación escalar de las cargas puntuales (P ) o distribuidas (p) por el movimiento
unitario en el punto de aplicación (ud). Expresado de forma matemática:

md =
∫
s
p · ud · R − x

R
· ds+

∑
P · ud (B.17)

Por último, η es el coeficiente de Dabrowski que transforma los momentos flectores en la
viga en carga distorsora cuando las vigas son curvas en planta. Este se define como:

η =
∫
s

E

E0
· y
Ix

· udx · dA (B.18)

La ecuación B.15 se corresponde con la forma genérica de expresar la ecuación diferen-
cial. Dependiendo del movimiento de referencia considerado cada uno de los términos
adoptará un valor, y para pasar de una a otra formulación se aplicarán unos coeficientes
que dependen de la relación entre movimientos y cargas. Concretamente, se va a aplicar
la siguiente nomenclatura dependiendo de la formulación:
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Vs =1 → E0 · IdV · V IV
s + Es0 ·KdV · Vs = mdV − ηV · Mx

R

γd =1 → E0 · Idγ · γIVd + Es0 ·Kdγ · γd = mdγ − ηγ · Mx

R

ψd =1 → E0 · Idψ · ψIVd + Es0 ·Kdψ · ψd = mdψ − ηψ · Mx

R

La obtención del los términos de las ecuaciones anteriores se explica a continuación.

B.2.3 Cálculo de alabeos

En primer lugar se va a calcular la función de alabeo (wd) vinculada a la distorsión.
Para obtener dicha función se van a realizar las siguientes hipótesis que son comunes a
cualquier formulación:

La resultante de tensiones y momentos en la sección es nula:
∫∫

E · wd · dA =
∫∫

E · wd · x · dA =
∫∫

E · wd · y · dA = 0 (B.19)

Cuando el alabeo es libre no existe deformación tangencial en la sección:

γsz = ∂vz
∂s

+ ∂vs
∂z

= −ξI ·
(
∂wd
∂s

− uds

)
= ∂wd

∂s
− uds = 0 (B.20)

El movimiento es uniforme en cada una de las paredes de longitud L que van desde
un nodo i a un nodo j. Esto permite expresar la condición anterior de deforma-
ción angular nula como la igualdad entre la variación del alabeo en una pared y el
movimiento en la dirección de la pared:

wj − wi
L

= uds (B.21)

De las hipótesis anteriores se deduce que, al no existir ni axil ni momento flector de eje
horizontal, la función de alabeo es antisimétrica respecto al eje central vertical de la sec-
ción como se muestra en la figura B.2.

La condición de deformación angular nula establece que la variación de alabeo sea lineal
en cada una de las paredes. Por lo tanto, la función de alabeo completa de la sección se
puede expresar a partir de los alabeos w1 y w2 y w3. No obstante w3 se puede calcular
directamente a partir de w1, ya que la función de alabeo es lineal en toda la losa superior
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FIGURA B.2 Alabeo de la sección

por lo tanto:

w3 = w1 · b
bs

(B.22)

Consecuentemente, es posible expresar la función de alabeo de la sección completa a par-
tir únicamente de los alabeos w1 y w2.

Por último, la condición de momento flector de eje vertical nulo permite obtener la rela-
ción entrew1 yw2. Para ello se plantea en primer lugar el equilibrio de momentos respecto
al eje vertical:

w1 · b
4

· tl · b
3

· Ec
Es

+ w1 · bs
4

· tc · bs
3

− w2 · bb
4

· tb · bb
3

+w1 · bw · tw ·
(
bs
6

+ bb
12

)
− w2 · bw · tw ·

(
bs
12

+ bb
6

)
= 0

(B.23)

Con el fin de simplificar la ecuación anterior, van a emplear los siguientes términos:

αl = b3 · tl
bw · tw · b2

s

· Ec
Es

(B.24a)

αt = bs · tc
bw · tw

(B.24b)

αb = bb · tb
bw · tw

(B.24c)
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Dividiendo la ecuación B.23 entre bw ·tw ·bs/12, y haciendo uso de los términos anteriores,
se obtiene la siguiente relación entre w1 y w2.

w1

w2
= αb · β + 2 · β + 1

αl + αt + β + 2
= 1
β∗ (B.25)

Donde se ha definido el término β∗ que se empleará en adelante para referirse a relación
entre el alabeo superior e inferior.

Una vez definida la relación entre los alabeos w1 y w2 se va a proceder a calcular el valor
que adopta cada uno. Este valor dependerá de la formulación que se emplee, ya que existe
una relación directa entre el alabeo y los movimientos en la sección. En este caso, y por
simplicidad, se va a considerar la deformación unitaria en la dirección del alma, ya que
la aplicación la ecuación B.21 para establecer la relación entre w1 y w2 es prácticamente
directa. Si se toma como pared el alma, el movimiento en la dirección de la pared es
unitario uds = 1, la longitud de la pared es bw y los alabeos en los extremos son w1 y w2.
Por lo tanto:

w2 + w1

bw
= 1 (B.26)

Resolviendo el sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones B.25 y B.26 se puede
obtener el valor de w1 y w2.

Concretamente, w1 se define como:

w1 = αb · β + 2 · β + 1
αb · β + αl + αt + 3 · (β + 1)

= bw
1 + β∗ (B.27)

Y w2 se obtiene directamente:

w2 = bw − w1 = bw · β∗

1 + β∗ (B.28)

La integral de los alabeos calculados anteriormente extendida a toda la sección es:

Id0 =
∫∫

w2
d · dA = b3

w · tw
3

· (αl + αt + 2) + β∗2 · (αb + 2) − 2 · β∗

(1 + β∗)2 (B.29)

Es importante indicar que la integral calculada no es la inercia correspondiente a la for-
mulación de movimiento unitario en la dirección del alma, ya que en dicha formulación
la inercia depende también de las cargas aplicadas, como se explicará con posterioridad.

La función de alabeo vinculada a los otras formulaciones, así como la inercia a distorsión,
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se obtendrá a partir de los coeficientes de paso y su cálculo semuestra en el apartadoB.2.8.

B.2.4 Movimientos

Se van a calcular en este apartado los movimientos en el cajón debidos a la distorsión.

Estos movimientos se pueden dividir según las direcciones. Los subíndices x e y se refie-
ren a los ejes cartesianos, mientras que s y n se corresponden con la dirección del alma
y su perpendicular. También se han dividido los movimientos según su posición en el ca-
jón, donde t se corresponde con la parte superior, b con la parte inferior y w con el punto
medio del alma. Aplicando esta nomenclatura, se han representado los movimientos en la
figura B.3.

FIGURA B.3 Movimientos de la sección

En la figura anteriormente indicada también se muestra la deformación angular de la sec-
ción descompuesta en la componente debida al movimiento horizontal (γx) y la compo-
nente debida al movimiento vertical (γy). Cabe indicar que en secciones trapezoidales la
deformación angular (γx) se mantiene constante en toda la sección mientras que (γy) varía
entre la parte superior e inferior.

Con el fin de calcular los valores que adoptan los movimientos anteriores, también se va
a partir del caso de deformación unitaria en la dirección del alma. Por lo tanto el valor de
Vs es 1:

Los movimientos en x o movimientos horizontales se pueden calcular fácilmente a partir
de la relación entre la variación del alabeo y el movimiento mostrada en la ecuación B.21.

Vtx = 2 · w1

bs
= 2 · bw
bs · (1 + β∗)

(B.30)
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Vbx = 2 · w2

bb
= 2 · bw · β∗

bb · (1 + β∗)
(B.31)

El valor total del movimiento en x se obtiene sumando ambos términos:

Vx = Vtx + Vbx = 2 · bw
bb

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.32)

Y la deformación angular, o distorsión, debida al movimiento horizontal se obtiene divi-
diendo entre la altura de la sección:

γx = Vx
h

= 2 · bw
h · bb

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.33)

En lo que respecta al movimiento en y, este se obtiene a partir del movimiento en el alma
y el movimiento horizontal. El movimiento en un alma, que forma un ángulo θw con la
vertical, es la suma de la proyección del movimiento en x y el movimiento en y. Esto
permite establecer la siguiente relación:

Vty = Vs − Vtx · seno(θw)
cos(θw)

(B.34)

Sustituyendo los términos que aparecen en la ecuación anterior por su valor se llega a:

Vty = bw
h

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.35)

Y procediendo de manera análoga, el movimiento en el vértice inferior es:

Vby = Vs + Vbx · seno(θw)
cos(θw)

= bw
h

· (β + β∗)
β · (1 + β∗)

= Vty
β

(B.36)

El movimiento total en y es una vez más la suma de ambos movimientos:

Vy = Vty + Vby = bw
h

· (β + β∗)
(1 + β∗)

·
(

1 + 1
β

)
(B.37)

La deformación angular, o distorsión, debida al movimiento vertical es distinta depen-
diendo de la posición donde se mida. Concretamente, deformación en la fibra media se
obtiene dividiendo el movimiento vertical medio en el alma entre la anchura media del
cajón:

γwy = 2 · Vwy · 2
bs + bb

= 2 · Vty + Vby
2

· 2
bs + bb

= 2 · Vy
bs + bb

= 2 · bw
h · bb

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.38)
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No obstante, autores como Yoo [2] consideran la deformación angular medida en la losa
superior:

γty = 2 · Vty
bs

= 2
h

· bw
bs

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.39)

La deformación angular medida en la losa superior se va a denominar γd y se obtiene
sumando la deformación angular en la losa superior (γty) a la deformación angular en
horizontal (γx):

γd = γx + γty = 2 · bw
h · bb

· (1 + β) · (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.40)

Además de los movimientos definidos anteriormente, también se va a hacer uso de la
distorsión angular en la fibra media (γw) medida como la suma de la distorsión angular
en (γx) y la distorsión angular media en y (γwy):

γw = γx + γwy = 4 · bw
h · bb

· (β + β∗)
(1 + β∗)

(B.41)

Y por último, otro movimiento que va a resultar de utilidad en adelante va a ser el mo-
vimiento en la diagonal δd. Este se obtiene proyectando el movimiento total en x y el
movimiento total en y en la dirección de la diagonal:

δd = Vx · (bs + bb)
2 · Ld

+ Vy · h
Ld

= bw
Ld

· (β + β∗)
(1 + β∗)

·
(

2 + 2
β

)
(B.42)

Las fórmulas anteriormente mostradas permiten obtener los movimientos cuando se con-
sidera una deformación unitaria en el alma. Sin embargo, como se explicó en el apartado
2.2.2.5, existen otras posibilidades.

En la formulación propuesta por R. Dabrowsky [12], se considera unitaria la deformación
angular de la sección medida al nivel de la losa superior. Es decir, γd = 1. Por lo tan-
to, los movimientos vinculados a dicha formulación se pueden obtener multiplicando los
movimientos calculados anteriormente por el coeficiente Cγd

, que se corresponde con la
inversa de γd:

Cγd
= 1
γd

= h

2
· bb · bs
bw · (bb + bs)

· (1 + β∗)
(β + β∗)

(B.43)
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De manera análoga se puede proceder para la formulación propuesta por R. Wright [11]1,
donde el movimiento unitario es el movimiento vertical en el vértice superior del alma:
Vty = 1. En este caso el coeficiente de paso entre formulaciones se va a denominar Cψd

y
se define como:

Cψd
= 1
Vty

= h

bw
· (1 + β∗)

(β + β∗)
(B.44)

Una vez definidos todos los movimientos para el caso del movimiento unitario en el alma,
y los coeficientes de paso entre una y otra formulación, se pueden obtener losmovimientos
en todas las formulaciones. Se han resumido en la siguiente tabla:

Mov. Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
Vs 1 h

4 · bb

bw
· (1+β∗)

(β+β∗)
h
bw

· (1+β∗)
(β+β∗)

γd
2
h

· bw

bb
· (β+β∗)·(1+β)

(1+β∗) 1 2 · bb+bs

bb·bs

Vty
bw

h
· (β+β∗)

(1+β∗)
bb

2·(1+β) 1
Vby Vty/β

bs

2·(1+β) 1/β
Vtx

2·bw

bs·(1+β∗)
h

1+β · β
(β+β∗)

2·h
bs

· 1
(β+β∗)

Vbx Vtx · β∗

β
h

1+β · β∗

(β+β∗)
2·h
bb

· β∗

(β+β∗)

γm
4
h

· bw

bb
· (β+β∗)

(1+β∗)
2

1+β 4/bb
δd

bw

Ld
· (β+β∗)

(1+β∗) ·
(
2 + 2

β

)
bs·h
Ld

4
bb

· Ac

Ld

TABLA B.1 Movimientos unitarios

Hasta este punto no se han mencionado los giros θt y θb debido a que su obtención no se va
a realizar de manera rigurosa mediante una fórmula de aplicación directa, sino mediante
un sistema de ecuaciones a partir de los movimientos anteriores. Dicho sistema se obtiene
partiendo de un modelo de marco de una semisección, donde se imponen los movimientos
anteriormente indicados y la condición de que no existen fuerzas aplicadas en la sección.
Bajo estas condiciones, los dos únicos movimientos incógnita son los giros, que se pueden
obtener empleando por ejemplo el método matricial de estructuras [126].

Si se condensa la matriz de rigidez del modelo anteriormente descrito a los dos grados de
libertad incógnita, el resultado es el siguiente sistema de ecuaciones:

 3
rs

+ 2 1

1 3
rb

+ 2

 ·

θt
θb

 =

 6
bb

·
(
β
rs

− 1
)

· Vty
6
bb

·
(

1
rb·β − 1

)
· Vty

 (B.45)

1La formulación propuesta porWright considera media sección, por lo que todos los parámetros y cargas
calculados según dicha formulación deberían reducirse a la mitad. Sin embargo, se va a prescindir de esta
hipótesis en adelante.
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Donde rs y rb se definieron en las ecuaciones B.6.

No obstante, el sistema anterior se puede simplificar en el caso de los puentes mixtos
donde la rigidez de la losa es muy superior a la del resto de alas y chapas. Concretamente
el giro superior (θt) se puede aproximar como:

θt ≈ 2 · Vty
bs

(B.46)

Y el giro inferior (θb) como:

θb ≈ (6 − 6 · β · rb − β2 · rb) · Vty
bb · β · (3 + 2 · rb)

(B.47)

B.2.5 Cargas externas

En este apartado se va a explicar el proceso para la obtención de la carga distorsora
debida a las cargas externas verticales. Dicho proceso se puede considerar simplificado,
ya que se va a prescindir de la influencia de la rigidez de las almas, que por otra parte es
muy baja en el caso de los puentes mixtos y además tiende a reducir la carga aplicada. Si
se desea considerar la rigidez de las almas, así como cargas más complejas, se emplaza al
lector al libro Concrete Box-girder Bridges [17] de J. Schlaich.

Se va a suponer en este caso que la acción distorsora en el tablero la causan únicamente
cargas verticales que transitan sobre la losa. Además, se va a adoptar la simplificación de
suponer que la rigidez de la losa de hormigón es mucho mayor que la del alma metálica,
lo cual sucede en la mayor parte de las secciones cajón mixtas. Ambas hipótesis son
habituales en cualquier formulación para el cálculo de la distorsión en tableros mixtos.

El hecho de suponer la rigidez del alma metálica despreciable frente a la losa supone que
la deformación de la losa superior sea lineal. Dicha deformación es nula en el centro del
tablero y varía linealmente, adoptando el valor de Vty en el vértice superior del alma. Por
lo tanto, se puede obtener la carga distorsora (md) de manera directa aplicando el principio
de los trabajos virtuales mostrado en la ecuación B.17:

md =
∑

Pi · udy,i =
∑

Pi · ei · 2 · Vty
bs

(B.48)

Donde Pi son las cargas aplicadas y ei la excentricidad de dichas cargas. La suma de
la multiplicación de ambos términos es el momento torsor (Mt), y por lo tanto la carga
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distorsora (md) se puede expresar como:

md = Mt · 2 · Vty
bs

(B.49)

Esta fórmula resulta tanto aplicable a la formulación de deformación angular unitaria (γd)
como a la formulación de deformación vertical unitaria (ψd).Además, en el caso de cargas
distribuidas se puede tener en cuenta que la longitud donde se aplica la carga varía respecto
a la longitud en el eje de la viga (Ec. B.17).

En el caso de la formulación de deformación unitaria en el alma (Vs), la forma de obtener
la carga distorsora es distinta. En primer lugar se parte del torsor aplicado en la sección.
Dicho torsor se va a suponer que está causado por un par de fuerzas P aplicadas en los
vértices superiores del alma del cajón. A su vez, estas fuerzas están en equilibrio con el
flujo de torsión uniforme qu en la sección. La suma de los dos estados anteriores da como
resultado unas fuerzas diagonales S que están en equilibrio con las fuerzas en la dirección
de las paredes. Todo lo anterior se muestra en la figura B.4:

FIGURA B.4 Carga distorsión

El valor de la fuerza S se puede obtener por equilibrio de fuerzas en la dirección vertical
en el nodo superior del alma:

S · h
Ld

= Mt

bs
− Mt

2 · Ac
· bw · h

bw

Despejando en el equilibrio anterior el valor de S, se obtiene la siguiente relación:

S = Mt · Ld
2 · Ac

· β (B.50)

La carga distorsora aplicada en la formulación de deformación unitaria en el alma (Vs) se
corresponde con la fuerza en el alma causada por S y que se ha representado como pws
en la figura B.4. Para obtener dicha carga el procedimiento más simple, una vez más, es
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establecer el equilibrio de fuerzas verticales en el nodo superior del alma:

S · h
Ld

= pws · h
bw

Del equilibrio anterior se deduce el valor de la fuerza pws:

pws = bw
Ld

· S = Mt · bw
2 · Ac

· β (B.51)

Si se hubiera aplicado el principio de los trabajos virtuales, el valor de la carga distorsora
sería:

p∗
ws = 2 ·Mt

bs
· bw
h

· β + β∗

1 + β∗

Por lo que haciendo el cociente entre ambas cargas se obtiene el coeficiente de paso Cv,
que permite conectar los términos de la ecuación de la viga elástica obtenidos de manera
energética con la carga aplicada:

Cv = pws
p∗
ws

= bb
2 · (bs + bb)

· 1 + β∗

β + β∗ (B.52)

Conocidos todos los valores, y conocidos los movimientos, se muestran a continuación
los valores de la carga distorsora para las distintas formulaciones:

mdV =pws = Mt · bw
2 · Ac

· β (B.53a)

mdγ =Mt · β

1 + β
(B.53b)

mdψ =Mt · 2
bs

(B.53c)

B.2.6 Cargas debidas a la curvatura en planta

La carga distorsora en la viga debido a la curvatura en planta (mdc) se definió como:

mdc = η · Mx

R

Donde η se definió en B.18, Mx es el momento flector en la viga y R la curvatura en
planta. Nótese que el radio en planta ha de ser suficientemente amplio como para que la
distribución de tensiones debido al momento flector resulte aproximadamente lineal.
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El término η también se puede definir como

η = Iyu
Ix

= 1
Ix

·
∫
s

E

E0
· y · udx · t · ds (B.54)

Para el cálculo de los movimientos udx se va a suponer que no existen cargas perpendi-
culares actuando en las paredes de la sección, y por lo tanto los movimientos se pueden
obtener empleando las funciones de interpolación polinómica clásicas y los movimientos
en los nodos descritos en el apartado B.2.4. De este modo, el término Iyu se puede calcular
aplicando la siguiente fórmula:

Iyu =
(
b · tl · Ec

Ea
+ bs · tc

)
· Vtx · hs + bb · tb · Vbx · hb

+2 · bw · tw ·
(
Vtx θt · cos(θw) −Vbx θb · cos(θw)

)
·



7/20 3/20

bw/20 bw/30

3/20 7/20

−bw/30 −bw/20


·
(
hs

−hb

)

(B.55)

Aplicando simplificaciones, la ecuación anterior se puede redefinir del siguiente modo:

Iyu = 2 · h
bb

·
(
bb · tb · hb + 2 · bw · tw · 7 · hb − 3 · hs

20

)
· Vty

+bw · tw · h ·
(

(θt − θb) · 3 · hs − 2 · hb
30

+ θb · h
30

) (B.56)

La formulación anterior permite su aplicación tanto a secciones rectangulares como trape-
zoidales y se ha comprobado empleando unmodelo de elementos finitos. En dichomodelo
se ha introducido la distribución de tensiones debidas a un momento flector unitario, pero
en la dirección x tal y como se muestra en la figura B.5, y se ha aplicado un torsor también
unitario que equilibra la distribución de tensiones anterior. Como condición de contorno
se ha restringido el movimiento diagonal y se ha obtenido como resultado la fuerza en
dicha diagonal. El resultado ha sido que con la formulación anterior y los movimientos
precisos el error ha sido inferior al 1 %, quedando del lado de la seguridad en todos los
casos. Cuando se han empleado los movimientos aproximados el error ha sido inferior al
2 %, quedando también del lado de la seguridad en todos los casos.

No obstante el procedimiento anterior puede resultar engorroso debido a la multitud de
parámetros necesarios para su cálculo. Por ese motivo, autores como T. Helwing [149]
emplean el método M/R [150], que consiste en suponer que el momento se aplica úni-
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FIGURA B.5 Carga debida a la curvatura

camente en las alas superiores e inferiores, y que a efectos de la ecuación B.54 supone
despreciar la influencia de las almas en el cálculo tanto de Ix como Iyu. Aplicando di-
cha simplificación anterior, la influencia de la curvatura en planta se puede asimilar a un
momento torsor distribuido (mtc) de valor:

mtc = Mx

R · β
(B.57)

Y dicho momento torsor se puede tratar como un momento torsor externo que se suma al
debido a las cargas externas. Además, este valor es coherente con los esfuerzos internos
en barras calculados por T. Helwing [149] para diafragmas en K. No obstante, las pruebas
realizadas sugieren que dicho procedimiento no está del lado de la seguridad cuando se
calcula la distorsión empleando la analogía de la viga sobre lecho elástico, ya que η
calculado demanera precisa puede llegar a ser ligeramentemayor que 1/β, con diferencias
que llegan hasta el 11% en las pruebas realizadas. Sin embargo, cuando se calculan las
reacciones en los diafragmas de manera precisa empleando la analogía de la viga sobre
lecho elástico,la reacción tampoco llega habitualmente al 100 % de la carga, por lo que esta
simplificación resulta especialmente interesante para dimensionamientos por resistencia.

B.2.7 Rigidez de Marco

Para obtener la rigidez demarco se va a seguir un procedimiento similar al descrito por
L. Viñuela en el libro Proyecto y construcción de puentes metálicos y mixtos [128]. Este
procedimiento se basa en partir de la rigidez de la sección en la dirección de la diagonal
para luego extrapolarlo a la dirección del alma. Concretamente, la relación entre la fuerza
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y la deformación en la dirección de la diagonal se va a expresar como:

S = Kδ · δd (B.58)

Donde Kδ es la rigidez de marco en la dirección de la diagonal. Dicha rigidez se puede
obtener por dos métodos. El primero consiste en realizar un modelo de barras de la sec-
ción de ancho unidad y el segundo en emplear una fórmula de aplicación directa.

En el primero de los métodos las secciones de las barras se corresponden con una sección
rectangular de ancho unitario y canto correspondiente al espesor de la sección. El módulo
de elasticidad que se asigna a estas barras es el módulo de elasticidad transversal. En lo
que se refiere a las condiciones de contorno, el modelo presenta un apoyo simple en uno
de los vértices inferiores y un apoyo deslizante en la dirección de la diagonal en el vértice
opuesto. Aplicando una fuerza unitaria en este último vértice en la dirección de la diago-
nal, y leyendo el valor del desplazamiento, se puede obtener fácilmente el valor deKδ.

Alternativamente, la otra opción es emplear una fórmula. Empleando las variables auxi-
liares definidas en las ecuaciones B.6, se puede calcularKδ del siguiente modo:

Kδ = Esa · 12 · L2
d · Iw

bs · bb · bw · h2 · r1 (B.59)

Una vez calculada la rigidez diagonal siguiendo los procedimientos descritos por L. Vu-
ñuela [128], se va a proceder a integrar esta rigidez dentro de la ecuación diferencial de
la viga. Para ello se va a calcular el trabajo virtual desarrollado por la fuerza S:

Es0 ·Kd · ξ · δ(ξ) = S · δ(δd · ξ) = Kδ · δ2
d · ξ · δ(ξ) (B.60)

Sustituyendo el valor de δd correspondiente a cada formulación usando la tabla B.1, y
empleando el término Cv en la formulación de desplazamiento vertical en el alma, se
llega a las siguientes rigideces de marco en función de la formulación:

KdV =4 · Ac · b2
w

L2
d · bb · h

· β + β∗

1 + β∗ · Kδ

Es0
= b2

w

L2
d · Cv

· Kδ

Es0
(B.61a)

Kdγ =b
2
s · h2

L2
d

· Kδ

Es0
(B.61b)

Kdψ =16 · A2
c

L2
d · b2

b

· Kδ

Es0
(B.61c)
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B.2.8 Inercia a distorsión

La función de alabeo para las distintas formulaciones es directamente proporcional
a los movimientos, como se mostró en la ecuación B.21. Por lo tanto, para obtener los
alabeos de acuerdo a las formulaciones de movimiento vertical unitario en el alma y de-
formación angular unitaria únicamente es necesario multiplicar los valores de la función
de alabeo para deformación unitaria en la dirección del alma por los coeficientes de paso
Cψd

y Cγd
respectivamente. El resultado para w1 y w2 se muestra a continuación:

Alabeo Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
w1

bw

(1+β∗)
h·bb

2·(1+β)·(β+β∗)
h

(β+β∗)

w2
bw·β∗

(1+β∗)
h·bb·β∗

2·(1+β)·(β+β∗)
h·β∗

(β+β∗)

TABLA B.2 Alabeos

En lo que respecta al valor de la inercia a distorsión (Id), esta depende del cuadrado de los
alabeos por lo que la inercia para cada formulación será la integral de la función de alabeo
calculada en la ecuación B.29 multiplicada por los pertinentes coeficientes al cuadrado.
Además, al igual que sucedió en la rigidez de marco, la inercia para el caso de deforma-
ción unitaria en la dirección del alma debe ir multiplicada por el coeficiente corrector de
la carga:

IdV =Id0 · Cv (B.62a)

Idγ =Id0 · C2
γd

(B.62b)

Idψ =Id0 · C2
ψd

(B.62c)

La inercia IdV también se puede definir como:

IdV = b3
w · tw
12

· 2 · β · [(αl + αt + 2) · (αb + 2) − 1]
(β + 1) · [αl + αt + αb · β + 3 · (β + 1)]

(B.63)

Que, añadiendo la contribución de las chapas adheridas a la losa, se corresponde con lo
mostrado en los libros de L. Viñuela [48][128] o J. Schlaich [17].

B.2.9 Tensiones

La resultante de tensiones longitudinales en la viga debidas a la distorsión se le deno-
mina bimomento distorsor (Bd) y se define como:

Bd =
∫
S
wd · σz · dA =

∫
S
wd · R

R − x
·
(

−ξII · wd − ξ · udx
R

)
· dA (B.64)
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Aplicando las simplificaciones descritas en el subapartado B.2.2, la ecuación anterior
también se puede expresar como:

Bd = −E0 · Id · ξII (B.65)

Y esta resultante permite expresar las tensiones en la viga debidas a la distorsión como:

σz = − E

E0
· R

R − x
· Bd · wd

Id
(B.66)

Se puede observar como la fórmula anterior guarda una estrecha similitud con la fórmula
para obtener las tensiones debidas a flexión. El alabeo equivale a la distancia a la fibra
neutra y el bimomento distorsor equivale al momento flector. Debido a esta equivalencia,
en el cálculo de la viga sobre lecho elástico el momento flector resultante en la viga se
corresponde con el bimomento distorsor.

Además, si las tensiones en la viga se han calculado con elementos tipo barra rectos, las
tensiones finales en la viga se pueden expresar como:

σz = − E

E0
· R

R − x
·
(
Bd · wd
Id

+ Mx · y
Ix

)
≈ − E

E0
· R + x

R
·
(
Bd · wd
Id

+ Mx · y
Ix

)
(B.67)

B.2.10 Momentos transversales

Los momentos transversales (ms) son el resultado de sumar los momentos debidos
a la distorsión de la sección (msd,0 · ξ) y los momentos debidos a la curvatura en planta
causados por las fuerzas de desviación en las almas (msc,0 ·Mx/R):

ms = msd,0 · ξ +msc,0 · Mx

R
(B.68)

Los momentos unitarios debidos a la distorsión (msd,0) se definen como:

msd,0 =


msd,0,t = 6·Es·Ic

bs
·
(

2·Vty

bs
− θt

)
msd,0,b = 6·Es·Ib

bb
·
(

2·Vty

bb·β − θb
) (B.69)
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Mientras que los momentos unitarios debidos a la curvatura (msc,0) se obtienen de la
siguiente fórmula:

msc,0 =

msd,0,t

msd,0,b

 =

 3
rs

+ 2 1

1 3
rb

+ 2


−1

·

2 · hl − 3 · hs

2 · hs − 3 · hl

 ·

 b2
w·tw·cos(θw)

20·Ix·rs
0

0 b2
w·tw·cos(θw)

20·Ix·rb


(B.70)

En ambos casos, los momentos se han obtenido a partir de un modelo de pórtico plano de
la sección. Para el caso de los momentos unitarios debidos a la distorsión se han impuesto
los movimientos del apartado B.2.4 en las distintas barras que componen la sección, y se
han obtenido los momentos en los nudos. Sin embargo, en el segundo de los casos se han
aplicado las cargas debidas a la curvatura en las almas, como se muestra en la figura B.5,
se han bloqueado los desplazamientos en los nodos de la sección, permitiendo únicamente
el giro, y se han calculado los momentos flectores en los nodos.

En cualquier caso, los momentos transversales unitarios también se pueden obtener di-
rectamente de un modelo de pórtico como se muestra en la figura B.6.

FIGURA B.6 Momentos transversales debidos a la distorsión y a la curvatura

B.3 Diafragmas anࢢdistorsión

B.3.1 Introducción

En este apartado se va a explicar el procedimiento para obtener la rigidez y los esfuer-
zos de diseño en algunos de los diafragmas antidistorsión más frecuentes.
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Para el cálculo de la rigidez de los diafragmas se van a aplicar teoremas energéticos y el
principio de los trabajos virtuales. Los esfuerzos de diseño se obtendrán principalmente a
partir de las condiciones de equilibrio. No obstante, existe un procedimiento alternativo
para obtener la rigidez de los diafragmas y los esfuerzos de diseño que se describe en el
libro de L. Viñuela [128] y que se va a explicar someramente a continuación.

En la figura B.4 se muestran las cargas que aparecen en el contorno del diafragma pts,
pbs y pws. El cálculo de pws se realizó en el apartado B.2.5, y su valor se muestra en la
ecuación B.51. Estableciendo el equilibrio en los nodos entre las cargas incógnitas, S y
pws se pueden obtener los valores de pts y pbs. Estas últimas se definen como:

pts =pws · bb
bw

(B.71a)

pbs =pws · bs
bw

(B.71b)

Tanto las dos fuerzas anteriores como pws se aplican de manera distribuida en el contorno
del diafragma. La fuerza aplicada por unidad de longitud es:

qts = Mt

2 · Ac
· β2 (B.72a)

qws = Mt

2 · Ac
· β (B.72b)

qbs = Mt

2 · Ac
(B.72c)

En el modelo de cálculo se representa el diafragma con su geometría real. Las paredes
de la sección también se representan considerando un ancho que varía en función de los
autores o de la normativa que se considere. Las pruebas realizadas indican que una apro-
ximación realista para el cálculo de rigidez antidistorsión del diafragma es representar las
paredes con elementos tipo lámina en una longitud equivalente a la distancia entre dia-
fragmas. A efectos resistentes se deben considerar los valores indicados en la normativa.

Las condiciones de contorno del modelo de cálculo son limitar el movimiento en la direc-
ción del tablero en la sección y permitir la deformación en la dirección diagonal. Es decir,
los cuatro vértices del diafragma deben tener impedido el movimiento en la dirección per-
pendicular al plano del diafragma. Además, en una de las diagonales el vértice inferior
debe tener impedido el desplazamiento en todas las direcciones, mientras que su vértice
opuesto debe permitir el desplazamiento únicamente en la dirección de la diagonal. Dicho
movimiento en la diagonal y el tipo de apoyos se muestra en la figura B.7.
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FIGURA B.7 Modelo de cálculo de diafragma

Calculando el modelo anterior se obtiene el movimiento en la diagonal δd. Conocida la
relación entre el momento torsorMt y la fuerza diagonal S mostrada en la ecuación B.50,
y conocido que la rigidez que relaciona la fuerza en la diagonal S con el movimiento δd
se denominaKδ, se puede calcular esta última rigidez como:

Kδ = Mt · Ld
2 · Ac

· β
δd

(B.73)

La rigidez anterior se puede adaptar a cada formulación aplicando los mismos coeficientes
definidos en B.61 y que se muestran a continuación:

KDV = b2
w

L2
d · Cv

·Kδ (B.74a)

KDγ =b
2
s · h2

L2
d

·Kδ (B.74b)

KDψ =16 · A2
c

L2
d · b2

b

·Kδ (B.74c)

La rigidez del diafragma antidistorsión se ha denominado KD y se considera dentro del
modelo de viga sobre lecho elástico como un muelle discreto dispuesto en la ubicación
del diafragma.

La reacción en dicho muelle se va a denominar RD. No obstante, para el diseño de los
elementos del diafragma lo habitual es emplear el momento torsor en el diafragma (MT ),
que se relaciona con la reacción del siguiente modo:

MT =2 · Ac
bw · β

·RDV (B.75a)

MT =1 + β

β
·RDγ (B.75b)

MT =bs
2

·RDψ (B.75c)
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B.3.2 Diafragma de alma llena

La rigidez de un diafragma de alma llena se obtiene a partir del trabajo virtual de
deformación angular del diafragma:
∫
D
G · tD · (γ · ξ) · δ(γ · ξ) · dA = δξ ·

(
G · tD · γ2

m · Ac · ξ
)

= δξ · (KD · ξ) (B.76)

Donde G el el módulo de deformación cortante del panel, tD el espesor del diafragma
y γm es la deformación angular media del panel. Dicha deformación angular media se
ha supuesto que es la deformación en el centro del panel, que se calculó en B.41. Las
pruebas realizadas con un modelo de contraste como el descrito anteriormente mostraron
una correlación muy buena.

Para calcular la rigidez diagonal hay que establecer la relación entre la deformación en la
diagonal (δd) y la deformación angular media (γm), que se puede tomar de la tabla B.1.
Aplicando esa relación se llega a la siguiente rigidez diagonal para un diafragma de alma
llena:

Kδ =
(
γm
δd

)2
·G · tD · Ac = G · t · L2

d

Ac
(B.77)

Durante el diseño de los diafragmas de alma llena, lo habitual es considerar la tensión
tangencial en el panel (τD). Esta se define interpolando la deformación angular en el panel
como:

τD(ζ) = G · γD(ζ) = G · Vty · (2 + 2 · β)
bb · (1 + ζ · (β − 1))

(B.78)

Donde ζ es la coordenada relativa de profundidad del diafragma, siendo ζ = 0 la fibra
superior y ζ = 1 la fibra inferior.

A través de la rigidez del diafragma, se puede establecer una relación entre Vty yMT , que
permite expresar las tensiones en el eje vertical del diafragma como:

τD = MT · β
2 · bs · h · tD

· 1
1 − ζ + ζ · β

(B.79)

En lo que respecta a las consideraciones sobre que profundidad considerar para el diseño,
estas quedaron descritas en el apartado 4.3
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B.3.3 Diafragma en X o Cruz de San Andrés

En un diafragma en X, también conocido como Cruz de San Andrés, los perfiles metá-
licos que lo componen se disponen en la dirección de la diagonal. Por lo tanto, la rigidez a
distorsión de dicho diafragma medida en la dirección diagonal, denominada previamente
Kδ se corresponde con la rigidez axial de las dos barras que componen dicho diafragma:

Kδ = 2 · E · Ab
Ld

(B.80)

Donde Ab es el área del perfil empleado en la cruz.

En lo que respecta al diseño de los perfiles, la fuerza axil de diseño (Nb) se corresponde
con la mitad de la fuerza diagonal (S). Por lo tanto:

Nb = MT · Ld
4 · Ac

· β (B.81)

B.3.4 Diafragma en K

El diafragma en K se compone de un perfil superior de área Atb y un perfil diagonal
de área Adb. A la longitud de esta última diagonal se la va a denominar Lb.

La rigidez antidistorsión del diafragma se va a obtener aplicando el segundo teorema de
Castigliano [151]. Este teorema permite calcular la deformación en la dirección de la
diagonal a partir de la fuerza aplicada en la diagonal S:

S · δd =
∮ Ni

E · Ai
· ∂Ni

∂S
· dl (B.82)

Considerando que actúa la mitad de la fuerza S en cada diagonal, los esfuerzos en el perfil
superior (Ntb) y el perfil diagonal (Ndb) se pueden obtener por equilibrio en los nodos.
Concretamente, su valor en función de la fuerza diagonal es:

Ntb =S · bb
2 · Ld

Ndb =S · Lb
Ld

(B.83)

Sustituyendo en la ecuación B.82 el valor de los axiles, se llega a la siguiente deformación:

δd = 2 ·

 bs
2 · E · Atb

·
(

bb
2 · Ld

)2

+ Lb
E · Adb

·
(
Lb
Ld

)2
 (B.84)
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Cuya inversa es la rigidez diagonal (Kδ):

Kδ = 4 · E · Atb · Adb · L2
d

bs · b2
b · Adb + 8 · L3

b · Atb
(B.85)

Los esfuerzos de diseño se pueden obtener sustituyendo S en la ecuación B.83 por su
valor en función del momento torsor, tal y como fue definido en la ecuación B.50.

Ntb =MT · bb · β
4 · Ac

Ndb =MT · Lb · β
2 · Ac

(B.86)

B.3.5 Diafragma en V

El diafragma en V se compone principalmente de dos perfiles diagonales de longitud
Lb y área Ab.

La rigidez antidistorsión se va a calcular siguiendo el mismo procedimiento del diafragma
en K. En primer lugar se calcula por equilibrio en los nudos el valor de la fuerza en la
diagonal (Nb) en función de S.

Nb =S · Lb
Ld

(B.87)

Aplicando el segundo teorema de Castigliano mostrado en la ecuación B.82 se obtiene la
deformación en la diagonal:

δd = 2 · Lb
E · Ab

·
(
Lb
Ld

)2
(B.88)

E invirtiendo la deformación anterior se llega a la rigidez diagonal:

Kδ = E · Ab · L2
d

2 · L3
b

(B.89)

Demanera análoga al diafragma enK, el axil de diseño en la diagonal obtiene sustituyendo
S en la ecuación B.87 por su valor en función del momento torsor:

Nb =MT · Lb · β
2 · Ac

(B.90)
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B.3.6 Otros diafragmas

En los casos no incluidos anteriormente se recomienda en empleo del método general
para obtener la rigidez y los esfuerzos en los elementos. En este apartado se incluyen por
ejemplo los marcos abiertos y cerrados, que si bien se han estudiado en el apartado 4.7, las
limitaciones en la aplicación de las fórmulas simplificadas y su incertidumbre aconsejan
el empleo de métodos más refinados para el cálculo de sus propiedades y resistencia.

B.4 Viga sobre lecho elásࢢco

En este apéndice se han obtenido los parámetros necesarios para el cálculo de la viga
sobre lecho elástico de acuerdo con tres de las formulaciones más comunes. La ecuación
diferencial final para cada una de estas formulaciones se define como:

E0 · IdV · V IV
s + Es0 ·KdV · Vs =mdV − ηV · Mx

R
(B.91a)

E0 · Idγ · γIVd + Es0 ·Kdγ · γd =mdγ − ηγ · Mx

R
(B.91b)

E0 · Idψ · ψIVd + Es0 ·Kdψ · ψd =mdψ − ηψ · Mx

R
(B.91c)

Donde la inercia Id fue calculada en la ecuación B.62, la rigidez de marcoKd fue calcu-
lada en la ecuación B.61, las cargas distorsoras fueron calculadas en la ecuación B.53 y
el parámetro η se calculó en el apartado B.2.6.

Los parámetros anteriores tienen su correspondencia en la analogía de la viga sobre lecho
elástico como se muestra en la figura B.8:

FIGURA B.8 Viga sobre lecho elástico

Es decir, la inercia a distorsión de la viga Id se corresponde con la rigidez a flexión de la
viga, la rigidez de marco Kd es la rigidez distribuida y tanto la carga distorsora externa
como la debida a la curvatura son cargas aplicadas. Además, se ha añadido la rigidez de
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los diafragmas antidistorsiónKD, que actúan como muelles discretos.

La solución de la ecuación diferencial da como principales resultados el movimiento ver-
tical (ξ), el momento flector y las reacciones en los diafragmas (RD). El movimiento
vertical se corresponde con los movimientos debidos a distorsión en la viga y, aplican-
do los coeficientes definidos en la tabla B.1, permite obtener los movimientos en todos
los vértices de la sección. También permite aplicando la ecuación B.68 obtener los mo-
mentos transversales en la sección. Por su parte, momento flector se corresponde con el
bimomento distorsor (Bd), y aplicando la ecuación B.66 permite obtener las tensiones
por distorsión. Por último, las reacciones en diafragmas (RD) pueden ser transformadas
en momentos torsores en el diafragma (MT ) según lo descrito en las ecuaciones B.75, y
a su vez transformadas en esfuerzos en elementos conforme a lo descrito en el apartado
B.3.

B.5 Cálculo comparaࢢvo

B.5.1 Introducción

La validez de la formulación propuesta se va a comprobar mediante un cálculo
comparativo. En primer lugar se van a comparar resultados entre las tres formulaciones
para demostrar que las tres son coherentes y permiten obtener idénticos resultados. Poste-
riormente se van a tomar los resultados de una de las formulaciones y se van a comparar
con un cálculo mediante elementos finitos y un cálculo empleando formulaciones de
otros autores. Concretamente, se van a considerar las formulaciones propuestas por C.
Yoo [2] y L. Viñuela [48], siendo esta última la que aparece en la norma EAE-11 [14].

El cálculo comparativo se va a realizar para un puente de una longitud de 40 m donde se
han dispuesto 4 diafragmas antidistorsión intermedios a 8 m. El ancho del tablero es 10
m y el canto 2 m. Las características de la sección se detallan en el apartado B.5.2 y las
características de los diafragmas en el apartado B.5.4.

El modelo de elementos finitos se ha desarrollado empleando el software de cálculo
Sofistik. Los materiales considerados tienen las mismas propiedades elásticas que
los empleados en el cálculo de la viga. La losa superior de hormigón y los paneles
metálicos se han representado empleando elementos tipo lámina. Dichos elementos son
de tipo cuadrilátero de cuatro nodos conforme a la teoría de Reissner-Mindlin [129].
Los diafragmas antidistorsión con elementos celosía se han representado con elementos
tipo barra de inercia a flexión reducida. El mallado se ha llevado a cabo empleando
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elementos con una dimensión máxima de 1 m, si bien en la mayoría de de elementos
no se exceden los 50 cm en ninguna de las dimensiones. Dicho mallado se genera
automáticamente en el programa Sofistik, que toma como base en el trabajo desarrollado
por Rank [152][130]. Por último, indicar que los bordes extremos del tablero se han
supuesto rotulados y con el movimiento únicamente permitido en dirección longitu-
dinal, excepto en las esquinas inferiores, donde se ha supuesto un muelle de rigidez
despreciable en longitudinal para estabilizar numéricamente la estructura en longitudinal.

FIGURA B.9 Modelo de elementos finitos

B.5.2 Geometría y propiedades de la sección

Las dimensiones de los elementos de la sección conforme a la nomenclatura mostrada
la figura B.1 y a lo calculado en el apartado B.2.1 son:

b = 10 m

bs = 5 m

bb = 3 m

h = 2 m

tl = 250 mm

tc = 0 mm

tw = 12 mm

tb = 20 mm

bc = 2.50 m

bw = 2.24 m

Ld = 4.47 m

Ac = 8.00 m2

Y las propiedades de los materiales consideradas son:

Es = 210.000 MPa

Ec = 30.000 MPa

Ess = 225.250 MPa

Esc = 31.250 MPa

Gs = 85.000 MPa

Gc = 12.500 MPa

Para el cálculo de las propiedades se van a emplear los siguientes parámetros adimensio-
nales calculados conforme a las ecuaciones B.24c:
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αl = 53.54

αt = 0.00

αb = 2.24

β = 0.60

β∗ = 15.77

Los parámetros anteriores permiten calcular los movimientos unitarios para las distintas
formulaciones siguiendo la tabla B.1:

Mov. Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
Vs 1.000 0.859 0.916
γd 1.164 1.000 1.067
Vty 1.091 0.938 1.000
Vby 0.488 1.563 1.667
Vtx 0.053 0.046 0.049
Vbx 1.402 1.204 1.284
γm 1.455 1.250 1.333
δd 2.603 2.236 2.385

TABLA B.3 Movimientos unitarios

De la tabla anterior se obtienen directamente los coeficientes de paso entre formulaciones
relacionados con la geometría:

Cψd
=0.859

Cγd
=0.916 m

Y aplicando la fórmula B.52 se obtiene el coeficiente de paso relacionado con la carga

Cv = 0.192

Los alabeos calculados para las distintas formulaciones conforme a la tabla B.2 son:

Alabeo Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
w1 [m2] 0.133 0.115 0.122
w2 [m2] 2.103 1.806 1.927

TABLA B.4 Alabeos

Y el resultado de la integración de los alabeos de la formulación de deformación unitaria
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en la dirección del alma, que se obtiene aplicando la fórmula B.29 es:

Id0 = 0.171 m4

Los parámetros auxiliares para el cálculo de la rigidez de marco se calculan conforme a
las ecuaciones B.5 y B.6. Su resultado se muestra a continuación:

Is,s = 1.83×10−4 m4

rs = 1.76 × 10−4

Is,b = 6.67×10−7 m4

rb = 2.90 × 10−4

Is,w = 1.44×10−7 m4

r1 = 1.87

Con estos parámetros auxiliares se obtiene la rigidez diagonal de la sección aplicando la
fórmula B.59:

Kδ = 0.107 MN/m2

Ypor último con todos los parámetros auxiliares previamente definidos se pueden calcular
los parámetros que rigen el comportamiento de la viga sobre lecho elástico. Se emplean
las ecuaciones B.62 para las inercias y B.61 para las rigideces de marco.

Parámetro Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
E0 · Id 6909 MN.m2 26543 MN.m4 30201 MN.m2

Es0 ·Kd 0.140 MN/m2 0.536 MN 0.610 MN/m2

TABLA B.5 Parámetros de cálculo de la viga sobre lecho elástico

Si se calculan los parámetros anteriores siguiendo las formulaciones de L. Viñuela [48] y
C. Yoo [2], el resultado es:

Formulación Viñuela Yoo
E0 · Id 6909 MN.m2 26543 MN.m4

Es0 ·Kd 0.140 MN/m2 0.308 MN
TABLA B.6 Parámetros de cálculo de la viga sobre lecho elástico

Al comparar los parámetro calculados en la tabla B.6 con los de la tabla B.5 se puede
apreciar como en el caso del trabajo de L. Viñuela la correspondencia con la formulación
de deformación unitaria en el alma es total. En el caso de C. Yoo, se observa una diferencia
respecto a la formulación de deformación angular unitaria en la únicamente en la rigidez
de marco. No obstante, el propio autor afirma que debido a que la influencia de la rigidez
de marco de la sección es del orden de la milésima parte de la rigidez del diafragma, se
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puede considerar la rigidez de marco de la sección supuesta cuadrada. Esto significa que
la formulación propuesta en este trabajo supone un refinamiento del trabajo de C. Yoo en
el cálculo de las propiedades de la sección.

B.5.3 Cargas

En el cálculo se van a considerar un único caso de carga consistente en un momento
torsor distribuido en todo el puente de valor mt = 100 kN.m/m y un momento torsor
puntual de valorMt = 1000 kN.m aplicado en centro de luz.

El valor de la fuerza diagonal (S) para elmomento torsor puntual de 1000 kN.m se calcula
conforme a la ecuación B.50, y es:

S = 167.71 kN

Las cargas distorsoras puntuales (Md) y distribuidas (md) aplicadas en el cálculo de la
viga sobre lecho elástico se calculan siguiendo las ecuaciones B.53 y son:

Carga Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
Md 83.85 kN 375.00 kN.m 400.00 kN
md 8.39 kN/m 37.50 kN.m/m 40.00 kN/m

TABLA B.7 Cargas

Las cargas propuestas por L. Viñuela y C. Yoo se corresponden exactamente con las cargas
de Vs = 1 y γd = 1 respectivamente.

En el caso del modelo de elementos finitos, las cargas se han aplicado como un par de
fuerzas, bien linealmente distribuidas, bien puntuales, en los vértices superiores de las
almas.

B.5.4 Diafragmas

Los diafragmas antidistorsión empleados en el cálculo son de tres tipos: Diafragma de
alma llena (WP), diafragma en cruz de San Andrés (X) y diafragma en K (K). La rigidez
de los tres diafragmas es idéntica conforme a la formulación propuesta. Concretamente,
se ha considerado un diafragma de alma llena de 1 mm de espesor y se ha calculado el área
de las barras necesaria en las otras tipologías para igualar la rigidez de dicho diafragma
de alma llena.
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La rigidez diagonal del diafragma de alma llena de 1 mm es:

Kδ = 212.50 MN/m

Y la rigidez conforme a las tres formulaciones es la siguiente:

Rigidez Vs = 1 γd = 1 ψd = 1
Kd 277 MN/m 1063 MN.m 1209 MN/m

TABLA B.8 Rigidez de diafragmas antidistorsión

En el caso del diafragma en Cruz de San Andrés, el módulo elástico de la barra requerido
es:

E · Ab = 475 MN

Mientras que en el caso del diafragma en K, el módulo elástico requerido considerando
una barra diagonal de longitud Lb = 2.5 m es:

E · Ab = 452 MN

En lo que respeta a la rigidez de los diafragmas conforme a los trabajos de L. Viñuela y
C. Yoo el resultado es:

Autor WP X K
Viñuela [MN/m] 302 302 411
Yoo [MN.m] 680 680 520

TABLA B.9 Rigidez de diafragmas antidistorsión

En este caso si que se observa una diferencia en todos los casos entre la formulación
propuesta y el trabajo de otros autores. Además, la rigidez del diafragma de alma llena es
idéntica a la del diafragma en X en ambos autores.

En el caso de L. Viñuela, la diferencia observada en todos los casos se debe a que el autor
considera la deformación diagonal de la formulación ψd = 1 para calcular la rigidez de
los diafragmas antidistorsión en vez de la deformación diagonal de la formulación Vs = 1.
Esta diferencia, si bien converge cuando el alma es vertical, supone una variación que se
va agudizando conforme el ángulo que forma el alma con la vertical es mayor.

Las diferencias que se observan con el trabajo de C.Yoo son más importantes. El autor
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parece no tener en cuenta que en secciones trapezoidales el ángulo que forma la sección
distorsionada con la horizontal no es igual en la losa superior que en el ala inferior. Por
lo tanto, existe una componente vertical de deformación que debe ser tenida en cuenta a
la hora de calcular la rigidez de los diafragmas.

Por último, ambos autores parecen despreciar la flexibilidad debida a la deformación del
cordón superior de la celosía en el caso del diafragma en K.

B.5.5 Resultados

Se van a comparar a continuación los resultados obtenidos conforme a las distintas
metodologías. Concretamente, se van a comparar las tensiones en el vértice inferior, la
deformación angular media en la sección y la reacción en los diafragmas antidistorsión.

Se toma el vértice inferior como punto de comparación debido a que las tensiones son ma-
yores y a que en el vértice superior los resultados se ven distorsionados por ser el punto
de introducción de las cargas en el modelo de elementos finitos. Este efecto local también
hace que se considere la deformación angular media en la sección y no la deformación
medida al nivel de la losa superior.

Un aspecto a señalar es que el diafragma de alma llena y el diafragma en Cruz de San
Andrés tienen idéntica rigidez, por lo que se compararán a la vez los resultados.

Se muestran en la figura B.10 las tensiones en el vértice inferior para el caso de los dia-
fragmas de alma llena (WP) y los diafragmas en Cruz de San Andrés (X), y en la figura
B.11 se muestran los resultados para los diafragmas en K.

Se observa como en la zona entre diafragmas el ajuste entre la formulación propuesta y el
modelo de elementos finitos es más preciso que el resto de formulaciones propuestas por
otros autores. Sin embargo, existen diferencias significativas en la zona los diafragmas
debido a efectos locales como se indicó en el apartado 5.

Las deformaciones angulares medias se muestran en la figura B.12 para el caso de dia-
fragmas de alma llena (WP) y diafragmas en cruz de San Andrés (X), y en la figura B.13
para el caso de diafragma en K.

Se observa en este caso como las diferencias entre formulaciones son mas acusadas. La
introducción de las cargas locales en el modelo de elementos finitos provoca unas de-
formaciones adicionales en la losa superior que no son tenidas en consideración y que
justifican la diferencia. No obstante, en los diafragmas los efectos locales a nivel de de-
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FIGURA B.10 Tensiones en vértice inferior: Diafragmas WP y X
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FIGURA B.11 Tensiones en vértice inferior: Diafragma K
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FIGURA B.12 Deformación angular media: Diafragmas WP y X
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FIGURA B.13 Deformación angular media: Diafragma K
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formación quedan controlados por la presencia de los propios diafragmas, y es en estos
puntos donde se observa como la formulación propuesta permite un mejor ajuste de la
deformación angular en la sección.

Por último, se van a mostrar los momentos torsores resultantes calculados en los diafrag-
mas antidistorsión. Para obtener el momento torsor en el diafragma de alma llena se ha
leído del modelo la tensión tangencial a media altura del diafragma, se ha calculado su
deformación angular correspondiente, y se ha comparado con la deformación media en el
diafragma causada por un momento torsor unitario. En el caso de los diafragmas en celo-
sía, se han comparado los esfuerzos axiles en los miembros de la celosía con los esfuerzos
axiles para el caso de un momento torsor unitario.

En primer lugar se muestran los resultados para los diafragmas de alma llena (WP) y los
diafragmas en cruz de San Andrés (X):

Diafragma Propuesta Yoo Viñuela MEF WP MEF X
1 797 799 795 748 784
2 1350 1342 1352 1257 1321
3 1350 1342 1352 1258 1320
4 797 799 795 747 784

TABLA B.10 Reacciones en diafragmas [kN.m]: Diafragmas WP y X

Y a continuación se muestran los resultados para el diafragma en K:

Diafragma Propuesta Yoo Viñuela MEF K
1 797 799 795 783
2 1350 1334 1357 1321
3 1350 1334 1357 1321
4 797 799 795 783

TABLA B.11 Reacciones en diafragmas [kN.m]: Diafragma K

Las reacciones calculadas son muy similares a las obtenidas del modelo de elementos
finitos y en todos los casos quedan del lado de la seguridad.
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B.6 Conclusión

La analogía de la viga sobre lecho elástico permite el cálculo de la distorsión en puen-
tes mixtos.

En el presente apéndice se han derivado de manera rigurosa todos los parámetros necesa-
rios para modelar un puente mixto empleando la analogía de la viga sobre lecho elástico
de acuerdo a las formulaciones más comunes. Se han calculado los alabeos teniendo en
consideración la existencia de chapas adheridas a la losa superior, la inercia a distorsión,
la rigidez de marco y la rigidez de los diafragmas, así como las cargas aplicadas. También
se han obtenido el coeficiente que relaciona la carga distorsora y el momento flector en
vigas curvas y los coeficientes que permiten pasar de una formulación a otra.

Respecto al procesado de resultados, se han propuesto fórmulas para calcular las tensio-
nes longitudinales adicionales a la flexión recta, momentos transversales en la sección y
esfuerzos en los diafragmas.

Por último, se ha llevado a cabo un cálculo comparativo entre la formulación propuesta,
formulaciones de otros autores y modelos de elementos finitos. A la vista de los resulta-
dos, la formulación propuesta permite el cálculo de la distorsión en un puente mixto de
manera más precisa que formulaciones precedentes propuestas por otros autores.
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APÉNDICE C

Integrales

C.1 Funciones de forma de la viga

En este apartado se van a mostrar las integrales de las funciones de forma de la viga.

KHH =
∮
L



Hi1 ·Hi1 Hi1 ·Hi2 Hi1 ·Hj1 Hi1 ·Hj2

Hi2 ·Hi1 Hi2 ·Hi2 Hi2 ·Hj1 Hi2 ·Hj2

Hj1 ·Hi1 Hj1 ·Hi2 Hj1 ·Hj1 Hj1 ·Hj2

Hj2 ·Hi1 Hj2 ·Hi2 Hj2 ·Hj1 Hj2 ·Hj2


· dz =

L

420
·



156 22 · L 54 −13 · L

22 · L 4 · L2 13 · L −3 · L2

54 13 · L 156 −22 · L

−13 · L −3 · L2 −22 · L 4 · L2



(C.1)
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∮
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j1 HI
i1 ·HI

j2

HI
i2 ·HI

i1 HI
i2 ·HI

i2 HI
i2 ·HI

j1 HI
i2 ·HI

j2

HI
j1 ·HI

i1 HI
j1 ·HI

i2 HI
j1 ·HI

j1 HI
j1 ·HI

j2

HI
j2 ·HI

i1 HI
j2 ·HI

i2 HI
j2 ·HI

j1 HI
j2 ·HI

j2


· dz =

1
30 · L

·



36 3 · L −36 3 · L

3 · L 4 · L2 −3 · L −1 · L2

−36 −3 · L 36 −3 · L

3 · L −1 · L2 −3 · L 4 · L2



(C.2)

443



APÉNDICE C. INTEGRALES

KHIIHII =
∮
L



HII
i1 ·HII

i1 HII
i1 ·HII

i2 HII
i1 ·HII

j1 HII
i1 ·HII

j2

HII
i2 ·HII

i1 HII
i2 ·HII

i2 HII
i2 ·HII

j1 HII
i2 ·HII

j2

HII
j1 ·HII

i1 HII
j1 ·HII

i2 HII
j1 ·HII

j1 HII
j1 ·HII

j2

HII
j2 ·HII

i1 HII
j2 ·HII

i2 HII
j2 ·HII

j1 HII
j2 ·HII

j2


· dz =

1
L3 ·



12 6 · L −12 6 · L

6 · L 4 · L2 −6 · L 2 · L2

−12 −6 · L 12 −6 · L

6 · L 2 · L2 −6 · L 4 · L2



(C.3)

KHHII = KHIIH

t
=
∮
L



Hi1 ·HII
i1 Hi1 ·HII

i2 Hi1 ·HII
j1 Hi1 ·HII

j2

Hi2 ·HII
i1 Hi2 ·HII

i2 Hi2 ·HII
j1 Hi2 ·HII

j2

Hj1 ·HII
i1 Hj1 ·HII

i2 Hj1 ·HII
j1 Hj1 ·HII

j2

Hj2 ·HII
i1 Hj2 ·HII

i2 Hj2 ·HII
j1 Hj2 ·HII

j2


· dz =

1
30 · L

·



−36 −33 · L 36 −3 · L

−3 · L −4 · L2 3 · L 1 · L2

36 3 · L −36 33 · L

−3 · L 1 · L2 3 · L −4 · L2


(C.4)

KNINI =
∮
L

 N I
i ·N I

i N I
i ·N I

j

N I
j ·N I

i N I
j ·N I

j

 · dz = 1
L

·

 1 −1

−1 1

 (C.5)

KHNI = KNIH

t
=
∮
L



Hi1 ·N I
i Hi1 ·N I

j

Hi2 ·N I
i Hi2 ·N I

j

Hj1 ·N I
i Hj1 ·N I

j

Hj2 ·N I
i Hj2 ·N I

j


· dz = 1

12 · L
·



−6 6

−1 1

−6 6

1 −1


(C.6)
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KHIINI = KNIHII

t
=
∮
L



HII
i1 ·N I

i HII
i1 ·N I

j

HII
i2 ·N I

i HII
i2 ·N I

j

HII
j1 ·N I

i HII
j1 ·N I

j

HII
j2 ·N I

i HII
j2 ·N I

j


· dz = 1

L2 ·



0 0

1 −1

0 0

−1 1


(C.7)

C.2 Alabeos

Se muestran a continuación las integrales más comunes para los alabeos.

∫ E

E0
· w1 · dA =

paredes∑
k=1

Ek
E0

· tk ·
(

1 1
)

·
[
Mww,k

]
·

w1,k,i

w1,k,j

 (C.8)

∫ E

E0
· w1 · w2 · dA =

paredes∑
k=1

Ek
E0

· tk ·
(
w1,k,i w1,k,j

)
·
[
Mww,k

]
·

w2,k,i

w2,k,j

 (C.9)

∫ E

E0
· R

R − x
· w1 · dA ≈

∫ E

E0
·
(

1 + x

R

)
· w1 · dA =

paredes∑
k=1

Ek
E0

· tk ·
(

1 1
)

·
[
M c

ww,k

]
·

w1,k,i

w1,k,j

 (C.10)

∫ E

E0
· R

R − x
· w1 · w2 · dA ≈

∫ E

E0
·
(

1 + x

R

)
· w1 · w2 · dA =

paredes∑
k=1

Ek
E0

· tk ·
(
w1,k,i w1,k,j

)
·
[
M c

ww,k

]
·

w2,k,i

w2,k,j

 (C.11)

Donde las matricesMww yM c
ww se definen como:

Mww,k =

Lk

3
Lk

6
Lk

6
Lk

3

 (C.12)

M c
ww,k =


(
R+xi

R

)
· Lk

3 + tx,k

R
· L

2
k

12

(
R+xi

R

)
· Lk

6 + tx,k

R
· L

2
k

12(
R+xi

R

)
· Lk

6 + tx,k

R
· L

2
k

12

(
R+xi

R

)
· Lk

3 + tx,k

R
· L

2
k

4

 (C.13)
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C.3 Deformación angular

Las integrales asociadas a la deformación angular de la sección se calculan del si-
guiente modo:

∫ G

G0
· t1 · t2 · dA =

paredes∑
k=1

Gk

G0
· tk ·

(
t1,i t1,j

)
·
[
Mww

]
·

t2,i
t2,j

 (C.14)

∫ G

G0
· R

R − x
· t1 · t2 · dA ≈

∫ G

G0
·
(

1 + x

R

)
· t1 · t2 · dA =

paredes∑
k=1

Gk

G0
· tk ·

(
t1,i t1,j

)
·
[
M c

ww

]
·

t2,i
t2,j

 (C.15)

Donde las matricesMww yM c
ww se corresponden con las definidas en el apartado C.2.

C.4 Movimientos

Las integrales que se emplean para el cálculo de la contribución en las paredes se
pueden expresar del siguiente modo en notación matricial:

∮ E

E0
· t

3

12
· u1n · u2n · ds =

paredes∑
k=1

Ek
E0

· t
3
k

12
·
(
un1,k,i uθ1,k,i un1,k,j uθ1,k,j

)
·
[
KHH,k

]
·



un2,k,i

uθ2,k,i

un2,k,j

uθ2,k,j


(C.16)

∮ G

G0
· t

3

3
· u1θ · u2θ · ds =

paredes∑
k=1

Gk

G0
· t

3
k

3
·
(
un1,k,i uθ1,k,i un1,k,j uθ1,k,j

)
·
[
KHIHI ,k

]
·



un2,k,i

uθ2,k,i

un2,k,j

uθ2,k,j


(C.17)
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Donde las matricesKHH,k y KHIHI ,k se definen de la siguiente manera:

KHH,k = Lk
420

·



156 22 · Lk 54 −13 · Lk

22 · Lk 4 · L2
k 13 · Lk −3 · L2

k

54 13 · Lk 156 −22 · Lk

−13 · Lk −3 · L2
k −22 · Lk 4 · L2

k


(C.18)

KHIHI ,k = 1
30 · Lk

·



36 3 · Lk −36 3 · Lk

3 · Lk 4 · L2
k −3 · Lk −1 · L2

k

−36 −3 · Lk 36 −3 · Lk

3 · Lk −1 · L2
k −3 · Lk 4 · L2

k


(C.19)
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APÉNDICE D

Ejemplo de cálculo de propiedades
de secciones

D.1 Introducción

El presente apéndice tiene por objeto mostrar el proceso de cálculo de las propiedades
de una sección a través de un ejemplo. Concretamente, se va a calcular la sección que se
ha empleado en los ejemplos de verificación 1 y 2.

La sección se va a suponer que esta compuesta por paredes rectas de espesor y propie-
dades constantes. Esto permite pasar de la forma integral de calcular las propiedades a
expresarlas en forma de sumatorios y multiplicaciones. Por lo tanto, la definición de las
propiedades que se hizo en el capítulo 3, se va a expresar en este caso en forma de suma-
torios.

El ejemplo comenzará con los datos necesarios para definir las secciones, es decir, ma-
teriales y geometría. Con esos datos se obtendrán las propiedades básicas de las paredes.
A partir de esas propiedades se van a definir, en primer lugar, las propiedades de la vi-
ga recta, incluyendo deformaciones, alabeos, áreas, momentos e inercias. Por último, se
calcularán los alabeos, deformaciones y propiedades de la viga curva.

D.2 Materiales y geometría de la sección

Se definen en primer lugar los materiales. Para cada uno de los materiales es necesario
definir el módulo de elasticidad longitudinal (E), el módulo de elasticidad transversal (G),
y el módulo de elasticidad transversal (Es).

En la sección objeto de cálculo, los materiales que se van a considerar son hormigón para
la losa superior y acero para el resto de paredes. Las características que se van a asignar
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a estos materiales son:

Material E [MPa] G [MPa] Es [MPa]
Hormigón 30.000 12.500 31.250
Acero 210.000 85.000 222.250

TABLA D.1 Propiedades elásticas de los materiales

En lo sucesivo, resulta necesario considerar uno de estos materiales como material de
referencia. En este caso, se va a considerar el acero, lo cual implica que las propiedades
elásticas de referencia sean:

E0 = 210.000 MPa G0 = 85.000 MPa Es0 = 222.250 MPa

El siguiente paso es definir la geometría de la sección. Se trata de una sección cajón
mixta compuesta por 6 paneles y 6 nodos. El ancho de la losa superior es de 4 m y el
espesor de 250 mm. Se divide en 3 paneles, dos correspondientes a los voladizos de 1 m a
cada lado y otro correspondiente al ancho del cajón de 2 m. La tabla inferior también mide
2 m y tiene un espesor de 30 mm. Las almas tienen un espesor de 20 mm, y su altura es
tal que el canto total de la sección incluyendo espesores de la losa superior y ala inferior
es 2 m.

En la figura D.1 se puede observar un esquema de la sección, donde además se ha indicado
la numeración de los nodos y los paneles.

FIGURA D.1 Esquema de la sección

Tomando como referencia el centro de la fibra superior de la sección, las coordenadas de
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D.2. MATERIALES Y GEOMETRÍA DE LA SECCIÓN

Nodo X [m] Y [m]
1 -2 0.125
2 -1 0.125
3 1 0.125
4 2 0.125
5 -1 1.985
6 1 1.985

TABLA D.2 Nodos

los nodos se muestran en la tabla D.2.

Los datos necesarios para definir los paneles de la sección se muestran en la tabla D.3. Es
decir, nodo de inicio (i) y final (j) de cada panel, espesor y material. En esta tabla además
se ha añadido una columna adicional, no explicada previamente, que son las divisiones.
Las divisiones son en número de elementos que componen cada panel. Como se explicó
en el capítulo 3, para poder obtener las función de alabeo por torsión y distorsión de la
viga curva es necesario discretizar los paneles en elementos pequeños. Esto se debe a
que se van a emplear funciones de forma lineales para obtener el alabeo, pero estas no se
corresponden con la solución real de la ecuación. Por lo tanto, es necesario emplear varios
elementos para obtener un mejor ajuste. En este caso se han dividido todos los paneles en
8 subelementos.

Panel Nodo i Nodo j Espesor [mm] Material Divisiones
1 1 2 250 Hormigón 8
2 2 3 250 Hormigón 8
3 3 4 250 Hormigón 8
4 2 5 20 Acero 8
5 3 6 20 Acero 8
6 5 6 30 Acero 8

TABLA D.3 Paneles

A partir de estos datos se puede proceder a calcular las propiedades de la sección.
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D.3 Cálculo de propiedades en viga recta

D.3.1 Introducción

En los cálculos que se van a mostrar a continuación para la viga recta se va a supo-
ner que cada panel esta compuesto por un único elemento. El motivo no es otro que
una mayor claridad en la exposición, ya que permite reducir el volumen de información
mostrada sin perder precisión. El motivo es que los alabeos son lineales en todo el panel,
y por lo tanto, no se ven afectados por las subdivisiones.

D.3.2 Propiedades de las paredes

El primer paso es definir un vector con las propiedades completas de cada panel. Se va
a considerar una pared k que va de un nodo i a un nodo j. Para esa pared las propiedades
son las siguientes:

Nodos: (ni,k, nj,k)

Coordenadas: (xi,k, yi,k, xj,k, yj,k)

Espesor: tk

Longitud: Lk = ((xj,k − xi,k)2 + (yj,k − yi,k)2) 1
2

Vectores unitarios: tk = (tx,k, ty,k) = (xj,k−xi,k

Lk
,
yj,k−yi,k

Lk
)

Materiales: (Ek, Gk, Es,k)

Aplicado a la sección:

Panel xi [m] xi [m] xj [m] xj [m] Lk [m] tx ty

1 -2 0.125 -1 0.125 1 1 0
2 -1 0.125 1 0.125 2 1 0
3 1 0.125 2 0.125 1 1 0
4 -1 0.125 -1 1.985 1.86 0 1
5 1 0.125 1 1.985 1.86 0 1
6 -1 1.985 1 1.985 2 1 0

TABLA D.4 Propiedades Paneles

452
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D.3.3 Flexocompresión

Una vez definidas las paredes, se puede proceder a calcular las propiedades de la
sección relativas a flexocompresión. Estas son el área (A), el centro de gravedad (xg, yg)
y los momentos de inercia (Ix, Iy, Ixy).

A =
∑

Lk · tk · Ek
E0

(D.1)

xg =
∑ Lk · tk

A
· Ek
E0

· xi,k + xj,k
2

yg =
∑ Lk · tk

A
· Ek
E0

· yi,k + yj,k
2

(D.2)

Ix =
∑ Ek

E0
· Lk · tk ·

((
yj,k − yi,k

12

)2
+
(
yi,k + yj,k

2
− Yg

)2
+ (tk · tx,k)2

12

)

Iy =
∑ Ek

E0
· Lk · tk ·

((
xj,k − xi,k

12

)2
+
(
xi,k + xj,k

2
−Xg

)2
+ (tk · ty,k)2

12

)
Ixy = 0

(D.3)

Tomando los valores de la sección:

A = 0.2773 m2

xg = 0.0000 m

yg = 0.7771 m

Ix = 0.1762 m4

Iy = 0.2849 m4

En este punto, resulta de utilidad en adelante redefinir las coordenadas nodales respecto
al centro de gravedad:

xi = xi − xg

yi = yi − yg

Expresado en forma de tabla para la sección:
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Nodo x [m] y [m]
1 -2 -0.6521
2 -1 -0.6521
3 1 -0.6521
4 2 -0.6521
5 -1 1.2079
6 1 1.2079

TABLA D.5 Coordenadas nodales

Los movimientos en la sección para los casos de flexocompresión resultan triviales, al ser
movimientos unitarios en la dirección de los respectivos ejes.

Primeramente se muestra el movimiento en x, llamado ux.

En la figura D.2 se ha representado el movimiento en x.

FIGURA D.2 Movimiento ux

En la tabla D.6 se muestran los valores del movimiento en x en los nodos.

Nodo usx usy uθ

1 1 0 0
2 1 0 0
3 1 0 0
4 1 0 0
5 1 0 0
6 1 0 0

TABLA D.6 Movimiento ux

Para obtener los movimientos en las coordenadas locales de los paneles (s, n) hay que
transformar los resultados en el nodo de inicio (i) del panel y el nodo final (j) del panel.
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La transformación es la siguiente:

us,i,k = tx,k · usx,i + ty,k · usy,i
un,i,k = −ty,k · usx,i + tx,k · usy,i
uθ,i,k = uθ,i

(D.4)

Aplicado a la sección, los movimientos en los nodos extremos de los paneles se muestran
en la tabla D.7:

Panel us,i un,i uθ,i us,j un,j uθ,j

1 1 0 0 1 0 0
2 1 0 0 1 0 0
3 1 0 0 1 0 0
4 0 -1 0 0 -1 0
5 0 -1 0 0 -1 0
6 1 0 0 1 0 0

TABLA D.7 Movimientos locales ux

A continuación se muestra el movimiento en y, llamado uy.

La figura D.3 representa el movimiento en y.

FIGURA D.3 Movimiento uy

Los valores del movimiento en los nodos se muestran en la tabla D.8.

455



APÉNDICE D. EJEMPLO DE CÁLCULO DE PROPIEDADES DE SECCIONES

Nodo usx usy uθ

1 0 1 0
2 0 1 0
3 0 1 0
4 0 1 0
5 0 1 0
6 0 1 0

TABLA D.8 Movimiento uy

Aplicando la transformación mostrada en la ecuación D.4 se pueden mostrar los movi-
mientos en coordenadas locales de los paneles del siguiente modo:

Panel us,i un,i uθ,i us,j un,j uθ,j

1 0 1 0 0 1 0
2 0 1 0 0 1 0
3 0 1 0 0 1 0
4 1 0 0 1 0 0
5 1 0 0 1 0 0
6 0 1 0 0 1 0

TABLA D.9 Movimientos locales uy

Seguidamente, se van a mostrar los alabeos debidos a los esfuerzos de flexocompresión.

En primer lugar, se muestra en la figura D.4 el alabeo debido a axil (wn), que adopta un
valor unitario para toda la sección.

FIGURA D.4 Alabeo wn

Siguiendo con los alabeos, se muestra en la figura D.5 el alabeo debido al movimiento en
x, que es wx, y se corresponde con −x.
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FIGURA D.5 Alabeo wx

El alabeo debido al movimiento en y se denomina wy, y se corresponde con y. Se muestra
en la figura D.6.

FIGURA D.6 Alabeo wy

Por último, se resume el valor en los nodos de todos los alabeos anteriores en la siguiente
tabla:

Nodo wn = 1 wx = −x wy = y

1 1 2 -0.6521
2 1 1 -0.6521
3 1 -1 -0.6521
4 1 -2 -0.6521
5 1 1 1.2079
6 1 -1 1.2079

TABLA D.10 Alabeos debidos a la flexocompresión
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APÉNDICE D. EJEMPLO DE CÁLCULO DE PROPIEDADES DE SECCIONES

D.3.4 Torsión

El siguiente paso es calcular las propiedades de torsión. Estas propiedades dependen
del centro de giro, que a priori resulta desconocido, por lo que la primera parte del cálculo
consiste en la determinación este. A modo de resumen, para obtener el centro de giro
(xt, yt), en primer lugar, de un centro de giro arbitrario (xb, yb). Respecto a este centro
se obtiene la función de alabeo (wt) y, ortogonalizando respecto a axiles y momentos, se
llega al centro de giro real. Este proceso se realiza a través de un cálculo matricial que se
explica en primer lugar.

La función de alabeo vinculada a un centro de giro cualquiera se obtiene a partir de la
resolución del sistema de ecuaciones del tipo:

KG · wt = ft (D.5)

Donde KG y ft son el resultado de ensamblar, para toda la sección, el vector de fuerzas
de cada elemento de pared (ft,k), y la matriz de rigidez de cada elemento de pared (KG,k).

La matriz de rigidez de cada elemento de pared (KG,k) se define como:

KG,k = G · tk
Lk

·

 1 −1

−1 1

 (D.6)

Donde el valor de G · tk/Lk aplicado a los paneles se muestra en la tabla D.11

Nodo G [MPa] tk [m] Lk [m] G · tk/Lk
1 12500 0.25 1 3125
2 12500 0.25 2 1563
3 12500 0.25 1 3125
4 85000 0.02 1.86 914
5 85000 0.02 1.86 914
6 85000 0.03 2 1275

TABLA D.11 G · tk/Lk
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Si se ensamblan todos los elementos, la matrizKG resultante es:

KG =



3125 −3125 0 0 0 0

−3125 5601 −1563 0 −914 0

0 −1563 5601 −3125 0 −914

0 0 −3125 3125 0 0

0 −914 0 0 2189 −1275

0 0 −914 0 −1275 2189


Volviendo al vector de fuerzas ft,k, este se define como:

ft,k = G · tk ·

−1

1

 · ht,k (D.7)

En la ecuación anterior se muestra que en el vector de fuerzas interviene la distancia del
centro de giro a la pared (ht), que es un dato que se desconoce a priori. Por lo tanto, para
obtener el alabeo es necesario calcular el centro de giro. Para obtener este centro se va a
suponer un centro de giro arbitrario, y se van a obtener la función de alabeo vinculada a
ese centro de giro. Imponiendo que los momentos flectores son nulos para la resultante
de tensiones debida a la función de alabeo se obtienen dos condiciones adicionales, que
permiten calcular las dos coordenadas del centro de giro. El proceso al completo se detalla
a continuación.

El primer paso es suponer un centro de giro, que en este caso va a ser el centro de grave-
dad de la sección (0, 0). Tomando como referencia ese centro de giro, se va a obtener la
distancia hb de las paredes al centro de giro del siguiente modo:

hb,k = −(xi,k − xb) · ty,k + (yi,k − yb) · tx,k (D.8)

El resultado de sustituir en la ecuación anterior los valores de los paneles se muestra en
la tabla D.12.
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Panel xi [m] xb [m] xi [m] xb [m] tx ty hb [m]
1 -2 0 -0.6521 0 1 0 -0.6521
2 -1 0 -0.6521 0 1 0 -0.6521
3 1 0 -0.6521 0 1 0 -0.6521
4 -1 0 -0.6521 0 0 1 1
5 1 0 -0.6521 0 0 1 -1
6 -1 0 1.2079 0 1 0 1.2079

TABLA D.12 hb

Remplazando esos valores de hb por ht en el vector de fuerzas (ft), el vector resultante
es:

ft =



2038

−1700

1700

−2038

−1380

1380


Definido el sistema de ecuaciones, este necesita de una condición de contorno para su
resolución. Una hipótesis habitual es imponer el alabeo nulo en uno de los nodos, que en
este caso va a ser el nodo 1: wt,1 = 0. Aplicando esta condición, la solución del sistema
de ecuaciones es:

wt0 =



0

−0.6521

−0.6381

−1.2902

−1.0454

−0.2448


Para compensar la condición que se ha impuesto de alabeo nulo en un punto, se va redefinir
el alabeo de modo que la resultante de tensiones longitudinales sea nula. Este proceso se
conoce como ortogonalizar respecto al axil, y se realiza sumando un valor constante a la
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función de alabeo, que se corresponde con el alabeo por axil:

wt1,i = wt0,i + CN (D.9)

Donde CN se define como:

CN = −
∑ Lk · tk

A
· Ek
E0

· wt0,i,k + wt0,j,k
2

(D.10)

El valor de CN en este caso es:

CN = 0.6451

Y por lo tanto la función de alabeo wt1 redefinida es:

wt1 =



0.6451

−0.007

0.007

−0.6451

−0.4003

0.4003


El centro de giro xt, yt, este se obtiene a partir de la función anterior. Para ello hay que
ortogonalizar respecto al alabeo como se muestra a continuación:

xt = xb −
∑ Lk · tk · Ek

Ifx · E0 · 6
· (2 · wt1,i,k · yi,k + wt1,i,k · yj,k + wt1,j,k · yi,k + 2 · wt1,j,k · yj,k)

(D.11a)

yt = yb +
∑ Lk · tk · Ek

Ify · E0 · 6
· (2 · wt1,i,k · xi,k + wt1,i,k · xj,k + wt1,j,k · xi,k + 2 · wt1,j,k · xj,k)

(D.11b)

Donde todos los valores anteriores han sido previamente definidos a excepción de Ifx e
Ify . Estos valores son la inercia a flexión contando únicamente con la fibra media, o dicho
de otro modo, la inercia a flexión sin contar con la contribución debida a la flexión local
de las paredes. Expresado de forma matemática:

Ifx =
∑ Ek

E0
· Lk · tk ·

((
yj,k − yi,k

12

)2
+
(
yi,k + yj,k

2
− yg

)2
)

(D.12)
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Ify =
∑ Ek

E0
· Lk · tk ·

((
xj,k − xi,k

12

)2
+
(
xi,k + xj,k

2
− xg

)2
)

(D.13)

Aplicados a la sección objeto de estudio, esos valores son:

Ifx = 0.1755m4

Ify = 0.2849m4

Una vez conocidos todos los valores de las ecuaciones D.11 se puede proceder a calcular
el centro de giro:

xt = 0.0000m

yt = −0.0518m

Obtenido el centro de giro, se repite el proceso para obtener la función de alabeo. El primer
paso es volver a calcular la distancia del centro de giro a las paredes (ht):

ht,k = −(xi,k − xt) · ty,k + (yi,k − yt) · tx,k (D.14)

Cuyos valores aplicados a la sección se muestran en la siguiente tabla:

Panel xi [m] xt [m] yi [m] yt [m] tx ty ht [m]
1 -2 0 -0.6521 -0.0518 1 0 -0.6003
2 -1 0 -0.6521 -0.0518 1 0 -0.6003
3 1 0 -0.6521 -0.0518 1 0 -0.6003
4 -1 0 -0.6521 -0.0518 0 1 1
5 1 0 -0.6521 -0.0518 0 1 -1
6 -1 0 1.2079 -0.0518 1 0 1.2597

TABLA D.13 ht

El centro de giro también permite establecer los movimientos unitarios en la sección. En
el caso de la torsión se van a denominar ut y gráficamente se muestran en la figura D.7.
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FIGURA D.7 Movimiento de giro ut

Los movimientos debidos al giro tabulados para los nodos se muestran en la tabla D.14.

Nodo usx usy uθ

1 0.6003 -2 1
2 0.6003 -1 1
3 0.6003 1 1
4 0.6003 2 1
5 -1.2597 -1 1
6 -1.2597 1 1

TABLA D.14 Movimiento de giro ut

Y en las coordenadas locales de los paneles los movimientos de torsión son:

Panel us,i un,i uθ,i us,j un,j uθ,j

1 0.6003 -2 1 0.6003 -1 1
2 0.6003 -1 1 0.6003 1 1
3 0.6003 1 1 0.6003 2 1
4 -1 -0.6003 1 -1 1.2597 1
5 1 -0.6003 1 1 1.2597 1
6 -1.2597 -1 1 -1.2597 1 1

TABLA D.15 Movimientos locales ut

Volviendo a los alabeos, sustituyendo el valor ht en el vector de fuerzas ft se obtiene el
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siguiente resultado:

ft =



1876

−1700

1700

−1876

−1512

1512



Debido a que la matrizKG no varía, se puede calcular la función de alabeo directamente.
En este caso, se vuelve a imponer la condición de que el alabeo wt,1 es nulo. Por lo tanto,
el alabeo que se obtiene es:

wt0 =



0

−0.6003

−0.4829

−1.0832

−0.9936

−0.0895


Volviendo a aplicar las ecuaciones D.10 y D.9, se obtiene la función de alabeo definitiva:

CN = 0.5416

Nodo wt

1 0.5416
2 -0.0587
3 0.0587
4 -0.5416
5 -0.4521
6 0.4521

TABLA D.16 Alabeo wt

En la figura D.8 se muestra la función de alabeo gráficamente.
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FIGURA D.8 Alabeo wt

Una vez definida la función de alabeo, se puede definir la deformación angular en un
elemento de pared para una variación en el giro unitaria:

tt,k = wt,j,k − wt,i,k
Lk

− ht,k (D.15)

Concretamente, para la sección objeto de estudio los valores son los siguientes:

Panel wti wtj Lk [m] ht [m] tt

1 0.5416 -0.0587 1 -0.6003 0
2 -0.0587 0.0587 2 -0.6003 0.659
3 0.0587 -0.5416 1 -0.6003 0
4 -0.0587 -0.4521 1.86 1 -1.2115
5 0.0587 0.4521 1.86 -1 1.2115
6 -0.4521 0.4521 2 1.2597 -0.8076

TABLA D.17 Deformación tt

La representación gráfica se muestra en la figura D.9.

FIGURA D.9 Deformación tt

Conocido el valor de tt, se puede obtener el valor del módulo de rigidez a torsión uniforme
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(Jt):

Jt =
∑

Lk · tk · Gk

G0
·
(
t2t,k + t2k

3

)
(D.16)

Que en este caso es:

Jt = 0.1834m4

Por último, se calcula la inercia a torsión (It). Esta se define como la suma de la parte
debida al alabeo de la fibra media (Ift ) y la parte debida a la flexión local de las paredes
(Ipt ):

It = Ift + Ipt (D.17)

La parte debida a la fibra media se calcula del siguiente modo:

Ift =
∑ Lk · tk · Ek

E0 · 3
· ((wt,i,k)2 + wt,i,k · wt,j,k + ·(wt,j,k)2) (D.18)

Y la parte debida a la contribución de las paredes se calcula usando la siguiente fórmula:

Ipt =
∑ (tk)3 · Ek

12 · E0
·
(
ut,k

t
)

·
[
KHH,k

]
· (ut,k) (D.19)

Donde ut,k son los movimientos de torsión perpendiculares a la pared y de giro:

ut,k =
(
unt,k,i uθt,k,i unt,k,j uθt,k,j

)
(D.20)

Y KHH,k se define como:

KHH,k = Lk
420

·



156 22 · Lk 54 −13 · Lk

22 · Lk 4 · L2
k 13 · Lk −3 · L2

k

54 13 · Lk 156 −22 · Lk

−13 · Lk −3 · L2
k −22 · Lk 4 · L2

k


(D.21)

Los resultados tabulados para cada panel de la inercia se muestran en la tabla D.18.
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Panel wti wtj Lk [m] E [MPa] tk [m] Ift [m6] Ipt [m6]
1 0.5416 -0.0587 1 30000 0.25 0.0032 0.0004
2 -0.0587 0.0587 2 30000 0.25 0.0001 0.0001
3 0.0587 -0.5416 1 30000 0.25 0.0032 0.0004
4 -0.0587 -0.4521 1.86 210000 0.02 0.0029 0
5 0.0587 0.4521 1.86 210000 0.02 0.0029 0
6 -0.4521 0.4521 2 210000 0.03 0.0041 0

TABLA D.18 Inercia a torsión It

Y si se suman los términos anteriores el resultado es:

Ift = 0.0163m6

Ipt = 0.0010m6

It = 0.0173m6

D.3.5 Distorsión

En lo referente a la viga recta, el ultimo paso es calcular las propiedades de distorsión.
Para ello es necesario, en primer lugar, definir el estado autoequilibrado de cargas que va
a deformar la sección. Este estado autoequilibrado lo componen unas fuerzas externas que
actúan y unas fuerzas internas que lo equilibran.

Como fuerzas externas se va a considerar un par de fuerzas opuestas de 100 kN aplicado
en los nodos 2 y 3 de la sección, tal y como se muestra en la figura D.10.

FIGURA D.10 Fuerzas externas aplicadas en la sección

En lo que respecta a las fuerzas internas, se va a establecer que las fuerzas externas son
equilibradas por el flujo de torsión uniforme. Para ello se va a calcular en primer lugar la
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resultante de torsión debida a las fuerzas externasMt,ex:

Mt,ex =
∑

(−Fx,i · (yi − yt) + Fy,i · (xi)) = 200kN.m

Conocido el torsor, y conocidas las tensiones debidas a una fuerza de torsión unitaria, se
pueden obtener las fuerzas en los nodos que equilibran las fuerzas externas:

Fd,k = −Mt,ex · tt,k · tk · Lk ·Gk

2 · Jft ·G0



tx,k

ty,k

0

tx,k

ty,k

0


(D.22)

Donde el valor de Jft se corresponde con la rigidez a torsión uniforme considerando úni-
camente la fibra media, y se define como:

Jft =
∑

Lk · tk · Gk

G0
·
(
t2t,k
)

(D.23)

Particularizando para la sección:

Jft = 0.1803m4

Sumando todas las fuerzas de equilibrio a las fuerzas externas se obtiene el estado auto-
equilibrado. Las resultantes Fd en los nodos del estado autoequilibrado son las siguientes:

Nodo Fx [kN] Fy [kN] Mz [kN.m]
1 0 0 0
2 -26.9 -75 0
3 -26.9 75 0
4 0 0 0
5 26.9 25 0
6 26.9 -25 0

TABLA D.19 Fuerzas de distorsión en los nodos Fd

La tabla anterior se muestra de manera gráfica en la figura D.11.
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FIGURA D.11 Estado de fuerzas autoequilibrado

En la figura anterior, se puede observar como los vectores de fuerza no están en la direc-
ción de las diagonales de la sección, como habitualmente se muestra en la literatura de
distorsión [17]. Esto se debe a que las fuerzas externas se están aplicando concentradas en
los nodos superiores, y no distribuidas en las almas. Si se sumaran las fuerzas verticales
en el nodo superior e inferior de cada alma, y se repartieran por igual entre ambos nodos,
la dirección del vector resultante de estas fuerzas si sería la diagonal. Por lo tanto, la úni-
ca diferencia entre considerar los vectores en la diagonal y considerar los vectores como
en este ejemplo radica en la deformación longitudinal del alma, que se puede considerar
despreciable y consecuentemente no existe en la práctica una diferencia. Además, se han
comparado los resultados obtenidos con las fórmulas clásicas para el cálculo de los pará-
metros de distorsión en secciones cajón, y se han obtenido diferencias inferiores al 0.1%.

Una vez definido el estado autoequilibrado de cargas, el siguiente paso es calcular la de-
formación de la sección como pórtico plano. Para ello se plantea un sistema de ecuaciones
del tipo:

Ks · ud = Fd (D.24)

La matriz de rigidez (Ks) de la sección se obtiene de la manera tradicional, considerando
cada elemento de pared como una viga de longitud (L = Lk), módulo de elasticidad
(Es,k), área igual al espesor de la pared (A = tk) e inercia proporcional al espesor de la

469



APÉNDICE D. EJEMPLO DE CÁLCULO DE PROPIEDADES DE SECCIONES

pared (I = t3k/12). Es decir:

Ks,k = Es,k · T t



A
L

0 0 −A
L

0 0

0 12·I
L3

6·I
L2 0 −12·I

L3
6·I
L2

0 6·I
L2

4·I
L

0 −6·I
L2

2·I
L

−A
L

0 0 A
L

0 0

0 −12·I
L3 −6·I

L2 0 12·I
L3 −6·I

L2

0 6·I
L2

2·I
L

0 −6·I
L2

4·I
L


· T (D.25)

El término T que aparece se refiere a la matriz de cambio de base o matriz de rotación de
la viga. Esta depende de la dirección de la pared (t) y se define como:

T =



tx,k ty,k 0 0 0 0

−ty,k tx,k 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 tx,k ty,k 0

0 0 0 −ty,k tx,k 0

0 0 0 0 0 1


(D.26)

Las propiedades necesarias para el cálculo de la matriz se muestran en la siguiente tabla:

Panel Es [MPa] tk [m] Lk [m] A [m2] I [m4] tx ty

1 31250 0.25 1 0.25 0.0052 1 0
2 31250 0.25 2 0.25 0.0052 1 0
3 31250 0.25 1 0.25 0.0052 1 0
4 222250 0.02 1.86 0.02 2.67E-06 0 1
5 222250 0.02 1.86 0.02 2.67E-06 0 1
6 222250 0.03 2 0.03 9E-06 1 0

TABLA D.20 Propiedades de los paneles

Definida la matriz de rigidez y el vector de fuerzas, el siguiente paso es resolver el sis-
tema. Para que el pórtico sea estable es necesario fijar tres condiciones de contorno, que
pueden ser por ejemplo empotrar el pórtico en el nodo 1. Con esas condiciones ya se puede
resolver la estructura. Los resultados se muestran en la tabla D.21.

470



D.3. CÁLCULO DE PROPIEDADES EN VIGA RECTA

Nodo udx udy udθ

1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0.43 0
4 0 0.43 0
5 111.834 0.02 -15.64
6 111.834 0.41 -15.64

TABLA D.21 Movimientos en el pórtico ud0

La solución anterior se ha mostrado en coordenadas globales. Para referirla a coordenadas
locales de los paneles se puede hacer uso de la matriz de cambio de base T del siguiente
modo:

ud0 · T = (uds, udn, udθ) (D.27)

Definida la deformada inicial, el procedimiento para obtener el alabeo resulta muy similar
al caso de la torsión. El primer paso es plantear el sistema de ecuaciones para la obtención
del alabeo:

KG · wd = fd (D.28)

Donde KG es una matriz idéntica a la definida para la torsión, y fd depende de los des-
plazamientos en la dirección de la pared:

fd,k = G · tk ·

−1

1

 · uds,i + uds,j
2

(D.29)

Estos desplazamientos en los nodos de cada pared, así como el desplazamiento medio se
muestran a continuación:

Panel uds,i uds,j uds

1 0 0 0
2 0 0 0
3 0 0 0
4 0 0.02 0.01
5 0.43 0.41 0.42
6 111.834 111.834 111.834

TABLA D.22 Movimientos en la dirección de la pared us
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Con estos valores, el vector de cargas resultante es:

fd =



0

−17.3

−714

0

−285159

285890


De manera análoga a la torsión, para resolver el sistema resulta necesario fijar una condi-
ción de contorno, que puede ser por ejemplo alabeo nulo en el nodo 1: wd,1 = 0. De este
modo la solución del sistema es:

wd0 =



0

0

39.49

39.49

−67.49

107.78


Para compensar la hipótesis de alabeo nulo, se ortogonaliza la función de alabeo respecto
al axil y se redefine el alabeo:

wd1,i = wd0,i + CN (D.30)

Donde CN es:

CN = − 1
A

∑
Lk · tk · Ek

E0
· wd0,i,k + wd0,j,k

2
(D.31)

El valor de CN en este caso es el siguiente:

CN = −19.89
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Y el alabeo se redefine como:

wd1 =



−19.89

−19.89

19.6

19.6

−87.38

87.9


El siguiente paso es ortogonalizar respecto a los momentos para compensar las condicio-
nes impuestas a la hora de resolver el pórtico plano. Primero se ortogonaliza respecto al
eje y:

w∗
d1,i = wd1,i + Cy · yi (D.32)

Donde Cy se calcula usando la siguiente fórmula:

Cy = −
∑ Lk · tk · Ek

Ifx · E0 · 6
· (2 · wd1,i,k · yi,k + wd1,i,k · yj,k + wd1,j,k · yi,k + 2 · wd1,j,k · yj,k)

(D.33)

Sustituyendo por los valores de la sección, el resultado es:

Cy = 0.2150

Y permite redefinir el alabeo como:

w∗
d1 =



−19.75

−19.75

19.75

19.75

−87.64

87.64


Posteriormente se ortogonaliza respecto al eje x:

wd2,i = w∗
d1,i + Cx · xi (D.34)

473



APÉNDICE D. EJEMPLO DE CÁLCULO DE PROPIEDADES DE SECCIONES

Donde Cx es:

Cx = −
∑ Lk · tk · Ek

Ify · E0 · 6
· (2 · w∗

d1,i,k · xi,k + w∗
d1,i,k · xj,k + w∗

d1,j,k · xi,k + 2 · w∗
d1,j,k · xj,k)

(D.35)

Que en este caso adopta el siguiente valor:

Cx = −29.25

Y permite redefinir el alabeo como:

wd2 =



38.76

9.51

−9.51

−38.76

−58.39

58.39


Los coeficientes anteriormente calculados sirven para redefinir en vertical y horizontal el
campo de movimientos por distorsión. Para ello se emplean las siguientes fórmulas:

udx1,i = udx0,i + Cx

udy1,i = udy0,i + Cy
(D.36)

Los movimientos después de realizar esta transformación son:

Nodo udx udy udθ

1 -29.251 -0.215 0
2 -29.251 -0.215 0
3 -29.251 0.215 0
4 -29.251 0.215 0
5 82.583 -0.195 -15.64
6 82.583 0.195 -15.64

TABLA D.23 Movimientos en la sección ud1

El último paso es ortogonalizar respecto a la torsión. En este caso se va a realizar respecto
a la torsión uniforme, por lo que hay que definir, de manera provisional, la deformación
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tangencial en la pared:

td0,k = uds1,i + uds1,j
2

− wd2,j,k − wd2,i,k

Lk
(D.37)

Si se sustituyen los valores en los paneles el resultado es:

Panel us ∆wd2/Lk td0

1 -29.251 -29.251 0
2 -29.251 -9.506 -19.745
3 -29.251 -29.251 0
4 -0.205 -36.501 36.296
5 0.205 36.501 -36.296
6 82.583 58.385 24.197

TABLA D.24 Deformación tangencial td0

Haciendo uso de esa deformación, se puede ortogonalizar respecto a la distorsión del
siguiente modo:

wd3,i = wd2,i + Ct · wt,i (D.38)

Donde Ct se calcula como se muestra a continuación:

Ct = −
∑ Lk · tk ·Gk · td0,k · tt,k

G0 · Jft
(D.39)

Para la sección de estudio, el valor de Ct es:

Ct = −29.96

Que permite redefinir el alabeo como:

wd3 =



22.53

11.26

−11.26

−22.53

−44.84

44.84
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Ct también permite aplicar la corrección por giro a la sección del siguiente modo:

udx2,i = udx1,i + Ct · (yi − yt)

udy2,i = udy1,i − Ct · (xi − xt)

udr2,i = udr0,i − Ct

(D.40)

Que se traduce en los siguientes movimientos:

Nodo udx udy udθ

1 -11.27 -60.14 29.96
2 -11.27 -30.18 29.96
3 -11.27 30.18 29.96
4 -11.27 60.14 29.96
5 44.84 -30.16 14.32
6 44.84 30.16 14.32

TABLA D.25 Movimientos en la sección ud2

El último paso es normalizar la deformada. Para ello se toma la deformación en un nudo
cualquiera de la sección y se impone el valor que se desee.

Cd = 1
ud2,i

(D.41)

En este caso se va a tomar el nodo 3, y se va a considerar un movimiento vertical unitario
y positivo.

Cd = 1
udy2,3

= 1
30.18

Multiplicando el alabeo por el coeficiente de normalización Cd se obtiene la función de
alabeo por distorsión definitiva.

wd,i = wd3,i · Cd (D.42)

Los resultados tabulados de la función de alabeo por distorsión wd son:
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Nodo wd

1 0.7467
2 0.3733
3 -0.3733
4 -0.7467
5 -1.486
6 1.486

TABLA D.26 Alabeo wd

Y se muestran gráficamente en la figura D.12.

FIGURA D.12 Alabeo wd

Los movimientos también se normalizan aplicando el coeficiente Cd como se muestra a
continuación:

ud = ud2 · Cd (D.43)

Aplicando la fórmula anterior, los movimientos definitivos debidos a la distorsión en los
nodos se detallan en la tabla D.27.

Nodo usx usy uθ

1 -0.3733 -1.9929 0.9929
2 -0.3733 -1 0.9929
3 -0.3733 1 0.9929
4 -0.3733 1.9929 0.9929
5 1.486 -0.9993 0.4746
6 1.486 0.9993 0.4746

TABLA D.27 Movimiento de distorsión ud

La tabla anterior se muestra de manera gráfica en la figura D.13.
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FIGURA D.13 Movimiento de distorsión ud

Los movimientos anteriores en las coordenadas locales de los paneles son:

Panel us,i un,i uθ,i us,j un,j uθ,j

1 0.6003 -2 1 0.6003 -1 1
2 0.6003 -1 1 0.6003 1 1
3 0.6003 1 1 0.6003 2 1
4 -1 -0.6003 1 -1 1.2597 1
5 1 -0.6003 1 1 1.2597 1
6 -1.2597 -1 1 -1.2597 1 1

TABLA D.28 Movimientos locales ud

Conocido el alabeo, y conocidos los movimientos, se puede proceder a calcular las pro-
piedades de distorsión. Primero se calcula la deformación angular para una distorsión
unitaria:

td,k = uds,i + uds,j
2

− wd,j,k − wd,i,k
Lk

(D.44)

Expresándolo en forma de tabla:

Panel us ∆wd2/L td0

1 -0.3733 -0.3733 0
2 -0.3733 -0.3733 0
3 -0.3733 -0.3733 0
4 -0.9997 -0.9996 0
5 0.9997 0.9996 0
6 1.486 1.486 0

TABLA D.29 Deformación tangencial td

478



D.3. CÁLCULO DE PROPIEDADES EN VIGA RECTA

En la tabla se puede observar como no existe deformación angular. Este resultando se
corresponde con lo esperado, al haber impuesto la condición de que no exista torsión
uniforme.

El módulo de rigidez a distorsión uniforme (Jd) se obtiene sumando la contribución de la
fibra media y la contribución de las paredes:

Jd = Jfd + Jpd (D.45)

La contribución de la fibra media se obtiene integrando la deformación angular en la
sección:

Jfd =
∑

Lk · tk · Gk

G0
· (t2d,k) (D.46)

En este caso, al no haber deformación angular en la fibra media, el resultado es nulo.

Jfd = 0

En lo que respecta a la contribución de las paredes, esta se obtiene multiplicando los
movimientos por la matrizKHIHI :

Jpd =
∑ (tk)3 ·Gk

3 ·G0
·
(
ud,k

t
)

·
[
KHIHI ,k

]
· (ud,k) (D.47)

Donde ud,k son los movimientos de distorsión perpendiculares a la pared y de giro:

ud,k =
(
und,k,i uθd,k,i und,k,j uθd,k,j

)
(D.48)

Y KHIHI se define como:

KHIHI ,k = 1
30 · Lk

·



36 3 · Lk −36 3 · Lk

3 · Lk 4 · L2
k −3 · Lk −1 · L2

k

−36 −3 · Lk 36 −3 · Lk

3 · Lk −1 · L2
k −3 · Lk 4 · L2

k


(D.49)

La contribución de cada panel a la rigidez a distorsión uniforme es la siguiente:
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Nodo Jpd [m4]
1 7.55E-04
2 1.53E-03
3 7.55E-04
4 8.05E-06
5 8.05E-06
6 1.90E-05

TABLA D.30 Contribución de las paredes a la rigidez distorsión uniforme Jpd

Y la rigidez total es:

Jd = Jpd = 0.0031m4

La inercia a distorsión (Id) se obtiene de manera muy similar a la inercia a torsión. Se
define como la suma de la contribución debida al alabeo en la fibramedia y la contribución
debida a la deformación por flexión local de las paredes:

Id = Ifd + Ipd (D.50)

La contribución del alabeo en la fibra media se obtiene del siguiente modo:

Ifd =
∑ Lk · tk · Ek

E0 · 3
· ((wd,i,k)2 + wd,i,k · wd,j,k + ·(wd,j,k)2) (D.51)

Mientras que la contribución de las paredes se calcula como:

Ipd =
∑ (tk)3 · Ek

12 · E0
·
(
ud,k

t
)

·
[
KHH,k

]
· (ud,k) (D.52)

Donde ud,k se definió en la ecuación D.48 y KHH,k se definió en la ecuación D.21.

Tomando los datos anteriores, la contribución de cada panel a la inercia a distorsión se
muestra en la tabla D.31.
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Panel wdi wdj Lk [m] E [MPa] tk [m] Ifd [m6] Ipd [m6]
1 0.7467 0.3733 1 30000 0.25 0.0116 4.32E-04
2 0.3733 -0.3733 2 30000 0.25 0.0033 1.24E-04
3 -0.3733 -0.7467 1 30000 0.25 0.0116 4.32E-04
4 0.3733 -1.486 1.86 210000 0.02 0.0222 9.49E-07
5 -0.3733 1.486 1.86 210000 0.02 0.0222 9.49E-07
6 -1.486 1.486 2 210000 0.03 0.0442 1.84E-06

TABLA D.31 Inercia a distorsión Id

El resultado de sumar las inercias para todos los paneles es el siguiente:

Ifd = 0.1152m6

Ipd = 0.0010m6

Id = 0.1162m6

El último parámetro de distorsión es la rigidez como marco (Kd). Esta se define como:

Kd = 1
Es0

·
(
ud

t
)

·
[
Ks

]
· (ud) (D.53)

DondeKs es la matriz de rigidez de pórtico plano de la sección con la que se calcularon los
movimientos iniciales y ud son los movimientos de distorsión en coordenadas globales,
que se definen para un nodo cualquiera como:

ud,k,i =
(
udx,k,i udy,k,i udθ,k,i

)
(D.54)

Sustituyendo por los valores de la sección, el valor deKd es:

Kd = 2.98E − 05m2

En los cálculos anteriores se ha mostrado el proceso para obtener las propiedades de tor-
sión y distorsión por separado. Sin embargo, existe una interacción entre ambas que debe
ser también calculada. El parámetro que recoge la interacción uniforme es Jtd y el pará-
metro que recoge la interacción no uniforme es Itd.

La interacción uniforme se calcula sumando la contribución de la fibra media y la contri-
bución de las paredes:

Jtd = Jftd + Jptd (D.55)
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La contribución de la fibra media se obtiene como:

Jftd =
∑

Lk · tk · Gk

G0
· (tt,k · td,k) (D.56)

En este caso, haberse ortogonalizado la distorsión respecto a la torsión uniforme, el valor
anterior es nulo, por lo que:

Jftd = 0

En lo que respecta a la contribución de las paredes, esta se obtiene multiplicando los
movimientos locales en los extremos de las paredes por la matriz KHIHI previamente
definida:

Jptd =
∑ (tk)3 ·Gk

3 ·G0
·
(
Ut,k

t
)

·
[
KHIHI ,k

]
·
(
Ud,k

)
(D.57)

El resultado de la contribución de las paredes tabulado por panel es:

Nodo Jptd [m4]
1 7.60E-04
2 1.53E-03
3 7.60E-04
4 -4.96E-06
5 -4.96E-06
6 1.80E-05

TABLA D.32 Interacción torsión-distorsión uniforme de las paredes Jptd

Y la interacción uniforme total es:

Jtd = Jptd = 0.0031m4

Para la interacción no uniforme (Itd) el proceso es similar. En este caso, por criterio de
signo, a la interacción de alabeos en la fibra media se le resta la interacción debida a la
flexión en la pared:

Itd = Iftd − Iptd (D.58)
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La interacción de la fibra media se define como:

Iftd =
∑ Lk · tk · Ek

E0 · 6
(2 · wt,i,k · wd,i,k + wt,i,k · wd,j,k + wt,j,k · wd,i,k + 2 · wt,j,k · wd,j,k)

(D.59)

Y la interacción de las paredes se define como:

Iptd =
∑ (tk)3 · Ek

12 · E0
·
(
ut,k

t
)

·
[
KHH,k

]
· (ud,k) (D.60)

Los cálculos anteriores aplicados a la sección dan como resultado el siguiente valor de
interacción no uniforme:

Iftd = 0.039m6

Iptd = 0.0001m6

Itd = 0.038m6

D.4 Cálculo de propiedades en viga curva

D.4.1 Introducción

En este apartado se van a calcular las propiedades de la viga curva. Para ello se va a
adoptar un radio de 100 m.

En este caso, la información se va a mostrar teniendo en cuenta las subdivisiones. Los
paneles que van de un nodo i a un nodo j se van a dividir en 8 subpaneles, lo cual implica
que van a aparecer 7 nodos que van del 1 al 7. Por lo tanto, a la hora de representar un panel
se van a representar los 9 nodos, empezando por el i, siguiendo por los nodos interiores
del 1 al 7, y acabando en el nodo j. Los subpaneles también se numerarán del 1 al 8.

D.4.2 Cálculo de alabeos

La obtención de los alabeos debidos a flexocompresión es inmediata al estar basados
en fórmulas de directa aplicación.

En primer lugar se calcula el alabeo curvo debido al axil wcn, que se define como:

wcn = R − xi
R

(D.61)

El alabeo anterior se puede expresar en forma de tabla del siguiente modo:
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Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 1.0200 1.0100 0.9900 1.0100 0.9900 1.0100
1 1.0188 1.0075 0.9888 1.0100 0.9900 1.0075
2 1.0175 1.0050 0.9875 1.0100 0.9900 1.0050
3 1.0163 1.0025 0.9862 1.0100 0.9900 1.0025
4 1.0150 1.0000 0.9850 1.0100 0.9900 1.0000
5 1.0138 0.9975 0.9838 1.0100 0.9900 0.9975
6 1.0125 0.9950 0.9825 1.0100 0.9900 0.9950
7 1.0112 0.9925 0.9812 1.0100 0.9900 0.9925
j 1.0100 0.9900 0.9800 1.0100 0.9900 0.9900

TABLA D.33 Alabeo curvo debido al axil wcn

Cabe indicar que la tabla anterior se corresponde con la representación que se va a hacer
de todos los alabeos en la viga curva. Se van a mostrar todos los nodos que componen el
panel porque en ciertos casos el alabeo dejará de ser lineal.

El alabeo wcn se puede representar gráficamente como se muestra en la figura D.14.

FIGURA D.14 Alabeo curvo debido al axil wcn

A continuación, se muestra el alabeo debido a la flexión de eje vertical (wcx), que se define
como:

wcx = −xi (D.62)

La fórmula anterior expresada en forma de tabla se muestra en la tabla D.34.
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Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 2.000 1.00 -1.000 1 -1 1.00
1 1.875 0.75 -1.125 1 -1 0.75
2 1.750 0.50 -1.250 1 -1 0.50
3 1.625 0.25 -1.375 1 -1 0.25
4 1.500 0.00 -1.500 1 -1 0.00
5 1.375 -0.25 -1.625 1 -1 -0.25
6 1.250 -0.50 -1.750 1 -1 -0.50
7 1.125 -0.75 -1.875 1 -1 -0.75
j 1.000 -1.00 -2.000 1 -1 -1.00

TABLA D.34 Alabeo curvo debido a la flexión de eje vertical wcx

La representación gráfica de la tabla anterior se muestra en la figura D.15.

FIGURA D.15 Alabeo curvo debido a la flexión de eje vertical wcx

Por último, el alabeo debido a la flexión de eje horizontal (wcy), que se define como:

wcy = −yi + xi · yt
R

(D.63)

El valor de cada nodo se expresa en forma de tabla en D.35.
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Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 0.6531 0.6526 0.6516 0.6526 0.6516 -1.2074
1 0.6530 0.6525 0.6515 0.4201 0.4191 -1.2075
2 0.6530 0.6523 0.6514 0.1876 0.1866 -1.2077
3 0.6529 0.6522 0.6514 -0.0449 -0.0459 -1.2078
4 0.6528 0.6521 0.6513 -0.2774 -0.2784 -1.2079
5 0.6528 0.6519 0.6512 -0.5099 -0.5109 -1.2081
6 0.6527 0.6518 0.6512 -0.7424 -0.7434 -1.2082
7 0.6527 0.6517 0.6511 -0.9749 -0.9759 -1.2083
j 0.6526 0.6516 0.6510 -1.2074 -1.2084 -1.2084

TABLA D.35 Alabeo curvo debido a la flexión de eje horizontal wcy

La tabla anterior, representada gráficamente, se muestra en la figura D.16.

FIGURA D.16 Alabeo curvo debido a la flexión de eje horizontal wcy

El cálculo del alabeo debido a torsión ya no es el resultado de aplicar una fórmula directa,
sino requiere de solucionar un sistema de ecuaciones del tipo:

Kc
G · wct = f ct (D.64)

Donde Kc
G y f ct son el resultado de ensamblar, para toda la sección, las matrices de cada

elemento de paredKc
G,k y f ct,k.

Concretamente,Kc
G,k se define como:

Kc
G,k = Gk · tk · (R1,k − Lk

2
· tx,k) ·

R1,k

Lk
− tx,k −R1,k

Lk

tx,k − R1,k

Lk

R1,k

Lk

 (D.65)
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Y el vector f ct,k se define como:

f ct,k = Gk · tk · (R1,k − Lk
2

· tx,k) ·R ·

−ht,k

ht,k

 (D.66)

Como se ha explicado anteriormente, cada panel esta formado por 8 subpaneles. Los pa-
rámetros que intervienen en las ecuaciones anteriores son constantes para cada panel, con
la excepción de R1. Por ello, se muestra en primer lugar una tabla con las propiedades de
los subpaneles que componen cada panel y que son comunes. Posteriormente se muestra
una tabla con el valor de R1 correspondiente a cada subpanel.

Panel G [MPa] tk [m] Lk [m] tx ht [m]
1 12500 0.25 0.125 1 -0.6003
2 12500 0.25 0.25 1 -0.6003
3 12500 0.25 0.125 1 -0.6003
4 85000 0.02 0.2325 0 1
5 85000 0.02 0.2325 0 -1
6 85000 0.03 0.25 1 1.2597

TABLA D.36 Propiedades de los paneles

Subpanel Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
1 102 101 99 101 99 101
2 101.875 100.75 98.875 101 99 100.75
3 101.75 100.5 98.75 101 99 100.5
4 101.625 100.25 98.625 101 99 100.25
5 101.5 100 98.5 101 99 100
6 101.375 99.75 98.375 101 99 99.75
7 101.25 99.5 98.25 101 99 99.5
8 101.125 99.25 98.125 101 99 99.25

TABLA D.37 R1 en metros

Conocidos los parámetros que intervienen en el sistema de ecuaciones, se puede resolver
este. Para ello, es necesario volver a hacer uso del criterio de fijar como nulo el alabeo en
uno de los nodos, en este caso el 1. Con esta hipótesis, se obtiene la solución del sistema
de ecuaciones que se muestra en la tabla D.38.
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Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 0 -0.5885 -0.4608 -0.5885 -0.4608 -0.9553
1 -0.0736 -0.574 -0.536 -0.6344 -0.4083 -0.8393
2 -0.1471 -0.5591 -0.6112 -0.6802 -0.3558 -0.7238
3 -0.2207 -0.5437 -0.6864 -0.7261 -0.3034 -0.6087
4 -0.2943 -0.528 -0.7616 -0.7719 -0.2509 -0.4942
5 -0.3678 -0.5118 -0.8368 -0.8178 -0.1984 -0.3801
6 -0.4414 -0.4952 -0.9121 -0.8636 -0.146 -0.2666
7 -0.515 -0.4782 -0.9873 -0.9095 -0.0935 -0.1536
j -0.5885 -0.4608 -1.0625 -0.9553 -0.041 -0.041

TABLA D.38 Solución del sistema wct0

No obstante, al haberse fijado el criterio de alabeo nulo en un punto, es necesario ortogo-
nalizar el alabeo respecto alabeo debido al axil curvo, de forma que el alabeo definitivo
se pueda expresar como:

wct = wct0 + CN · wcn (D.67)

Donde CN se obtiene aplicando la siguiente ecuación:

CN = −
∑ Ek · tk

E0 · A
·
(

1 1
)

·
[
M c

ww

]
·

wct0,i
wct0,j

 (D.68)

En la ecuación D.68 aparece la matriz M c
ww, que permite integrar los alabeos de una

sección curva. Esta se define como:

M c
ww =


(
R+xi

R

)
· Lk

3 + tx,k

R
· L

2
k

12

(
R+xi

R

)
· Lk

6 + tx,k

R
· L

2
k

12(
R+xi

R

)
· Lk

6 + tx,k

R
· L

2
k

12

(
R+xi

R

)
· Lk

3 + tx,k

R
· L

2
k

4

 (D.69)

Donde todos los parámetros han sido previamente definidos, aclarando que xi se refiere
a la coordenada de inicio del subpanel.

El término CN aplicado a la sección adopta el siguiente valor:

CN = 0.5162

Y el alabeo definitivo se muestra en la tabla D.39.
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Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 0.5265 -0.0672 0.0502 -0.0672 0.0502 -0.434
1 0.4523 -0.054 -0.0256 -0.1131 0.1027 -0.3193
2 0.3781 -0.0403 -0.1015 -0.1589 0.1552 -0.205
3 0.3038 -0.0263 -0.1774 -0.2048 0.2076 -0.0913
4 0.2296 -0.0118 -0.2532 -0.2506 0.2601 0.022
5 0.1554 0.0031 -0.3291 -0.2965 0.3126 0.1348
6 0.0812 0.0184 -0.4049 -0.3423 0.365 0.247
7 0.007 0.0341 -0.4808 -0.3882 0.4175 0.3587
j -0.0672 0.0502 -0.5567 -0.434 0.47 0.47

TABLA D.39 Alabeo debido a torsión wct

Su representación gráfica se muestra en la figura D.17.

FIGURA D.17 Alabeo curvo debido torsión wct

El alabeo debido a distorsión se obtiene siguiendo un procedimiento análogo a la torsión.
En este caso el sistema de ecuaciones es del tipo:

Kc
G · wcd0 = f cd (D.70)

Donde Kc
G ha sido definida previamente y f cd es el resultado de ensamblar el vector f cd,k

para los distintos elementos que componen la matriz.

Concretamente, f cd,k se define como:

f cd,k = Gk · tk · (R1,k − Lk
2

· tx,k) ·R ·

−1

1

 · uds,i + uds,j
2

(D.71)

En la tabla D.40 se muestra el valor medio de uds en cada subpanel.
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Subpanel Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
1 -0.3733 -0.3733 -0.3733 -0.9999 0.9999 1.4859
2 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9998 0.9998 1.4859
3 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9997 0.9997 1.4859
4 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9996 0.9996 1.4859
5 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9995 0.9995 1.4859
6 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9995 0.9995 1.4859
7 -0.3733 -0.3734 -0.3733 -0.9994 0.9994 1.4859
8 -0.3733 -0.3733 -0.3733 -0.9993 0.9993 1.4859

TABLA D.40 uds

Con esos datos, se puede proceder a resolver el sistema de ecuaciones, añadiendo una vez
más la condición de alabeo nulo en el nodo 1. La solución se muestra en la siguiente tabla:

Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 0.0000 -0.3660 -1.0982 -0.3660 -1.0982 -2.2066
1 -0.0457 -0.4575 -1.1439 -0.5962 -0.8634 -1.8334
2 -0.0915 -0.5490 -1.1897 -0.8263 -0.6286 -1.4601
3 -0.1372 -0.6406 -1.2354 -1.0564 -0.3939 -1.0868
4 -0.1830 -0.7321 -1.2812 -1.2865 -0.1591 -0.7135
5 -0.2287 -0.8236 -1.3269 -1.5165 0.0756 -0.3402
6 -0.2745 -0.9152 -1.3727 -1.7466 0.3103 0.0331
7 -0.3202 -1.0067 -1.4184 -1.9766 0.5450 0.4063
j -0.3660 -1.0982 -1.4642 -2.2066 0.7796 0.7796

TABLA D.41 Solución del sistema wcd0

Para compensar el alabeo nulo se va a modificar, una vez más, la función de alabeo apli-
cando la corrección por axil:

wcd = wcd0 + CN · wcn (D.72)

En la ecuación anterior CN se obtiene aplicando la siguiente fórmula:

CN = −
∑ Ek · tk

E0 · A
·
(

1 1
)

·
[
M c

ww

]
·

wcd0,i

wcd0,j

 (D.73)

Donde la matrizM c
ww fue definida en la ecuación D.69.
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Sustituyendo los términos en la ecuación anterior se obtiene el siguiente coeficiente CN :

CN = 0.7255

Y el alabeo definitivo es:

Nodo Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
i 0.74 0.3668 -0.3799 0.3668 -0.3799 -1.4739
1 0.6934 0.2734 -0.4266 0.1366 -0.1451 -1.1024
2 0.6467 0.1801 -0.4733 -0.0935 0.0896 -0.7309
3 0.6 0.0868 -0.5199 -0.3236 0.3244 -0.3595
4 0.5534 -0.0066 -0.5666 -0.5537 0.5591 0.012
5 0.5067 -0.0999 -0.6132 -0.7838 0.7938 0.3835
6 0.4601 -0.1933 -0.6599 -1.0138 1.0285 0.7549
7 0.4134 -0.2866 -0.7065 -1.2439 1.2632 1.1264
j 0.3668 -0.3799 -0.7532 -1.4739 1.4979 1.4979

TABLA D.42 Alabeo debido a distorsión wcd

Que se ha representado gráficamente en la figura D.18.

FIGURA D.18 Alabeo curvo debido distorsión wcd

D.4.3 Cálculo de deformación angular

Las hipótesis realizadas durante este trabajo hacen que únicamente se haya conside-
rado deformación angular vinculada a la torsión uniforme y a la distorsión uniforme. Esta
queda caracterizada por lo parámetros tct y tcd que se describen a continuación.

El parámetro vinculado a la deformación angular por torsión, tct , se calcula del siguiente
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modo para los dos extremos del panel:

tct,k =


tct,k,i = −ht,k + wct,i · tx,k

R
+ wc

t,j−wc
t,i

Lk
· R−xi

R

tct,k,j = −ht,k + wct,j · tx,k

R
+ wc

t,j−wc
t,i

Lk
· R−xj

R

(D.74)

El valor del parámetro tct medio en cada subpanel es:

Subpanel Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
1 0 0.6532 0 -1.1992 1.2234 -0.8004
2 0 0.6548 0 -1.1992 1.2234 -0.8024
3 0 0.6564 0 -1.1992 1.2234 -0.8044
4 0 0.6581 0 -1.1992 1.2234 -0.8064
5 0 0.6597 0 -1.1992 1.2234 -0.8085
6 0 0.6614 0 -1.1992 1.2234 -0.8105
7 0 0.663 0 -1.1992 1.2234 -0.8125
8 0 0.6647 0 -1.1992 1.2234 -0.8146

TABLA D.43 tct

Y esta tabla se muestra gráficamente en la figura D.19.

FIGURA D.19 tct

En lo que respecta a la deformación angular por distorsión, el procedimiento para su cálcu-
lo es muy similar al anterior.

El término tcd se calcula del siguiente modo para los dos extremos del panel:

tcd,k =


tcd,k,i = uds,k,i − wct,i · tx,k

R
− wc

d,j−wc
d,i

Lk
· R−xi

R

tcd,k,j = uds,k,j − wct,j · tx,k

R
− wc

d,j−wc
d,i

Lk
· R−xj

R

(D.75)

Y el valor medio que adopta el parámetro tcd en cada subpanel se muestra en la tabla D.44.
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Subpanel Panel 1 Panel 2 Panel 3 Panel 4 Panel 5 Panel 6
1 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
2 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
3 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
4 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
5 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
6 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
7 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001
8 0 0.0001 0 -0.0001 0.0001 -0.0001

TABLA D.44 tcd

Su representación gráfica se ha omitido debido a que el valor de tcd se puede considerar
despreciable.

D.4.4 Cálculo de propiedades

Una vez definidos los alabeos y las deformaciones angulares, se puede proceder a
calcular las propiedades de la sección.

En primer lugar, se calcula el momento de primer orden curvo vinculado al movimiento
de distorsión en x. Para ello se va a aproximar el desplazamiento en x de la sección debido
al movimiento a una función lineal. Esta simplificación permite expresar el movimiento
como un alabeo más, de modo que la integral se puede calcular del siguiente modo:

Qc
u =

∑ Ek · tk
E0

·
(

1 1
)

·
[
M c

ww,k

]
·

ucdx,i
ucdx,j

 (D.76)

Sustituyendo por los valores de la sección, el resultado que se obtiene es el siguiente:

Qc
u = 0.0713m3

Las inercias curvas (Ic,) dependen de la contribución de una parte debida al alabeo en la
fibra media y otra parte debida a la flexión local de las paredes. Esto se puede expresar
de manera genérica como:

Ic = Icf + Icp (D.77)
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La contribución del alabeo en la fibra media se calcula de manera genérica para dos ala-
beos cualesquiera w1 y w2 del siguiente modo:

Icf = Icf (w1, w2) =
∑ Ek · tk

E0
·
(
w1,k,i w1,k,j

)
·
[
M c

ww,k

]
·

w2,k,i

w2,k,j

 (D.78)

Donde todos los términos han sido definidos previamente.

La contribución de la flexión de las paredes para dos movimientos genéricos u1 y u2 se
calcula como:

Icp = Icp (u1, u2) =
∑ (tk)3 · Ek

12 · E0
·
(
u1,k

t
)

·
[
KHH,k

]
· (u2,k) (D.79)

Donde um,k son los movimientos en coordenadas locales de la pared:

um,k =
(
unm,k,i uθm,k,i unm,k,j uθm,k,j

)
(D.80)

Esta notación permite expresar las inercias de la sección (Ici ,Icij) del siguiente modo:

Icx = Icf (y, y) + Icp (uy, uy) (D.81a)

Icy = Icf (x, x) + Icp (ux, ux) (D.81b)

Ict = Icf (wct , wct ) + Icp (ut, ut) (D.81c)

Icd = Icf (wcd, wcd) + Icp (ud, ud) (D.81d)

Icu = Icf (udx, udx) (D.81e)

Icxy = Icf (y, x) − Icp (ux, uy) (D.81f)

Icxt = Icf (y, wct ) − Icp (uy, ut) (D.81g)

Icxd = Icf (y, wcd) + Icp (uy, ud) (D.81h)

Icxu = Icf (y, udx) (D.81i)

Icyt = Icf (x,wct ) + Icp (ux, ut) (D.81j)

Icyd = Icf (x,wcd) − Icp (ux, ud) (D.81k)

Icyu = Icf (x, udx) (D.81l)

Ictd = Icf (wct , wcd) − Icp (ut, ud) (D.81m)

Ictu = Icf (wct , udx) (D.81n)

Icdu = Icf (wcd, udx) (D.81ñ)
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Donde se ha hecho uso de que ux = −ty y uy = tx.

El resultado de cada uno de los términos anteriores se muestra en la siguiente tabla:

Propiedad Icf Icp Ic Unidades
Icx 0.1755 7.49E-04 0.1762 [m4]
Icy 0.2849 2.48E-06 0.2849 [m4]
Ict 0.0164 9.95E-04 0.0173 [m6]
Icd 0.1152 9.92E-04 0.1162 [m6]
Icu 0.2079 - 0.2079 [m4]
Icxy -7.94E-04 0.00E+00 -7.94E-04 [m4]
Icxt 3.33E-03 3.39E-20 3.33E-03 [m5]
Icxd 2.91E-03 2.09E-17 2.91E-03 [m5]
Icxu 0.1806 - 0.1806 [m4]
Icyt -1.98E-05 -8.18E-07 -2.10E-05 [m5]
Icyd -6.46E-06 1.18E-06 -8.00E-06 [m5]
Icyu -5.89E-05 - -5.89E-05 [m4]
Ictd 0.0391 9.90E-04 0.0381 [m6]
Ictu 3.40E-03 - 3.40E-03 [m5]
Icdu 2.99E-03 - 2.99E-03 [m5]

TABLA D.45 Inercias curvas

Para calcular la rigidez a torsión y distorsión uniforme el procedimiento es muy similar.
También se va a calcular como la suma de una parte debida a la deformación en la fibra
media y otra parte debida a la deformación en la pared. Esto se expresa del siguiente
modo:

J c = J cf + J cp (D.82)

La contribución de la deformación en la fibra media se calcula de manera genérica para
dos deformaciones cualesquiera t1 y t2 del siguiente modo:

J cf = J cf (t1, t2) =
∑ Gk · tk

G0
·
(
t1,k,i t1,k,j

)
·
[
M c

ww,k

]
·

t2,k,i
t2,k,j

 (D.83)

Y la contribución de las paredes para dos movimientos genéricos u1 y u2 se calcula como:

J cp = J cp (u1, u2) =
∑ (tk)3 ·Gk

3 ·G0
·
(
u1,k

t
)

·
[
KHIHI ,k

]
· (u2,k) (D.84)
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Donde en ambas ecuaciones todos los términos han sido previamente definidos.

Usando esta notación, la rigidez a torsión (J ct ) y distorsión (J cd) uniformes, y su interacción
(J ctd), se definen como:

J ct = J cf (tct , tct) + J cp (ut, ut) (D.85a)

J cd = J cf (tcd, tcd) + J cp (ud, ud) (D.85b)

J ctd = J cf (tct , tcd) + J cp (ut, ud) (D.85c)

Los resultados de las fórmulas anteriores aplicados a la sección son:

Propiedad J cf J cp J c Unidades
J ct 0.1802 3.09E-03 0.1833 [m4]
J cd 1.80E-09 3.08E-03 3.08E-03 [m4]
J ctd 1.80E-05 3.06E-03 3.08E-03 [m4]

TABLA D.46 Rigidez a torsión y distorsión uniforme
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APÉNDICE E

Geometrías consideradas en el
cálculo paramétrico

E.1 Introducción

En este apéndice se muestran todos los datos necesarios para poder replicar las geo-
metrías consideradas en el cálculo paramétrico del capítulo 6.

E.2 Tablero recto

E.2.1 Espaciamientos entre diafragmas y rigidizadores

Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 2 2 2 2 2
2 3 3 3 3 3
3 4 4 4 4 4
4 5 5 5 5 5
5 7 9 7 7 7
6 8 11 14 17 19

TABLA E.1 Número de diafragmas en vano principal
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Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 2 2 2 2 2
2 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3
4 4 5 4 4 4
5 7 7 7 7 7
6 8 11 11 14 15

TABLA E.2 Número de diafragmas en vano lateral

Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 10 15 20 25 30
2 7.5 11.25 15 18.75 22.5
3 6 9 12 15 18
4 5 7.5 10 12.5 15
5 3.75 4.5 7.5 9.38 11.25
6 3.33 3.75 4 4.17 4.5

TABLA E.3 Espaciamiento de diafragmas en vano principal en metros

Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 8 12 16 20 24
2 6 9 12 15 18
3 6 9 12 15 18
4 4.8 6 9.6 12 14.4
5 3 4.5 6 7.5 9
6 2.67 3 4 4 4.5

TABLA E.4 Espaciamiento de diafragmas en vano lateral en metros

Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 3.33 3.75 4 4.17 3.75
2 3.75 3.75 3.75 3.75 3.75
3 3 4.5 4 3.75 3.6
4 2.5 3.75 3.33 4.17 3.75
5 3.75 4.5 3.75 4.69 3.75
6 3.33 3.75 4 4.17 4.5

TABLA E.5 Espaciamiento entre rigidizadores en vano principal en metros
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Caso 30m 45m 60m 75m 90m
1 2.67 3 4 4 3
2 3 3 3 3.75 3.6
3 3 4.5 4 3.75 3.6
4 2.4 3 3.2 4 3.6
5 3 4.5 3 3.75 3
6 2.67 3 4 4 4.5

TABLA E.6 Espaciamiento entre rigidizadores en vano lateral en metros

E.2.2 Secciones

E.2.2.1 Vano principal de 30 m

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 5.3 0 − 6 0 − 6 0 − 4.8 0 − 6 0 − 5.3
2 5.3 − 13.3 6 − 12 6 − 12 4.8 − 14.4 6 − 12 5.3 − 13.3
3 13.3 − 18.7 12 − 18 12 − 18 14.4 − 19.2 12 − 18 13.3 − 18.7
4 18.7 − 27.3 18 − 27.8 18 − 27 19.2 − 29 18 − 27.8 18.7 − 27.3
3 27.3 − 34 27.8 − 35.3 27 − 36 29 − 34 27.8 − 35.3 27.3 − 34
2 34 − 44 35.3 − 42.8 36 − 42 34 − 44 35.3 − 42.8 34 − 44
3 44 − 50.7 42.8 − 50.3 42 − 51 44 − 49 42.8 − 50.3 44 − 50.7
4 50.7 − 59.3 50.3 − 60 51 − 60 49 − 58.8 50.3 − 60 50.7 − 59.3
3 59.3 − 64.7 60 − 66 60 − 66 58.8 − 63.6 60 − 66 59.3 − 64.7
2 64.7 − 72.7 66 − 72 66 − 72 63.6 − 73.2 66 − 72 64.7 − 72.7
1 72.7 − 78 72 − 78 72 − 78 73.2 − 78 72 − 78 72.7 − 78

TABLA E.7 Guitarra de secciones en metros
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
ttf [mm] 15 15 15 15 15 15
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 0 0 0 0 0 0

TABLA E.8 Sección 1

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 0 0 0 0 0 0

TABLA E.9 Sección 2

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 25 25 20 20 25 25
tw [mm] 20 20 18 18 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 0 0 0 0 0 0

TABLA E.10 Sección 3
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 35 35 35 35 35 35
tb [mm] 35 35 35 35 35 35
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 0 0 0 0 0 0

TABLA E.11 Sección 4

E.2.2.2 Vano principal de 45 m

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 6 0 − 6 0 − 7.2 0 − 6 0 − 7.2 0 − 6
2 6 − 24 6 − 24 7.2 − 21.6 6 − 24 7.2 − 21.6 6 − 24
3 24 − 30 24 − 30 21.6 − 28.8 24 − 30 21.6 − 28.8 24 − 30
4 30 − 43.5 30 − 43.5 28.8 − 49.5 30 − 43.5 28.8 − 49.5 30 − 43.5
3 43.5 − 51 43.5 − 51 − 43.5 − 51 − 43.5 − 51
2 51 − 66 51 − 66 49.5 − 67.5 51 − 66 49.5 − 67.5 51 − 66
3 66 − 73.5 66 − 73.5 − 66 − 73.5 − 66 − 73.5
4 73.5 − 87 73.5 − 87 67.5 − 88.2 73.5 − 87 67.5 − 88.2 73.5 − 87
3 87 − 93 87 − 93 88.2 − 95.4 87 − 93 88.2 − 95.4 87 − 93
2 93 − 111 93 − 111 95.4 − 110 93 − 111 95.4 − 110 93 − 111
1 111 − 117 111 − 117 110 − 117 111 − 117 110 − 117 111 − 117

TABLA E.12 Guitarra de secciones en metros
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 15 15 15 15 15 15
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 3 2 3 2
nrw 1 1 1 1 1 1

xrw,1 [ %] 50 50 50 50 50 50
TABLA E.13 Sección 1

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 3 2 3 2
nrw 1 1 1 1 1 1

xrw,1 [ %] 50 50 50 50 50 50
TABLA E.14 Sección 2

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 25 25 25 25 25 25
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 3 2 3 2
nrw 1 1 1 1 1 1

xrw,1 [ %] 50 50 50 50 50 50
TABLA E.15 Sección 3
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75 1.75
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 45 45 45 45 45 45
tb [mm] 50 50 50 50 50 50
tw [mm] 20 20 25 20 25 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 3 2 3 2
nrw 1 1 1 1 1 1

xrw,1 [ %] 50 50 50 50 50 50
TABLA E.16 Sección 4

E.2.2.3 Vano principal de 60 m y canto constante

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 8 0 − 6 0 − 8 0 − 6.4 0 − 6 0 − 8
2 8 − 32 6 − 33 8 − 32 6.4 − 35.2 6 − 33 8 − 32
3 32 − 40 33 − 42 32 − 40 35.2 − 41.6 33 − 42 32 − 40
4 40 − 56 42 − 55.5 40 − 56 41.6 − 54.7 42 − 55.5 40 − 56
3 56 − 64 55.5 − 63 56 − 64 54.7 − 61.3 55.5 − 63 56 − 64
2 64 − 92 63 − 93 64 − 92 61.3 − 94.7 63 − 93 64 − 92
3 92 − 100 93 − 101 92 − 100 94.7 − 101 93 − 101 92 − 100
4 100 − 116 101 − 114 100 − 116 101 − 114 101 − 114 100 − 116
3 116 − 124 114 − 123 116 − 124 114 − 121 114 − 123 116 − 124
2 124 − 148 123 − 150 124 − 148 121 − 150 123 − 150 124 − 148
1 148 − 156 150 − 156 148 − 156 150 − 156 150 − 156 148 − 156

TABLA E.17 Guitarra de secciones en metros
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 15 15 15 15 15 15
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.18 Sección 1

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.19 Sección 2
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 30 30 30 30 30 30
tw [mm] 18 18 18 18 18 18
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.20 Sección 3

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4 2.4
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 55 55 55 55 55 55
tb [mm] 45 45 45 45 45 45
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.21 Sección 4
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E.2.2.4 Vano principal de 60 m y canto variable

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 28 0 − 33 0 − 28 0 − 32 0 − 33 0 − 28
3 28 − 40 33 − 42 28 − 40 32 − 41.6 33 − 42 28 − 40
4 40 − 56 42 − 55.5 40 − 56 41.6 − 54.7 42 − 55.5 40 − 56
3 56 − 68 55.5 − 66.8 56 − 68 54.7 − 64.7 55.5 − 66.8 56 − 68
2 68 − 88 66.8 − 89.3 68 − 88 64.7 − 91.3 66.8 − 89.3 68 − 88
3 88 − 100 89.3 − 101 88 − 100 91.3 − 101 89.3 − 101 88 − 100
4 100 − 116 101 − 114 100 − 116 101 − 114 101 − 114 100 − 116
3 116 − 128 114 − 123 116 − 128 114 − 124 114 − 123 116 − 128
1 128 − 156 123 − 156 128 − 156 124 − 156 123 − 156 128 − 156

TABLA E.22 Guitarra de secciones en metros

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 15 15 15 15 15 15
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.23 Sección 1

506



E.2. TABLERO RECTO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 25 25 25 25 25 25
tb [mm] 12 12 12 12 12 12
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.24 Sección 2

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 30 30 30 30 30 30
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.25 Sección 3
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 55 55 55 55 55 55
tb [mm] 45 45 45 45 45 45
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 2 2 2 2 2 2
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.26 Sección 4

E.2.2.5 Vano principal de 75 m y canto constante

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 8 0 − 7.5 0 − 7.5 0 − 8 0 − 8.6 0 − 8
2 8 − 36 7.5 − 37.5 7.5 − 37.5 8 − 36 8.6 − 42.9 8 − 36
3 36 − 48 37.5 − 45 37.5 − 45 36 − 48 42.9 − 51.4 36 − 48
4 48 − 72.5 45 − 75 45 − 75 48 − 72.5 51.4 − 64.7 48 − 72.5
3 72.5 − 85 75 − 86.3 75 − 86.3 72.5 − 85 64.7 − 74.1 72.5 − 85
2 85 − 110 86.3 − 109 86.3 − 109 85 − 110 74.1 − 121 85 − 110
3 110 − 123 109 − 120 109 − 120 110 − 123 121 − 130 110 − 123
4 123 − 147 120 − 150 120 − 150 123 − 147 130 − 144 123 − 147
3 147 − 159 150 − 158 150 − 158 147 − 159 144 − 152 147 − 159
2 159 − 187 158 − 188 158 − 188 159 − 187 152 − 186 159 − 187
1 187 − 195 188 − 195 188 − 195 187 − 195 186 − 195 187 − 195

TABLA E.27 Guitarra de secciones en metros
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E.2. TABLERO RECTO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3 3 3 3 3 3
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 15 15 15 15 15 15
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.28 Sección 1

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3 3 3 3 3 3
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.29 Sección 2
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3 3 3 3 3 3
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 30 30 30 30 30 30
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.30 Sección 3

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3 3 3 3 3 3
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25
ttf [mm] 55 55 55 55 55 55
tb [mm] 55 55 55 55 55 55
tw [mm] 25 25 25 25 25 25
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.31 Sección 4
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E.2. TABLERO RECTO

E.2.2.6 Vano principal de 75 m y canto variable

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 40 0 − 37.5 0 − 37.5 0 − 40 0 − 37.5 0 − 40
3 40 − 48 37.5 − 45 37.5 − 45 40 − 48 37.5 − 48.8 40 − 48
4 48 − 76.7 45 − 75 45 − 75 48 − 76.7 48.8 − 74.1 48 − 76.7
3 76.7 − 89.2 75 − 86.3 75 − 86.3 76.7 − 89.2 74.1 − 88.1 76.7 − 89.2
2 89.2 − 106 86.3 − 109 86.3 − 109 89.2 − 106 88.1 − 107 89.2 − 106
3 106 − 118 109 − 120 109 − 120 106 − 118 107 − 121 106 − 118
4 118 − 147 120 − 150 120 − 150 118 − 147 121 − 146 118 − 147
3 147 − 155 150 − 158 150 − 158 147 − 155 146 − 158 147 − 155
1 155 − 195 158 − 195 158 − 195 155 − 195 158 − 195 155 − 195

TABLA E.32 Guitarra de secciones en metros

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 15 15 15 15 15 15
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.33 Sección 1
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APÉNDICE E. GEOMETRÍAS CONSIDERADAS EN EL CÁLCULO PARAMÉTRICO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 12
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.34 Sección 2

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25
ttf [mm] 30 30 30 30 40 30
tb [mm] 30 30 30 30 35 30
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.35 Sección 3
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E.2. TABLERO RECTO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bb [m] 4 4 4 4 4 4
btf [m] 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25 1.25
ttf [mm] 55 55 55 55 60 55
tb [mm] 55 55 55 55 60 55
tw [mm] 25 25 25 25 25 25
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.36 Sección 4

E.2.2.7 Vano principal de 90 m y canto constante

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 6 0 − 7.2 0 − 7.2 0 − 7.2 0 − 6 0 − 9
2 6 − 42 7.2 − 46.8 7.2 − 46.8 7.2 − 46.8 6 − 42 9 − 40.5
3 42 − 63 46.8 − 61.2 46.8 − 61.2 46.8 − 61.2 42 − 63 40.5 − 58.5
4 63 − 83.3 61.2 − 83.3 61.2 − 82.8 61.2 − 83.3 63 − 83.3 58.5 − 85.5
3 83.3 − 98.3 83.3 − 98.3 82.8 − 97.2 83.3 − 98.3 83.3 − 98.3 85.5 − 99
2 98.3 − 136 98.3 − 136 97.2 − 137 98.3 − 136 98.3 − 136 99 − 135
3 136 − 151 136 − 151 137 − 151 136 − 151 136 − 151 135 − 149
4 151 − 171 151 − 173 151 − 173 151 − 173 151 − 171 149 − 176
3 171 − 192 173 − 187 173 − 187 173 − 187 171 − 192 176 − 194
2 192 − 228 187 − 227 187 − 227 187 − 227 192 − 228 194 − 225
1 228 − 234 227 − 234 227 − 234 227 − 234 228 − 234 225 − 234

TABLA E.37 Guitarra de secciones en metros
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Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 15 15 15 15 15 15
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.38 Sección 1

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 12 12 12 12 12 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.39 Sección 2
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E.2. TABLERO RECTO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 30 30 30 30 30 30
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.40 Sección 3

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6 3.6
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 25 25 25 25 25 25
tb [mm] 60 60 60 60 60 60
tw [mm] 25 25 25 25 25 25
tc [mm] 25 25 25 25 25 25
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.41 Sección 4
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APÉNDICE E. GEOMETRÍAS CONSIDERADAS EN EL CÁLCULO PARAMÉTRICO

E.2.2.8 Vano principal de 90 m y canto variable

Sec Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
1 0 − 42 0 − 46.8 0 − 46.8 0 − 46.8 0 − 42 0 − 40.5
3 42 − 60 46.8 − 57.6 46.8 − 57.6 46.8 − 57.6 42 − 60 40.5 − 54
4 60 − 87 57.6 − 87 57.6 − 86.4 57.6 − 87 60 − 87 54 − 90
3 87 − 98.3 87 − 98.3 86.4 − 97.2 87 − 98.3 87 − 98.3 90 − 99
2 98.3 − 136 98.3 − 136 97.2 − 137 98.3 − 136 98.3 − 136 99 − 135
3 136 − 147 136 − 147 137 − 148 136 − 147 136 − 147 135 − 144
4 147 − 174 147 − 176 148 − 176 147 − 176 147 − 174 144 − 180
3 174 − 192 176 − 187 176 − 187 176 − 187 174 − 192 180 − 194
1 192 − 234 187 − 234 187 − 234 187 − 234 192 − 234 194 − 234

TABLA E.42 Guitarra de secciones en metros

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 25 25 25 25 25 25
tb [mm] 15 15 15 15 15 15
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.43 Sección 1
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E.2. TABLERO RECTO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 20 20 20 20 20 20
tb [mm] 10 10 10 10 10 10
tw [mm] 15 15 15 15 15 15
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.44 Sección 2

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 30 30 30 30 30 30
tb [mm] 30 30 30 30 30 30
tw [mm] 20 20 20 20 20 20
tc [mm] 0 0 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.45 Sección 3
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APÉNDICE E. GEOMETRÍAS CONSIDERADAS EN EL CÁLCULO PARAMÉTRICO

Dimensión Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5 Caso 6
h [m] 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5
bb [m] 5 5 5 5 5 5
btf [m] 1 1 1 1 1 1
ttf [mm] 25 25 25 25 25 30
tb [mm] 50 50 50 50 50 60
tw [mm] 25 25 25 25 25 25
tc [mm] 25 25 25 25 25 30
nrb 3 3 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 25 25 25 25 25 25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75 75 75

TABLA E.46 Sección 4

E.3 Tablero curvo

E.3.1 Espesor equivalente de chapa de cierre

Dimensiones en milímetros.

ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
Caso 1 0.265 0.503 0.591 0.636 0.768
Caso 2 0.288 0.481 0.566 0.651 0.735
Caso 3 0.219 0.423 0.513 0.603 0.694
Caso 4 0.218 0.341 0.511 0.6 0.645
Caso 5 0.288 0.481 0.566 0.651 0.735
Caso 6 0.265 0.503 0.591 0.636 0.768

TABLA E.47 Vano 30 m
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E.3. TABLERO CURVO

ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
Caso 1 0.322 0.567 0.736 1.026 1.133
Caso 2 0.322 0.566 0.735 1.025 1.131
Caso 3 0.354 0.543 0.732 1.01 1.153
Caso 4 0.322 0.566 0.735 1.025 1.131
Caso 5 0.354 0.543 0.732 1.01 1.153
Caso 6 0.322 0.566 0.735 1.025 1.131

TABLA E.48 Vano 45 m

ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
Caso 1 0.278 0.547 0.629 0.711 0.99
Caso 2 0.288 0.481 0.608 0.735 0.82
Caso 3 0.278 0.547 0.629 0.711 0.99
Caso 4 0.265 0.503 0.591 0.68 0.857
Caso 5 0.288 0.481 0.608 0.735 0.82
Caso 6 0.278 0.547 0.629 0.711 0.99

TABLA E.49 Vano 60 m

ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
Caso 1 0.303 0.613 0.966 1.217 1.469
Caso 2 0.288 0.608 0.82 1.286 1.558
Caso 3 0.288 0.608 0.82 1.286 1.558
Caso 4 0.303 0.613 0.966 1.217 1.469
Caso 5 0.278 0.635 0.977 1.161 1.696
Caso 6 0.303 0.613 0.966 1.217 1.469

TABLA E.50 Vano 75 m

ϕ = 0 ϕ = 0.1 ϕ = 0.2 ϕ = 0.3 ϕ = 0.4
Caso 1 0.288 0.651 1.025 1.291 1.693
Caso 2 0.288 0.651 1.025 1.291 1.693
Caso 3 0.293 0.662 1.043 1.315 1.723
Caso 4 0.288 0.651 1.025 1.291 1.693
Caso 5 0.288 0.651 1.025 1.291 1.693
Caso 6 0.287 0.656 1.01 1.391 1.753

TABLA E.51 Vano 90 m
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APÉNDICE E. GEOMETRÍAS CONSIDERADAS EN EL CÁLCULO PARAMÉTRICO

E.3.2 Espesor equivalente de diafragmas

Dimensiones en milímetros.

SD R=0 m R=300 m R=150 m R=100 m R=75 m
10 0.679 0.781 0.883 0.974 1.102
7.5 0.679 0.73 0.781 0.883 0.883
6 0.679 0.679 0.73 0.781 0.846
5 0.679 0.679 0.679 0.73 0.781

3.75 0.679 0.679 0.679 0.679 0.73
3.33 0.679 0.679 0.679 0.679 0.679

TABLA E.52 Vano 30 m

SD R=0 m R=450 m R=225 m R=150 m R=112.5 m
15 0.772 0.887 1.106 1.251 1.397

11.25 0.772 0.829 0.96 1.002 1.251
9 0.772 0.772 0.829 1.002 1.002

7.5 0.656 0.772 0.829 0.887 1.002
4.5 0.656 0.772 0.772 0.772 0.829
3.75 0.656 0.656 0.772 0.772 0.772

TABLA E.53 Vano 45 m

SD R=0 m R=600 m R=300 m R=200 m R=150 m
20 0.949 1.02 1.233 1.539 1.718
15 0.807 0.949 1.091 1.233 1.539
12 0.807 0.949 1.02 1.091 1.233
10 0.807 0.949 0.949 1.02 1.233
7.5 0.807 0.807 0.949 0.949 1.02
4 0.807 0.807 0.807 0.807 0.949

TABLA E.54 Vano 60 m
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E.4. TABLEROS ANCHOS

SD R=0 m R=750 m R=375 m R=250 m R=187.5 m
25 0.868 1.19 1.358 1.658 2.028

18.75 0.809 0.984 1.19 1.358 1.643
15 0.751 0.916 1.053 1.19 1.358

12.5 0.732 0.851 0.962 1.14 1.19
9.38 0.732 0.792 0.851 0.962 1.053
4.17 0.689 0.709 0.732 0.741 0.781

TABLA E.55 Vano 75 m

SD R=0 m R=900 m R=450 m R=300 m R=225 m
30 0.865 1.197 1.503 1.814 2.242

22.5 0.763 0.967 1.206 1.495 1.669
18 0.716 0.865 1.079 1.305 1.495
15 0.698 0.849 0.967 1.179 1.315

11.25 0.66 0.763 0.865 0.958 1.079
4.5 0.63 0.646 0.66 0.698 0.763

TABLA E.56 Vano 90 m

E.4 Tableros anchos

E.4.1 Secciones para ancho de 12.8 m
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Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 2.4 2.4 2.4 2.4
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 4.75 4.75 4.75 4.75
btf [m] 0.9 0.9 1.1 1.1
ttf [mm] 15 20 30 55
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 10 10 30 45
tw [mm] 15 15 18 20
tc [mm] 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.57 Vano 60 m y canto constante

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3 1.5 − 3
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 4.75 4.75 4.75 4.75
btf [m] 0.9 0.9 1.2 1.2
ttf [mm] 20 25 30 55
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 15 15 30 45
tw [mm] 15 15 20 20
tc [mm] 0 0 0 0
nrb 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.58 Vano 60 m y canto variable
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Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 3 3 3 3
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 5.75 5.75 5.75 5.75
btf [m] 0.9 0.9 1.4 1.4
ttf [mm] 15 20 30 55
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 10 10 30 55
tw [mm] 15 15 20 25
tc [mm] 0 0 0 0
nrb 4 4 4 4
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.59 Vano 75 m y canto constante

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 4.75 4.75 4.75 4.75
btf [m] 0.9 0.9 1.4 1.4
ttf [mm] 20 20 30 55
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 15 10 30 55
tw [mm] 15 15 20 25
tc [mm] 0 0 0 0
nrb 4 4 4 4
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.60 Vano 75 m y canto variable
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Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 3.6 3.6 3.6 3.6
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 5.75 5.75 5.75 5.75
btf [m] 1.2 1.2 1.2 1.2
ttf [mm] 15 20 30 25
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 10 10 30 60
tw [mm] 15 15 20 25
tc [mm] 0 0 0 25
nrb 4 4 4 4
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.61 Vano 90 m y canto constante

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 12.8 12.8 12.8 12.8
h [m] 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5 2.5 − 4.5
bt [m] 6.75 6.75 6.75 6.75
bb [m] 4.75 4.75 4.75 4.75
btf [m] 1.2 1.2 1.2 1.2
ttf [mm] 25 20 30 25
ts [mm] 290 290 290 290
tb [mm] 15 10 30 50
tw [mm] 15 15 20 25
tc [mm] 0 0 0 25
nrb 4 4 4 4
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.62 Vano 90 m y canto variable
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E.4.2 Secciones para puente de 75 m de luz

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 15.8 15.8 15.8 15.8
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bt [m] 8.3 8.3 8.3 8.3
bb [m] 4.5 4.5 4.5 4.5
btf [m] 0.75 0.75 1.25 1.25
ttf [mm] 20 20 30 75
ts [mm] 320 320 320 320
tb [mm] 15 10 30 75
tw [mm] 20 15 25 30
tc [mm] 1 1 1 1
nrb 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.63 Puente sin vigas transversales

Dimensión Sección 1 Sección 2 Sección 3 Sección 4
b [m] 15.8 15.8 15.8 15.8
h [m] 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5 2 − 3.5
bt [m] 7.5 7.5 7.5 7.5
bb [m] 5 5 5 5
btf [m] 0.75 0.75 1.25 1.25
ttf [mm] 20 20 30 65
ts [mm] 250 250 250 250
tb [mm] 15 10 30 65
tw [mm] 18 15 25 30
tc [mm] 1 1 1 1
nrb 3 3 3 3
nrw 2 2 2 2

xrw,1 [ %] 0.25 0.25 0.25 0.25
xrw,2 [ %] 75 75 75 75

TABLA E.64 Puente con vigas transversales
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La distorsión en los puentes mixtos se controla mediante una disposición adecuada
de los diafragmas antidistorsión. El dimensionamiento riguroso de estos diafragmas
ha sido históricamente relegado en detrimento de fórmulas simplificadas que en
muchas ocasiones llevan a diseños poco eficientes. Uno de los motivos de estas
simplificaciones ha sido el no disponer de herramientas eficientes para su cálculo.
Por este motivo en esta tesis se desarrolla un elemento finito que permite el cálculo
de la distorsión y los diafragmas antidistorsión en tableros mixtos de sección cajón
curvos en planta. También se revisan los criterios de dimensionamiento de los
diafragmas antidistorsión, tanto a nivel estructural, como a nivel de espaciamiento y
rigidez. Además, se han estudiado las tipologías más adecuadas de diafragmas en
función de la geometría de la sección y como afecta la distorsión al cálculo de fatiga.

Distortion in composite bridges is controlled by a proper arrangement of the anti-
distortion diaphragms. However, the rigorous design of these diaphragms has
historically been relegated to the detriment of simplified formulas that often lead to
inefficient designs. One of the reasons for these simplifications has been the lack of
efficient tools for its calculation. For this reason, a finite element that allows the
calculation of distortion and diaphragms in plan-curved box-section composite
bridges has been developed in this thesis. Furthermore, the design criteria for anti-
distortion diaphragms are also reviewed regarding structural design, spacing and
stiffness. In addition, the most appropriate types of diaphragms have been studied
depending on the geometry of the section and how distortion affects the fatigue
calculation.


	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Listado de acrónimos
	1 Introducción
	1.1 Introducción
	1.2 Objeto de la investigación
	1.3 Objetivos de la investigación
	1.4 Metodología de la investigación
	1.5 Estructura de la tesis

	2 Estado de la cuestión
	2.1 Introducción
	2.2 Cálculo de la distorsión
	2.2.1 Introducción
	2.2.2 Teoría de vigas
	2.2.2.1 Introducción
	2.2.2.2 Descomposición en modos resistentes de un tablero de sección cajón
	2.2.2.3 Cortante-Flexión
	2.2.2.4 Torsión
	2.2.2.5 Distorsión
	2.2.2.6 Interacción Torsión-Distorsión
	2.2.2.7 Propiedades de la sección
	2.2.2.8 Generalización
	2.2.2.9 Otros desarrollos

	2.2.3 Método de los Elementos Finitos
	2.2.3.1 Introducción
	2.2.3.2 Elementos tipo viga
	2.2.3.3 Elementos multidimensionales

	2.2.4 Resumen

	2.3 Criterios para el control de la distorsión
	2.3.1 Introducción
	2.3.2 Umbrales de distorsión
	2.3.3 Criterios académicos
	2.3.4 Criterios normativos
	2.3.5 Revisión crítica de los criterios para el control de la distorsión
	2.3.6 Resumen


	3 Definición del elemento finito
	3.1 Introducción
	3.2 Convenio de signos y nomenclatura
	3.3 Estudio de un elemento de pared
	3.3.1 Introducción
	3.3.2 Equilibrio
	3.3.3 Deformaciones
	3.3.4 Energía de deformación

	3.4 Modos de deformación
	3.4.1 Introducción
	3.4.2 Axil
	3.4.3 Cortante-Flexión
	3.4.4 Torsión
	3.4.5 Distorsión
	3.4.6 Resumen

	3.5 Cálculo de la viga
	3.5.1 Introducción
	3.5.2 Deformaciones en la viga
	3.5.3 Características de la viga y resultantes
	3.5.4 Trabajo virtual de deformación de la viga
	3.5.5 Trabajo virtual potencial de las acciones exteriores
	3.5.6 Ecuaciones de la viga

	3.6 Elemento finito
	3.6.1 Introducción
	3.6.2 Grados de libertad y funciones de forma
	3.6.3 Matriz de rigidez
	3.6.3.1 Introducción
	3.6.3.2 Deformación longitudinal
	3.6.3.3 Deformación angular
	3.6.3.4 Deformación transversal
	3.6.3.5 Matriz de rigidez

	3.6.4 Vector de cargas
	3.6.5 Cálculo de esfuerzos

	3.7 Cálculo de rigidez de diafragmas antidistorsión

	4 Comportamiento y modelización de diafragmas
	4.1 Introducción
	4.2 Consideraciones generales
	4.2.1 Funciones de los diafragmas
	4.2.2 Movimientos de la sección
	4.2.3 Cálculo de rigidez empleando modelos de contraste
	4.2.4 Geometría y materiales de referencia

	4.3 Diafragmas de alma llena
	4.3.1 Introducción
	4.3.2 Modelo de contraste
	4.3.3 Rigidez del diafragma
	4.3.3.1 Matriz de rigidez
	4.3.3.2 Cálculo aproximado
	4.3.3.3 Cálculo comparativo

	4.3.4 Cálculo de tensiones debidas a la distorsión
	4.3.4.1 Introducción
	4.3.4.2 Cálculo analítico aproximado de tensiones tangenciales
	4.3.4.3 Cálculo de tensiones tangenciales empleando un elemento finito

	4.3.5 Cálculo de esfuerzos verticales
	4.3.5.1 Introducción
	4.3.5.2 Modelo de cálculo
	4.3.5.3 Vehículos pesados
	4.3.5.4 Sobrecarga

	4.3.6 Criterios de dimensionamiento
	4.3.6.1 Introducción
	4.3.6.2 Carga crítica tangencial
	4.3.6.3 Carga crítica vertical
	4.3.6.4 Carga crítica total
	4.3.6.5 Carga crítica considerando empotramiento
	4.3.6.6 Estado Límite Último
	4.3.6.7 Limitación respecto la carga crítica
	4.3.6.8 Estado Límite de Servicio y Fatiga

	4.3.7 Resumen

	4.4 Cruz de San Andrés
	4.4.1 Introducción
	4.4.2 Modelo de contraste
	4.4.3 Rigidez del diafragma
	4.4.3.1 Matriz de rigidez
	4.4.3.2 Cálculo aproximado
	4.4.3.3 Cálculo comparativo

	4.4.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión
	4.4.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos
	4.4.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos
	4.4.4.3 Cálculo comparativo

	4.4.5 Criterio de dimensionamiento

	4.5 Diafragma en V
	4.5.1 Introducción
	4.5.2 Modelo de contraste
	4.5.3 Rigidez del diafragma
	4.5.3.1 Matriz de rigidez
	4.5.3.2 Cálculo aproximado
	4.5.3.3 Cálculo comparativo

	4.5.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión
	4.5.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos
	4.5.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos
	4.5.4.3 Cálculo comparativo

	4.5.5 Criterio de dimensionamiento

	4.6 Diafragma en K
	4.6.1 Introducción
	4.6.2 Modelo de contraste
	4.6.3 Rigidez del diafragma
	4.6.3.1 Matriz de rigidez
	4.6.3.2 Cálculo aproximado
	4.6.3.3 Cálculo comparativo

	4.6.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión
	4.6.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos
	4.6.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos
	4.6.4.3 Cálculo comparativo

	4.6.5 Criterio de dimensionamiento

	4.7 Marcos abiertos y cerrados
	4.7.1 Introducción
	4.7.2 Modelo de contraste
	4.7.3 Rigidez del diafragma
	4.7.3.1 Matriz de rigidez
	4.7.3.2 Cálculo aproximado
	4.7.3.3 Contribución de las chapas

	4.7.4 Cálculo de esfuerzos debidos a la distorsión
	4.7.4.1 Cálculo matricial de esfuerzos
	4.7.4.2 Cálculo aproximado de esfuerzos
	4.7.4.3 Cálculo comparativo

	4.7.5 Criterios de dimensionamiento


	5 Aplicación del elemento finito
	5.1 Introducción
	5.2 Metodología
	5.2.1 Introducción
	5.2.2 Teoría clásica
	5.2.3 Modelo de láminas
	5.2.4 Materiales

	5.3 Ejemplo de verificación 1
	5.3.1 Descripción de la estructura
	5.3.2 Propiedades de la sección
	5.3.3 Acciones
	5.3.4 Estudio de convergencia
	5.3.5 Movimientos
	5.3.6 Esfuerzos
	5.3.7 Tensiones
	5.3.8 Reacciones en diafragmas
	5.3.9 Conclusión

	5.4 Ejemplo de verificación 2
	5.4.1 Descripción de la estructura
	5.4.2 Propiedades de la sección
	5.4.3 Acciones
	5.4.4 Estudio de convergencia
	5.4.5 Movimientos
	5.4.6 Esfuerzos
	5.4.7 Tensiones
	5.4.8 Reacciones en diafragmas
	5.4.9 Conclusión

	5.5 Ejemplo de verificación 3
	5.5.1 Descripción de la estructura
	5.5.2 Propiedades de la sección
	5.5.3 Acciones
	5.5.4 Movimientos
	5.5.5 Esfuerzos
	5.5.6 Tensiones
	5.5.7 Reacciones en diafragmas
	5.5.8 Conclusión


	6 Recomendaciones para el control de la distorsión
	6.1 Introducción
	6.2 Criterios generales
	6.3 Tablero recto
	6.3.1 Introducción
	6.3.2 Metodología
	6.3.2.1 Definición de las geometrías objeto de estudio
	6.3.2.2 Cálculo y dimensionamiento de las secciones del puente
	6.3.2.3 Cálculo y dimensionamiento de diafragmas interiores
	6.3.2.4 Cálculo iterativo y obtención de resultados

	6.3.3 Resultados
	6.3.3.1 Vano de 30 m y canto constante
	6.3.3.2 Vano de 45 m y canto constante
	6.3.3.3 Vano de 60 m y canto constante
	6.3.3.4 Vano de 60 m y canto variable
	6.3.3.5 Vano de 75 m y canto constante
	6.3.3.6 Vano de 75 m y canto variable
	6.3.3.7 Vano de 90 m y canto constante
	6.3.3.8 Vano de 90 m y canto variable

	6.3.4 Análisis de resultados
	6.3.4.1 Introducción
	6.3.4.2 Dimensionamiento por resistencia
	6.3.4.3 Dimensionamiento por rigidez
	6.3.4.4 Dimensionamiento flexible


	6.4 Tablero curvo
	6.4.1 Introducción
	6.4.2 Metodología
	6.4.2.1 Definición de las geometrías objeto de estudio
	6.4.2.2 Cálculo y dimensionamiento de las secciones del puente
	6.4.2.3 Cálculo y dimensionamiento de diafragmas interiores
	6.4.2.4 Cálculo iterativo y obtención de resultados

	6.4.3 Resultados
	6.4.3.1 Vano de 30 m
	6.4.3.2 Vano de 45 m
	6.4.3.3 Vano de 60 m
	6.4.3.4 Vano de 75 m
	6.4.3.5 Vano de 90 m

	6.4.4 Análisis de resultados
	6.4.4.1 Introducción
	6.4.4.2 Análisis de las cargas
	6.4.4.3 Dimensionamiento por resistencia
	6.4.4.4 Dimensionamiento flexible


	6.5 Tableros anchos
	6.5.1 Introducción
	6.5.2 Tableros de 12.8 m de ancho
	6.5.2.1 Introducción
	6.5.2.2 Metodología y geometrías
	6.5.2.3 Resultados y análisis de dimensionamiento por resistencia
	6.5.2.4 Resultados y análisis de dimensionamiento flexible

	6.5.3 Puente de 75 m de luz
	6.5.3.1 Introducción
	6.5.3.2 Metodología y geometrías
	6.5.3.3 Resultados y análisis de tableros rectos
	6.5.3.4 Resultados y análisis de tableros curvos

	6.5.4 Puente de 90 m de luz
	6.5.4.1 Introducción
	6.5.4.2 Metodología y geometrías
	6.5.4.3 Resultados y análisis de tableros rectos
	6.5.4.4 Resultados y análisis de tableros curvos

	6.5.5 Resumen

	6.6 Criterios complementarios
	6.6.1 Introducción
	6.6.2 Fatiga
	6.6.2.1 Introducción
	6.6.2.2 Metodología y geometrías
	6.6.2.3 Resultados
	6.6.2.4 Resumen

	6.6.3 Rigidizadores
	6.6.3.1 Introducción
	6.6.3.2 Metodología y geometrías
	6.6.3.3 Resultados


	6.7 Tipología de diafragmas
	6.7.1 Introducción
	6.7.2 Metodología y geometrías
	6.7.3 Resultados
	6.7.3.1 Canto 1.5 m
	6.7.3.2 Canto 1.75 m
	6.7.3.3 Canto 2.4 m
	6.7.3.4 Canto 3 m
	6.7.3.5 Canto 3.6 m

	6.7.4 Análisis de resultados

	6.8 Resumen

	7 Resumen y conclusiones
	7.1 Resumen
	7.2 Conclusiones
	7.3 Futuras lineas de investigación

	A Listado de símbolos
	B Revisión del cálculo de distorsión en puentes mixtos
	B.1 Introducción
	B.2 Cálculo de parámetros de la viga sobre lecho elástico
	B.2.1 Geometría y materiales de la sección
	B.2.2 Planteamiento de la ecuación
	B.2.3 Cálculo de alabeos
	B.2.4 Movimientos
	B.2.5 Cargas externas
	B.2.6 Cargas debidas a la curvatura en planta
	B.2.7 Rigidez de Marco
	B.2.8 Inercia a distorsión
	B.2.9 Tensiones
	B.2.10 Momentos transversales

	B.3 Diafragmas antidistorsión
	B.3.1 Introducción
	B.3.2 Diafragma de alma llena
	B.3.3 Diafragma en X o Cruz de San Andrés
	B.3.4 Diafragma en K
	B.3.5 Diafragma en V
	B.3.6 Otros diafragmas

	B.4 Viga sobre lecho elástico
	B.5 Cálculo comparativo
	B.5.1 Introducción
	B.5.2 Geometría y propiedades de la sección
	B.5.3 Cargas
	B.5.4 Diafragmas
	B.5.5 Resultados

	B.6 Conclusión

	C Integrales
	C.1 Funciones de forma de la viga
	C.2 Alabeos
	C.3 Deformación angular
	C.4 Movimientos

	D Ejemplo de cálculo de propiedades de secciones
	D.1 Introducción
	D.2 Materiales y geometría de la sección
	D.3 Cálculo de propiedades en viga recta
	D.3.1 Introducción
	D.3.2 Propiedades de las paredes
	D.3.3 Flexocompresión
	D.3.4 Torsión
	D.3.5 Distorsión

	D.4 Cálculo de propiedades en viga curva
	D.4.1 Introducción
	D.4.2 Cálculo de alabeos
	D.4.3 Cálculo de deformación angular
	D.4.4 Cálculo de propiedades


	E Geometrías consideradas en el cálculo paramétrico
	E.1 Introducción
	E.2 Tablero recto
	E.2.1 Espaciamientos entre diafragmas y rigidizadores
	E.2.2 Secciones
	E.2.2.1 Vano principal de 30 m
	E.2.2.2 Vano principal de 45 m
	E.2.2.3 Vano principal de 60 m y canto constante
	E.2.2.4 Vano principal de 60 m y canto variable
	E.2.2.5 Vano principal de 75 m y canto constante
	E.2.2.6 Vano principal de 75 m y canto variable
	E.2.2.7 Vano principal de 90 m y canto constante
	E.2.2.8 Vano principal de 90 m y canto variable


	E.3 Tablero curvo
	E.3.1 Espesor equivalente de chapa de cierre
	E.3.2 Espesor equivalente de diafragmas

	E.4 Tableros anchos
	E.4.1 Secciones para ancho de 12.8 m
	E.4.2 Secciones para puente de 75 m de luz


	Bibliografía
	Índice de figuras
	Índice de tablas



