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INTRODUCCION

La matemdtica es una materia que se considera imprescindible en la
formacion de cada persona y que se utiliza todos los dias en cualquier ambito,
aunque no seamos conscientes de ello. Hay muchos idiomas, pero solo uno
universal: las matematicas. Sin ellas no seriamos capaces de realizar nuestra
rutina diaria. Organizan el tiempo, miden las distancias, calculan el peso. La
naturaleza y el cuerpo humano estén estructurados por patrones. En definitiva,
sin las matematicas no podriamos vivir.

Me voy a ocupar de la modelizacion porque es un tema que deberia
potenciarse en el actual sistema educativo. Goémez (2000; p.22) dice que “la
modelizacion matematica consiste en formular un problema real en términos
matematicos, resolverlo si es posible e interpretar los resultados en los
términos del problema y de la situacién estudiada”. Es un vinculo entre el
mundo real y el mundo matematico, y si conectamos ambos mundos
lograremos que los estudiantes comprendan la importancia de esta materia en
la sociedad. Es posible modelar la realidad y llegar al alumnado con problemas
que se puedan encontrar a lo largo de su vida y, de este modo, ensenarles a

utilizar las matematicas para encontrar las posibles soluciones.

Uno de los problemas mas complejos que enfrenta la educacién en el
ambito de las matematicas tiene relacion con esto. Los estudiantes practican
esta materia en un contexto matematico que tiene muy poca vinculacién con el
mundo real, por lo que la formacién académica no les permite enfrentarse con
éxito a las situaciones que se encontraran en la vida diaria. Los resultados de
los estudiantes espafoles en las pruebas Pisa corroboran esta afirmacién
(PISA, 2009). La ensefianza matematica se reduce a los propios problemas
matematicos y no se relaciona con otras materias o con el mundo cotidiano,

como tantas veces repite el curriculo.

Los conceptos y procedimientos matematicos deben ensefiarse con
vistas al futuro, puesto que pocas son las personas que usan los contenidos
matematicos de forma habitual. Si el aprendizaje se centra en la modelizacion,
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puede conseguirse que el alumnado asimile en profundidad dichos contenidos.
Seguramente al cabo de un tiempo se terminen olvidando las circunstancias de
su uso, pero al menos se recordara cual es su funciéon. (Camacho, Gamez,
Gonzalez, Recio, 2010).

Nuestra labor como docentes sera que los alumnos adquieran unos
conocimientos minimos, pero ademas que sean capaces de pensar por si
mismos, por lo que fomentar su creatividad también sera una labor
fundamental. Hay que animarles a tener ideas originales y diferentes; que se
equivoquen por si mismos y aprendan de los errores; que desarrollen su
capacidad de razonamiento y argumentacion. Trabajamos bajo la hipétesis de
que la modelizacién potencia todas estas cualidades.

Los objetivos especificos de este trabajo son:

- Hacer una revisidbn bibliografica sobre la nocion de modelizacién
matemética.

- Analizar la presencia de la modelizacién en el curriculo de mateméticas
de secundaria.

- Valorar la importancia de la modelizacibn en la ensefanza y el
aprendizaje de las matematicas.

- Ver en qué medida el contexto en que se plantea un problema —contexto

matematico versus contexto cotidiano- influye en el éxito al resolverlo.

Una vez descrito el proceso de modelizacion y fijados los objetivos
especificos, pasamos a describir la estructura del trabajo. Empezaremos
haciendo un breve repaso por los referentes tedricos de la modelizacién. En la
siguiente parte nos centraremos en la modelizacion dentro del curriculo de la
Ley Organica de la Educacion, desde el punto de vista de las competencias y
de los contenidos. A continuacion estudiaremos la importancia de la
modelizacion en la ensefianza de las matematicas y estudiaremos alguna
practica de modelizacion. Para acabar, presentaremos una experimentacion
que hemos realizado con estudiantes de cuarto de secundaria y analizaremos
los resultados obtenidos. Finalmente explicaremos las conclusiones del trabajo

realizado.
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1. REFERENTES TEORICOS

En los ultimos anos se estd cambiando la visidn acerca de la ensefanza
de las mateméaticas. Gravemejer (1994) dice que en los afnos 70, Freudenthal
impulsé la Educacion Matematica Realista (Realistic Mathematics Education)
como respuesta a la necesidad, percibida en todo el mundo, de reformar la
ensefianza de las matematicas. La base de esta teoria es la idea de que las
matematicas han de tener un valor humano y deben estar conectadas con la
realidad, ser cercanas a los alumnos y con valor relevante en la sociedad. El
uso de contextos realistas se convirti6 en una de las -caracteristicas
determinantes de este enfoque de la educacién matematica y recoge las bases
de la modelizacion. Por otro lado también propone que la educacion
matematica no debe presentar esta materia como un sistema cerrado sino
como una actividad. Esta idea sugiere que los estudiantes deben ir
descubriendo las matematicas por ellos mismos, encontrando su utilidad en la
vida diaria. Como ultima idea, sefiala que los alumnos deberian aprender a
matematizar.

En el estudio PISA (2003), el marco matematico cree que aprender a
matematizar es esencial para el alumnado. La matematizacion, descrita como
el proceso de hacer matematicas, implica como punto de partida traducir los
problemas desde el contexto cotidiano al matematico. Esto es lo que se conoce

como matematizacién horizontal y se apoya en las siguientes actividades:

- ldentificar las matematicas relevantes que aparecen en el problema.
- Esquematizar.

- Visualizar dicho problema de diferentes formas.

- Encontrar las relaciones y patrones involucrados.

- Descubrir los aspectos comunes en distintos contextos.

- Traducir el problema del mundo real al matematico.

Una vez trasferido el problema a una expresion matematica se puede
continuar con el proceso, realizando actividades en las que utiliza conceptos y
habilidades matematicas. Esta parte se denomina matematizacién vertical e
incluye:
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- Usar distintas representaciones.

- Refinar y ajustar modelos.

- Usar y combinar distintos modelos.

- Formular nuevos conceptos matematicos.

- Generalizar.

Jan De Lange (1989) defiende que la matematizaciéon es una actividad
organizativa y estructurada mediante la cual se utilizan conocimientos
adquiridos para descubrir regularidades, relaciones y estructuras desconocidas.
Anade que la matematizacion esté intimamente ligada a la reflexion y solo sera
eficiente si va acompanada de la oportunidad de discutir y cooperar. El alumno
debe realizar su propio proceso de matematizacién, discutir con sus
companeros e interpretar los resultados. A partir de esto, De Lange propone un

esquema sobre el caracter de las matematicas:
Matematizacién en aplicaciones = mundo real - matematizacién y reflexién
- Abstraccion y formalizacién - matematizacion en aplicaciones.

Este esquema estd fundamentado en el esquema de modelizacién, pero
De Lange da un peso mayor al acto de reflexionar, por encima de los modelos
obtenidos. Con el hecho de regresar al inicio del esquema tras la reflexion,
propone que los conceptos puedan ser aplicados en otras situaciones reales.
En definitiva, De Lange propone que las mateméticas ademéas de conocerlas,
hay que utilizarlas.

Por otra parte Blum (1996), desde el comienzo de su carrera en el
campo de la didactica de las matematicas, ha creido que la conexién del
mundo real y la modelizacibn es un componente necesario para una
comprensién adecuada y completa de las matematicas, asi como de la
educacion matematica moderna. Se ha acordado que la ensenanza de las
matematicas no se debe reducir a sélo ejemplos basados en la realidad, sino
que éstas deben desempefiar un papel central en la educacion. Detras de la
aplicacion de procedimientos matematicos estandar en el contexto del mundo
real, los problemas de modelizacion son considerados cada vez mas

importantes.
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Blum (1996) junto con Kaiser (1996) consideran que dentro de los
problemas complejos extra-matematicos se trabaja basando la relacion entre el
mundo real y las matematicas en un modelo. Un proceso de modelizacién se
realiza sobre la base del siguiente procedimiento: una situacion del mundo real
es el punto de partida del proceso. Entonces la situaciéon es idealizada (a), es
decir, simplificada o estructurada con el fin de obtener un modelo del mundo
real. A continuacion, este modelo del mundo real se matematiza (b), es decir,
se traduce en matemética la situacion original. Las consideraciones
matematicas durante el modelo matematico producen resultados matematicos
(c), que deben ser reinterpretados en el contexto de la situacién real (d). La
adecuacioén de los resultados debe ser revisada, es decir validada. En el caso
de llegar a una solucién insatisfactoria, o que sucede frecuentemente en la
practica, este proceso debe realizarse de nuevo. A continuacién podemos ver
el esquema de Blum sobre el proceso de la modelizacién.

(b)

Real world model > Mathematical model
T (c)
(a)
(d) Mathematical
Real Situation < results
Reality Mathematics

Schoenfeld (1985), inspirado en las ideas de Polya, disefia uno de los
modelos mas completos para la resolucion de problemas. En este modelo
distingue cuatro fases: andlisis, exploracion, ejecucién y comprobacion. En la
fase de andlisis se examinan los casos particulares y se simplifica el problema.
En la fase de exploracion se deben examinar problemas equivalentes y
replantear el problema en base a ello. Una vez ejecutado el problema, habra
que comprobar la solucion, indicando si es valida segun los criterios especificos
o si se puede utilizar para generar algo ya conocido. Ademas, Schoenfeld
(1992) anade que la diferencia entre el procedimiento de los expertos y de los
principiantes es que los expertos utilizan la metacognicién, es decir, auto-

regulan su propio aprendizaje. Los principiantes a menudo experimentan sin
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estructura y cancelan después de algun tiempo sin éxito. Por otro lado, los
expertos revisan sus estrategias y llegan a una solucién con el mismo o incluso
menos esfuerzo. Todas estas ideas le llevaran, anos mas tarde, a reflexionar
sobre la idea de modelizacién y a realizar varios esquemas. El segundo de
ellos, data de 2002 e introduce la idea de que la realidad nunca es abstraida
directamente, sino que es filtrada por unos mecanismos de consciencia o
inconsciencia. La ultima fase del modelo recibe informacion de la situacion real

de partida.
Un Sistema (3) Se hace el analisis en el modelo representacional. El Sistema
Representacional > Representacional
[l ESQUEMA DE
Un Modelo MODELIZACION El Modelo
Conceptual MATEMATICA DE Conceptual
SCHOENFELD
Una situacion La situacién
delMundoReal |  cccmcmcccccccccccc e > del Mundo Real

En PISA (2003) se utiliza un fundamento tedrico para la matematica que

comprende 5 fases:

- El punto de partida es un problema real.

- Esta estructurado segun conceptos matematicos.

- Se va reduciendo la realidad poco a poco a través de procedimientos que
la transforman en un problema matematico.

- Se resuelve el problema matematico.

- Se valida e interpreta la solucion y las limitaciones que pueda tener.
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5 Solucién
matematica

J

Soluciéon |
real

4

A

Problema del L .| Problema
mundo real matematico
Mundo real Mundo matematico

a3
("8}

En este planteamiento de Pisa, las tres primeras fases que implican el
cambio de lo real a lo mateméatico son bastante densas.

Otros autores han centrado su estudio sobre la modelizacion
reflexionando sobre las competencias que estan implicitas en ella, como es el

caso de Mogen Niss o de Katja Maap.

Mogen Niss (1989), vinculado a la Escuela de la Matematica Realista,
considera que la modelizacion matematica es entendida como el arte de aplicar
las matematicas a situaciones de la vida real. En esta definicion aparecen
como relevantes las habilidades para la construccion de modelos, mientras que
de Lange propone la reflexion como el hecho mas importante.

Niss (2003) distingue entre competencia general (competencia
matematica) y ocho competencias vinculadas a esta competencia general
matematica. En el marco del informe PISA estan involucradas estas

competencias matematicas especificas que define Niss:

- Pensar matematicamente

- Plantear y resolver problemas matematicos

- Modelizar mateméticamente

- Razonar mateméticamente

- Representar entidades matematicas

- Manejar simbolos mateméticos y formalismos
- Comunicar en, con y sobre matematicas

- Hacer uso de materiales de apoyo y herramientas

MODELIZACION Y EDUCACION MATEMATICA 7



MASTER DE FORMACION DEL PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA ucC

Por otro lado, Katja Maa (2006), se basa en las teorias de modelizacién
de Blum y Kaiser pero su estudio se centra en las competencias que se
desarrollan trabajando con la modelizacién:

- Competencias para entender el verdadero problema y para establecer un
modelo basado en la realidad.

- Las competencias para establecer un modelo matematico del modelo real.

- Las competencias para resolver cuestiones matematicas dentro de este
modelo matematico.

- Competencias para interpretar los resultados matematicos en una
situacién real.

- Competencias para validar la solucion.

En relacién al desarrollo de las competencias de modelizacién, la
necesidad de desarrollar la metacognicion, entendida como el conocimiento
sobre el propio pensamiento o la autorregulacién en la solucién de problemas,
siempre ha estado a debate.

La metacognicién puede ser de tres formas: explicativa, procedimental o
motivacional. La explicativa contiene el conocimiento sobre la forma de pensar
y las estrategias a seguir para resolver un problema. La procedimental contiene
la planificacion y el juicio, es decir, el control de las propias acciones. Y la
motivacional se refiere a aquellas condiciones necesarias para el uso de la
metacognicién, como la fuerza de voluntad.

Para el desarrollo de la metacognicién en la escuela, la clase debe
disefiarse apropiadamente: la metacognicibn no puede desarrollarse sin
relacion con el conocimiento de la materia, sino mas bien al mismo tiempo. La
metacognicién podria ser un importante factor que influye en el desarrollo de

competencias de modelizacién.

En base a estas ideas que expone MaaB (2006); Galbraith y Stillman
(2006) realizaron un estudio sobre la modelizacién, orientado hacia aquello que
hacen los estudiantes cuando resuelven o no problemas de modelizacién y

hacia la toma de decisiones del profesorado y de sus intervenciones, con la
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intencion de capturar lo que esta pasando en la mente de las personas a

medida que trabajan en las tareas de modelizacion.

A. Messy real
world
situation

B. Real 2y C. Mathematical model
‘—

world
problem
statement

6
G. Repor mm—

F. Revise model or
Accept solution

3_’, D. Mathematical

+——  Solution

5
[ Real world
meaning of solution

1. La comprensién, la estructuracion y la simplificacién del contexto

. Suponiendo, formulacion, matematizacién

. Trabajo mateméticamente

. Interpretacion de la produccién matemética

. Justificacion (si se considera el modelo insatisfactorio)

2
3
4
5. Comparacién, critica y validacion.
6
7

. Revisién del proceso (si se considera el modelo insatisfactorio).

Se diferencia de otros esquemas en el hecho de que aparecen flechas

en direccién inversa para enfatizar que el proceso de modelizacién esta lejos

de ser lineal o unidireccional, sino que siempre tiene la presencia de la

actividad metacognitiva reflexiva.

Como hemos visto, han sido varios los autores que han reflexionado

acerca de la modelizacion. Podemos afirmar que es un tema que ha tomado

protagonismo en los Ultimos afos y que es concebido como una nueva

herramienta didactica para mejorar la educacién matematica de hoy en dia,

tanto a nivel de competencias como a nivel de conocimientos, lo que da pie al

siguiente apartado sobre la modelizacién en la ensefianza de las matematicas

en nuestro pais.
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2. LA MODELIZACION EN EL CURRICULO: COMPETENCIAS Y CONTENIDOS

COMPETENCIAS BASICAS

La Ley Orgéanica de Educacion incorpora por primera vez en el curriculo
de la Educacion Secundaria Obligatoria, las competencias basicas que cada
alumno debera alcanzar al finalizar dicha etapa educativa. Estas competencias
se entienden como los ‘“conocimientos, capacidades y actitudes que los
ciudadanos precisan para su realizacion y desarrollo personal, la ciudadania
activa, la inclusion social y el empleo” (BOC, 2007).

Se pretende que todos los alumnos, una vez que hayan finalizado la
etapa secundaria obligatoria, hayan adquirido estas competencias y sean
capaces de utilizar el aprendizaje en cualquier situacién de la vida.

Segun el Decreto 57/2007 de 10 de mayo (BOC, 2007), se establecen
ocho competencias basicas, donde la competencia matemética es una de ellas.
A continuaciéon vamos a hacer una pequefia vinculaciéon entre cada una de
estas ocho competencias basicas y la modelizaciéon, para ver como ésta
contribuye a la adquisicion de cada una de ellas.

Competencia en comunicacion lingdistica: El curriculo describe el
lenguaje como una herramienta de comunicacién cuya finalidad es comprender
la realidad. Esto quiere decir que a través de la modelizacién se puede adquirir
y fomentar esta competencia. La competencia linglistica se utiliza
continuamente formulando y expresando ideas, sobre todo en las primeras y

ultimas fases de la modelizacién.

Competencia en el conocimiento e interaccion con el mundo fisico: La
modelizaciéon exige analizar e identificar las caracteristicas relevantes de una
situacién real y trabajar a partir de ellas para llegar a una posible solucién que
debe ser interpretada y validada en un contexto cotidiano. Con esto podemos
afirmar que esta competencia estarqd implicita en todo el proceso de
modelizacion.

Tratamiento de la informacion y competencia digital: En nuestra
experimentacién no ha habido suficiente tiempo para involucrarnos en el

mundo tecnoldgico, pero en un ejercicio de larga duracion de modelizacién sera
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una herramienta esencial para buscar informacién e incluso utilizar diversos
programas informaticos, como Derive, GeoGebra o Excel, que ayuden al
alumnado en esta labor. La incorporacion de herramientas tecnolégicas en un
gran apoyo didactico.

Competencia social y ciudadana: En ocasiones la modelizacién se
llevara a cabo de manera individual, pero la mayor parte de las veces se
realizara en pequenos grupos. De este modo los alumnos deberan poner en
comun sus ideas, colaborar los unos con los otros, etc. En definitiva, este
trabajo fomenta la integracion social. Ademas, deberan tomar decisiones y
aprender de sus propios errores, a través de todo el proceso del modelizado.

Competencia en expresion cultural y artistica: La modelizacién puede
entenderse como una forma de arte, puesto que es un trabajo Unico de cada
alumno o grupo de alumnos donde la iniciativa personal y la creatividad forman
un papel fundamental. A través del proceso de la modelizacién se crea una
obra personal que muestra las capacidades de cada alumno.

Aprender a Aprender: Las actuales clases de matematicas estan
enfocadas para que los alumnos realicen ejercicios de resolucién inmediata o
problemas de enunciado, pero sin profundizar mucho en ellos, con una visién
de aprendizaje a corto plazo. Mientras que la modelizacién permite al alumno
adentrarse en un tema e investigar en él, adquiriendo un conocimiento con
vistas al futuro. Los alumnos practicaran la reflexion y la argumentacién. Estos
nuevos problemas que resuelven a traveés de la modelizacién, serdn la base

para resolver futuros problemas de la vida cotidiana.

Autonomia e iniciativa personal: La mayoria de las practicas se llevaran
a cabo en grupos, estando el profesor en un segundo plano. En principio, les
dara unas instrucciones a seguir, pero con el paso del tiempo llegara a ser un
simple asesor y en muchos casos un mero observador. Por esto, el alumno
podrd adquirir independencia y debera aprender a tomar sus propias
decisiones, fomentando de este modo su autonomia. Esta competencia es muy
importante adquirirla al finalizar la etapa secundaria puesto que el alumno debe

enfrentarse solo al mundo real.
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COMPETENCIA MATEMATICA

Una vez establecida la relacién entre la modelizacion y las competencias
basicas, vamos a analizar con mas detenimiento la competencia matematica,
puesto que es la que mas nos interesa.

Dentro de esta competencia son numerosas las referencias a la vida
cotidiana o a la realidad. Cada conocimiento, capacidad o actitud que describe
se asocia con su aplicacién en un contexto real. Por lo tanto, se espera que los
alumnos sean capaces de actuar en una serie de situaciones utilizando las

matematicas que han aprendido en los centros escolares.

La modelizacibn no se menciona explicitamente en ningin momento
pero esta implicita en todo el desarrollo. A través de ella se trabajaran las
destrezas matematicas que se pretenden potenciar y el tipo de problemas
reales que se pretenden abordar, lo que fomentard estas habilidades o

conocimientos que el alumno debe poseer al finalizar la etapa educativa.

En cualquier parrafo del Decreto mencionado las referencias a la
conexién con la realidad son constantes, pero hemos elegido el ultimo puesto
que es una sintesis de todo ello. Dice que esta competencia “supone aplicar
aquellas destrezas y actitudes que permiten razonar matematicamente,
comprender una argumentacion matematica y expresarse y comunicarse en el
lenguaje matematico, utilizando las herramientas de apoyo adecuadas, e
integrando el conocimiento matematico con otros tipos de conocimiento para
dar una mejor respuesta a las situaciones de la vida de distinto nivel de
complejidad” (op.cit.7504).

Habla de razonamiento, comprensién o argumentacion, entre otras
cosas. En el aula de secundaria, cuando un alumno resuelve un problema,
suele aplicar la férmula que aparece en el libro de texto en esa misma pagina y
no tiene que pensar mas alld de relacionar los datos que aparecen en el
enunciado, donde casi siempre se utilizan todos ellos. Con la modelizacién no
es asi. El alumno debe comprender el objetivo del ejercicio y la situacién en la
que se modeliza. También debe razonar sobre aquellos datos que el enunciado
menciona y saber cuales debera utilizar o cuales debera descartar. A cada
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paso que dé, tendra que argumentar sobre la solucién a la que ha llegado y si
es 0 no valida. Por lo tanto, la modelizacién potenciara la adquisicién de la
competencia matematica. Los alumnos alcanzaran los conocimientos minimos
para ser capaces de relacionar los problemas matematicos con los problemas

del mundo real.
CONTENIDOS

De igual modo que hemos relacionado la modelizacién con la
adquisicion de las competencias bésicas, vamos a hacer lo propio en lo

referente a los contenidos.

La distribucion de contenidos en el curriculo distingue seis grandes
bloques de orientacion académica, que se repiten a lo largo de los cuatro
cursos de la educacion secundaria obligatoria, pero van variando e

incrementando su dificultad segun pasan los cursos.

Segun el curriculo, los alumnos deben conocer procesos matematicos y
aplicarlos en la vida cotidiana. Pero es una labor complicada utilizar aquello
que se ha aprendido en el aula en una situacién real cuando nunca se ha
estudiado de este modo. El problema es que las mateméticas en si mismas se
estudian antes que sus posibles aplicaciones en el mundo real y en la mayoria
de los casos estas aplicaciones no llegan a desarrollarse. La apuesta por la
modelizaciéon debe ser una oportunidad para corregir, en la practica docente,
ciertos problemas en la distribucion de los contenidos. Por lo tanto, es
necesario fomentar este tipo de actividades en el aula. La modelizacién se
refiere a la consideracién de problemas abiertos, auténticos y complejos
relacionados con la realidad. Los contenidos matematicos intervienen en las
tareas de modelizacién pero es su coordinacién a través de estrategias de
resolucién de problemas lo que distingue estas tareas de las demas.

Los conceptos matematicos pueden ensefiarse con la finalidad de
comprender y solucionar una situacion real problematica. El proceso que se
lleva a cabo durante la modelizacién permite profundizar en la comprensién de

estos conceptos. Esto implica que, una vez finalizada la etapa secundaria, los
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alumnos seran capaces de relacionarlos con cualquier actividad o situacion de
su vida diaria de forma auténoma.

Estupio PISA

El curriculo vigente es sometido a evaluaciones externas a través de las
cuales se determina su adecuacién a lo que la sociedad espera que los
estudiantes aprendan. Una de las evaluaciones que mas trascendencia ha
tenido en los ultimos tiempos es la desarrollada por la OCDE, conocida como
estudio PISA. El estudio PISA (Pisa, 2003; 2009), se concibe como una
herramienta para contribuir al desarrollo del capital humano de los paises
miembros de la OCDE. La evaluacién PISA permite obtener indicadores sobre
la alfabetizacién de los escolares en términos de los conocimientos y destrezas
necesarios para la vida adulta. Dicho estudio se lleva a cabo mediante la
evaluacién de las competencias de los escolares de 15 afos en lectura

comprensiva, matematicas y ciencias.

Se evaltan conocimientos y destrezas que no proceden, en general, de
los curriculos de cada pais, mas bien se juzgan aquellos que se consideran
esenciales para la vida adulta.

En matematicas se evalla la competencia matematica (OCDE, 2004),
entendida como el conjunto de capacidades de cada individuo para analizar y
razonar acerca de una variedad de situaciones, de modo que entiendan el
papel que en la vida real tienen las matematicas.

Esta competencia matematica se puede desglosar en siete
competencias especificas, cuya base son las ideas de Niss, expuestas
anteriormente. Una de las competencias especificas es modelar. PISA
establece que incluye las capacidades de:

- Estructurar el campo o situacién que se va a modelar.

- Traducir la realidad a una estructura matematica.

- Interpretar los modelos mateméaticos en términos reales.

- Trabajar con un modelo matematico.

- Reflexionar, analizar y ofrecer la critica de un modelo y sus resultados.
- Comunicar acerca de un modelo y de sus resultados.
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- Dirigir y controlar el proceso de modelizacion.

Las competencias PISA se entienden como las capacidades de los
alumnos para analizar y razonar en una serie de situaciones. La evaluacion de
las pruebas tiene la finalidad de detectar si los estudiantes han adquirido estas
competencias y saben desenvolverse en actividades cotidianas. Los alumnos
deben ser capaces de dar respuestas a determinados problemas reales, por lo
que la modelizacién sera una pieza clave. Sera indispensable que el alumno
analice y comprenda una situacién inicial para traducirla a una estructura
matematica. Después tendra que trabajar esta estructura matematica para
llegar a un resultado, que deberd interpretar y analizar, validando o no la
posible solucion.

Con esto podemos afirmar que PISA tiene la finalidad de evaluar si el
alumno es capaz de utilizar sus conocimientos matematicos, mas que dominar
los conceptos aprendidos. Esto quiere decir que el aprendizaje debe centrarse
en el significado funcional del proceso matematico.

MODELIZACION Y EDUCACION MATEMATICA 15



MASTER DE FORMACION DEL PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA ucC

3. ENSENANZA DE LA MODELIZACION

La modelizacion es un tema que esta a debate en los ultimos afios como
una estrategia de mejora de la educacion, debido principalmente a su
adecuacion a los objetivos de cada etapa del curriculo a través de la conexién
con la vida real, ser una herramienta motivadora o dar apoyo a la diversidad.

Otro punto importante es considerar la modelizacion como una nueva
herramienta de ensefnanza que despierta el interés y la motivacion de los
alumnos. Ultimamente se habla mucho de la desmotivacién del alumnado y de
profesores que no se adaptan a los nuevos tiempos. La modelizaciéon puede
acabar con esta discusion, puesto que conectar la realidad con las
matematicas es algo sencillo y que puede atraer la atencién del alumnado.

Una de las aportaciones que nos proporciona la modelizacién es el
enriguecimiento que produce, desde el punto de vista didactico, en el proceso
de resolucion de problemas. La creatividad tiene un lugar preeminente dentro
del proceso de dicho proceso. Las ideas deben nacer en la mente de los
alumnos y el profesor debe actuar tan solo como un guia.

Hay que anadir que utilizando la modelizacion en clase se atiende a la
diversidad en el aula. Las practicas de modelizacion se realizan en pequefios
grupos. Con esta forma de trabajo, cada uno puede aportar al grupo en funciéon
de sus capacidades y ademas aprender los unos de los otros. Pero para ello
hay que ver qué tipo de actividad se adapta mejor a cada alumnado, ademas
de los objetivos que se pretenden alcanzar.

Por otro lado, no todo son ventajas. Aun no esta clara su forma de
evaluacién de manera satisfactoria o el tiempo de preparacién de las practicas
por parte del profesor. La busqueda y seleccion de problemas adecuados es
quiza la labor mas compleja y la que mas tiempo requiere. Es dificil encontrar
ejercicios que representen situaciones cotidianas en los cuales el alumno deba
organizar, estructurar, determinar la matematica relevante, resolver el problema
y devolver una respuesta coherente. Dados que estas dos ideas son los

principales inconvenientes, sera interesante profundizar en ellas.
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Referente a la evaluacién podemos afirmar que la modelizaciéon esta
ligada al planteamiento y a la resolucibn de problemas, entre otras
competencias. Estas expresan objetivos de aprendizaje a largo plazo, por lo
que no deberia ser preciso realizar evaluaciones frecuentes. La evaluacién
puede apoyarse en controles o entregas intermedias, y asi aprovechar para
estudiar la situacion del alumno durante todo el proceso de modelizacion. Lo
principal es que dicha evaluacién sea objetiva. Una manera de lograrlo es
especificando desde el principio los criterios que se van a evaluar en el
proceso.

De la Fuente (2010) dice que desde el punto de vista de la ensefianza, el
proceso que sigue el alumno durante la modelizacién es similar al que vive un
matematico en el desarrollo de una investigacion, con la diferencia del nivel de
los conocimientos. Con este planteamiento, tanto alumnado como profesorado,
pueden adentrarse en la verdadera naturaleza del conocimiento matematico,
reviviendo el proceso de su creacién y descubrimiento. Ruiz (2010) afade que
el alumno aprende pero también el docente, puesto que la formaciéon del
profesor de matematicas no incluye la competencia de modelizacién. Este la ha
ido adquiriendo a lo largo de su formacion y casi siempre realiza las
modelizaciones identificando los problemas con otros que ya conoce.

Para acabar con este tema, es importante mencionar los tipos de
maneras de ensefiar modelizacién. Galbraith (1989), propuso tres métodos:

- Aplicaciones generales: el profesor ha ensefiado el modelo y los
estudiantes lo aplican a una serie de ejercicios. Esto es lo que se viene
haciendo en la actualidad en las aulas de secundaria y no va mas alla de
traducir a lo matematico y resolverlo, sin llegar a reflexionar.

- Modelizacién estructurada: en este caso se usan todas las etapas de la
modelizacion y el profesor ejerce un gran control.

- Modelizacién abierta: los alumnos deben trabajar el problema con la
ayuda del docente limitada puesto que el profesor no controla las

matematicas elegidas por los alumnos.
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PRACTICAS DE MODELIZACION ABIERTA

Dado que este ultimo tipo de modelizacion es el que mas beneficios
puede reportarnos, vamos a mencionar brevemente algunos ejemplos. Hemos
elegido tres practicas de modelizacion llevadas a cabo en Australia, Argentina,
y Alemania para comprobar como la modelizacion es igual en todas las partes
del mundo.

El primer ejemplo estd sacado de una publicacion de Henry & McAuliffe
(1994) y es titulado Drying Out.

En Australia hay muchos lagos que estan secos la mayor parte del tiempo y
solo se llenan durante cortos periodos después de lluvias, como el Lago

Eyre. Cuando el lago esta lleno de agua, ¢;cuanto tiempo tarda en vaciarse?

Una vez comprendido el enunciado, los estudiantes hicieron una
tormenta de ideas en cada grupo, una serie de suposiciones y decidieron
cuales serian las variables a trabajar. En este caso son el tamano y la
profundidad del lago, la temperatura del ambiente y el nivel de evaporacién, la

vegetacion y los animales, o la salinidad.

Lo siguiente fue formular el problema en términos matematicos.
Debatirdn en grupos, hardn un listado de los calculos que necesitan y
analizaran los datos de los que disponen, como el volumen del Lago Eyre o el
tanto por ciento de evaporaciéon por dia. Algun grupo optd por tomar el lago
como un volumen cilindrico mientras que otros lo asemejaron a un tronco de
cono. Al final, los alumnados determinaron que los céalculos que necesitaban
eran el area del lago, el area de su base, el radio y la profundidad del lago, la
pérdida de profundidad debida a la evaporacion y las pérdidas por filtraciones.

Para llegar a la solucion matematica plantearon una hoja de calculo que
calcula la pérdida de volumen al final de la jornada y a continuacion se ajusta y
repite los calculos con el nuevo volumen. La solucion llegara el dia que ese

volumen sea negativo.

Una vez obtenida la solucion, volvieron al punto de partida para ver si

esa solucion se encontraba dentro de las suposiciones que habian hecho y
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cumplia con el objetivo del ejercicio, es decir, interpretaron y validaron la
solucion. Una vez satisfechos con la solucion, pueden validar el modelo y
ajustar la hoja de célculo para otros problemas similares. Valdra con modificar
las variables.

Para finalizar, los estudiantes debieron explicar sus ejercicios y debatir
con el resto de la clase. Esta fue la parte mas evaluable puesto que los
estudiantes expresaron sus ideas matematicas, el proceso seguido y sus
conclusiones.

La conclusién obtenida en esta prueba fue que se necesita modelizacién
abierta para equipar a nuestros alumnos con confianza necesaria para aplicar

las matematicas en sus vidas diarias.

El segundo ejemplo es una experiencia de Reid, Etcheverry, Roldan y
Gareis (2010) con alumnos de 15 afios en un instituto de La Pampa, Argentina.
La clase se dividira en grupos de no mas de cuatro personas.

En la fiesta de despedida de los alumnos del tercer arno, organizada por los
estudiantes de segundo, se va a realizar un brindis. Se ha hecho una
donacion de vajilla descartable y hay copas de distintas formas y tamanos.
¢ Qué cantidad de bebida, como minimo, se tendria que disponer para que

todos pudiesen tomar una copa en el brindis?

Como punto de partida estaba el numero de alumnos y las diferentes
formas que podia tener una copa y se relacionaba con distintos cuerpos
geométricos. A partir de ahi se calculaba el volumen de cada una, pero
llegaban a la duda de hasta qué altura llegaria el liquido dentro de cada copa.
Realizaron una investigacién bibliografica y busquedas a través de internet.

Las diferentes soluciones van desde que las copas tienen forma esférica
y se llena 2/3 parte, a que hay copas esféricas y cilindricas, y ambas se llenan
hasta la mitad. Una vez llegaron a esta conclusiéon en términos matematicos,
debieron validar la solucién y exponer oralmente sus resultados para ver si

eran o no correctos.
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La intervencion docente estuvo orientada a que los alumnos explorasen
los diferentes cuerpos geométricos y que los combinaran entre si. Los alumnos
pudieron comprobar el significado de cada uno de ellos y ademas continuaron
explorando su clasificacibn y caracteristicas fundamentales. También
construyeron las diferentes copas con cartulina y dibujaron sobre el papel la
marca del liquido de modo que estudiaron si las copas estaban llenas o solo un
cuarto, un medio u otra fraccién de liquido.

Los estudiantes se mostraron motivados para construir los cuerpos
geomeétricos y relacionarlos con cuerpos reales. Algun alumno mencioné que
los problemas de este tipo eran divertidos. El docente llegé a la conclusién de
que el proceso de matematizacién necesario para construirlo estuvo al alcance

de estos alumnos.

El tercer y ultimo ejemplo, lo presenta Kaiser (2004). La experiencia fue
llevada a cabo en la Universidad Politécnica de Kaiserslautern durante el
semestre de invierno de 2001/02 en un instituto de Hamburgo con estudiantes
de 17-18 anos. Trabajaron de forma independiente en grupos de 4-5, y los

profesores intervinieron lo minimo posible.

En una estacion de esqui, se dan una serie de accidentes graves.
Disponemos de tres helicopteros de rescate de la Cruz Blanca para ayudar a
las personas tan pronto como sea posible, ;cual seria la posicion optima

para colocar cada helicoptero?

A los estudiantes se les entregd un mapa con su localizacion y una tabla
con las coordenadas y frecuencias de accidentes.

Se simplifica el problema a buscar la posicion 6ptima para cada uno de
los tres helicopteros que atienden a los accidentes en una estacién de esqui lo
mas rapido posible. El primer paso fue la transicion en el modelo real para que
los alumnos desarrollaran varias definiciones acerca de lo que significa un
posicionamiento 6ptimo en relacién con diversos criterios, como por ejemplo

que el accidentado no debia esperar mas de 10 minutos al helicptero; que los
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helicépteros debian volar el mismo nimero de operaciones; o que mediante el
uso de los datos disponibles como punto de partida, las distancias deben ser
minimas.

El siguiente paso fue la transformacion a un modelo matematico, para lo
cual debian dividir el area en tres partes. En funcion de la definicién elegida de
optimizacion se desarrollaron diversas soluciones. En la mayoria de grupos
siguieron un solo criterio pero otros grupos siguieron mas de uno y crearon
problemas matematicos mucho mas complejos. Las soluciones fueron estas:

-Minimizar la longitud de los caminos de forma geométrica. El centro de
gravedad se decidi6 por una ponderacién de las coordenadas de los lugares
accidentados con las frecuencias de accidentes.

-Asistir lo mas rapido posible. El area de dividié en tres areas circulares y
cada helicoptero se colocé en el centro del circulo correspondiente. La
superposicion de las regiones seria atendida por el helicoptero de uso menos

frecuente. Esta solucion era principalmente una grafica.

-Ayudar lo més rapido posible pero utilizando la misma capacidad de
helicbépteros. La estacién se dividid en tres areas, segun paralelismos y los
helicdpteros se situaron en el centro de gravedad.

Tras estas posibles soluciones, los alumnos las verificaron de acuerdo
con la situacién inicial y la verosimilitud de los resultados fue examinada. Al
principio los alumnos creian que se les exigian muchas cosas y se sentian
inseguros, pero al final estaban fuertemente identificados con los resultados y

los defendian con conviccion y entusiasmo.

Las conclusiones al finalizar la experiencia fueron que la mayoria de
alumnos, pese a haber sido un largo proceso, participaron activamente en todo
momento y al final expresaron su satisfaccion de haber llegado a una solucién.
Se produjo un cambio en la manera de ver las matematicas antes y después de
la actividad, tanto en profesores como en alumnos. Otra idea obtenida es que
no hace falta ser un alumno talentoso para realizar este tipo de actividades.
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4. EXPERIMENTACION

Tras estudiar las teorias sobre modelizacion y algunos ejemplos de
como se han llevado a la practica, llega el turno de verlo por nosotros mismos.
Debido a la escasez de tiempo solo hemos podido realizar una pequefia
experimentacién para comprobar si los estudiantes de secundaria trabajan
mejor en contexto cotidiano o en contexto matematico. Para ello les hemos
pedido que realicen dos pruebas. Ambas contenian dos ejercicios sencillos y
los estudiantes debian resolverlos. Primero lo resolvieron en contexto de la vida
real y unos dias mas tarde en contexto matematico, siendo siempre los mismos
datos. Después hemos comparado los resultados y eso nos ha llevado a la
obtencion de una serie de conclusiones.

4.1. OBJETIVOS DE LA EXPERIMENTACION

Los objetivos especificos de la experimentacién realizada son:

- Determinar si los alumnos utilizan mejor las matematicas al
relacionarlas con problemas de la vida real o al trabajarlas en el contexto
matematico.

- Evidenciar si encuentran mas dificultades en uno u otro contexto.

- Comprobar si su rendimiento académico (calificaciones altas, medias o
bajas en matematicas) esta relacionado con su capacidad para utilizar las
matematicas en contexto.

4.2. LAMUESTRA SELECCIONADA

La investigacién se ha llevado a cabo en un instituto publico de
ensefanza secundaria situado en un entorno rural de la zona occidental de la
comunidad de Cantabria durante el mes de abril de 2013.

En este centro hay tres grupos de cuarto de secundaria y hemos
realizado la experiencia en el correspondiente al que cursa las matematicas de
la opcién A, es decir, en esta clase estan aquellos alumnos que tienen la
intencion de realizar el bachillerato de letras. Este grupo esta formado por
diecinueve alumnos, de los cuales ninguno ha repetido cuarto pero uno si
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repiti6 tercero. Tres alumnos comenzaron el curso con las matematicas
pendientes de tercero pero las recuperaron en un examen que tuvo lugar en
febrero.

El alumnado de esta clase es heterogéneo y en la asignatura de
matematicas trabaja en grupos cooperativos de cuatro personas formados de
manera equilibrada, es decir, en cada grupo hay un alumno con altas
capacidades, un alumno con dificultades en la materia y dos alumnos medios.

La prueba se ha llevado a cabo dentro de la unidad didactica de
sistemas de ecuaciones en el bloque de algebra. Los alumnos habian visto
previamente el tema de polinomios y el tema de ecuaciones e inecuaciones.
También habian visto el tema de sistemas de ecuaciones lineales en tercero de
secundaria.

4.3. L0S INSTRUMENTOS DE RECOGIDA DE DATOS

Para conseguir los objetivos pretendidos, hemos disefiado dos pruebas
individuales (Anexo 1). La primera prueba consistié en resolver dos ejercicios
en contexto cotidiano: un ejercicio A y un ejercicio B. Dias mas tarde, se les
entregd otro folio con la segunda prueba, compuesta por dos problemas en

contexto matematico: un ejercicio A y un ejercicio B.

Los ejercicios A de cada prueba guardan relacién entre si, puesto que
tienen los mismos datos. Seran resueltos por alguno de los tres métodos
numéricos de resolucién de sistemas de ecuaciones: sustitucién, igualacion,
reduccion. Los ejercicios B de cada prueba también tienen los mismos datos y
seran resueltos por el método grafico. Al tener los mismos datos en cada tipo

de ejercicio, la comparacion serd mas fiable.

4.4. CONDICIONES DE LA REALIZACION DE LAS PRUEBAS

La primera prueba se realizé el 17 de abril y dispusieron de veinte
minutos para realizar ambos ejercicios. Se les entregé un folio con los dos
ejercicios en contexto cotidiano para realizar de manera individual, siguiendo
con la tematica del equipo de atletismo. El dia 22 de abril, se les entregd el folio
correspondiente a la segunda prueba, con los dos ejercicios en contexto
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matematico para realizar individualmente. También dispusieron de veinte

minutos.

En ambas pruebas les pedi que pusieran su nombre puesto que
necesitaba saber de quién era cada una para poder realizar la posterior
comparacién. En el momento de realizar esta prueba les avise de que no
contaria para nota y que simplemente era para ver el nivel que tenian. Una vez
en recogidas las resoluciones de los estudiantes, se ha sustituido el nombre de
los estudiantes por un numero, para que asi permanezcan en el anonimato.

4.5. RESULTADOS DE LAS PRUEBAS

Los resultados se han representado en una tabla de datos. Cada fila
corresponde a un alumno y cada columna corresponde a una fase de
resolucion del problema. A continuacién vamos a explicar con mas exactitud

estas dos dimensiones.

En lo referente a las filas, en cada una de ellas aparecen los datos
correspondientes a cada alumno. Los alumnos han sido ordenados de forma
decreciente segun su nota en el examen correspondiente a la unidad didactica
de sistemas de ecuaciones lineales. Los hemos clasificado en tres grupos en

funcion de las calificaciones obtenidas en este examen:

- Calificaciones altas: 7°5 o superior; compuesto por 7 alumnos.
- Calificaciones medias: entre el 5y el 7°5; compuesto por 6 alumnos.
- Calificaciones bajas: 5 o inferior; compuesto por 6 alumnos.

A la hora de dar el corte y que un alumno pertenezca a uno u otro grupo
se ha tenido en cuenta que las calificaciones estuvieran de acuerdo a las
capacidades matematicas de cada alumno. Hay que afnadir que la autora ha
estado presente durante dos meses en el aula con estos alumnos, por lo que
los conoce personalmente y sabe en qué grado dominan la materia. Se puede
decir que en el grupo de calificaciones altas estan aquellos alumnos que no
suelen tener dificultades en esta materia y en el de calificaciones bajas pasa lo
contrario, estando estos 6 alumnos siempre en el limite del aprobado.
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En lo referente a las columnas, se estructuran segun una serie de fases,
que han sido adaptadas de Blum y Kaiser (1996). Cuando queremos resolver
un problema matematico debemos seguir una serie de pasos, y segun el tipo
de ejercicio, las fases a seguir serdn unas u otras. En base a estas fases
hemos creado una tabla que completaremos con las soluciones dadas por los
alumnos. A continuacion describimos en qué consiste cada fase:

- Fase 1: paso de lo verbal a lo matematico.
- Fase 2: método que se lleva a cabo.

- Fase 3: proceso de resolucién.

- Fase 4: solucién.

- Fase 5: interpretacion de la solucion

- Fase 6: validacion de la solucion.

Tenemos dos tablas de datos, una por cada tipo de ejercicio: A (resuelto
de forma numérica) o B (resuelto de forma grafica). En cada tabla, cada fase ha
sido dividida en dos, en funcidon del contexto del problema; en rojo aparecen los
datos del contexto cotidiano y en azul los del mateméatico. Y dentro de cada
contexto hay dos columnas. La columna de la izquierda respondera a la
pregunta: “sha realizado esta fase el alumno?” y se completa con un “si” o un
“no”. La columna de la derecha ira acomparnada de un uno, si la respuesta es
afirmativa y ademas el proceso es correcto; de un cero, si la respuesta es
afirmativa pero el proceso es incorrecto; o de un cero, si la respuesta es

negativa. A continuacién se pueden ver los tres resultados posibles:

- Si, correcto: 1.
- Si, incorrecto: 0.
- No: 0.

Cabe destacar que los resultados de una fase no heredan los errores de
fases anteriores. Por ejemplo, si un alumno ha realizado la primera fase de
forma incorrecta, tendra un “si 0”. Y si realiza correctamente la fase 3 en base a
los datos incorrectos de su fase 1, sera calificado como “si 1.

La fase 2 no aparece en la tabla al haber usado todos los alumnos el
método impuesto en el enunciado por lo que consideramos que no tiene
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relevancia de cara a nuestro estudio. Por su parte, la fase 6 tampoco ha
aparecido, es decir, ningun estudiante ha dado una validacién al ejercicio
porque en el aula no se les exige que lo hagan.

A continuacién aparecen las cuatro tablas que recogen los resultados
obtenidos. Las dos primeras corresponden a los resultados obtenidos por todos
los alumnos en funcion de sus respuestas para el ejercicio A y el ejercicio B,
respectivamente. La tercera y cuarta tabla se corresponden con una sintesis de
los resultados obtenidos en funcion de los grupos de alumnos, segun sus

calificaciones.

Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5

Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat.
Alumno 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 2 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 3 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 4 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 5 si 1 si 1 si 1 si 1 si il si 1 si 1 si 1
Alumno 6 si 1 si 1 si il si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 7 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Grupo Bajo: 7 i7 7 7 7 7 7 5
Alumno 8 si 1 si 1 si 0 si 0 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 9 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 10 si 1 si 1 si 1 si 0 si 1] si 1 si 1 no 0
Alumno 11 si 1 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 12 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 13 si il si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Grupo Medio: 6 6 4 4 6 6 6 0
Alumno 14 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0 no 0
Alumno 15 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Alumno 16 si i si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 17 si 1 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 18 si 1 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 no 0 no 0
Alumno 19 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0
Grupo Alto: 6 6 3 6 6 6 4 2
Total 19 19 14 17 19 19 17 7

Tabla 1: Resultados de cada alumno en los Ejercicios A

MODELIZACION Y EDUCACION MATEMATICA 26



MASTER DE FORMACION DEL PROFESORADO DE EDUCACION SECUNDARIA ucC

Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5
Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat. Cotidiano Matemat.
Alumno 1 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 2 si 0 s 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si i si 1
Alumno 3 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si il
Alumno 4 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 5 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si il si 1 si 1
Alumno 6 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si il si 1 si 1
Alumno 7 si 0 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Calif. Altas: 4 3 7 i’ 1 i 7 7{
Alumno 8 si 0 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 9 no 0 si 0 no 0 si 1 no 0 si 1 no 0 no 0
Alumno 10 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si il si 1
Alumno 11 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 12 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 no 0 si 1
Alumno 13 si 1 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Calif.Medias: 3 1 5 6 5 6 4 5
Alumno 14 si 0 si 0 si 1 si i si 1 si 1 si 1 si |
Alumno 15 si 0 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 16 no 0 si 0 no 0 si 1 no 0 si 1 no 0 no 0
Alumno 17 si 0 si 0 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1 si 1
Alumno 18 no 0 no 0 no 0 no 0 no 0 no 0 no 0 no 0
Alumno 19 no 0 si 0 no 0 si 1 no 0 si 1 no 0 si 1
Calif. Bajas: 0 0 3 5 3 5 3 4
Total i7 4 15 18 15 18 14 16
Tabla 2: Resultados de cada alumno en los Ejercicios B
Cotidiano Matematico
Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5 Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5
Calif. Altas 7 7 7 7 7 7 7 5
Calif. Medias 6 4 6 6 6 4 6 0
Calif. Bajas 6 3 6 4 6 6 6 2
Total 19 14 19 317 19 7/ 19 7

Tabla 3: Resultados por grupos en funcion de sus calificaciones. Ejercicios A

Cotidiano Matematico
Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5 Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5
Calif. Altas 4 i 7 7 3 7 7 7
Calif. Medias 3 5 by 4 1 6 6 5
Calif. Bajas 0 3 3 3 0 5 5 4
Total 7 15 15 14 4 18 18 16

Tabla 4: Resultados por grupos en funcién de sus calificaciones. Ejercicios B
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En el Anexo 2 de este trabajo se pueden ver las pruebas de un alumno

de cada grupo de calificaciones en contexto cotidiano y en contexto

matematico. En ese mismo anexo, en la version digital aparecen recogidas

todas las pruebas. A continuacién vamos a ver la manera de evaluar cada

ejercicio a través de la prueba 1 del alumno 7.

En el ejercicio A ha realizado correctamente el ejercicio. Ha relacionado

cada componente con una incognita, ha realizado el proceso correctamente

hallando la solucién correcta y ademas ha dado la interpretacion. En la tabla

tiene un “si 0” en todas las fases del ejercicio.

Zol?

Prueba 1. Ejercicio A. Alumno 7

Prueba 1. Ejercicio B. Alumno 7
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En el ejercicio B realiza incorrectamente la primera fase, por lo tanto se
califica como “si 0”. En funcidn de los datos que ha traducido, realiza el proceso
de resoluciéon de manera correcta y halla la solucién adecuada. También realiza

la interpretacion, por lo que estas Ultimas fases seran calificadas como “si 1.

4.6. ANALISIS DE LOS RESULTADOS

En funcién de los resultados obtenidos en las tablas de datos, vamos a
realizar un analisis cuantitativo. Empezaremos analizando los resultados en
general, tomando la clase compuesta por los 19 alumnos como un todo. Por un
lado estudiaremos los ejercicios A y por otro los ejercicios B, a la vez que nos
fijamos en cada una de las fases que constituyen el proceso. Una vez hecho
esto, pasaremos a analizar en profundidad los datos correspondientes a cada
uno de los tres grupos, también teniendo en cuenta las diferentes fases.

4.6.1. Resultados en general

La siguiente tabla es una sintesis de los resultados obtenidos al analizar
las pruebas relacionadas por cada alumno.

Cotidiano Matematico
Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5 Fase 1 Fase 3 Fase 4 Fase 5
Ejercicios A 19 14 19 17 19 % 19 1
Ejercicios B 7 15 15 14 - 18 18 16

Tabla 5: Resumen general de cada ejercicio

Los ejercicios A de cada prueba, los saben plantear y resolver todos los
alumnos en los dos contextos. Todos han sabido traducir el enunciado al
lenguaje matematico, realizado el proceso de resolucién y han dado una
solucién aunque en algun caso no ha sido el correcto. Hasta este punto, los
datos de los que disponemos son similares en ambos contextos, pero en la

fase 5 se produce un dato llamativo.

En la fase 5, correspondiente a la interpretacién de la solucién, en el
contexto cotidiano 17 de los 19 alumnos que dieron la solucién han hecho
ademas su correspondiente interpretaciéon y a cada valor de x e y lo han
relacionado con el zumo de limén o el agua; mientras que en el contexto

matematico solo 7 de los 19 han interpretado la solucién, el resto se ha limitado
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a dejarlo en funcion de x e y, sin mencionar que cada incégnita se corresponde
con cada uno de los nimeros demandados.

Por otro lado, en los ejercicios de tipo B podemos sacar mas
conclusiones, sobre todo de la fase 1. Antes de nada hay que mencionar que
los alumnos debian dibujar su propia grafica y disponian de reglas para
dibujarla pero gran parte del alumnado lo hizo a mano alzada y de una manera
aproximada. Por este motivo, varios alumnos no realizan correctamente esta
fase debido a que las gréficas estan mal divididas o les falta exactitud. Por lo
tanto, se ha decidido profundizar en esta fase y contabilizar el numero de
alumnos que falla por falta de exactitud o por no saber dibujar las rectas
correctas. En la tabla observamos que solo 7 de los alumnos en el contexto
cotidiano y 4 en el matematico, realizan correctamente la primera fase, pero si
tenemos en cuenta la falta de exactitud la cifra aumenta a 9 y 15,

respectivamente.

La fase 3 y la fase 4 han sido realizadas correctamente en base a los
datos que cada uno planteé en la fase 1, esto quiere decir que aquellos
alumnos que plantearon correctamente el ejercicio supieron hallar la solucién
correcta. Por otro lado, aquellos alumnos que plantearon el ejercicio de forma
erronea también llegaron a la solucion correspondiente en funcion de las rectas

dibujadas, aunque, obviamente, no obtuvieron la solucién correcta.

Al contrario que sucedia en los ejercicios de tipo A, la interpretacion de
la solucién en los ejercicios de tipo B ha sido realizada por un numero similar

de alumnos y no aporta ninguna conclusion determinante.

Si observamos la tabla 5 de la pagina anterior, hay tres valores que
llaman la atencién sobre el resto y son los correspondientes a la fase 1 del
método grafico en ambos contextos y a la fase 5 del contexto matematico de
los ejercicios A. El resto de valores se mantienen superiores a la mitad de la
muestra. Con esto podemos afirmar que en los sistemas de ecuaciones, la
mayor dificultad que encuentran los alumnos es traducir el enunciado al

lenguaje matematico al utilizar el método grafico.
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Todo esto nos ha llevado a repasar las pruebas y hacer una tabla
correspondiente al numero de alumnos que realizan cada fase, pero en esta
ocasion de forma correcta, en base a la traduccion del enunciado al lenguaje
matematico, a la solucién dada y a la interpretacién de dicha solucion.

Ejercicios A Ejercicios B
Cotidiano Matematico Cotidiano Matematico
Tradu. Soluc. Interp. Tradu. Soluc. Interp. Tradu. Soluc. Interp. Tradu. Soluc. Interp.
Calif. Altas i 74 Y i 7 7 5 4 4 4 3 3 3
Calif. Medias 6 4 4 6 4 0 3 3 3 1 1 1
Calif. Bajas 6 3 2 6 6 2 0 0 0 0 0 0
Total 19 14 13 19 17 il 7 ifi 7 4 4 4

Tabla 6: Resumen de los procesos correctos del alumnado.

En los ejercicios A, todos los alumnos realizan correctamente la
traduccion del enunciado, pero el fallo se produce en la resolucién del ejercicio.
La fase 5 referente a la interpretacion de la solucién sigue teniendo datos

similares a nuestro anterior analisis.

Por su parte, en los ejercicios B volvemos a la idea de que el mayor
problema se produce a la hora de traducir el enunciado al lenguaje matematico,
ademas del hecho de que muchas graficas fueron dibujadas sin la precision
necesaria. El mayor descubrimiento de esta tabla, es que aquellos alumnos
que realizan bien esta primera fase, realizan correctamente el resto del
ejercicio, debido posiblemente a que una vez que tienen las dos rectas es muy
facil hallar el punto de corte.

Tras el analisis general, vamos a centrar nuestra atencién en cada uno
de los tres grupos en los que hemos dividido a los alumnos segun sus
calificaciones (altas, medias, bajas).

4.6.2. Resultados sequn los tres grupos. Ejercicios de tipo A

Estudiando a todos los alumnos como un todo, este tipo de ejercicio ha
sido realizado correctamente por la mayoria de ellos, siendo lo mas llamativo la
falta de interpretacion en el contexto matematico. Ahora vamos a analizar este
hecho en funcién del tipo de alumnado. Para ellos vamos a apoyarnos en las

siguientes graficas que nos permiten visualizar aquellos datos mas relevantes.
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Grafica 1. Ejercicio A: Contexto Cotidiano
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Grafica 2. Ejercicio A: Contexto Matematico
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En el grupo de calificaciones altas, todos los alumnos han realizado
correctamente el ejercicio y solo 2 de 7 no han interpretado el resultado en el
contexto matematico. En el grupo de calificaciones medias, todos han
planteado bien el ejercicio pero 2 alumnos han tenido algun fallo en el proceso
de resolucién en ambos contextos, mientras que la interpretacién ha sido
realizada por todos ellos en el contexto cotidiano, ninguno la ha realizado en el
contexto matematico. Este hecho llama mucho la atencién. En el grupo de
calificaciones bajas, también han planteado correctamente el ejercicio todos los
miembros pero ha habido fallos en el proceso de resolucién. La interpretaciéon
ha sido realizada por 4 alumnos en el contexto cotidiano y solo por 2 en el
matematico.

Podemos afirmar que en todos los grupos hay mas alumnos que realizan
la interpretacion en el contexto cotidiano que en el matematico. Y el nUmero de

alumnos que lo interpretan va bajando a medida que baja el nivel de las
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calificaciones. Ademas, es sorprendente que en el grupo de calificaciones
medias, ninguno lo haya interpretado en contexto matematico.

Esto puede llevarnos a pensar que los alumnos con altas capacidades
realizan los ejercicios correctamente en ambos contextos, pero aquellos
alumnos con menores capacidades se sienten mas cémodos en el contexto
cotidiano, al menos al utilizar alguno de los métodos numéricos.

4.6.3. Resultados sequn los tres grupos. Ejercicios de tipo B

Del mismo modo que hemos analizado los ejercicios de tipo A, haremos
lo propio con los de tipo B, apoyandonos de nuevo en las graficas siguientes.
Asi comprobaremos en qué fases se producen las mayores dificultades y
dentro de qué grupos.

Grafica 3. Ejercicio B: Contexto Cotidiano
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Gréfica 4. Ejercicio B: Contexto Matematico
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Llama mucho la atencién que en la fase 1 de ambos contextos, ningun

alumno del grupo de calificaciones bajas ha sabido colocar bien los cuatro
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puntos correspondientes a las dos rectas. Puesto que es un hecho
sorprendente, vamos a analizar las hojas de ejercicios de estos 6 alumnos en
ambos contextos. Comprobamos que en el contexto matematico solo 2
alumnos han dibujado algo similar a lo que el enunciado dictaba, mientras que
en el contexto matematico, 5 de esos 6 alumnos si han representado dos
rectas similares a las que se pedian pero con algun error.

En los grupos de calificaciones medias y altas, los resultados obtenidos
en ambos contextos son similares y la mayoria de fallos son producidos por
falta de exactitud. A la hora de resolver el ejercicio y hallar el punto de corte
correspondiente, no hay problemas con ningun alumno. Quienes hallaron dos
rectas correctamente en la fase uno, hallaron el punto de corte correcto,
mientras que aquellos alumnos que dibujaron mal las rectas, también realizaron
bien el proceso de hallar en punto de corte, pero un punto erréneo puesto que
arrastraban el fallo de la fase 1. En comparaciéon con los alumnos con
calificaciones bajas, los alumnos con calificaciones medias y altas han dibujado
rectas similares a las correctas.

Analizando la fase 5, podemos afirmar que todos los alumnos con altas
calificaciones han dado una interpretacion de la solucién en los dos contextos.
En el caso de los grupos con calificaciones medias y bajas, casi todos los que
plantearon el ejercicio han realizado la interpretacion, pero no el 100% como
ocurre con el grupo avanzado.

4.7. CONCLUSIONES DE LA EXPERIMENTACION

Tras analizar los resultados obtenidos hemos llegado a una serie de
conclusiones sobre el alumnado en general, sobre los diferentes tipos de
alumnado y sobre sus principales dificultades al trabajar en situaciones de

modelizacién.

Al analizar los resultados tomando al alumnado como un todo, hemos
notado que para resolver un sistema de ecuaciones por medio de algun método
numerico, los alumnos entienden mejor el ejercicio en contexto cotidiano antes
que en el matemdtico. Un elevado numero de alumnos ha dado su

interpretacion en el contexto cotidiano mientras que en el matematico solo lo
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han hecho unos pocos. Esto se debe al hecho de que encuentran el significado
del ejercicio al tener que calcular el precio del agua y del zumo de limén,
mientras que al hablarles de dos nimeros cualesquiera no llegan a conectar el
resultado con algo que tenga sentido.

Por el contrario, en el ejercicio de sistemas de ecuaciones resuelto por el
método grafico los alumnos tienen més éxito en contexto matematico. Esto es
debido a que en el contexto cotidiano, debian traducir el enunciado a los cuatro
puntos que les darian las dos rectas, mientras que en el contexto matematico,
los puntos necesitaban menor traduccion a las matematicas, es decir, la
traduccion de lo verbal a lo matemético era instantanea mientras que en el
primer caso debian razonarlo detenidamente. También cabe sefnalar que en el
método grafico, independientemente del contexto, quienes realizan bien la

primera fase, realizan bien el resto del ejercicio.

Al estudiar al alumnado en funciéon de sus calificaciones hemos
comprobado que a los alumnos con altas calificaciones les resulta indiferente
trabajar en uno u otro contexto ya que realizaron las pruebas sin dificultades
significativas. Por otro lado, el grupo de calificaciones medias tampoco ha
tenido grandes problemas, pero llama significativamente la atencién el hecho
de que ninguno haya interpretado la solucién del ejercicio A en contexto
matematico. Esto nos lleva a pensar que tal vez estos alumnos, que van bien
en la materia de matematicas pero no destacan en ella, necesiten encontrar un

sentido a aquellos temas matematicos que aprenden en clase.

El tercer grupo correspondiente al alumnado con calificaciones bajas
resuelve de forma similar aquellos ejercicios del método numérico en ambos
contextos, pero han sido mas quienes han dado una interpretacion en el
contexto cotidiano. Tal vez les ocurra como a los alumnos del grupo medio y
necesiten darle un significado a lo que estan resolviendo para llegar a realizar
todos los procedimientos. En lo referente al método grafico, podemos decir que
su mayor problema es traducir los datos de lo verbal a lo matematico, pero
aquellos que no encuentran esa dificultad, no muestran suficiente interés o

concentracion para dibujar la grafica con la necesaria precisién.
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CONCLUSIONES

Un trabajo mateméatico basado en la modelizacién permite a los alumnos
desarrollar una serie de capacidades que necesitaran en el mundo real. Los
conceptos aprendidos a través de este sistema quedaran mas afianzados que
los impartidos hasta ahora donde no se les daba un sentido propio, por lo que
los alumnos veran mas alla de las matematicas como una asignatura aburrida y
liosa. Veran que puede llegar a ser util e interesante, que se usa en cualquier
situacion. Es importante que el alumno relacione las matematicas con la vida
real pero también con otras asignaturas. Materias técnicas como fisica o dibujo

técnico pueden ser utilizadas para aprender matematicas y viceversa.

Desde el punto de vista del curriculo, la modelizacién es una
herramienta didactica que ayuda a la adquisicién de las competencias basicas,
por lo tanto su implementacion en el aula puede ser un objetivo a corto plazo. A
través de la modelizacion, los estudiantes desarrollaran sus habilidades de
argumentacion y comunicacién. Las pruebas PISA estan mas enfocadas a la
modelizaciéon que el sistema educativo espariol, siendo la modelizaciéon una de

las competencias especificas que establece el estudio PISA.

Un inconveniente de la modelizacibn es que la formacién del
profesorado no estd enfocada a este tipo de ensefianza por lo que también
serd un gran cambio en la practica docente trabajar con este tipo de ejercicios.
Hay que anadir que la evaluacién puede ser complicada puesto que alguna
practica requiere varias semanas o meses. Pero esto tiene solucién. El docente
puede adaptarse a los nuevos tiempos, no es tan complicado. Ademas la
tecnologia jugara un papel importante en muchas ocasiones. Por otro lado, la
evaluacién puede llevarse de forma semanal a través de anotaciones sobre los
procesos que siguen los alumnos o con entregas puntuales cada cierto tiempo.
Si al final los alumnos acaban aprendiendo los contenidos minimos y
adquiriendo las competencias basicas podremos sentirnos satisfechos.

Las practicas de modelizacién requieren un seguimiento constante y
exhaustivo del trabajo de los estudiantes, pero a través de ellas se pueden
detectar los errores de los alumnos. En este caso, el error puede ser visto
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como algo de lo que aprender, puesto que antes de finalizar el proceso de
modelaje los estudiantes deben comprobar si la soluciéon es adecuada de
acuerdo al problema inicial. Si no lo es, deberan realizar de nuevo el ejercicio
para ver donde han fallado y eso servira por un lado, para corregir el ejercicio, y
por otro para ver que es normal equivocarse y que no hay que tener miedo a
hacerlo. De igual modo, si se utiliza bien puede ser una herramienta de apoyo a
la diversidad.

La modelizacion ademdas ayudard a fomentar la iniciativa personal y la
toma de decisiones por parte del alumnado puesto que es un trabajo motivador
y creativo, que le exige tomar un camino u otro en diferentes partes del
ejercicio. Los alumnos irdn mas alla de la resolucién de ejercicios de manera
mecanica o aplicando las férmulas que aparezcan en la misma pagina del libro
de texto. Aprenderan modelos que utilizaran en posteriores problemas
similares. Ademas, vinculando los problemas matematicos con situaciones del
dia a dia que les interesen y atraigan su atencién como el caso de elegir la
mejor tarifa telefébnica o comprar billetes de aviéon por internet, podremos
despertar su interés y lograr que estén mas concentrados y con mejor

predisposicién durante las clases.

La principal conclusién que extraemos de la experimentacion es que los
alumnos con altas calificaciones realizan los ejercicios sin grandes dificultades
en cualquier contexto; mientras que los alumnos con calificaciones medias o
bajas entienden mejor el ejercicio a realizar con el método numérico si lo
realizan en contexto cotidiano pero prefieren el contexto matematico para
realizarlo de un modo grafico porque fallan en el paso de lo verbal a lo
matematico. Esto nos lleva a pensar que los alumnos realizan mejor los
ejercicios de resolucién inmediata en los que no haya que pensar mucho ni
prestar especial cuidado en los detalles, como en el caso de dibujar la gréfica.
Por lo tanto, la modelizacion sera una pieza clave en la educacién de los
futuros estudiantes para ayudarles a pensar por si mismos y a no esperar que
el ejercicio se resuelva de forma instantdnea. De este modo, al terminar la
educacion obligatoria seran personas mejor formadas y preparadas para

enfrentarse al mundo real.
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ANEXO 1: PRUEBAS DE LA EXPERIMENTACION

PRUEBA 1

EXPERIMENTACION INDIVIDUAL. PRUEBA EN CONTEXTO COTIDIANO 17/04/13
Ejercicio A

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte
litros de agua y cuarenta litros de zumo de limdn paga 58 euros. Sabiendo que

si se mezclase un litro de agua con uno de zumo de limén la mezcla costaria
1770 euros, calculad el precio de cada elemento.

Ejercicio B

Hay una carrera en Palencia, a 200 kildmetros de distancia desde Cabezén de
la Sal. El autobus es muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no
ha llegado a tiempo de coger el autobus, por lo que su padre decide llevarla en
coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el autobus pero
realizan el viaje en dos horas. Represéntalo graficamente y averigua en qué
kilbmetro alcanzara el coche al autobus.
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PRUEBA 2

EXPERIMENTACION INDIVIDUAL. PRUEBA EN CONTEXTO MATEMATICO 22/04/13
Ejercicio A

La suma de dos numeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el
primero mas cuarenta veces el segundo es 58. ;Cuales son esos numeros?

Ejercicio B
La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una

altura de 200 respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y
pasa por el punto (2’5, 200). 4 En qué punto se cruzan ambas rectas?
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ANEXO 2: PRUEBAS RESUELTAS POR LOS ALUMNOS

A continuacién se recogen las pruebas de los alumnos. Primero
apareceran las del contexto cotidiano y después las del contexto matematico.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 1

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta

litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de

zumo de limoén la mezcla costaria 1°70 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezén de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el
autobiis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto
alcanzard el coche al autobiis.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilémetros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobus es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobiis,
por lo que su padre decide lievaria en coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el
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EJERCICIO INDWIDUXE

ALUMNO 4 B

El entrenador crea su propia beblda energetlca para sus at]etas Por veinte 11tros de agua y cuarenta
litros de zumo de limon paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la mezcia costaria 1°70 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilémetros de distancia desde Cabezén de la Sal. El autobis e:
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el
autobls pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto

alcanzard el coche al autobus.
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ALUMNO 5
El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de Iimén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de

zumo de fimon ia mezcla costaria 1770 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es

muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobs,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta 'ga}eucla Sqleqﬁmwdi’ 10ra mas tarde que el
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 6

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de lim6n paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limo6n la mezcla costaria 1770 euros, calculad el precio de cada elemento.

X g ua..,
20 x -i-L'lOLj:SX H > tuno
X+ 94 =24 o= x=4"0 -y

X = _it"ro B0

2010 -q) + oy =S¥
l)(: O‘S_ }

xY ""?,DL’) T LIOL:5 =S¢
FZOLJB o ?_L’\

[y=4"2]

. B _— \ wike e ; To
+log (vetnte) Gibvos de ogua cvestea a 0S¢ Cads. =
wake CGlkos do¢ . &

e fos Qkos do  tomo cveshan e ATLE
toatenba Litres sen o G3€
© Sl somamos Y8 € wmas A0€  nes da el totel de evrme pagades
R Sen SKE

Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezdn de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobiis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el
autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto
alcanzard el coche al autobiis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 7

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la mezcla costaria 1770 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el
autobus pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto

alcanzard el coche al autobiis.
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ALUMNO 8

ANIVILN

EI enﬁ'enador crea su propia Be]fnda energétlca para sus atletas.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 11
El entrenador crea su propia bebida energética para sus atlnf.a; Por veinte litros de ag-ua y cuarenta

litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limé6n la mezcla coﬂana 170 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, 2 200 kilémetros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobils es
muy lento y farda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el

autobiis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto

alcanzard el coche al autobiis.
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ALUMNO 12

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limdn paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la mezcla costaria 1770 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Pa.lcuua, a 200 knomr:uos de dnmnfqafdewe \,abczon de la Sa.l. El autobiis es
muy lento y tarda tres hums en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su Padlt.?” ecide Hevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el
autobis pero realizan el 'g'igj? en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punio
alcanzaré el cockhe al autobis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 13

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la mezcla costaria 1°70 euros, calculad el precio de cada elemento.

Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el
autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto
alcanzard el coche al autobils.




EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 14

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limé6n la mezcla costaria 1°70 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilémetros de distancia desde Cabezén de la Sal. El autobis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el
autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto

alcanzarda el coche al autobiis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 15

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la mezcla costaria 1770 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilémetros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobiis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora maés tarde que el
autobiis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto
alcanzard el coche al autobis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 16

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limo6n la mezcla costaria 1°70 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabez6n de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobiis,
por lo que su padre decide llevarla en coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el

autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto
alcanzard el coche al autobiis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 17

El entrenador crea su propia bebida energética para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta
litros de zumo de limén paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un lifro de agua con uno de

zumo de limén la mezcla costaria 170 euros, calculad el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilometros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es

muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobis,

por lo que su padre decide lievaria en coche hasta Palencia. Salen media hora més tarde que el

autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y averigua en qué punto

alcanzard el coche al autobis.
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 18

El entrenador crea su propia bebjda energétlca para sus atlctas Por veinte litros de agua

litros de zumo de limon paga 58 euros. Sabiendo gue si se mezclase un

1arenta

litro de agua con uno de

y cu

zumo de Iimoén la mezcla costana 1770 euros, caIE:uIaJ el precio de cada elemento.
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Hay una carrera en Palencia, a 200 kilémetros de distancia desde Cabezon de la Sal. El autobiis es
muy lento y tarda tres horas en hacer el trayecto. Clara no ha llegado a tiempo de coger el autobiis,
por lo que su padre decide Ilevaria en coche hasta Palencia. Salen media hora mas tarde que el

autobis pero realizan el viaje en dos horas. Representalo grdficamente y
aicanzam’ el coche ai autobus.
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EJER CICIO INDIVID "UAL

ALUMNO 19

Su prup;a bebida cnergeuca para sus atletas. Por veinte litros de agua y cuarenta

: T
Mo g e gy
litros de zumo de limon paga 58 euros. Sabiendo que si se mezclase un litro de agua con uno de
zumo de limén la m"zci costaria 170 euros, calculad el precio de cada elementio.
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200 kilémetros de distancia desde ’fjucmu de la San _El autobus es

alcanzard el coche al autobils.




EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13

ALUMNO 1
La suma de dos niimeros es 1°70, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos nimeros? A% n® >
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). JEn
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 2

La suma de dos nimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta

5 : " 0 o . i
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos niimeros? XV nem A 1* s O OACD
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). (En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 3

La suma de dos niimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero més cuarenta

veces el segundo es 58. ;Cuéles son esos niimeros? A e
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al gje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas? /
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EJERCICIO INDIVIDUAL

ALUMNO 4

La suma de dos nimeros ﬂs

170, m;vutras quu la suma de veinte vece

s el pnmcro mas cuarenta

veces el segundo es 58. ;Cuales son esos niimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y p r otro pu 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al e
qué punio se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 5
La suma de dos nimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero més cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos nimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por ofro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del ¢je x. La recta s corta al ¢je x en 0.5 y pasa por el punto (2’5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 6

La suma de dos niimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces ¢l primero més cuarenta

veces el segundo es 58. ;Cuéles son esos niimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En

qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/1

ALUMN@ 7

La atma de do:. ‘numeros es 1 7u, mlentrab que la suma de veinte veces ei primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos nameros?
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 8

22/04/13

La suma de dos numeros es 1°70, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos niimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del gje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2’5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL

ALUMNO 9

22/04/13

La suma de dos niimeros es 1°70, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuadles son esos niimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 10

La suma de dos niimeros es 1770, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos nimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas Y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al gje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13

ALUMNO 11

La suma a de do:: nimeros es 1 70 Imentra:» qye la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. (,Cuales son esos nimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto 51tuado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al ¢je x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL

22/04/13
ALUMNO 12

La suma de dos niimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero més cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos nimeros?
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al ¢je x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punio se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 13

La suma de dos niimeros es 1770, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos nimeros?

e o s (‘Ao -17&
X4y gy = &=lNe-4 1

£0x + UG )tj - 2oV 30 ‘j) +ﬁ\0%-‘ S
4 “le&-l-\jj:’f)%’
204 = 24
2] ?
2 i’
x: [0

La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). 4En

qué punto se cruzan ambas rectas? ‘ l 1'% .12
o~ {4 YA p) e X cLAntTo ’ )
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 14

La suma de dos niimeros es 1'70, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos nimeros?

Xz A€ mimeno -1'30) %= ’I'?O~3— v 130-1
o %+
Y 2% mimero m+“0<9:53 N 5. 1‘:@,’@‘?:
20(1'%0- ¥ ) +4oy 52’ 05
HM-2 +“03

xobu- 5%- 34

"3:_‘1_1. - 1

La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del efe x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 15

La suma de dos niimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero més cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuéles son esos nliimeros?

X4L‘7:A’?c X = if?o-tj

X200+t yyp=-s3 P . #
&D(i?@»y )A]LY(,(O P50

L=y ¢ 104 = 59

20, = e
LO& EL( Xif?@“j,2ﬁt
2y
P o—= X:O,‘f
17 20X 1'2

La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL
ALUMNO 16

22/04/13

La suma de dos nimeros es 1"70, mientras que la suma de veinte veces el primero més cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos nameros?

e des mmznes?

la suma & ATO
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200 =

e @ A2
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respecto al punto 3 del ¢je x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2’5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 17

La suma de dos nameros es 1770, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos niimeros?

dAUR CANeRS,  Aae?

~ 2L ORNERS,  Saoren A0
- X ecey e\ —d‘c . UL ween A 25 %

X2 AT Qe pagyedia e XA | Q0 AVL=
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VT adere 20X FNOY 3R _ @_—Sj

26( 480 ) A5
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200

respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 18

La suma de dos nimeros es 1°70, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cuales son esos niimeros?

a ’
d (véles  son o5 nun-es ?
o Suve O0f hunews s 1710 _
o e de wwews L g™ mas 4o was el sgjunde e ST
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al gje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas? .
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EJERCICIO INDIVIDUAL 22/04/13
ALUMNO 19

La suma de dos nimeros es 170, mientras que la suma de veinte veces el primero mas cuarenta
veces el segundo es 58. ;Cudles son esos nimeros?

K=vun m“a\
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La recta r pasa por el origen de coordenadas y por otro punto situado a una altura de 200
respecto al punto 3 del eje x. La recta s corta al eje x en 0.5 y pasa por el punto (2°5, 200). ;En
qué punto se cruzan ambas rectas?




