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Resumen

En muchos campos de la ciencia es importante el calculo preciso de p-valores de
test estadisticos, generalmente asociados a contrastes de hipétesis. A menudo nos en-
contramos con que no se esta seguro de la correccién de aplicar métodos asintoticos y
se utilizan métodos de MonteCarlo. Sin embargo, en algunas aplicaciones los p-valores
que se quieren calcular, hacen inviable este método en modo practico.

Se ha estudiado la aplicacion a este caso del llamado muestreo por importancia
que tedricamente deberia resolver este problema, aunque su aplicacion practica no es
evidente.

En este trabajo, presentamos una propuesta de eleccién de funciones de muestreo
y exploramos su aplicacién, tanto desde el punto de vista tedrico como con simulaciones
de algunos ejemplos tipicos con R.

Se comprueba que el método da resultados excelentes en algunos casos, permi-
tiendo calcular p-valores muy pequenos con muestreos reducidos, aunque por otra parte
se comprueba que el método no es universal.

Abstract

In many scientific fields the precise calculation of p-values of statistical tests,
usually associated with hypothesis testing, is important. Often we find that we are
not sure of the correctness of applying asymptotic methods that’s why MonteCarlo
methods are used. However, in some applications the calculus of the p-values make
this method unfeasible in practical terms.

The application of the importance sampling method has been studied, which
theoretically should solve this problem, although its practical application is not evi-
dent.

In this paper, we present a proposal for the choice of sampling functions and
explore their application, from a theoretical point of view and with simulations in R of
some typical examples.

It is shown that the method gives excellent results in some cases, allowing the
calculation of very small p-values with reduced samples, although it is also shown that
the method is not universal.
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1. Introduccion

La estadistica se ocupa fundamentalmente de la sistematizacion, recogida, orde-
nacién y representacion de los datos referentes a un fenémeno que presenta variabilidad
o incertidumbre para su estudio metddico, con objeto de hacer previsiones sobre los
mismos, tomar decisiones u obtener conclusiones.

La fisica es la ciencia natural que se encarga de reconocer y estudiar a modo
general el funcionamiento de los componentes principales del universo. Entre ellos la
materia, el espacio, tiempo, la energia y las interacciones fundamentales que ocurren
entre ellas.

Vamos a tratar de combinar estas dos ciencias para asi poder dar solucién al pro-
blema descrito anteriormente. Observar como la estadistica es una herramienta fun-
damental a la hora de reconocer y evaluar todos los experimentos, descubrimientos,
investigaciones, etc. que se hacen en el mundo de la fisica. Es aqui donde surge la idea
de fisica estadistica; La fisica estadistica es una rama de la fisica que evolucioné a partir
de una base de la mecanica estadistica, que utiliza métodos de la teoria de probabilidad
y la estadistica, y en particular las herramientas matematicas para tratar con grandes
poblaciones y aproximaciones, para resolver problemas fisicos.

A pesar de que hay muchos problemas de fisica estadistica que pueden resolverse
analiticamente mediante aproximaciones y expansiones, la mayoria de las investigacio-
nes actuales utilizan la gran potencia de procesamiento de las computadoras modernas
para simular o aproximar soluciones.

Un enfoque comun para los problemas estadisticos es usar una simulacién de
Monte Carlo para obtener informacién sobre las propiedades de un sistema complejo.

La simulaciéon de Montecarlo es un método enfocado en la resolucion de problemas
de cardcter matematico a través de un modelo estadistico que consiste en generar
posibles escenarios resultantes de una serie de datos iniciales. Este método trata de
simular un escenario real y sus distintas posibilidades, permitiendo al usuario realizar
una prediccién del comportamiento de las variables segin las estimaciones obtenidas
con el método.

El Problema del Método de Monte Carlo es cuando llegamos a una variacién de
2sigma donde ya no es valido el método, es entonces donde aparece nuestro metodo, el
metodo de muestreo por importancia.



En estadistica, el muestreo por importancia es una técnica general para estimar
las propiedades de una determinada distribucién, disponiendo tinicamente de muestras
generadas a partir de una distribucién diferente a la de interés. El método fue introdu-
cido por primera vez por Gerald Goertzel, Herman Kahn y Theodore E. Harris en 1949,
y esta relacionado con el muestreo paraguas en la fisica computacional. Dependiendo
de la aplicacién, el término puede referirse al proceso de muestreo de esta distribucién
alternativa, al proceso de inferencia o a ambos.2.3

En la fisica de altas energias, utilizamos las pruebas estadisticas basadas en la
verosimilitud, para el descubrimiento de nuevos fenémenos y para la construccién de
intervalos de confianza de los parametros del modelo.

Se derivan férmulas explicitas para las distribuciones asintéticas de los estadisti-
cos de las pruebas utilizando los resultados de Wilks y Wald. Uno de los resultados
mas conocidos sobre la maxima verosimilitud es que, el estadistico de la prueba de la
razén de verosimilitud, tiene una distribucién asintética chi-cuadrado 2.

En los experimentos de fisica de particulas se suelen buscar procesos que se han
predicho pero que atin no se han visto. La importancia estadistica de una senal observa-
da puede cuantificarse mediante un p-valor. Es 1til para caracterizar la sensibilidad de
un experimento dado de la significacion esperada que se obtendria para una variedad
de hipdtesis de senal.

Encontrar tanto la significacion para un conjunto de datos especifico como la
significacién esperada puede implicar cdlculos de Monte Carlo que son computacional-
mente costosos.

El trabajo describe el formalismo de una busqueda como prueba estadistica y se
definen con precision los conceptos de significacion estadistica y sensibilidad. Varios
estadisticos de prueba basados en la razén de verosimilitud. Utilizamos el Importance
Sampling para hallar el estadistico de prueba y, a partir de ello, hallar los p-valores y
las cantidades relacionadas para una muestra de datos dada. A continuacién desarro-
llaremos el metodo de muestreo por importancia, de que trata y en que consta.



2. Contexto

2.1. Conceptos basicos

Se comienza haciendo un repaso de conceptos vistos en la asignatura “INFEREN-
CIA ESTADISTICA”. En esta seccién se estudirdn definiciones bésicas que se mane-
jaran a lo largo del resto del documento, como las de esperanza matematica, contraste
de hipédtesis o p-valor. Estos conceptos y resultados han sido tomados de la referencia [2]

Definicién 2.1.1 (o-dlgebra) Una familia de subconjuntos de X, representada por 3,
es una o-algebra sobre X cuando se cumplen las siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio estd en X : () € X.
2. Si E estd en 3, también estd su complementario E° = X \ E.

3. Si Ey, Ey, Es, ... es una sucesion de elementos de X2, entonces la union (numera-
ble) de todos ellos también estd en .

Definicién 2.1.2 Un espacio de probabilidad es la terna (2, F,P) donde el conjunto 2
es llamado espacio muestral y es el conjunto de los posibles resultados del experimento,
F es una o-dlgebra de subconjuntos de ) que satisface

1. Qe F.
2. 81 Ae F entonces A° € F.
3. 81 A, Ay, ... A, € F entonces Ay UA;U---UA, € F.

Definicién 2.1.3 Una variable aleatoria (v.a.) X es una funcion real definida en el
espacio de probabilidad (X2, A, P), asociado a un experimento aleatorio.

X:Q— R

La nocién basica de la teoria de la probabilidad es la de un experimento alea-
torio o random experiment: un experimento cuyo resultado no puede determinarse de
antemano.

Definicién 2.1.4 (Probabilidad) Una probabilidad P es una regla que asigna un nime-
100 < P(A) <1 aun evento A, tal que P(Q) = 1, y para cualquier secuencia Ay, As, ...
de eventos disjuntos

P(UA;) =32, P(4;)
Definicién 2.1.5 Dada una variable aleatoria x, su funcion de distribucion, Fx(z)

Fx(z) = Prob(X < z)



Definicion 2.1.6 FEsperanza matemdtica

» Caso discreto
Para una variable aleatoria discreta X con funcion de probabilidad P[X = z;] con
1=1,2,...,n la esperanza se define como

E[X] = inP[X = 1]

= (Caso continuo
Para una variable aleatoria continua X con funcion de densidad fx(z) el valor
esperado se define como la integral de Riemann

E[X] :/R:L’fx(x)d:v

Definicién 2.1.7 Sea g : R — R una funcion (continua) y X : 2 — R una va-
riable aleatoria, podemos componer las dos funciones para obtener una nueva variable
aleatoria Y = g(X).
Y=g9gX): Q@ — R
w —r g(X(w))

Se define la esperanza de g(X) como,

= (Caso discreto
Sea X una v.a discreta, con funcién de probabilidad P[X = x;] coni=1,2,...,n
la esperanza se define como

Elg(X)] = Zg(wz) P[X = 7]

= Caso continuo
Sea X una v.a continua, con funcion de densidad fx(x) el valor esperado se
define como

E[g(X)] = / o) fx(@)da

R

Definicién 2.1.8 Sea X una variable aleatoria con media = E(X), se define la va-

rianza de la variable aleatoria X, denotada por Var(X), o% o simplemente o® como

Var(X) = E[(X — p)’] = E[X?] - E*[X]

2.1.1. Meétodos para obtener estimadores

Método de maxima verosimilitud

Definicién 2.1.9 Dada una muestra aleatoria simple (X1, ..., X,,) se define la funcion
de verosimilitud en (xy1, 3, ...,x,) como L(xq,...,x,;0) = g(x1, ..., 2,;0)



= [n el caso continuo,
L(zy,...,zn;0) = f(21;0)...f(x,;0) donde f(x,;0) es la funcion de densidad que
describe a la variable aleatoria X, de la cual se desconoce algin pardmetro.

» [n el caso discreto,
L(zy,...;xp;0) = p(Xy = 21;0)..p(X,, = x,;0) donde p(z;0) es la ley de pro-
babilidad que describe a la variable aleatoria X, de la cual se desconoce algiun
pardametro.

El método de maxima verosimilitud consiste en obtener el estimador 0*( Xy, ..., X,,) (o
estimadores 07, j = 1,2,...k) maximizando la funcién de verosimilitud respecto de 6 (o
de Qj, J:1,27,k)

mazxgL(xy, ..., x,;0)

Se despeja el parametro desconocido 0( o los pardmetros desconocidos 6; y se tiene el
estimador 6% = 0*(X1, ..., X;,) o estimadores ¢ = 075(Xy, ..., X,) para j=1,2,... k).

En algunos casos, vamos a maximixar LnL(z1,...,x,;0), ya que la funcién Ln,
logaritmo neperiano, es una trasformacién monétona creciente y se conservan los maxi-
mos. Nos hara asi funciones més faciles de maximzar.

2.1.2. Contraste de Hipdtesis

Introduccién

Uno de los métodos mas usados de investigacion es el método de la contraste
de hipdtesis, en muchos casos la hipotesis se concentra en contrastar el valor de un
parametro. También hay otros tipos de contrastes llamados contrastes no paramétricos
que son mas generales, con los cuales no trabajaremos.

Para plantear un problema de contraste de hipdtesis se han de determinar dos
hipdtesis, y a partir de los datos de una muestra:

= Decidir si una determinada hipétesis sobre una poblacion es rechazable o no.
= Medir el error con el que se rechaza o no se rechaza dicha hipotesis.

Sea X una variable aleatoria cuya funcién de distribucién F'(z, 60, ...,0;) depende de
uno o de varios parametros desconocidos 61, ..., 0.

El contaste de Hipotesis es el procedimientos para aceptar o rechazar una hipote-
sis que se emite acerca de un parametro u otra caracteristica de la poblacion.

Pasos para realizar un contraste o test,



1. Identificar la hipétesis nula Hy y la hipdtesis alternativas H
= Hj es la hipdtesis verdadera por defecto.
= H; es la hipdtesis que se acepta si se rechaza la hipotesis nula.

2. Construir un estadistico de prueba T'(X7, ..., X,,) relacionado con el pardmetro
desconocido 6, a través de un estimador que discrimine entre Hy vy H;.

So={(x1,...,x,) € So|T(X7, ..., X;,) Cumple unas condiciones}.
Hy = {(x1,...,x,) & So|T(Xq, ..., X;,) No cumple las condiciones} = S.
3. Se saca una muestra aleatoria de tamano n, sea x1,...,x, (datos concretos) y se

realiza el contraste o test,

Si (z1,...,x,) € Sp = se acepta Hy(no se rechaza Hy).
Si (z1,...,x,) € S1 = Se rechaza H,.

Tipos de Contrastes

Hay dos tipos de hipétesis; Por un lado estan las hipdtesis no paramétricas,
las cuales hacen referencia a una caracteristica de la poblacién. Por otro lado, y en los
cuales nosotros nos centraremos estan los contrastes de hipotesis paramétricos, los
cuales se utilizan para estudiar si una determinada afirmacion acerca de un parametro
poblacional es confirmada o invalidada por los datos de una muestra extraida de dicha
poblacién.

= Contraste bilateral
HO 0= 00
H1 . 9 7é 91
= Contraste simple
H() 0= ‘90
H1 0 7£ ‘91
= Contrastes unilaterales,

e Contraste unilateral por la derecha

H(): QSQO
H; 0>91

e Contraste unilateral por la izquierda

H(): 82‘90
H; 9<91
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Calculo del p-valor
Definicién 2.1.10 Se llama p-valor o a.. critico al mayor de los a tal que T'( Xy, ..., X,) €
So.

p-valor = a. = max{a|T(Xy, ..., X,) € So}

Es el limite para juzgar un resultado como estadisticamente significativo.

Sia. <a=T(Xy,..,X,) ¢ S, siendo Sy la regién de aceptacién, se considera
que el resultado es estadisticamente significativo y por tanto se rechaza la hipdtesis
nula.

|Si o < P= Aceptar H, ; Sia > P = Rechazar H

Region critica
de tamafio o

P-valor
—
P-valor
RA o Regin ctia R&.
\ de tamafio o
!
Cop Ca Co Cep
Aceptar H, Rechazar Hy

Intuitivamente, el p-valor se define como la probabilidad de que un valor estadisti-
co calculado sea posible dada una hipédtesis nula cierta. Si p cumple que es menor que
el nivel de significacién dado este se considera como resultado estadisticamente signi-
ficativo = permite rechaza la hipotesis nula.

Test de la razén de verosimilitud

Sea una variable aleatoria X con funcién de distribucion F'(z;6y, ..., 0,,) que de-
pende de varios parametros desconocidos. Se quiere efectuar el contraste general,

La funcién de verosimilitud es L(zy, ..., xp; 01, ... 05) = [ 11—, f(2i; 64, ..., ) don-
de f es la funcién de densidad.

Sea L(W) el méximo de L en W y L(Q2) el méximo de L en Q@ = W U W€ todo el

espacio paramétrico.



Se llama razon de verosimilitud a, A = —LL((Vg))

Como L(IW) < L(2) = 0< A< 1.
Se rechaza Hj si A < ¢ para 0 < ¢ < 1, es decir, C' = {(x1, ..., z,) |\ < c}.

Fijado o se determina ¢, o = supg, ..., )ewP(A < ¢)

Condiciones previas para poder aplicar el Teorema de Wilks; es necesario que el
valor éptimo no esté en el extremo y que las hipotesis estén “anidadas”, es decir, que
Hj esté contenida en H;, que podamos conseguir Hy dando valores a los pardmetros
de Hi. Si se cumplen las anteriores condiciones estamos en disposicion de aplicar el
siguiente Teorema;

Teorema 2.1.1 Teorema de Wilks, Sea { X, } una muestra con funcion de distribucion
desconocida, si n — oo = la distribucion del estadistico de prueba —2 - log(A) se
aprozima asintéticamente a una distribucion ~ x? bajo la hipdtesis nula Hy.

En este caso, A, denota la razén de verosimilitud, la distribucién y? tiene grados
de libertad iguales a la diferencia en dimensionalidad de © y ©g, dénde O es el espacio
de parametros completo y ©g es el subconjunto del espacio de parametros asociado con
HQ.

Informacién extraida del articulo [8] y la siguiente pagina web [17].

En general, se define la razéon de verosimilitud como el cociente de las verosi-
militudes de dos hipotesis. Para nuestro problema en concreto, definimos la razén de
verosimilitud como

Definicion 2.1.11 La razon entre la posibilidad de observar un resultado extraordi-
nario en una poblacion en cuestion versus la posibilidad de no verlo. Para un ejemplo
x;(i=1,2,...,n) de tamano n con funcion de densidad f(x,) se define como:

\ = [[— f(zi, 00) _ L(6y)
[T f(zi,0.)  L(6a)

Luego para, k > 0 fijado el test de razon de verosimilitud entre la hipotesis nula
Hy : 0y y la hipdtesis alternativa Hy : 0,.

Para A >k se acepta H,
Para N <k se rechaza Hy

Para A=k se toma cualquiera de las dos

Mas informacién en [3].



2.2. Simulacion de Montecarlo

La simulacion de Montecarlo es un método enfocado en la resolucién de proble-
mas de caracter matematico a través de un modelo estadistico que consiste en generar
posibles escenarios resultantes de una serie de datos iniciales.

Este método trata de simular un escenario real y sus distintas posibilidades, per-
mitiendo al usuario realizar una predicciéon del comportamiento de las variables segin
las estimaciones obtenidas con el método.

Como ya sabemos, este método se basa en simular posibles escenarios, y lo hace
generando niimeros completamente aleatorios. Ahora bien, es importante entender que
la simulacién de Montecarlo es 1til cuando generamos una gran cantidad de escenarios.

Para ello se han creado programas informaticos especializados que generan todos
los niimeros siguiendo distribuciénes especificas que representa las variables aleatorias
que podrian darse en escenarios reales. [13]

2.2.1. Problemas del Método de Montecarlo

Nuestro problema va a requerir el calculo de p-valores extremadamente bajos, en
torno a 107% o menores, donde la simulacién puede ser compleja, por lo que el célulo
por el muestreo normal se haria muy largo, impracticable en muchos casos.

Es por ello, por lo que No utilizamos el método de Montecarlo directo, ya que es
muy ineficiente para el caso que nosotros estamos analizando. Tendriamos que realizar
muchisimas iteraciones y creaciones de niimeros aleatorios para que tan solo unos po-
co de ellos se encontraran donde nosotros queremos, es por eso, por lo que mediante
el método de muestreo por importancia vamos a crear valores justamente en el lugar
donde nosotros queremos obtener informaciéon y mediante la asignacién de unos res-
pectivos pesos(los cuales tenemos que calcular para cada punto) daremos més o menos
importancia a estos segun el lugar en el que nos encontremos. Creando asi informacion
justo donde nosotros queremos y desechando la informacion restante.

En nuestro caso en concreto el cédlculo del p-valor va a estar definido sobre q,
nuestro test estadistico, y el p-valor no se calcula (en general) de una forma sencilla.
Normalmente hay dos formas.



= La primera es utilizar la convergencia asintética prevista por el teorema de Wilks,
que dice que cuando se cumplen ciertas condiciones q tiende a una distribucion
de x? con un ndimero de grados de libertad igual a la diferencia entre los del
modelo de H; y el de H,.

= La alternativa es hacerlo por muestreo, mediante pesudoexperimentos. Fijado un
nimero ¢ cualquiera, se basa en repetir por muestreo el experimento segin una
ley de distribucién de la hipodtesis nula, y calcular la proporcién de ellos que son
mayores que C.

Otro de los problemas asociados a la simulacién de Montecarlo se plantea cuan-
do estamos ante un “descubrimiento”, cuando la hipdtesis nula no es cierta. Uno se
pregunta entonces jme puedo creer Wilks a un nivel de 1077 para este caso? Porque
normalmente generar del orden de 10® simulaciones es intratable, porque cada una de
ellas implica célculos complicados, normalmente ajustes.

La computacion de tal cantidad de experimentos es demasiado costosa en tiempo,
es por ello por lo que nosotros queremos llegar a resultados mas éptimos en casos tan
extremos. La idea es utilizar una muestra reducida, de tan solo unos pocos experimen-
tos,y poder sacar las mismas conclusiones. Es aqui donde encontramos el problema del
Metodo de Montecarlo y el porqué de analizar el método de muestreo por importancia.

A continuacién vamos a ver més graficamente, mediante un ejemplo simple, los
problemas que tiene el método de Montecarlo directo y como utilizando el método de
muestreo por importancia podemos darle solucion.

Ejemplo

Un ejemplo basico para entender las limitaciones del método de Montecarlo para
estimar valores es el siguiente.

Buscamos calcular el p-valor de
s=rnorm (100 una distruciéon normal a partir de un
mean (x>3) ¢ fijado. Utilizamos una muestra re-
[1] 0.01 ducida de 100 puntos tomados alea-
> pnorm(3,0,1, lower.tail=FALSE) toriamente de una distribucién nor-
(1] 0.001345393 mal mediante el método de Mon-

tecarlo simple. Para calcular el p-
valor, contamos cuantos de esos pun-
tos son mayores que el punto c¢ fija-
do.

- mean (x

Figura 2.1: Ejemplo basico
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Comenzamos fijando c=3. Figura 2.1

Por un lado sabemos que el drea que deja una distribuciéon normal; N(0,1) a la
derecha de c es igual a 0,001349898. Por otro lado, utilizando el método de Montecarlo
como método de muestreo, para una muestra de 100 valores aleatorios de una normal:
N(0,1), hemos obtenido un valor de 0.01.

Histogram of x

1

04

Density

02

01

00

En este caso tan simple, lo que observamos es que para una muestra tan pequena,
las diferencias son significativas, por lo que no seria tan bueno. Luego el método de
Monte Carlo directo para un nimero tan reducido de n no es preciso, y es por eso por
lo que introducimos el método de muestreo por importancia.

Veremos luego este mismo ejemplo con el método de muestreo por importancia, y
veremos como con el mismo numero de observaciones obtendremos un resultado mucho
mejor.
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2.3. Muestreo por importancia

El muestreo de importancia es una técnica de reduccién de la varianza que se
utiliza en el método de Montecarlo. La idea detras del muestreo de importancia es
que ciertos valores de las variables aleatorias de entrada en una simulacién tienen més
impacto en el parametro que se estima que otros. Si estos valores “importantes”se enfa-
tizan mediante el muestreo con mayor frecuencia, entonces la varianza se puede reducir.
Por tanto, la metodologia bésica en el muestreo de importancia es elegir una distribu-
cién que “fomente”los valores importantes. Este uso de distribuciones “sesgadas”dard
como resultado un estimador sesgado si se aplica directamente en la simulacién. Sin
embargo, los resultados de la simulacion se ponderan para corregir el uso de la dis-
tribucion sesgada, y esto asegura que el nuevo estimador de muestreo de importancia
sea insesgado. El peso viene dado por la razon de verosimilitud , es decir, la derivada
Radon-Nikodym de la verdadera distribucién subyacente con respecto a la distribucién
de simulacién sesgada.

La cuestion fundamental en la implementacién de la simulacion de muestreo de
importancia es la eleccién de la distribucién sesgada que fomenta las regiones impor-
tantes de las variables de entrada. Elegir o disenar una buena distribucién sesgada es
el “arte”del muestreo de importancia. Las recompensas por una buena distribucién
pueden ser enormes ahorros de tiempo de ejecucién; la penalizaciéon por una mala dis-
tribucion puede ser tiempos de ejecucion mas largos que para una simulacién general
de Monte Carlo sin muestreo de importancia. [16]

Comenzaremos con un ejemplo sencillo para obtener asi una idea intuitiva y vi-
sual del método, para luego poder explicarlo de manera mas técnica.

Caso general

Supongamos que f : R — Ry que se requiere evaluar la integral

fzéfme

Claramente I también puede escribirse como

J—L{gg}amw%

donde ¢(#) es una funcién de densidad de probabilidad sobre ©. En otras palabras,
I= Eg(%). La distribucién g(u) se conoce como la distribucién de muestreo por im-
portancia y generalmente se elige de manera que sea facil de simular. Deberia valer para

cualquier g que represente una probabilidad, siempre que g(x) no sea 0 donde f(u) # 0.
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Si ahora generamos una muestra j1, . . ., uy de g(p) entonces podemos aproximar
la integral I a través del estimador insesgado

N
2 1 f (i)
Iyr=— .
N ; 9(ps)
La varianza de este estimador estd dada por

f(p)?
g(p)?

Var(lr) =+ Var (1) = g

9(p)

La precision de It depende tanto del tamano de muestra, N, como de la dis-
tribucién de muestreo por importancia, s(u). De hecho, si s(6) se elige proporcional a
f () entonces Var (Ip7) = 0 sin importar el tamano de muestra.

) - ).

En la préctica dicha eleccién no es posible, pero esta idea sugiere que s(u) debe
tener una forma similar a la de f(u), excepto tal vez en regiones donde los valores de
f(p) sean despreciables.

Tenemos entonces que, para una integral I dada, existe una infinidad de esti-
madores insesgados, en principio con precisiones distintas. Un aspecto importante del
método de Monte Carlo se refiere al disenio de técnicas de reduccién de varianza para
dichos estimadores. Una de las técnicas mas sencillas consiste precisamente en elegir
una distribucién de muestreo por importancia adecuada. Generalmente se requiere que
g(p) satisfaga las siguientes condiciones:

= Debe ser facil de simular;
= Debe tener una forma similar a la de f(6), la funcién que se desea integrar;

» Debe tener las colas més pesadas que f(), pues de otra forma la varianza de It
podria llegar a ser muy grande o incluso infinita.

Estd informacién ha sido obtenida de la referencia [15]
Descripcién detallada

En nuestro problema, aplicamos el muestreo por importancia en el caso particular
del célculo del p-valor.

Procedemos ahora con la explicacion méas detallada del método. El muestreo por
importancia es un método de Montecarlo la técnica més fundamental de la reduccion
de la varianza.

13



Sea,
I =EfH(X) = [H(X)- f(X)dx

Sea g otra funcién de densidad que domina a Hy, si g(z) = 0 = H(x) - f(z) = 0.
Usando la funcién de densidad g podemos definir 1 como,

L= JHX) 153 - 9(X) = E,[H(X) - 43

A esta funcién de densidad le llamamos ”Importance Sampling” density, proposal den-
sity or instrumental density.

Si X1, ..., Xy es un muestreo aleatorio de g, con X; v.a.i.i.d con funcién de den-
sidad g, luego una estimacion de 1 es,

7 N T
f(X)

W(X) = 0 Razon de verosimilitud o peso. Es por eso también que [ es

g
llamado estimador de la razén de verosimilitud.

En el caso particular en el que no hay cambio de medida, f =g = W =1, y el
estimador de la razén de verosimilitud se limita a ser el mismo.

Método de minimizacién de la Varianza

Queremos minimizar la varianza de [ con respecto de g

min, Var,- (H(X) - %)

La solucién es

. HX)| - f(X)
T TIHX) - X ds 2
En el caso particular en el que H(X) > 0, entonces
g*:H(X>f<X) (2‘2)

Comprobamos calculando la varianza,

A

Varg(l) =Varg(H(X) W(X))=Varg(l) =0 #

14



Es importante darse cuenta de que, aunque es un estimador insesgado ( aquel
cuya esperanza matematica coincide con el valor del pardmetro que se desea estimar)
para cualquier pdf g que domine H- f, no todas esas pdfs son apropiadas. Una de las
principales reglas para elegir una buena pdf de muestreo de importancia es que el
estimador debe tener una varianza finita. Esto es equivalente a

PO 02 < o 23)

9%(X) 9(X)

Esto sugiere que g no deberia tener una‘“cola mas ligera”’que f y la relacién de proba-
bilidad, /g deberia estar acotada.

Ey[H*(X)

En general, la implementacion de la densidad éptima del muestreo de importancia
g* segin 2.1 y 2.2 es problemadtica. La principal dificultad reside en el hecho de que para
derivar g*(x) es necesario conocer 1. Pero 1 es precisamente la cantidad que queremos
estimar a partir de la simulacion.

En el caso en el que la pdf f pertenece a alguna familia de distribucién paramétrica,
se elige la distribucion de muestreo de importancia de la misma familia. En particular,
supongamos que f(-) = f(-;v) pertenece a la familia

f(';U,’UGV)

entonces el problema de encontrar una densidad de muestreo de importancia éptima
en esta clase se reduce al siguiente problema de minimizacion paramétrica

minyev Var,(H(X)W(X;u,v)), (2.4)

Donde W(X;u,v) =f(X;u)/f(X;v). Llamaremos al vector v el vector de parametros
de referencia. Como bajo f(-;v) la expectativa | = E,[H(X )W (X;u,v)] es constante,
la solucion éptima de 2.4 coincide con la de

min,ey'V (v), (2.5)
donde,

V(v) = B,JH*(X)W?*(X;u,v)] = EJH*(X)W(X;u,v)]. (2.6)
Ref [1]

Vamos a transformar la minimizacién funcional en una paramétrica, que es mas
sencilla. Incluso se puede hacer a partir de una muestra, como mas tarde veremos.
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Nuestro caso particular

Supongamos que tenemos una variable aleatoria #, cada una de las componentes
seran variables i.i.d que siguen la misma ley. Vamos a suponer que nuestra hipotesis
alternativa sigue una ley p(Z|u) y la nula p(Z|p = 0), p es el parametro que ajustaremos
de nuestros datos y que si lo mandamos a cero nos da nuestro Hy.

Tenemos nuestro test estadistico

q(7) = —2log(45E)

/’(xlﬁbest

Lpest €S €l que maximiza el cociente, el resultado del ajuste. Llamamos ¢y al esti-
mador que corresponde a nuestra muestra de referencia Zy, nuestros “datos”, gy = q(o).

Queremos calcular el p-valor de esta medida, o sea si muestreamos de p(Z, u = 0),
cuantas veces ( serd mayor que ¢o. Entonces, podemos plantear nuestro problema de
célculo del p-valor, como calcular el valor esperado del estimador 6(¢(%), qo), siendo 6
la funcion salto, 1 para valores positivos, 0 para negativos.

E0(q(Z) — qo0)]

Luego volviendo atras (q(Z) — qo) serfa nuestro H(X). Por lo que la funcién g* serfa en
este caso la propia funcién inicial f(X) para los valores que cumplen ¢(Z) > qo y cero
en los demas.

16



2.4. Planteamiento del problema

Tenemos lo que podemos llamar un analisis o un experimento, que consiste en
la recoleccién de distintas medidas/observaciones llamadas evento o suceso, (un mues-
treo en lenguaje de estadistica). Cada observacién corresponde a varias variables, pero
normalmente se condensan en una. Es decir, trabajaremos con una muestra @; (de ta-
mano fijo), que queremos contrastar con un modelo de fisica “conocida” (normalmente
nuestra hipétesis nula Hy) y un modelo de fisica alternativa (H;).

Hay una ley de probabilidad que corresponde a todo el experimento. Aunque no es
necesario se pueden introducir correlaciones, casi siempre a través de nuisances(ruido).
Pero en este caso, vamos a suponer que son independientes e idénticamente distribuidas
(i.i.d), de modo que la funcién de densidad de probabilidad (pdf) del experimento es,

P(Z) = [T p(%:)
En muchos casos se hacen histogramas, se cuentan cuantos casos han caido entre
x v x+Ax, y se construye la ley de probabilidad p’ a partir de estos casos.

Ejemplo

Si suponemos que cada canal del histograma sigue una ley de poisson, con una
media dada por nuestro modelo.
P(ii) = T]; gy xe™
y los A; vienen dados por el modelo, son funcién de nuestros POI (parameters of
interest). En el primer caso se suele llamar “unbinned” y al segundo “binned”.

Si es unbinned, sabremos escribir analiticamente p(z|f), siendo /i los pardmetros
de nuestro modelo, sea el de Hy o el de H;. Normalmente el modelo de H, esta conteni-
do en H; y se puede construir fijando alguno de los pardmetros de Hy (tipicamente a 0),
a esto se le llama que estd “nested”. Por ejemplo, Hy puede ser una distribucion expo-
nencial E, y el Hy la exponencial con una normal N superpuesta, (1-a)*E4+a*N(u,0).
Hy es Hy; cuando o« = 0 .

Para los binned, los A, el valor esperado en cada bin, se producen por simulacion,
en funcion de los parametros del modelo, casi siempre Hy no tiene parametros libres y
H, es la superposicién de ese Hy con una muestra simulada, multiplicada por lo que
se llama una “signal strength”, o sea sacas \; de simulacion y para Hy; X, = \; + 0p;
donde los i se sacan de otra simulacion.

En resumen tendremos un modelo para la pdf, que potencialmente depende de
algunos parametros y otro modelo alternativo que ademas de estos parametros contie-
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ne uno o mas (usaremos solo uno) que caracteriza cuanto de “nueva fisica” hay. Casi
siempre se usa como test estadistico un likelihood ratio, cociente de las verosimilitudes
que mejor ajustan a tus datos.

Para nuestro caso unbinned seria,

q = ;llog(po(xs|u = 0)) — log(pr(z:|p))]
Para el binned
q = i[nidi = Ai = A — A

Lo que buscamos es el p-valor. Antes lo hemos definido de manera genérica, pero
a lo largo de todo el trabajo vamos a definir el p-valor como la probabilidad de que
dada la hipétesis Hy, tengamos un valor de q igual o mayor que el que vemos en datos,
con la idea de poder rechazar esta hipétesis (y por tanto poder decir que ha habido
un descubrimiento, porque el modelo “conocido” no representa a nuestros datos). Es
decir, se define el p-valor como:

p —wvalor = pv = f(q(l,)>qo) P(gffﬂ)dif = fQ 9((](1‘) - fJo)P(iUW)dﬂ? = E[Q(Q(m) - QO)]

Donde 6(q(x) > qo) = {1 st ()= 20 ,
0 en caso contrario

Se decide si rechazamos o no la hipétesis nula en base a un CL prefijado. El
problema se plantea cuando estamos ante un “descubrimiento”, cuando la hipotesis
nula no es cierta. Por razones historicas, en el campo de la fisica, para poder hablar de
descubrimiento, tienes que tener un p-value equivalente al menos a 5o. En la fisica de
altas energias (también llamada fisica de particulas) el valor estandar requerido para
poder anunciar un “descubrimiento” es p=0,0000003 a lo que llamamos 50. [12]

..Cémo se calcula este p-value?

Tengamos en cuenta que es sobre (, sobre nuestro test estadistico, que no se
calcula (en general) de una forma sencilla. Normalmente hay dos formas.

» La primera es utilizar la convergencia asintotica prevista por el teorema de Wilks,
que dice que cuando se cumplen ciertas condiciones (Que N tienda a infinito y que
los modelos sean nested) este q tiende a una distribucién de x? con un nimero
de grados de libertad igual a la diferencia entre los del modelo de H; y el de Hy.

= La alternativa es hacerlo por muestreo, pesudoexperimentos. Repites por mues-
treo tu experimento segin tu ley, binned o unbinned.
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Uno se plantea entonces jme puedo creer Wilks a un nivel de 10~7 para este caso?
Porque normalmente generar del orden de 10® simulaciones es intratable, porque cada
una de ellas implica calculos complicados, normalmente ajustes. . .

Aqui es donde entra nuestra idea de hacer el importance sampling, produciriamos
pseudoexperimentos de acuerdo con otra distribucién (cudl, es el quid de la cuestién) y
sumariamos los pesos de aquellos cuya q sea mayor que ¢, la que da nuestra muestra
real. O sea,

1. Calculamos el likelihood ratio para nuestro experimento, qq.
2. Realizamos N pseudoexperimentos segin otra pdf, calculamos w; y ¢;.

3. Calculamos nuestro estimador, en este caso es el p-valor, que es simplemente
“contar los pesos” de aquellos con ¢ > qp.

2.5. Eleccion de la funcion de probabilidad de mues-
treo

En nuestro caso esta definicién de la funcién g no sirve, porque 1 es justamente lo
que queremos calcular. Como no podemos calcularlo, la idea intuitiva que proponemos
es coger justamente como funcion de distribucién de muestreo, aquella que mejor se
ajuste a nuestra observacion, es decir, estimar el parametro que mejor se ajuste a Hj.
Coger como familia H; y escoger el pardmetro que mejor se ajusta y luego aplicar el
muestreo por importancia para ese pardmetro obteniendo. Con la intencién de obtener
un estimador éptimo.

La clave estd en escoger la pdf alternativa que nos permita calcular este p-valor
con menor varianza. Dado que andamos buscando demostrar que nuestros datos son
muy extremos y queremos ver los ¢ > qg, parece légico usar una pdf que se parez-
ca a esos datos. Ya que tenemos esta familia, parece razonable usar el alfa que mejor
se ajusta a los datos. Esto se soporta en los argumentos que vamos a ver a continuacion.

Objetivo: Demostrar que nuestra idea de coger el parametro de muestreo como

ese que mejor se ajusta a los datos hace que el método sea OPTIMO y que siempre
FUNCIONA.
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2.5.1. Problema de eleccién de g(x)

A lo largo del trabajo, vamos a tratar con problemas con un tnico parametro
desconocido, en este caso el parametro desconocido es p.
Para analizar los problemas que surgen a la hora de seleccionar g(x), vamos a tomar
como ejemplo el caso particular ;1 = 0, nuestra hipdtesis nula Hy.
Sea {Z} una variable aleatoria en la que cada componente es independiente e identica-
mente distribuida que siguen la misma ley. Suponemos nuestro contraste de hipdtesis
de la siguiente manera:

{Ho = p(F|p = 0)
Hy = p(#p)

1 es el parametro que ajustaremos de nuestros datos y
que si lo mandamos a cero nos da nuestro H.

En este caso nuestro problema consiste en primero encontrar el mejor i que ajusta
nuestra muestra, a este le llamaremos pes; v sera el que maximice la verosimilitud, y
luego, estudiar el estadistico que compara la Hj(con este u que hemos encontrado) y

Ho(p=0):

- Z|u=0
Q(:E) = _2l0g<p(§7(|ulgube1t))

*Recordemos que en la mayorfa de los casos las x son independientes,

entonces p se factoriza y tenemos suma de logaritmos.

Llamaremos ¢y al estimador que corresponde a nuestra muestra de referencia ),
es decir nuestros ”"datos”: qo = q(Zp).

Recordemos que nuestro objetivo es calcular el p-valor de esta medida, o sea, si
muestreamos de nuestro Hy, es decir, p(Z|n = 0), ; Cuédntas veces serd q mayor que ¢o?.
Entonces, podemos plantear nuestro problema de calcular el p-valor como calcular el
valor esperado del estimador ©(q(Z) — qo), donde O es la siguiente funcién:

0 en caso contrario

@:{ 1 si q(%) —qo >0

Calculando la esperanza del estimador obtenemos lo siguiente:

Elpv] = / O(a(®) — qo)p(@lys = 0)dz

B o A PER=0)
- / O(a() ) X (i) o

- / O4() — o)W (F) (1)
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Aqui es donde aparece el importance sampling, en vez de hacer el valor esperado
sobre la muestra inicial, lo hacemos sobre otra muestra, aplicando un peso.

De acuerdo con lo explicado en la seccién (2.3), vamos a tomar la familia de fun-
ciones dada por Hj, es decir, p(Z|u). Vamos a demostrar como coger pt = fipes; €S una
buena opcién. Vamos alld con la demostracion.

La varianza del pv calculado con una muestra p(z|u), sera:

Var[pv] = Ey[(@Wu)Q] - (E#[@WH])Q

No depende de p (2.1)

(2.8)

Por lo que nos basta encontrar el valor que minimice el primer término E,[(©W,,)?]

E,[(@W,)?] = / W2 (1) d

:/@w@m=m2 p(Z| 1)
p(E)? p(Tli = poest

_ [ o P@Ep =0 pl@FHay o )
/@ p(Z] ) pirr) p(Z|p = ubest)p( 1= Hoest)d (2.9)
:/@P(ﬂﬂzo) p(Z|lp = 0)
p(Zlp) (Tl = pest

= /@W(wlu)W(flu = fpest) P = fpest)d

)P(f“t = :U“best)dx

)P(fm = /'Lbest)dx

Es decir, vamos a definir la funciéon C(u) como:
C(p) = Vary(pv) + pv? = [ OW (z|p)W (Z|pe = poest) p(x|t = ppest)dx

Vamos a intentar resolverlo de dos maneras;por un lado, podemos calcular la es-
timacién de Var,(pv) + pv?, por muestreo y, aunque sea un poco “pobre” restringir
nuestro muestreo a una unica muestra, nuestro xo. Entonces

C(u) = O(q(zo — qo) )W (Zo| )W (Zo| it = pvest) = W (Zo| )W (ol 1t = poest)

Serd minimo cuando W (Z|u) sea minimo. Esto sucedera cuando p(Z|u) sea méxi-
mo, lo que sabemos que pasa en p = ppes- Por lo tanto, nos dice que dentro de esta
familia de funciones, la mejor, es decir, la que nos da una varianza menor, corresponde
exactamente con p = fpest.
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Podemos incluso saber cuanto de mejor es la varianza, o mas bien C, si muestrea-
MOoS CON pess, €N vez de muestrear con H

C(0)  W(Zo|u=0)W (Folu=pivest) _ _W(Zo|u=0)
C(M) W(f()‘u:,ubest)z W(f()‘u:,ubest)

W, para = 0 es 1 (por ser el cociente de densidades de probabilidad comparado
con Hy), entonces:

c) 1
C(p’) ~ W(50|M:Mbest)

Con la definicién de W

C(O) ~ p(fo ‘:u':.u‘best)
C(w) p(Zo|pn=0)

Y con la definicion de ¢q

* q(%y) = —2log( £(Zolu=0) ) = q(g‘” — log((M) h = q( log(p(fllf:,ubest)

p(Z|p=pbest) p(Z|pu=ppest) p(Zo|pu=0

— % = p(flu=ubest))
p(Zo|u=0

Luego;

@ ~ eq0/2
(

=

Este método es interesante para casos de muy bajo p-value, o sea alto qg, ya que
reduciria la varianza en un factor muy grande.

Punto débil de la demsotracion: reemplazamos la integral por la estimacion con
un unico dato. En muchos casos, no me parece que sea un problema, porque nuestro
“dato” es en realidad una muestra con varios datos de la misma distribucién.

Vamos a intentar demostrarlo ahora mediante la integral. Lo que buscamos es el

/4 que nos minimice la varianza, esta sera minima cuando 8%;“) = (. Veamos entonces
para que valores de i se hace cero la derivada anterior:
8C(u) oVar(pv) 8p};?/
Op o /)“ (2.10)
OW(Z ) . "
= @a—MWCBHL = H’best)p(aj‘:u = lubest)dx

Nosotros sabemos que

ow
ﬂ\# e, = 0 pero sabemos que esto es para zp y no
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para cualquier x.

Bésicamente queremos el promedio sobre muestras de datos con p = pipest

9C (1)

OW (&)
op

= Blo =,

W (Z|p = prest)] (2.11)

Y es por ello que consideramos razonable escoger (1 = ppest para realizar el muestreo
por importancia.

2.5.2. Limitaciones de la propuesta

Sabemos que lo anterior no es una demostracién propiamente dicha, ya que po-
demos encontrar ciertas limitaciones en las que no seria véalida.

Veamos ahora para que casos el método no es valido o por que no sirve la pseu-
dodemostracion en esos casos:

— *; =0 -,
pv= ffI(f)>qo p(T p = 0)de = fq(£)>qo p(;(;;u)) (& p)de

Si calculamos por tanto la varianza

.

(p( #=0) )2 . p(&;p=0)

fq(f)>qo (@ p(Z; p)de = fq(f)>qo p(T;10) P = 0)de

Los problemas de la idea an-
terior comienzan en estos casos en
los que obtenemos el mismo valor
de q para diferentes valores de pu
muy diferentes. En estas situaciones
mediante la utilizacion del metodo
de muestreo por importancia esta-
mos haciendo un barrido de aque-
llos p positivos por lo que nos esta-
o mos olvidando de toda la parte negati-

2 A 0 1 2 va.

mu

En la imagen, se observa como en
este caso la la solucién al problema seria
simplemente multiplicar el resultado por
dos, pero puede darse el caso de que la distribucién no sea simétrica por lo que en estos
casos el factor por el que multiplicarfamos no seria exactamente 2, por lo que para
estos casos tendriamos que precisar méas en la solucion.

Figura 2.2: q en funciéon de p € R
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A continuacién veremos un ejem-
plo en el que nuestro parametro des-
conocido, en ese caso, lo llamamos «, S A
solo puede tomar valores positivos por
lo que no tendriamos este problema y -
la demostracion entonces si, seria vali-
da. S A

1.0

06
1

04

0.0

0.0 02 04 06 08 10
En este caso en concreto q en fun-

ciéon de « es una aplicacién mondtona y

creciente, evitando asi los problemas an- Figura 2.3: a toma valores en R*
teriores y obteniendo una solucién preci-

sa.

alpha
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3. Aplicacion del método

3.1. Aplicacion a ejemplos sencillos

Como hemos dicho antes, el propdsito de la implementacion de este método en la
estimacion de los p-valores es para poder determinar en esos casos extremos en los que
no sabemos si el teorema de Wilks es valido o no. Para ello empezamos desarrollado
cédigo en R.

Primero comenzamos con ejemplos senci-
llos para asi poder entender el método.
Histogram of x Volvemos al ejemplo implementado para

S 9 - ver los errores que cometia el metodo de
- Monte Carlo simple.
- Ejemplo 3.1.1 Cogemos el ejemplo basi-
S| Vs co en la que los datos siguen una dis-
2 o 7[ tribucion Normal: N(0,1). Es un ejem-
a plo en el que sabemos la solucion. Por
S un lado obtenemos el valor mediante la
- | integral conocida y por otro lado obtene-
° mos la estimacion mediante el método de
e J = muestreo escogido. Tomamos | como el

pardametro desconocido. Luego la hipdte-

3 2 4 0o 1 2 3
sis nula Hy es que los datos siguen una
distribucion Normal N(0,1) y la alterna-
tiva Hy : N (0, p).

Figura 3.1: Ejemplo N(0,1) Hy: N(0,1)

H1 . N(u, 1)

En la imagen 3.1 podemos observar como para c=3 fijo, utilizando el método de Monte
Carlo simple, lanzando 100 datos cuanto es el p-valor de nuestro experimento. Sabemos
cuanto vale el p-valor para valores mayores que 3 en una distribuciéon normal utilizando
la integral, por lo que resulta facil comparar con la estimacién del p-valor obtenido.

En este caso lo que observamos

es que para una muestra tan pequena » x=rnorm(100,0,1)

(n=100), las diferencias son significativas, * mean (x>3)

por lo que no seria tan bueno. Por lo que (1o ) L
el método de Monte Carlo directo para un ”11' rl‘vllll’ﬂ ;: ;E:‘:_ HESLRansmEanes

nimero tan reducido de n no es preciso,
y es por eso por lo que introducimos el método de muestreo por importancia. En este
caso ninguno de los puntos cumple z; > 3 por lo que necesitariamos una muestra del
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orden de minimo 10® para poder tener algiin dato, aunque la estimacién serfa muy
pobre. Necesitarfamos niimero de muestra de alrededor de 10* para poder obtener una
buena estimacioén.

Antes de pasar al muestreo por importancia es interesante ver la dispersion de los
datos generados con el método de Montecarlo simple, para asi poder luego compararlo
con el muestreo por importancia.

Haciendo muestreos aleatorios de n=100, conseguimos valores muy dispersos. Sa-
biendo que el p-valor de una normal N(0,1) para c=3 es 0.001349898 , repetimos este
experimento 100 veces para ver si es casualidad o se da que sigue siempre el mismo
patréon. Obtenemos resultados dispersos alrededor de 0. La media de los experimentos
comete un error alrededor de 1073,

Vamos a comenzar a introducir el muestreo por importancia,

# MUESTREO POR IMPORTANCIZ (CON PESO0S)

h=c ()

for (k in 1:100){
y=rnorm(100,3,1)
z=y[y>3]
w=dnorm(z,0,1)/dnorm(z, 3, 1)
#print (sum(w) /100
h[k]=sum(w)/100

En la Imagen anterior podemos ver la implementacion del método de muestreo por
importancia basico. Nos encontramos en el caso anterior en el que el ¢=3 fijo y quere-
mos calcular el p-valor para los x; > 3. Por lo tanto siguiendo nuestra conjetura, para
obtener el estimador 6ptimo y de menor varianza, tenemos que muestrear a partir de
una Normal: N(3,1). Seguimos los siguientes pasos:

1. Se muestrean 100 datos de una Normal: N(3,1).

2. Nos quedamos con aquellos > 3.

p(z,0,1)
p(2,3,1)

4. Sumamos los pesos y calculamos la media.

3. Calculamos los pesos w; =

5. Repetiremos el mismo proceso 100 veces.

Mediante el anterior codigo, con tan solo una muestra de 100 datos obtenemos una
estimacion del p-valor de 0,001368093 ~ 0,001349898. Por lo que con el mismo ntimero
de datos que utilizando el método de Montecarlo, obtenemos una estimacion bastante
mas precisa.
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Vamos a ver a continuacion una comparativa de los datos obtenidos de los mus-
treos simple y por importancia. Lo vamos a ver mediante el diagrama de cajas, en
donde se ve claramente mayor concentracion de los datos cuando utilizamos el Impor-
tance Sampling.

Los diagramas de cajas

y bigotes, son una representa-
cién grafica que permite resu-
mir las caracteristicas principa-
les de los datos (posicién, dis-
persién, asimetria, ...) e iden-
tificar la presencia de wvalores
atipicos. La caja de un box-

plot comienza en el primer cuar-
| | til (25%) y termina en el ter-

cero (75%). Por lo tanto, la

Montecarlo Muestreo por importancia caja representa el 50% de los

datos centrales, con una linea
Figura 3.2: CompaTaCién de la diSperSién dentro que representa la media-

0.0020
1

0.0015
1

Dispersioén

0.0010
|

0.0005
I

na.

En el caso particular de la figura 3.2 estamos comparando el muestreo simple
(izquierda) con el muestreo por importancia(derecha), en el cual podemos observar
claramente como los datos se encuentran mucho mas dispersos en el muestreo simple,
es decir, al crear mas datos en la zona en la que nosotros estamos interesados, generamos
una mayor concentracion de los datos. Obteniendo asi una mejor estimacion del p-valor.

Para un estudio mas detallado, vamos a realizar un barrido para distintas fun-
ciones de muestreo con importancia, para distintos valores de u, para ver hasta que
punto es correcta en este caso nuestra conjetura. Luego estamos buscando para que
valor de i se obtienen los mejores resultados, es decir, aquel en el que el error cometido
sea minimo. Tratamos de demostrar que nuestra conjetura es cierta, o que al menos es
valida. Nuestra suposicion es que el resultado 6ptimo se dard en p = ¢ justamente. Es
lo que queremos probar mediante simulaciones.

Continuamos en el caso N(0,1). Hacemos varios experimentos para asi ver la va-
riabilidad de ese minimo. Vamos a probar el resultado para ¢ = 1,2,3 y 4, para poder
dar asi veracidad a los resultados.
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La simulacion consiste en;

1. Fijar un ¢ cualquiera.

2. Dar una lista de posibles valores de p.

3. se fija un valor de u y se repite el proceso arriba descrito:

a) Se muestrean 100 datos de una Normal: N(u,1).

Calculamos los pesos w; =

)
)
d) Sumamos los pesos y calculamos la media.
)
)

Nos quedamos con aquellos > 3.

p(2,0,1)
p(z,,1)

Repetiremos el mismo proceso 100 veces.

Una vez obtenidos los datos calculamos la media de los 100 experimentos y

ya tenemos nuestra estimacion para cada valor de pu.

g) Calculamos el sesgo, el error cometido y la desviacién tipica de los experi-

mentos.

El sesgo lo calculamos como el la diferencia entre el valor ideal y la estimacién ob-
tenida, lo cual nos da una imagen representativa de la dispersién de las estimaciones.
Por su parte, el cdlculo del error cometido, se calcula igual que el sesgo pero en
valor absoluto, para hacer énfasis en cuanto de diferente es. Por tltimo calculamos la
desviacién tipica de las estimaciones utilizando la funcién sd().

Caso basico de una Normal N(0,1) con c=1 fijo.

Calculamos el p-valor de una
Normal: N(0,1) para valores mayores
que c=1. Lo podemos calcular me-
diante la integral o mediante la fun-
cién de R pnorm(1,0,1, lower.tail=F)

= 0.1586553.

El Error cometido lo hemos cal-
culado como la diferencia entre él va-
lor real y el valor de la muestra en
valor absoluto, como podemos ver en
el grafico 3.3. Por otro lado compa-
raremos la diferencia sin el valor ab-
soluto, en la cual se podra observar
mas claramente como se dispersan los
puntos a lo largo de toda la muestra,
podemos verlo en el gréafico 3.4.
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Figura 3.3: Desviacién del valor ideal por mues-
treo por importancia a partir de N(y,1)
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En el gréafico 3.3 esta representado el error cometido, donde se puede ver que hay
una zona de valores de p para los cuales el error es minimo. Es cierto que en este caso
en concreto de c=1, los resultados estan muy dispersos, por lo que no podemos sacar
muchas conclusiones, pero si podemos observar como a medida que nos alejamos de
1 =1 los valores estan bastante mas dispersos y cometen un error mayor.
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Figura 3.4: Diferencia entre el valor ideal
y las estimaciones obtenidas a partir de

N(p,1)

En la figura 3.4 se ve que globalmen-
te no esta sesgado, aunque se intuye que
para valores de p en torno a 4 hay mucha
dispersion. Al igual que en la grafica 3.3,
observamos como a medida que nos aleja-
mos de los valores de p proximos a c=1,
los errores son cada vez méas grandes, por
lo que la conjetura de elegir el fipes; como
el observado en datos nos lleva a pensar
que efectivamente es el que andamos bus-
cando.

Podriamos concluir que no hay sesgo, pe-
ro si que aumenta la dispersién. Por ello
lo miramos en la siguiente prueba.

Hemos visto antes como los datos
estan mas concentrados en el importan-
ce sampling que en el método de Monte
Carlo directo, y estamos buscando el esti-

mador que minimice la varianza. Veamoslo graficamente. Para ver mejor la dispersion
de los datos a medida que nos movemos por los valores de p’ utilizaremos la funcién
sd() de R. Obtenemos asi el siguiente resultado,
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Vemos como a medida que nos alejamos de p/ = 1 los valores estdn cada vez mas

dispersos. Es interesante como podemos restringir el intervalo éptimo de los posibles
valores de y/, y es que en torno a ' = 1 es cuando los datos estan mas préximos y por



tanto la estimacion es mejor.

Es cierto que vemos que el minimo esta siempre un poco a la derecha de nuestro punto
c. Por ello vamos a tratar de darle veracidad a lo visto en c=1, graficando para diferen-
tes valores de ¢, pudiendo asi comparar y verificar que efectivamente el mejor 1’ esta
en torno a ¢, o que al menos coger u' = ¢ es 6ptimo.

* Vemos que para este caso muestrear bajo p' = ¢, no es el valor del parametro
para el cual obtenemos la menor varianza como habiamos supuesto, pero a pesar de no
ser el valor 6ptimo, podemos probar que estd muy cerca en cuanto a desviacion tipica
del 6ptimo. Es por ello que creemos que seguir muestreando con p' = ¢ es realmente
bueno y obtenemos una gran estimacion.

En los graficos anteriores hemos visto como hay un intervalo de valores de p’ para
los cuales el resultado parece 6ptimo, sin poder elegir un valor en concreto. Por ello
vamos a intentar acotar el rango de valores de .

Como sabemos, mediante la funciéon de R pnorm podemos calcular el valor del
p-valor fijado un punto ¢ cualquiera de una distribucién Normal. Veamos para que
valores de ' se da la mejor estimacion. Lo podemos ver mediante la siguiente gréfica
en la cual hemos calculado el p-valor en funcién de diferentes /' mientras que en rojo
hemos trazado el valor exacto del pnorm para cada c fijado.

Caso c=1:
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Podemos ver como a medida que muestreamos p con valores mas cercanos a c la estima-
cién es mucho mejor, y a medida que nos alejamos de esta, el p-valor es bastante menos
preciso, hasta llegar a i/ = 4 que nos alejamos bastante de lo que estamos buscando.

Esto mismo se ve ain méas claro para valores mas grandes de c. Tenemos aqui
algin ejemplo que nos ayuda una vez mas a verificar que el y/ optimo que estamos
buscando es justamente el valor de ¢, o un valor muy proximo a c. Mediante la siguiente
tabla intentamos graficar tanto la desviacion tipica como el error cometido para c=2,3,4,
para comprobar efectivamente que tomar como fies; = ¢ es al menos préximo al éptimo.
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Cuadro 3.1: Resultados de muestreo por importancia para distintos valores de /. Las
graficas de la izquierda representan, dado un c fijo, la desviacién tipica de las estimacio-
nes para distintos valores de p’. Las graficas de la derecha representan la comparacion
del valor ideal(en rojo) con la estimacién obtenida por muestreo por importancia para

distintos valores de p’. Todo ello para distintos valores de ¢=2,3 y 4.
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Interpretacion:

Caso c=2: Observamos una dispersién mas pronunciada en el intervalo [0,1] y
también al alejarnos de ¢, en [3,4]. Lo cual implica que nuestro estimador éptimo
se encontrard en el intervalo complementario. Estamos intentando demostrar que
el estimador de varianza minima que mejor se ajusta a nuestros datos es justa-
mente lo que vemos en los datos, lo cual se verifica en el grafico de la desviacion
tipica donde vemos que los datos estdn mas concentrados cuando p = c.

Calculamos las aproximaciones del p-valor y las comparamos con el valor ideal,
con el valor obtenido en la observacién. Aqui podemos ver con bastante claridad
como las estimaciones son cada vez mejores cuando p’ se acerca a ¢ y cuando nos
alejamos de este cometemos un error mayor.

Caso ¢c=3: Al igual que en el caso anterior, vemos que el intervalo éptimo esta
en torno a c. Una vez visto que el minimo no estd exactamente en c, buscamos
entonces probar que muestrear con u = ¢ realmente funciona y que la estimacion
es buena. Observando la imagen, le quitamos importancia a a que el minimo no
este exactamente en ¢, ya que podemos ver que las diferencias son escasas. En
el grafico de la derecha podemos ver que las estimaciones del p-valor son muy
buenas cuando nos acercamos a 3 tanto por la izquierda como por la derecha.

Caso c=4: Podemos observar en los dos graficos como tanto la desviacion tipica,
como en el de la comparacién de la estimacién de los p-valores, que los errores
cometidos son mayores a medida que nos alejamos de c, es decir los datos son
mas precisos para 1’ cada vez mas cercano a c. Lo que nos da una idea de que
nuestro pbest se encontrara entorno a ese mismo valor. Al igual que en todos los
casos anteriores verifica nuestra suposicion inicial.

* En este caso podemos ver claramente los beneficios de nuestra eleccion, y es
que en la primera grafica se ve cémo podemos obtener los mismos resultados
muestreando con una décima parte de datos de p/ = 4 de los que obtendriamos
muestreando para p’ = 1.
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3.1.1. Observaciones

De esta prueba podemos obtener las siguientes conclusiones

= La conclusion maés interesante que sacamos de los ejemplos anteriores es que
con un muestreo de pocos elementos, somos capaces de calcular p-valores muy
pequenos, todo lo pequenos que queramos.

= Hemos visto la gran diferencia entre el método de Montecarlo simple y el método
de muestreo por importancia. En el primero observamos como practicamente la
mayoria de los datos que muestreamos son inservibles, mientras que al utilizar
el muestreo por importancia muestreamos tan solo en los lugares que queremos,
donde estamos interesados, obteniendo asi una dispersion de los datos mucho
menor y una mejor estimacion del p-valor.

= Por otro lado, nuestra suposicién era que el i/ que mejor se ajusta a los datos,
aquel que nos producia una menor dispersién era ¢ o en torno a c. Hemos visto
que el minimo no se da exactamente en ese punto, de hecho se puede demostrar
en algunos casos, que efectivamente no estd en c. Pero si hemos visto que se
encuentra entorno a c, y que las diferencias entre estos son muy pequenas.

= Hemos hecho pruebas para distribuciones normales con distintos valores de o.
Los datos obtenidos mediante las simulaciones se volvian cada vez més dispersos
y las estimaciones menos precisas a medida que el valor de ¢ aumentaba, por
lo que obteniamos resultados menos concluyentes. Hemos visto que la situacion
en la que mejor se comportan los datos es para ¢ = 1. Obtenemos las mejores
estimaciones de los datos, cometiendo menor error.

= En cambio, si vamos cambiando los valores de p de nuestra hipétesis nula, obser-
vamos como los datos se comportaran de igual manera y las conclusiones serdn
las mismas.

= El método es muy efectivo en estos casos tan sencillos. Veamos ahora que pasa
para casos mas reales.
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4. Aplicacién a casos reales

Después de haber visto cémo se comporta el método para un ejemplo sencillo,
vamos a comenzar a aplicar el método de muestreo por importancia a un caso mas
practico, un modelo un poco mas proximo a la realidad manteniendo la simplicidad
para ver si los resultados son igual de interesantes.

4.1. Presentacion del problema

En esta secciéon vamos a tratar de presentar el problema al que queremos dar
solucién. Suponemos que unos datos siguen ciertas distribuciones de probabilidad pg
conocida. Pero tenemos una muestra a la cual llamaremos observacion, que parece que
no se ajusta a esa distribucién, si no que parece que es la superposicion de dos funciones
de distribucién, bien de la misma familia o de diferentes,(1 — a))pg + ap1, en la que el
parametro « es desconocido. Es un caso muy habitual en ciencia, en la que se busca
una senal desconocida, sobre un fondo conocido.

Las funciones py y p1 pueden depender de varios parametros, pero en nuestro caso
los vamos a fijar, dejando un tinico parametro libre, a.

Tratamos de ver si esa muestra, esa observacién, ha sido una casualidad fruto del
muestreo o si hay evidencias de que la hipdtesis nula es falsa y por tanto no siguen la
funcién de distribucion py que en principio tendria que seguir.

En este caso la aplicacion del método de muestreo por importancia para esti-
mar el p-valor si va a ser valida ya que nos encontramos en el caso en el que a solo
puede tomar valores positivos, y més atin, solo puede tomar valores en el intervalo [0,1].

. Por que? La razon a lo mencionado anteriormente es que nos encontramos ante
una funcién de distribucién cuya integral en todo el espacio tiene que valer 1, y por
tanto « € [0, 1] necesariamente.

4.2. Planteamiento caso general

Tendremos un modelo para la pdf(probability distribution function), que depen-
de de algunos parametros y otro modelo alternativo que ademas de estos pardmetros
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contiene uno mas, que caracteriza cuanto de “nueva fisica” hay. Nos quedamos en el
caso en el que Hy no tiene parametros libres y H; tan solo 1, por lo que si pudiera-
mos aplicar Wilks, nos encontrarfamos ante una distribucién x? con 1 grado de libertad.

Utilizaremos como test estadistico un likelihood ratio, que es el cociente de las
verosimilitudes que mejor ajustan a nuestros datos.

Ho = po(z|po)
Hy s (1= a)po(zlpo) + cpr(a]im)
Donde pg, p1, o ¥y p1 son conocidos. Si llamamos p’ a la funcién de distribucion de la

hipétesis alternativa, se define el likelihood ratio para nuestro caso unbinned, como,

- p(Zla=0)
q(7) = —2log( o (Z]a) )
Lo que buscamos es el p-value, o sea la probabilidad de que dada la hipotesis Hy,
tengamos un valor de q igual o mayor que el que vemos en datos, con la idea de po-
der rechazar esta hipdtesis (y por tanto poder decir que ha habido un descubrimiento,
porque el modelo “conocido” no representa a nuestros datos).

Recordemos, que para poder hablar de descubrimiento, tenemos que tener un
p-value equivalente al menos a 5-o.

Como nos encontramos en el caso en el que el parametro libre a solo puede tomar
valores en [0,1], el método nos dice que independientemente de la funcién con la que
muestreemos nos dara una buena solucion. Nos encontramos en unos de esos casos en
los que no se puede aplicar Wilks ya que rompe una de las condiciones, el valor 6ptimo
del parametro libre o se encontrara muchas veces en el extremo, a = 0.

Nuestra idea es muestrear justamente con la funciéon que mejor se ajuste a la
observacion y ver que efectivamente obtenemos una solucion éptima.

4.3. Planteamiento caso especifico

Una vez visto el planteamiento del caso general, vamos a intentar centrarnos en
un caso especifico para asi poder aplicar el método y obtener resultados relevantes.

Como bien hemos dicho antes nuestra Hipdtesis nula va a ser que la muestra sigue
una distribucién conocida sin pardmetros libres, en este caso pg = N (0, 1) y la Hipdtesis
alternativa es que la muestra sigue la funciéon de distribucién de una superposicién de
dos Normales (1—a)N(0,1)+a-N(2,1) en la que tenemos un parametro desconocido a.
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Hg : N(O,]_)
Hi: (1-a)NO0,1)+a-N(2,1)

4.3.1. Procedimiento

= Pasamos a un “experimento”, cada repeticién sera un muestreo de M elementos,

que repetiremos N veces para calcular el p-valor.

» Cada uno de estos M nimeros sigue una normal,

Hy: N(0,1)
Hy: (1—a)N(u,1)+ aN(u2,1)

= Un experimento consistiria en sacar M nimeros segiin una de estas leyes, obtener

Ll

el apes v calcular el q.

1. Para muestreo normal usarfamos Hy, N(0,1), para muestreo por importancia
probaremos con (1 — a)N(0,1) + aN(2,1) para varios a.

2. Obtenemos el ayes utilizando la funcién de R llamada bmle2. [5]. Ponemos
limites a «, obligandola a estar entre [0,1], para que cumpla ser una pdf.

3. Calculamos q con la férmula de —2 - log(%).

Procedimiento de muestreo

Pasos a seguir:

Calculamos el likelihood ratio para nuestro experimento, qq.
Realizamos N pseudoexperimentos segiin otra pdf.

Volvemos a realizar el ajuste, a5, para cada pseudoexperimento.

Calculamos w; definido como;

e po(Z;,2=0)
Wi = p’(??jva)
Calculamos ¢; como
g = —2 - log( p(Z;]a=0) )

p(fj Ia:abest)

Calculamos nuestro estimador, como;

1

N Zq]' >qo Wi
en este caso es el p-valor, que es simplemente “contar los pesos” de aquellos con
q; > qo entre el nimero de ejemplos.
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4.3.2. Implementacion

Paso 1

Creamos el primer experimento, lo que serd nuestro observacién. En el cual iremos
creando la muestra de manera aleatoria en funcién de N(0,1) y de N(2,1), para un «
fijado.

Tomamos M=N=100, y creamos nuestro experimento para o = 0, 1 fijo.
*M=numero de datos, N= ntimero de iteraciones.

Paso 2

Buscamos apes; que mejor se ajusta a nuestra observacion. Para ello utilizamos la
funcién mle2, del paquete de R ("bbmle”) [5].
Lo que hace la funcién mle2 es, una vez escrita la funcién de verosimilitud (likelihood)
y dados los datos de la muestra, te calcula el a que mejor se ajusta a estos, acotando
los posibles valores de « al intervalo cerrado [0,1].

Paso 3

Una vez obtenido el ayes, calculamos el qobs como,

Gobs = —2(2_[log(p(T|ar = apest) — p(T|ar = 0))])

Por lo tanto tenemos todos los datos referentes a nuestra observacion. Tenemos que
ver si lo que hemos visto en la muestra se da siempre o ha sido una fluctuacion. ; Como
probamos eso? utilizamos el método de muestreo por importancia.

Paso 4

Comenzamos con el muestreo por importancia:

Vamos a tomar una muestra de N= 100 iteraciones. Queremos poder rechazar la
hipétesis nula y poder concluir que efectivamente ha habido un descubrimiento. Para
ello, estamos buscando el o que mejor se ajusta a los datos.

Tomamos como posibles valores de « el intervalo cerrado [0,1]. Para cada alpha
vamos a hacer un muestreo de M=100 datos.

Comenzamos muestreando para los distintos valores de «, y mediante la funcién
mle2; al igual que cuando calculamos el de la observacion, buscamos el apes, €l o que
mejor se ajusta a estos datos. Calculamos la funcién de verosimilitud para cada a y
calculamos los pesos asociados de la siguiente manera:
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Paso 5

Una vez calculados los pesos hacemos la media de todos ellos para los que ¢ > qops
obteniendo asi el p-valor para cada valor de a.

Paso 6

Por tltimo para el calculo de la desviacion tipica tenemos varias formas de cal-
cularlo. En este caso vamos a utilizar la media de la raiz cuadrada de la suma de los
pesos al cuadrado, es decir,

sqrt(sum(wlq > qos))) /N

para cada valor de a.

4.4. Aplicacion

Nuestras Hipotesis son,

Hy: N(0,1)
Hi: (1-—a)N(0,1)+a-N(2,1)

4.4.1. Resultados:

Comenzamos calculando el p-valor para el método de MonteCarlo directo, para
luego poder asi compararlo con el método de muestreo por importancia.

Partimos de una observacion, estos siguen una
distribucién (0.9)N(0,1) + (0.1)N(2,1) con a =
0,1. Entonces ajustamos mediante mle2 y obte-
nemos el age; con la cual obtenemos el qus =
19,43111.

Muestreamos N=1000 iteraciones, con M=100
datos cada uno, de una distribucion N(0,1)
nuestra hipotesis nula y calculamos el ¢, pa-
ra poder asi contar ¢ > qus y calcular el p-

Histogram of q

400 600 800
1 1 J

Frequency

200
1

e valor.

0
L

a Pero como podemos ver en el histograma de
la izquierda, aun muestreando un nimero consi-
derable para M, vemos como no tenemos ningin
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q > Qops- Es por ello que en estos casos tendriamos que hacer M més grande para poder
tener datos donde nosotros estamos interesados, y es justo aqui donde esta el problema
del método de Montecarlo, la gran carga computacional que supone el método en caso
de querer sacar conclusiones relevantes. No para estos casos en concreto donde la im-
plementacion es sencilla si no en casos mas reales en el que si supondria un problema.
Es aqui donde cobra sentido el método de muestreo por importancia.

Método muestreo por importancia:

Haciendo el anélisis anterior tmabién para N=1000, pero muestreando sobre (1 —
Qpest)N(0,1) + (pest)N(2,1) obtenemos el siguiente histograma, en el cual podemos
observar claramente los beneficios de la aplicacion del Importance sampling, obteniendo
asi muchos datos en el lugar que estamos interesados.

Histogram of q

Frequency
150 200 250
1

100

50

Como bien hemos dicho antes, se puede observar claramente las diferencias respecto al
grafico anterior. Donde muestreamos justamente alrededor de g,s = 19,43111. Mien-
tras que utilizando el método de Montecarlo para M=1000 no obteniamos ningin dato.

Hemos analizado el mismo caso que en el muestreo directo de Montecarlo en el
que muestreamos a partir del alpha visto en la observacién a = 0,1. Cogemos una cifra
inferior de datos como N=100, y no deja de sorprendernos como cogiendo o = Qe
somos capaces de obtener un p-valor de 4,334061 - 1079,

Estamos calculando probabilidades de 1077, luego si utilizdsemos el método de
Montecarlo como método para estimar el p-valor, necesitariamos datos del orden de
107. A esto nos referimos cuando hablamos de coste computacional, mientras que con el
muestreo por importancia somos capaces de calcular con una muestra de tan solo 100
datos, utilizando Montecarlo necesitariamos decenas de millones de datos para poder
estimarlo.

En estos casos cuando hacemos el ajuste mediante el mle2, muchos de los a son
0, y por ello no podemos aplicar Wilks. En el caso en el que pudiéramos aplicar Wilks,
dirfamos que los datos siguen una distribucién x? con 1 grado de diferencia. Por lo tan-
to calculando usando la funcién pchisq(19.43111,df=1,lower.tail=F)= 1.042943e-05.
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Vemos que queda del mismo orden de magnitud, aproximadamente el doble. La dife-
rencia no sabemos si es por la no validez de Wilks o por nuestro método.

4.4.2. Estudio detallado del muestreo por importancia

Queremos probar que nuestra conjetura es cierta. Buscamos demostrar que lo
mejor es muestrear entorno a ays 0 que por lo menos es valido y estd muy cerca del
valor 6ptimo, como veiamos en los casos basicos.

Vamos a seguir el mismo procedimiento que en el ejemplo de las Gaussianas. Co-
menzaremos calculando el p-valor para luego calcular la desviacion tipica.

En la grafica 4.1 vemos como para dis-
tintos valores de «a obtenemos distintos p-

valores, la vamos a utilizar simplemente como

[(u)
comprobacién de que las cosas funcionan bien G _
y nos sirve para ver la relacién entre la des- i
viacion del método y el p-valor para cada a.
Es relevante la zona en la que los p-valores no Q
~ 1 ’
son muy pequenos. Puede darse que los valo- 3

res sean cero o mMuy cercanos a cero por dos . .
principales motivos,

* [ ] L L
I~ L ] . . [ ] Y
» No hay datos. Luego qus > ¢; para todo E - o et o
j' w0 ... :. Oq.ﬂ.. - * o
= A pesar de haber datos mayores que qgps, - . . %
su peso es tan tan pequeno que es como % | essesese’ ¢ %
sumar ceros. o T I T
0.0 01 02 03

Es por ello, por lo que tiene sentido mirar mas
en torno a 0.1, nuestro ays, por arriba y por

abajo.
Figura 4.1: p-valores obtenidos median-

te muestreo por importancia para dis-
Una desviacion estandar alta indica que  tintos valores del parametro a.

los datos se extienden sobre un rango de va-
lores méas amplio. Lo esperado, ya que hemos
visto en la gréafica anterior que para esos valo-
res de « es para los cuales mas puntos obtenemos de ¢ > qus. En cambio esta grafica
es la que nos dice la potencia del método. Buscamos la que minimiza la dispersion,
claro siempre que el p-valor tenga sentido (si da siempre cero la dispersién es cero).
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En ambas graficas podemos ver la misma representacion de la desviacién tipica, en la
primera vemos de manera mas general, sin acotar el rango de a mientras que en la se-
gunda hemos acotado los valores de a: a aquellos distintos de cero y hemos muestreado
mas valores.

Ahora sale muy clara la dispersion y vemos que se comporta justo como esperaba-
mos que lo hiciera. El minimo sale un poco mas alla de 0.1, pero esta cerca. Es verdad
que si muestreamos con & = ey NO conseguimos el resultado mas 6ptimo pero se
puede probar que esta muy cerca en cuanto a desviacion del 6ptimo.

En cuanto a la estimacién de la desviacion tipica, vemos como los da-
tos se concentran mas cuando utilizamos valores de a cercanos(a la derecha)
a 0.1, nuestro as.;. Como habiamos visto en la gaussiana, al inicio de las
pruebas.

Hemos visto ya como el parametro de varianza minima no se encuentra exacta-
mente en ages, Pero sabemos que en un intervalo donde este esta contenido, obtenemos
valores muy cerca en cuanto a desviacion del éptimo, por ello, tratamos de quedarnos
solamente con los valores de o que nos interesan. Mediante una lineas de cédigo en R
hemos implementado una funcién mediante la cual encontramos el intervalo 6ptimo.
Anexo: archivo= intervalooptimo.R
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Dado que hay una zona amplia de valores con dispersion baja y que estos a su vez
muestran cierta dispersién, planteamos un criterio para definir un intervalo de valores
de la o de muestreo que proporcionarian un resultado parecido y proximo al 6ptimo.

= [Llamamos x a la los p-valores obtenidos y ex a las desviaciones tipicas obtenidas
en la simulacion.

= Una vez definidas las variables, comenzamos quitando todos los valores iguales a
cero, ya que no nos interesan.

= A continuacién calculamos la mediana de todos estos valores, elegimos la mediana
ya que buscamos el estadistico que menor variaciéon tiene.

= Por tltimo nos vamos a quedar con aquellos por encima de 0,2 por el valor de
la mediana. Hemos elegido, 0.2 ya que si cogiésemos un valor mas pequeno se
cuelan valores en los que no estamos interesados.

Graficando las anteriores lineas de codigo obtenemos los siguientes resultados pa-
ra a = 0,1;

xp
*
L ]
exp1
002 003 004 005 006
1

g)_ 1 e .0 * — [
o . * . ® . .
e - e P o3
X w?® : . - e LI K]
R IR ‘s}”e"f . _ '“°.°-.. .
3 P . . o o o 4 k *% - Y . .
* . b4 o & * e
* & ..l MY ¢ .W:*"%' . ‘e, - * e
T T T T T T T T T T T T
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
alphalx > ((0.25) * md)] alphalx > ((0.25) * md)]

Donde obtenemos el intervalo [0.000 0.288], rango que incluye a yes, de acuerdo
con nuestra conjetura.

Vayamos ahora a valores de av méas exagerados, podremos ver asi mas claramente
lo que sucede y apareceran zonas de ceros al principio y al final de la grafica, que nos
ayudaran a identificar mas claramente el intervalo 6ptimo mediante las lineas de cédigo
anteriores.

Lo resumimos en la tabla 4.1, en donde podemos ver como para todo g, encontra-
mos un intervalo éptimo en el que este esta contenido. Por lo que en la linea argumental
que estabamos siguiendo, podemos considerar nuestra suposicién como valida.
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Tabla de intervalos 6ptimos en funciéon de ag
Qp Intervalo 6ptimo

0.2 [0.001 , 0.322]

0.4 [0.308 , 0.649]

0.6 [0.417 , 0.798]

Cuadro 4.1: Intervalos de valores de la & de muestreo que proporcionarian un resultado
parecido y proximo al 6ptimo, para distintos valores de .

4.5. Resumen/Observaciones

Una vez implementado el muestreo por importancia a casos reales;

= Hemos descrito e implementado el procedimiento para aplicar el muestreo por
importancia a casos reales.

= Hemos visto que en casos reales como el de la doble Gaussiana, donde para
una muestra de 100 valores somos capaces de estimar el p-valor. Mientras que si
utilizasemos el método de Montecarlo directo necesitariamos alrededor de decenas
de millones de experimentos para poder hacer una buena estimacion.

= Hemos visto también que para muestras de 100 experimentos, el método de mues-
treo por importancia calcula con precisiéon p-valores del orden de 10~7. En reali-
dad, podemos obtener p-valores extremadamente bajos, tan bajos como quera-
mos.

= Somos capaces de mediante un algoritmo de buisqueda acotar el intervalo éptimo
de . Y hemos visto como para cualquier valor de «q este siempre se encuentra
en el intervalo éptimo.

= Al igual que en el ejemplo sencillo de la Gaussiana hemos visto que nuestra
conjetura de que el estimador de varianza minima no es exactamente o = s
pero si que estd muy cerca.
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5. Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado la aplicaciéon del muestreo por importancia a
la estimacion de p-valores muy bajos para contraste de hipdtesis, proponiendo una
solucién que minimiza el coste computacional. Se ha intentado abordar tanto desde el
punto de vista tedrico, donde se dan argumentos que soportan la propuesta como sobre
ejemplos programados en R.

Después de hacer un analisis basico pero exahustivo del método, somos capaces
de concluir que;

= Adn siendo el método de Montecarlo uno de los métodos mas utilizados en in-
vestigacion, hemos probado como para casos extremos en los que tenemos una
muestra reducida de datos el método no es eficiente. Mientras que el muestreo
por importancia si lo es.

= En relacion con lo anterior, quizas la conclusién méas importante que hemos sacado
es que con un numero reducido de datos podemos obtener p-valores extremada-
mente bajos, en realidad, tan bajos como queramos.

= Uno de los grandes motivos de la implementacion del método era para aquellos
casos en los que no sabemos si es aplicable el teorema de Wilks. Se ha visto
como podemos mejorar los resultados del muestreo directo, reduciendo érdenes
de magnitud del tamano de la muestra.

= Hemos visto para que casos la eleccion de la funcién de probabilidad de muestreo
es Optima, siempre que el likelihood ratio dependa monotonamente del parametro.

= Una vez hemos restringido el método a problemas en los que hay un tnico para-
metro que solo puede tomar valores positivos. Tomando o = s Somos capaces
de calcular p-valores tan pequenos como queramos.

= A pesar de al principio creer que lo 6ptimo, o lo mejor era muestrear con o = @ ps,
hemos visto que exactamente no es el parametro que produce menor varianza,
por lo que hemos tratado de demostrar, reduciendo a intervalos de valores de la
a de muestreo que proporcionarian un resultado parecido y préximo al 6ptimo
como para cualquier valor de «y, apes; siempre se encuentra dentro del intervalo.

= Podemos concluir que es un método prometedor aunque seria interesante inves-
tigar su extensién a los casos donde hemos comprobado que su aplicacién no es
valida.
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