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Resumen

El problema del transporte éptimo fue propuesto por Monge y consiste en transformar una distribucién
en otra minimizando el coste de transporte. Kantorovich presenté una relajacion del problema de Monge
que permitié probar la existencia y unicidad de solucién del problema bajo ciertas condiciones. Este
problema introduce de manera natural una distancia entre distribuciones, la distancia de Wasserstein,
que se define como el coste minimo de transporte entre ellas. A su vez, esta distancia permite definir
la media de Fréchet, que es una generalizaciéon a espacios métricos de la media usual. Con estas herra-
mientas, en el presente trabajo se propone un modelo de regresiéon no paramétrica funcional basado en
ntcleos que relaciona las distribuciones anuales (de 1954 a 2021) de las diferencias entre la temperatura
media diaria de la superficie terrestre y la temperatura media entre 1951 y 1980, con las concentraciones
anuales de COs en la atmodsfera. Se estiman las distribuciones de probabilidad esperadas para cada ano

en base al nivel de CO5 de ese ano.

Palabras clave: transporte 6ptimo, distancia de Wasserstein, media de Fréchet, regresién no paramétri-

ca, distribucion de probabilidad, cuantil, temperatura, CO,

Abstract

The optimal transportation problem was proposed by Monge and consists of transforming one dis-
tribution into another while minimizing the transportation cost. Kantorovich presented a relaxation
of Monge’s problem which made it possible to prove the existence and uniqueness of solution of the
problem under certain conditions. This problem naturally introduces a distance between distributions,
the Wasserstein distance, which is defined as the minimum transport cost between them. In turn, this
distance allows us to define the Fréchet mean, which is a generalization to metric spaces of the usual
mean. With these tools, in the present work we propose a functional nonparametric regression model
based on kernels that relates the annual distributions (from 1954 to 2021) of the differences between
the mean daily land surface temperature and the mean temperature between 1951 and 1980, with the
annual concentrations of COs in the atmosphere. Expected probability distributions are estimated for
each year based on that year’s CO5 level.

Keywords: optimal transport, Wasserstein distance, Fréchet mean, nonparametric regression, proba-

bility distribution, quantile, temperature, COs.



1. Introduccion

Una de las transformaciones mas importantes que ha ocurrido durante los 1ltimos afios es el crecimiento
exponencial de datos. Hasta hace poco tiempo, la informacion era escasa y de dificil acceso. Sin embargo,
se esperaba que esa informacion fuese de calidad elevada y permitiese obtener conclusiones realistas.
Actualmente, el valor de la informacién no se encuentra tanto en los datos concretos, sino en cémo se
correlacionan entre si. Por tanto, es cada vez mas necesario asumir una actitud critica en la eleccién y

tratamiento de los datos [25].

Los seres humanos estamos continuamente generando y almacenando cantidades enormes de datos (me-
diciones, documentos, imédgenes, sonidos...) relacionados con una multitud de campos: medio ambiente,
salud, transporte, seguridad, biomedicina... El andlisis de estos permite comprender muchos procesos
que ocurren a nuestro alrededor y con ello, disenar soluciones a distintos problemas. En este trabajo
se analizan datos de calentamiento global, en concreto, relaciones entre las distribuciones anuales de
temperaturas medias diarias de la superficie terrestre, mas concretamente distribuciones de diferencias
entre la temperatura diaria de la superficie terrestre y la temperatura media de la superficie terrestre
entre 1951 y 1980, y las concentraciones de COq en la atmédsfera. Una comprension de las variables
que influyen en el aumento de la temperatura del planeta permitird adoptar medidas para paliar los
problemas que pueda acarrear este aumento: incremento de la temperatura ocednica, deshielo, subida

del nivel del mar... cuyas consecuencias son muy negativas para la especie humana.

Para estudiar la relaciéon entre las distribuciones de temperaturas y la concentracion de COs se ha
planteado un modelo de regresiéon no paramétrica. Pero el hecho de que los datos sean distribuciones de

probabilidad supone una complicacion: se ha de trabajar en espacios funcionales.

Como punto de partida para tratar con datos en forma de distribuciones de probabilidad, se ha de
introducir una distancia entre estas. Una manera intuitiva de definirla es hacerlo mediante el minimo
coste de transformar una en otra, donde el coste de la transformacién se puede ver como el coste de
transformar un “montén de arena”, con una localizacién y una forma correspondientes a una de las
distribuciones, en otro montén cuya distribucién y forma estan determinadas por la otra distribucién.
Esta es la denominada distancia de Wasserstein, definida como el coste minimo de la transformacién
entre distribuciones en el problema del transporte éptimo de Kantorovich. En el capitulo [2se presentara
el problema del transporte 6ptimo que introduce de manera natural la distancia de Wasserstein. La teoria
asociada a esta distancia se introducird en el capitulo [3] Al disponer de esta distancia, se puede definir
el concepto de media de una coleccién de distribuciones, la media de Fréchet. Este concepto se tratara

en el capitulo [

En el capitulo 5] se presentard la teorfa de la regresién no paramétrica aplicada a datos funcionales. Se

trabajard con la regresién local por nicleos, en concreto, con el estimador de Nadaraya-Watson.

Finalmente, se aplicard esta teoria, usando la distancia de Wasserstein, para estimar las distribuciones
de diferencias diarias de temperatura de los anos entre 1954 y 2021 condicionadas a la concentracién de
COs en la atmoésfera del ano correspondiente.

Es preciso mencionar que el presente trabajo es eminentemente tedrico y su objetivo es el estudio del
problema del transporte éptimo y la distancia de Wasserstein. El problema del transporte éptimo es un
clasico en los campos de la teoria de la probabilidad, la optimizacién y la economia. De hecho, se han
otorgado dos medallas Fields relacionadas con este tema: en 2010 para Cédric Villani y en 2019 para
Alessio Figalli. Se pretende mostrar la gran aplicabilidad de este problema con el andlisis de regresién

que relaciona las distribuciones de temperaturas y el nivel de COs.



2. Transporte 6ptimo

En este capitulo se enuncia el problema del transporte éptimo, el cual introduce de manera natural
una distancia entre distribuciones de probabilidad. Este problema fue abordado por primera vez por el
matematico francés Gaspard Monge. Su enunciado genera distintas complicaciones que fueron resueltas
por el matematico y economista Leonid Kantorovich al proponer una relajacién del problema inicial.
Las ideas generales del capitulo se han tomado de las referencias [4], [12], [21], [26], [27], [31], [35]. Se

irdn referenciando a lo largo del texto los resultados més concretos.

2.1. El problema de Monge

El problema del transporte 6ptimo, siguiendo la interpretacién de Monge, desarrollada en 1781, se
formula de la siguiente manera: dado un montén de arena y un hoyo con volumen igual al del montén
de arena, se trata de encontrar la manera éptima de transportar la arena al hoyo, con el objetivo de
minimizar el esfuerzo o coste de moverla. La arena se puede transportar y, por tanto distribuir, de
muchas formas en el hoyo. Asi, la solucién del problema del transporte éptimo es encontrar el modo de

ir trasladando la arena del montén al hoyo con el menor coste posible.

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que el volumen de arena es 1. Por tanto, el problema
del transporte éptimo consiste en modificar una distribucién de probabilidad conocida en otra que
también se conoce, minimizando el coste de transporte. Por ejemplo, si hipotéticamente el montén de
arena tuviese forma triangular, se identificaria con una distribucién de probabilidad con funcién de
densidad una funcién triangular. Si el hoyo tuviese forma cuadrada, se identificaria con una distribucién
uniforme. De esta manera, el problema del transporte éptimo consistiria en transformar una distribucién

con funcién de densidad triangular en una distribucién uniforme.

Los elementos matematicos que modelizan el problema del transporte éptimo son: el espacio donde
se encuentra la arena, Z; el espacio donde estd hoyo, #/; la funcién de coste, ¢ : 2" x % — R, que
determina cuanto cuesta mover una unidad de arena desde el punto x € 2 a un punto y € % del hoyo;
y la funcién de transporte, T : 2" — %, que indica cémo se transporta cada unidad de arena al hoyo.
La distribucién de la arena en el espacio 2~ se asocia a una medida de probabilidad p en 2 y la forma

del hoyo se identifica con una medida de probabilidad v en el espacio %'.

Para ser rigurosos, al hablar de medidas hay que definir o-algebras. Para ello, se asume a lo largo de
este trabajo, que Z e % son espacios métricos, completos y separables y se escogen las o-algebras de
Borel en 2" e %, B4 v Ba respectivamente, de manera que p : S — [0,1] y v : 8o — [0,1]. Como
consecuencia, el espacio producto 2 x %', dotado de la topologia producto, es completo y separable. La
o-algebra de Borel de 2" x % es el producto de o-dlgebras de 2 e ¥, Ba xo = Ba X Ba, por lo que
cualquier funcién continua ¢ : 2" x # — R es medible. Asi, parece riguroso asumir que ¢ sea continua
y no negativa. Finalmente, se supone que 7' es medible, por lo que T~1(B) € B4 paratodo B € By y
w(T~1(B)) estéd bien definido.

Llamaremos 3y a la o-dlgebra de Borel en R? con la distancia usual y £ a la medida de Lebesgue en

este espacio.

La principal caracteristica de la formulaciéon de Monge del problema del transporte es suponer que toda
la masa de un punto x € £ se transporta a un dnico punto y = T(x) € % . Es decir, toda la arena
situada en la “columna” con base en x se envia al mismo punto y del hoyo. Como se verd posteriormente,

la formulaciéon de Kantorovich prescinde de esta restriccion.



El coste total del transporte es, por tanto,
er) = | e T@)iuta). )

Como la masa de arena se ha de conservar en el transporte, no toda aplicaciéon T': 2~ — % es admisible.
Toda regién B C % del hoyo con volumen v(B) tiene que recibir un volumen v(B) de arena. La arena
que se transporta a B viene representada por el conjunto {z € 2" : T(x) € B} = T~'(B) y su volumen
viene dado por p(T~1(B)). Por tanto, ha de cumplirse la igualdad

w(T~H(B)) = v(B), paratodo B € By . (2)

Esta condicién se representa como THu = v y se lee como: v es la medida push-forward de p via T.

Se presenta a continuacién un teorema que caracteriza las medidas push-forward |21] y que se utilizard

a lo largo del capitulo.

Teorema 1. Sean 2" e % espacios métricos completos y separables. Sean i y v medidas de probabilidad
en 2 e¥ yseaT: X — % una funcién medible. Entonces, Ty = v si y solo si

/ o(y)dv(y) = / (¢ o T)(@)du(x), para toda € Cy(2)
(274 X

El problema de Monge se trata, por tanto, de encontrar una funcién medible Ty en la que se alcance el
infimo del coste total de transporte (|1):

C(Tp) = inf /% c(z, T(x))du(z).

T:THu=v

Sin embargo, este problema presenta diversas complicaciones.

Para comenzar, el conjunto de transportes admisibles, {T" : T#u = v}, puede ser vacio. Si p = &, la
medida de Dira(ﬂ en g € 2, v no es una medida de Dirac y B = {T'(x)}, se tiene que u(T~1(B)) =
1 > v(B). Por tanto, no se cumple y no existe ningtin T admisible, es decir, {T : Ty = v} = 0.

Si 2 =% =R%y py v son absolutamente continuasﬂ con respecto a la medida de Lebesgue y A € Sy,
por el teorema de Radon—NikodynEI existen funciones f y g medibles tales que,

u(A) = /A f@dz y v(A) = /A o(e)de. 3)

1
Definicién 1 (Medida de Dirac, [2]). Sea (£2,.A) un espacio medible. Dado un conjunto A € Ay x € A, se define la
medida de Dirac en x, 65, como aquella que cumple §z(A) =1 siz € A y 6,(A) =0 sixz & A.

2
Definicién 2 (Medida absolutamente continua, [2]). Sea (2, A, u) un espacio de medida. Una medida v definida en A
es absolutamente continua con respecto a una medida p, v < p, st u(A) = 0 implica que v(A) = 0 para todo A € A.

3
Teorema 2 (Radon-Nikodym, [2]). Sea (Q, A, p) un espacio de medida o — finito (Q unidn numerable de conjuntos
medibles de medida finita) y sea v < u. Entonces existe una inica funcion f > 0 medible tal que

v(E) = /E fdu, para todo E € Q.

f es tinica en el sentido de que si existe otra funcion medible g que cumpla lo anterior, f = g p-c.s.



Si ademds T es un difeomorfismo, se tiene (ver [21]):
AT) = [ glarte = [ g(Ta@)|Ir(a)de @
T(A) A

En la dltima igualdad se ha aplicado el teorema de cambio de variable.

Teniendo en cuenta y (4), T8 = v es equivalente a la ecuacién

f(@) = g(T(x))|Jr(z)|.

conocida como ecuacién de Monge-Ampere. Se trata de una ecuacién no lineal, lo que supone una gran

dificultad para obtener el conjunto de funciones de transporte admisibles.

2.2. El problema de Kantorovich

La formulacién del problema del transporte 6ptimo de Kantorovich es una relajaciéon del problema de
Monge, como se verd en la seccién La masa de un punto z € 2" no ha de transportarse a un solo
punto de % como en el problema de Monge, sino que se puede repartir en varios puntos de %. Esta

relajacion elimina todas las dificultades mencionadas anteriormente.

El transporte de la arena pasa a ser descrito por una medida de probabilidad 7 definida en el espacio
producto 2 x #. Asi, 1(A x B) es la cantidad de masa transportada desde A € S a B € fa. La

condicién de conservacion de la masa estd ahora determinada por las ecuaciones:
m(A X %) = u(A), paratodo A € Bo. (5)
m(Z x B) = v(B), para todo B € g . (6)
Las ecuaciones y @ son equivalentes a las siguientes:
T bm = . (7)

T T = v. (8)
donde 749 y ma son las proyecciones del espacio 2 x % en los espacios Z e ¥

Las distribuciones m que satisfacen las ecuaciones y @ (o equivalentemente y ) se denominan
planes de transporte y el conjunto de estos viene representado por II(u,v). uy v son las distribuciones

marginales de 7.

El coste total de transporte asociado al plan 7 es:
= [ cwydnay) 9)
X XY

El problema de Kantorovich consiste, por tanto, en encontrar una plan de transporte my para el que se

alcance el infimo del coste total de transporte @:

C(mo) = {nf / c(x,y)dm(x,y).
w€ll(p,v) J o wa

La formulacién de Kantorovich presenta numerosas ventajas frente a la de Monge, las cuales se presentan



a continuacion.

El conjunto II(u, v) nunca es vacio. La medida producto p®v, definida como [u®@v](Ax B) = u(A)v(B),

siempre pertenece a II(u, V) ya que, trivialmente, cumple las condiciones y @

Por otro lado, la funcién coste C(7) @ y las restricciones y @ son lineales en m, por lo que el
problema de Kantorovich es un problema de programacion lineal infinito-dimensional. Para ser rigurosos,
para hablar de linealidad se tiene que dotar al espacio de medidas de una estructura lineal. Para ello, se
define el espacio M (%) de las medidas finitas con Sign(ﬂ de Borel, que es un espacio vectorial porque
(1 + apo)(A) = p1(A) + apz(A) con o € R, p1,us € M(Z) y A € Bar.

En tercer lugar, la formulacién de Kantorovich es simétrica en el sentido de que para toda distribucién
m(u,v) € II(u, v) que transporta p en v, existe una distribucién 7 (v, u) € II(v, 1) que transporta v en
u. Esta distribucién estéd caracterizada por (B x A) = w(A x B).

También existe una simetria en la funcién coste. Si se define é(y, z) = ¢(z,y), entonces
cw= | copiny)= | a0,
X XY UXE

El teorema [f] prueba la existencia de un minimizador para el problema de Kantorovich. Para la prueba
de este teorema se han seguido las referencias [4], [21] y [31]. Se introduce previamente una serie de

conceptos.

Definicién 4 (Funcién semicontinua inferiormente, [31]). Sea 2" un espacio métrico. Una funcion
f:+ Z — RU{£oo} es semicontinua inferiormente si para toda sucesion {x,}n tal que x, — x, se
cumple f(z) < liminf, f(x,).

Definicién 5 (Espacio Cy, [26]). Dado Z # 0, el espacio Cyp(Z) es el espacio formado por las funciones

reales definidas en 2", continuas y acotadas.

Definicién 6 (Convergencia débil, [26]). Sea 2~ un espacio métrico. Una sucesion de medidas de
probabilidad {p,} con p, € M(Z) converge débilmente a p € M(Z) si para toda f € Co(Z), se
cumple que [ fdu, — [ fdu.

Definicién 7 (Coleccién de medidas de probabilidad “tight”, [31]). Una coleccion de medidas de pro-
babilidad  es “tight” si para todo € > 0, existe K compacto tal que inf,c o p(K) >1—¢.

Definicién 8 (Compacidad relativa, |23]). Un conjunto de un espacio topoldgico es relativamente com-

pacto st su clausura es compacta.

También se enuncian los teoremas de Weirstrass [31], de Prokhorov [10] y un teorema sobre funciones
semicontinuas inferiormente [30], que se utilizardn en la prueba del teorema @ No se presentan sus

demostraciones, pero se pueden encontrar en las referencias indicadas.

Teorema 3 (Weirstrass, [31]). Sea 2 un espacio compacto y f : X — R U {400} una funcién

semicontinua inferiormente. Entonces existe T € 2 tal que f(z) = min{f(z) 1z € 2}.

4

Definicién 3 (Medida con signo, [2]). Sea (,.A) un espacio medible. Una funcion p: A — RU {£oo} es una medida
con stgno St

1. w alcanza, como mdzimo, uno de los valores +00 0 —oo.
2. u(@) =0.

3. Si (Ej)ien es una sucesion de conjuntos medibles tales que E; N E; = 0 para todo i # j, entonces p(UijenEs) =

ZieN N(Ez)



Teorema 4 (Prokhorov, [10]). Sea 2" un espacio completo y separable. Entonces, una familia % C
P(XZ), con P(Z) el conjunto de probabilidades en el espacio X, es relativamente compacta con respecto

de la convergencia débil si y solo si es “tight”.

Teorema 5 (Caracterizacién de funciones semicontinuas inferiormente, [30]). Sea (27, d) un espacio
métrico y f + £ — [0, 00] una funcidon semicontinua inferiormente tal que inf e o f(p) < co. Para cada
n € N, se define

gn(z) = pglé{f(p) + nd(z,p)}.

Entonces, {gn} es una sucesidn no decreciente de funciones no negativas y continuas en 2 tales que
f=1lim, g,.

Teorema 6 (Existencia de solucién del problema de Kantorovich). El problema de Kantorovich admite
solucion cuando ¢ es semicontinua inferiormente y no negativa y & e % son espacios métricos completos

y separables.

Demostracion. Hay que probar que IT(u, v) es compacto en P(2 x %) y que el funcional w7 — f%X@ cdm
es semicontinuo inferiormente. Asi, aplicando el teorema de Weirstrass (teorema , quedard probado
que el problema de Kantorovich admite un minimizador.

Por el teorema [} {u} vy {v} son “tight” porque Z e % son completos y separables. Veamos ahora
que II(u,v) es “tight”. Sean ¢ > 0y Ky C 2"y Ko C # compactos tales que u(2 \ K1) < 5y
v(# \ K3) < §. Se tiene que

(%XZ’/)\(Kl><K2)C[(%\KQX@]U[%X(@\KE)]

Por tanto,
T2 % D)\ (K1 x Ko)] € (2 \ Ka) x D [ 2% (3 \ K)] = p(2\K2)+0(#\K2) < S+5 ==,

y queda probado que II(u,v) es “tight”. Por el teorema de Prokhorov (teorema (), II(u, v) es relativa-

mente compacto, luego su adherencia, que denotamos II(u, v), es compacta (definicién .

Veamos ahora que II(u, v) es compacto. Para ello, veamos que II(u, V) es cerrado y, por tanto, m =
II(u, v). Usaremos la caracterizacién de conjuntos cerrados por sucesiones y la convergencia débil (defi-
nicién [6)). Sea (), C II(1, ¥) una sucesion tal que 7, — 7. Veamos que 7 € II(11,v). Sea ¢ € Cy(Z).
Con un abuso de notacién, podemos considerar ¢ definida en 2" x ¢ tomando ¢(z,y) = ¢(x).

[e@inzin@) = [ewuiny = lin [ owpin) =l [ oo

[ @into)

lo que implica, por el teorema|[l] que 74 7 = u. La primera igualdad se da porque w4 es la proyeccién
de Z X% en 4, la segunda porque m, — 7 débilmente, la tercera porque (7, ), C (u,v) y la dltima,
de nuevo, por la definicién de w4 . Idénticamente, 7y x m = v. Luego 7 € II(u, ), pues se cumplen las
condiciones y . Por tanto, II(p, v) es cerrado, II(p, v) = I(p, v) y (g, v) es compacto.

Veamos ahora que el funcional 7 — [ 9wy €A es semicontinuo inferiormente.



Sea (mp)n C (u,v) tal que m, — 7. Como 2" X # es un espacio métricoy ¢ : 2 x % — [0,1] es
semicontinua inferiormente y estd acotada inferiormente (por 0), por el teorema [5| existe una sucesién
no decreciente {cx} de funciones no negativas y continuas tales que ¢ = limy ¢,. Como {cx} es no

decreciente, ¢ = limy, ¢, = sup,, cx. Entonces,

/ crdm,, < / cdm,,. (10)
XX XX
Tomando limites inferiores en (|10J),
lim inf/ crdm, < lim inf/ cdm,. (11)
n X XY n XX

Como cada ¢ € Cyp(Z x %),

lim inf/ cpdm, = / crdrm.
n X XY X XY

Aplicando el teorema de la Convergencia Monétona,

lim deTr:/ cdr.
k- Jaxwy XY

Por tanto, sustituyendo en ,

/ cdm < lim inf / cdmy,,
XX n X XY

que por la definicién |4 se deduce que el funcional ™ — f s oy CdT es semicontinuo inferiormente.

2.3. Interpretacion probabilistica

Los problemas de Monge y Kantorovich se pueden interpretar de una manera probabilistica. Para ello,

hay que introducir los conceptos de elemento aleatorio y distribucién de probabilidad de este.

Definicién 9 (Elemento aleatorio, [26]). Un elemento aleatorio en un espacio topoldgico 2 es una
funcion X . (Q, o, P) — (Z',Ba) medible, con (Q, o, P) un espacio de probabilidad y B la o-

dlgebra de Borel sobre el espacio Z .

Definicién 10 (Distribucién de probabilidad de un elemento aleatorio, [26]). Dado un elemento alea-
torio X en un espacio topoldgico Z , se llama ley o distribucion de probabilidad de X a la medi-
da de probabilidad px = XH{P definida en el espacio X, es decir, la medida de Borel que cumple
pux(A) =PX1(A)] =P(X € A) para todo A € By .

Dados 2, %, u, v y ¢(z,y) como en la seccién el problema de Monge se puede modelizar con
el elemento aleatorio X : (Q,4/,P) — (2°,%B4 ) con (2, o, P) un espacio de probabilidad y cuya
distribucién de probabilidad es u = XfP. Se trata de encontrar una funcién medible T': 2~ — % tal

que la distribucién de T'(X) sea v y que minimice el coste total:

o(T) = /% e, T(w))dpu(r) = / [ X (@), T(X (@))]dP(w) = Ele(X, T(X))],

Q



es decir, la funcién T' que minimice la esperanza de la funcién coste c.

Por su parte, el problema de Kantorovich consiste en encontrar una distribucién de probabilidad conjunta
del elemento aleatorio bidimensional (X,Y), con X : (Q, &7 ,P) — (2, Ba)eY : (A, &, P) = (¥, Ba),
cuyas marginales sean u y v y tal que 7 = (X, Y)#P minimice el coste total, que es igual a la esperanza

de la funcién coste:

C(r) :/%WC(:c,y)dﬂ(x,y) :/QC[X(W),Y(W)]dP(W):E[C(X, Y)l.

7 se denomina distribucién conjunta o coupling.

El problema de Kantorovich es una relajacién del problema de Monge porque a cada funcién de trans-
porte T se le puede asociar una distribucién w7 de manera que C(T') = C(wr). 77 es la distribucién del
elemento aleatorio (X,Y) = (X,T(X)) (la distribucién de Y dado X = z es dp(,)) y se tiene:

C(rr) = EIC(X,Y)] = E[E(c(X,Y)/X)] = E[e(X, T(X))] = C(T).

Por tanto,

Clrr) = /%  ela)dnr(a.g) = OT) = /% e(r, T(x))dpu(z). (12)

De ([12)) y el teorema [l se deduce que 71 es la medida de probabilidad en el espacio 2 x # dada por
mr = (Id x T)fu.

2.4. Caso discreto uniforme

En el caso de que las medidas p y v sean uniformes en n puntos, el problema de Kantorovich se reduce
a una problema combinatorio finito. Se presenta este caso para introducir posteriormente el problema

dual de una manera més intuitiva. Supongamos que

Los costes de transporte se pueden representar con una matriz n x n, C = (cij)ij, con ¢;; = c(mi,yj).
Cualquier funcién de transporte T : 2" — % se puede asociar a una permutacién en S, = {1,...,n}, de
manera que, dada o € Sy, T(2;) = Y, (;). Los planes de transporte se pueden representar por medio de
matrices M, nxn, M = (M;;);; con M;; = n({(x;,y;)}), donde para que 7 sea un plan de transferencia,

nM tiene que ser una matriz bistocéstica|
En el caso discreto, el problema de Monge pasa a ser un problema de optimizacién combinatoria que se

formula de la siguiente manera:

oc€Sy n cesS,

1 n
inf C(o) = — inf Zciﬁc,(i).
i=1

5El conjunto de matrices bistocasticas, By, se define como el conjunto de matrices N, nxn, que cumplen Z;‘:l N;; =1,
>i1 Nij =1y Ni; >0 [26].



El problema de Kantorovich es el problema lineal siguiente:

inf E CijMij-
MeB, /n ~

2.5. Dualidad del problema de Kantorovich

Se ha visto en la seccién [2.2] que el problema de Kantorovich es un problema de programacién lineal.

Por tanto, admite una formulacién dual.

2.5.1. Caso discreto uniforme

La notacién que no se introduzca en esta seccién es la que se especificé en la seccion 2.4

Para mostrar la formulacion dual del problema de Kantorovich, se utiliza la siguiente notacién. La
matriz M = (7({(zi,y;)}))i; se representa por un vector en R": M = (Mi1, ..., Mij, ..., My, )t Las 2n

restricciones (se omite en aqui la restriccién de que M > 0) para que nM = n(w({(z;,y;}))ij € Bn se

In
iz 2 2 A= :
representan con una matriz 2n X n°, A = .. ,

I, I, ... I,

cumpliéndose:
-~ 1=
AM = —b e R*",
n

con b:= 1%, I, la matriz identidad en R™ y Tt = (1,1,...,1)! € R™.

Asi, el problema primal de Kantorovich se formula de la siguiente manera:

L t AT
min g pne C*M

(P){ sujetoa AM = Lb (13)

1
n

M>0

Para obtener el problema dual de , por cada fila de la matriz A se introduce una variable. Estas
variables se denominardn p1,...,pn,q1,---,Gn- Llamamos p'= (p1, ...,pn) ' y §= (q1, ---, ¢ )*. Se intercambian

7ty M y b y C'y se busca el méximo en vez del minimo. Asi, la formulacién dual es:

. P
maxz gtegn b <(f

P
sujeto a A’ <C

(14)

=y

2.5.2. Caso general

Los vectores p'y ¢ se pueden interpretar como restricciones de funciones ¢ : 2" - Ry ¢ : & — R,

de manera que p; = p(x;) coni =1,...,ny q¢; = ¥(y;) con j = 1,...,n. Las coordenadas del vector



b=(1,..,1)" € R2" se pueden ver como b; = pu({z;}) y bjrn = v({y;}) coni,j=1,..,n.

De esta manera, el dual del caso discreto (14]) se traduce en:

SUP(¢,p)eLy (1) x Ly (v) [fgg o(w)dp(r) + fg TP(y)dV(y)]
sujeto a (p, 1) € O,

con &, = {(p,¥) € L1(p) X L1(v) : () + ¥(y) < c(z,y) para (u x v) — casi todo (z,y) € Z x #}.

El siguiente lema permite ver que las restricciones del problema de Kantorovich ( y @ o equivalen-

temente y (8)) son equivalentes a restricciones funcionales.

Lema 1 (Restricciones funcionales, |26]). Sean p y v medidas de probabilidad. m € TI(p,v) si y solo si
para todas las funciones ¢ € Cp(Z), ¥ € Cp(¥),

| @+ vilaray) = [ p@duta)+ [ vty

Demostracion. m € I(u,v) siy solo g fim = py moim = v, con g y ma las proyecciones de 2" x %

en 2 e %, respectivamente. Teniendo en cuenta el teorema [1} se tiene,

Ta i = psiy solo si /%, o(x)dp(z) = /% » p(z)dn(z,y), para toda p € Cp(Z). (15)
mofimr = v sl y solo si /@ Y(y)dv(y) = /&V Y Y(y)dn(z,y), para toda ¢ € Cy(¥). (16)

Sumando y , se tiene
/% o(@)du(z) + /@ S(y)dvy) = /fw o(@)dn(z,y) + /gm b(y)dn(z,y)

= / [e(x) + ¥(y)]dr(z,y) para toda ¢ € Cp(Z"), para toda ) € Cp(¥).
X XY

O

Teorema 7 (Igualdad primal-dual, [35]). Sean p y v medidas de probabilidad en espacios métricos

completos y separables & e & y sea c: X x % — Ry una funcidn medible. Entonces,

inf / cdm = sup [/ wdp —|—/ 1/)d1/:| . (17)
m€(pw,v) J ¥ xa (p)ed, L/ 4
Demostracion. La demostracién de este teorema se puede encontrar en [35]. O
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2.6. Existencia y unicidad de solucion para el problema de Kantorovich en
R? y para coste cuadratico

El objetivo final de esta seccién es demostrar el teorema que caracteriza la solucién del problema dual
de Kantorovich con 2~ = % = R? y para un coste cuadratico. Se presenta este caso porque es en el que

los resultados son més simples.
Se introduce una serie de conceptos que apareceran a lo largo de la seccién.

Definicién 11 (Funcién convexa, |26]). Una funcién f: 2" — RU {400} es convezra si su dominio, es
un conjunto convexo y f(tx + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y) paratodoz,y € Z, para todo t € [0,1].

Definicién 12 (Funcién propia, [21]). Una funcién f: 2" — R U {+oco} es propia si existe al menos
un x € 2 tal que f(r) < +o0.

Definicién 13 (Subgradiente y subdiferencial, [11]). Un subgradiente de una funcién convezxa f : R —
R U {+o0o} en z € R? es un vector v € R tal que

f(y) > f(z)+v- (y — x) para todo y € R?,

donde - denota el producto escalar usual.
El subdiferencial en un punto x € R%, 0f(x), es el conjunto de todos los subgradientes de f en x.

Si f es convexa y x € Int(Dom(f)), con Int(Dom(f)) el interior del dominio de f, el subdiferencial
Of(z) es no vacio [35].

Definicién 14 (Funcién convexa conjugada, |35]). La funcidn convexa conjugada o transformada de

Legendre de una funcion propia f : R? — R U {+o00} en x € R¢ se define como:

[ (y) = sup (x-y — f(z)).

z€ER4

f* esté bien definida: por ser f propia, existe 2o € R? tal que f(zg) < +oc. Por tanto,

[ (y) = sup (z-y— fz)) = 20 -y — f(x0) > —00.
z€R4

Proposicién 1 (Caracterizacién del subdiferencial, [35]). Sea f una funcidn propia, convexa y semi-

continua inferiormente en R. Entonces, si x,y € R?, se verifica

z-y=f(z)+ f*(y) siysolosiye df(x).

Demostracion. Sean x,y € R?. De la definicién de funcién convexa conjugada, se tiene que z -y <
f(@) + f*(y). Por tanto, para que = -y = f(z) + f*(y), se tiene que cumplir:

que es equivalente a
z-y> f(z)+2z-y— f(2), para todo z € RY,

11



que a su vez es equivalente a
f(z) > f(z)+y- (2 — ), paratodo z € RY,

lo cual significa que y € 9f(x).
O

_ llz—y|?
2

Para simplificar las demostraciones, se divide el coste entre 2, de manera que c¢(z,y) . Se tiene,

por tanto, que el coste total de transporte es:

Se suponen p y v medidas de probabilidad de Borel con momentos de segundo orden finitos, por tanto,
Myi= [ el du@)+ [y dvle) < oo, (1)
Rd Rd

De aqui,

T — 2
cw= [, WPy < [ jeltare s [ iRt =200 < oo
R4 xR4 2 R4 xR4 R4 xR4

La caracterizacién de la solucién del problema de Kantorovich se va a hacer con el problema dual, por

lo que se va a estudiar este en mas detalle a continuacién.

Se nombra la funcién objetivo del problema dual como:
Ho)i= [ gt [ v (19)
x 7%

La restriccién del problema dual, es decir, la condicién para que (¢, 1) € D, es:

2
T —
ola) + () < efa.y) = 2V (20)
para (u X v)-casi todo (z,y) € 2" X ¥
Desarrollando la parte derecha de (20)) aplicando la desigualdad triangular, se tiene:
r—u 2 - |2 2
o)+ ) < oy = LEZUE Lo Qe
Por tanto,
P nk
v< |5 -] + [ - v). (21)
Se definen: ) )
R £ zon oyl
pla) = 5= —pl2) vy Yy):= "5 —v) (22)

12



de manera que queda:

Teniendo en cuenta ,

. ) || . / Iy [I? ) /
t C(r) = qf g M¥ID f 2 y)dn(x,
”E%ﬁ“”’) ™ HEIPH(«%”)/W 2 JruelIIDl(@) Rd 2 JrnellTI%u,V) ]Rdx]Rd( T y)dr(z,y)
= My— sup / @ - ydr(w,y). (23)
mel(p,v) JRE xR

Pasando (23 a la formulacién dual, teniendo en cuenta el teorema |7} se obtiene:

sup  J(p,¥0) =Mo— inf _ J(p,1)), (24)
(0, 0)eP, (p,0)eDC

donde ®¢ = {(,9) € LY () x L' (v) : x-y < @(z) + ¥ (y) para (1 x v)—casi todo (z,y) € 2 x #}. Por
tanto, de 7 se obtiene que es equivalente buscar un par éptimo (p,1) € ®. y buscar un par éptimo
((,5,1/;) € &¢. En particular, la ecuacién (teorema queda:

sup / (@ y)dn(a,y) = f  J(G ) (25)
m€ll(p,v) J X x¥ (p.¥)edc

La funcién objetivo del problema dual es creciente con ¢ y v, por lo que para alcanzar el supremo
de J habra que tomar funciones ¢ y 1 con valores lo més grandes posibles.

Supongamos que conocemos ¢ € L!(u) siendo esta una buena candidata para alcanzar el supremo de

J. Por tanto, la funcién 1) con valores mas grandes posible serd, cumpliendo (¢, %) € ®,,

ce [z —yl? Ly l?, o [h=l? Ly l? s
— f _ — f — . — = f — . .
Y(y) = mf 5 () S o(x) T of [5(z) —2 -y
Sustituyendo en la ecuacién de 9(y) de (22,
U(y) =~ mf [(z) —2-y] = sup [p(a) —a-y] = 5" (y),
zeR? z€R4

donde ¢* es la funcién convexa conjugada de 1. Simétricamente, se puede tomar

Por tanto, parece razonable que el par (@, $*) € b sea un par 6ptimo para el problema de Kantorovich.
El teorema [§] prueba esto ademds de la existencia de tal par. No se presenta su demostracién pero se
puede encontrar en [35].

Teorema 8 (Existencia de un par 6ptimo de funciones convexas conjugadas solucién del problema dual
de Kantorovich, [35]). Sean u y v medidas de probabilidad en R? con momentos de seqgundo orden finitos.
Sea ®c = {(@,9) € BN (u)x L () : -y < @(x)+(y) para (uxv)—casi todo (x,y) € 2 x¥}. Entonces,

eziste un par (Po, py) de funciones propias convezas conjugadas y semicontinuas inferiormente en R¢

13



tales que

inf - J = ‘](@0’()53)
(6,67)€QC

Cabe mencionar que en el teorema |8 se puede sustituir ((,5,1/;) € do por (p,1) € ® y entonces se
tendria sup, y)ea J (¢, %) = J(po,¢5). Se recuerda que la solucién del problema dual de Kantorovich
es (w — @, % - 927*) pero se trabaja con (@, ¢*) para simplificar los cdlculos. Siempre que se ponga

una tilde ~ sobre una funcién, se estard refiriendo a las definiciones de (22)).

Una vez probada la existencia de un par éptimo para el problema de Kantorovich en el teorema 8] se
presentan a continuacién dos teoremas que caracterizan la solucién del problema de Kantorovich [35].

Teorema 9 (Criterio de optimalidad de Knott y Smith, [35]). Sean p y v medidas de probabilidad

2
en RY con momentos de sequndo orden finitos. Sea c(x,y) = % la funcion coste del problema de

Kantorovich. Entonces, m € Il(u,v) es dptimo si y solo si existe una funcidn gg convexa y semicontinua
inferiormente tal que
Soporte(m) C Grafo(dyyp).

donde Soporte(r) es el conjunto {x € R? : n[B(z,r)] > 0 para todo r > 0}.
Equivalentemente,

(1 x ){(2,) : y € Dpola)} = 1.

Ademdas, (po, @§) es un minimizador de

/ p@)du(@) + | Dy)dv(y),
Rd Rd

en el conjunto de las funciones ¢, ¥ tales que (1 x v){(z,y) € R4 x R : ¢(x) +(y) >z -y} = 1.

Demostracidn. Se sabe por el teoremalf] que existe un 7 éptimo para el problema primal de Kantorovich

y por el teorema |8 que existe un par éptimo para el problema dual.

Se prueba primero la condicién necesaria. Sea 7 € II(u, v) 6ptimo para el problema primal de Kantoro-
vich y (@, ¢*) para el problema dual. Sean ¢ y ¢* con ¢ definida como en . Como 7y (,9) son
6ptimos, alcanzan el supremo y el infimo, respectivamente, de (25)), luego:

[ ey = [ s@au + [ Faw = [ b+ & @l (o

R4 xR4

La ultima igualdad resulta de aplicar el lema [1} Despejando en ,

/ 3(2) + & (4) — z - yldm(z,y) = 0. (27)
R4 xRd

Puesto que (¢, 3*) € ®¢ (teorema , z-y < @(x) + ¢*(y) (1 x v)-casi seguro y el integrando de (27)
es no negativo. Por tanto, se cumple si y solo si ¢(x) + @*(y) = x - y. Aplicando la proposicién
se deduce que y € 9p(x).

Ahora se prueba la condicién suficiente. Sea 7 € II(y, v) tal que y € 0p(x) para (p X v)-casi todo (z,y)

con ¢ una funcién propia, convexa y semicontinua inferiormente. Por la proposicio’n o(x)+o*(y) = z-y.
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Esto implica que:

/ () + 3" (4) — - yldn(z, ) = 0,
R4 xRd

y de aqui se deduce:

/and<x'y)d”(x7y):/Rd sb(w)du(x)+/ @* (y)dv(y).

Rd

Y por tanto, 7 es 6ptimo para el problema de Kantorovich.

Se sigue del teorema [8| que (@, *) es un minimizador de
[ e@dnto)+ [ davty)
R4 R4

donde @(z) + ¥ (y) > - y para casi todo z,y € RY. O

Teorema 10 (Caracterizacién de la solucién del problema de Kantorovich en R? para un coste cuadrati-
co, [35]). Sean p y v medidas de probabilidad en R? con momentos de seqgundo orden finitos y j ab-

2
solutamente continua con respecto a la medida de Lebesque y sea c(x,y) = @

la funcion coste
del problema de Kantorovich. Entonces, la solucion del problema del problema de Kantorovich es unica
p-casi sequro y viene dada por

7= (Id x V§)ipu,
donde ¢ es una funcion conveza tal que V@iu = v.

Demostracion. Se divide la prueba en dos partes. En la primera parte se caracteriza el plan de transporte

optimo del problema de Kantorovich y en la segunda parte se prueba su unicidad.

Sea (¢, ¢*) un par 6ptimo del problema dual de Kantorovich del teorema |8|. Sea p una probabilidad
absolutamente continua. Como ¢ € L'(u) (teorema , entonces ¢ es finita en p-casi todo punto. Por
tanto, u[Dom(p)]= 1, con Dom(@)= {z € R? : @(x) # +oo}. Como @ es convexa, Dom(@) es un
conjunto convexo y, por tanto, su frontera, Front(Dom(p)), tiene medida de Lebesgue nula, .#(Front
(Dom(@)))= 0. Como p es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue, p(Front(

Dom(¢)))= 0. Por tanto, el interior de Dom(¢) tiene medida p igual a 1, p(Int(Dom(p)))= 1.

Como ¢ es una funcién propia convexa, ¢ es diferenciable en casi todo punto de Int(Dom(p)) (ver
capitulo 9 [5]). Por tanto, el conjunto de puntos de Int(Dom(p)) donde ¢ no es diferenciable tiene
medida de Lebesgue nula. Como p es absolutamente continua, ¢ es diferenciable en p-casi seguro. Por
tanto, d¢(r) = {V@(z)} para p-casi todo punto z € R% Como y es la marginal de 7 en 2~ = RY,
dp(x) = {V@(x)} para m-casi todo punto (z,y) € R x R Puesto que (p,$*) € ®¢ (teorema , se
tiene que @(z) + ¢*(y) = x - y (probado en la demostracién del teorema [9) y por la proposicién [1 se
deduce que y € d@(x). Por tanto, y = V() para m-casi todo (x,y) € R? x R, Asi, 7 = (Id x V@)iu
con V@i = v. Por el teorema [f] existe un plan de transporte éptimo, por lo que ese plan de transporte

deberé ser de la misma forma.

Ahora se prueba la unicidad del plan de transporte. Sea ¢ otra funcién convexa tal que Vi = v. Hay
que probar que ¢ = ¢ salvo en un conjunto de medida p nula. Por el criterio de Knott-Smith, (@, 0") y
(gg, ¢~)*) son pares Optimos para el problema dual. Por tanto, en ambos se alcanza el infimo de .

bdp + QNS*dV:/ @du—&-/ P dv. (28)
R4 Rd Rd Rd
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Suponiendo que 7 es el plan de transporte éptimo asociado a (@, $*), teniendo en cuenta el lema
queda:

/ 6(x) + 8 W)dn(z,y) = / 3(2) + " ())dn(z, ).
R4 x R4

Rd xR4

De aqui y teniendo en cuenta (25)), se obtiene:

/ 6(x) + 5 W)ldn(z,y) = / 6(2) + & (9)]dn(z,y) = / (z - y)dn(z,y),
R4 xR4 Rd xRd

Re xR

y como 7 = (Id x V@)iu, se tiene que:
/ 6(@) + 3 (V§())dpu(z) = / (- V() dp(x),
R4 Rd

0 equivalentemente,

/R [0(2) + 6" (V(w) — @ V(a)]dp(x) = 0. (29)

El integrando de es no negativo porque ((ﬁ7 (;NS*) € ¢, luego para que se dé la igualdad de 7 ha de
ser ¢(x)+¢*(V@(x)) = z-Vp(x) en p-casi todo z € RY. Por la proposici(’)n V@(z) € d¢(x) para p-casi
todo x. Como ¢ es diferenciable en p-casi todo punto, dp(z) = {Vé(z)}, por lo que V@(x) = V()
para p-casi todo x. Por tanto, ¢ es tnica m-casi seguro y con ello el plan de transporte éptimo 7.

O

2.7. Expresiones explicitas del coste total minimo del problema de Kanto-
rovich

El coste total minimo del problema de Kantorovich tipicamente no tiene una expresién explicita. Sin
embargo, hay dos casos en los que si se conoce. El primero de ellos es el caso en que £ =% =Ry
c(x,y) = h(|x —yl|) con h una funcién convexa y no negativa. En esta seccién se prueba el resultado para
coste cuadrético, c(x,y) =|| z — y ||>. Cabe mencionar también el segundo caso, cuando 2" = % = RY,

c(z,y) =] —y |* y p y v pertenecen a la siguiente familia de probabilidades [3]:

Definicién 15 (Familia localizacién-dispersién de probabilidades, [3]). Sea X un vector aleatorio con
distribucion de probabilidad Px, con Px una probabilidad de Borel en P(R?) con momento de orden 2
finito y absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue. La familia F(Px) := {P(AX+m) :
A€ Mgxqg,m € Rd} con P(AX + m) la distribucion de probabilidad de AX +m y Maxa el conjunto
de matrices d X d simétricas definidas positivas, se denomina familia localizacion-dispersion.

Si vy v son medidas de probabilidad de la familia F(Px ), con medias m,, y m, y matrices de covarianza

S,y S,y c(z,y) =|| z —y ||? es la funcién coste del problema de Kantorovich, se tiene [3]:

1/2
’ _ 2 1/2 1/2
weﬁrbft,u)c(ﬂ) = m, —m, ||* +Tr <2u +3,-2 (EI/ 2,2}/ ) ) .

Se retoma ahora el caso en el que 2" =% =Ry c(z,y) =|| z — y ||>. Sean u,v € P(R) con funciones
de distribucién F y G.
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Se presentan a continuacion unas definiciones y resultados que se utilizaran en la obtencién del transporte

optimo en R para coste cuadratico.

Definicién 16 (Subconjunto monétono, [35]). Un subconjunto A C R? se dice mondtono si dados

(x1,22), (y1,y2) € A, se cumple que [x1 <x2 y y1 <y2] 0 [¥1> 22 Y Y2 > Y2l
FEquivalentemente, si se cumple que (x1 — x2)(y1 — y2) > 0.

Teorema 11 (Monotonia del subdiferencial, [14]). Sea f : R? — R U {400} una funcién propia semi-

continua inferiormente. Son equivalentes:
1. Of es un conjunto mondtono.

2. f es conveza.
Demostracion. Una demostracién de este teorema se puede encontrar en [14]. O

Definicién 17 (Funcién cuantil, [35]). Sea F : R — [0,1] una funcién de distribucidn. Se define la

funcion cuantil asociada a F' como

F~Y(t) = if{z: F(z) > t}, t €[0,1].

Las funciones cuantiles son no decrecientes y continuas por la izquierda. Obviamente, F~1 puede tomar
los valores +00.

La siguiente proposicién recoge la relacion existente entre funciones de distribucién y funciones cuantil
y permite obtener el corolario [I] que es clave en la construccion a desarrollar. Ambas demostraciones se

pueden encontrar en [9)].

Proposicién 2. Sea F' una funcion de distribucion de X y Q su funcidn cuantil. Sean v € (0,1) y
z € R. Entonces,
Q(u) <z siy solo siu < F(x).

Demostracion. Dado u € (0,1), como F es continua por la derecha, el conjunto {z : v < F(z)} estd
acotado por la izquierda. Ademas, como F es creciente, este conjunto es un intervalo no acotado por la
derecha. Entonces, {z : u < F(x)} = [Q(u), ) y el resultado queda demostrado.

O
Corolario 1. Sea Q la funcidn cuantil de la distribucion P (la funcion cuantil asociada la funcion de

distribucion de P) y sea U ~ U(0,1), conU(0, 1) la distribucidn uniforme en el intervalo (0,1). Entonces

Q(U) es una variable aleatoria con distribucion P.

Demostracion. Veamos que F' = Fgy), con Fgny la funcién de distribucién de la variable aleatoria
Q(U). Esto implica que P = Pg1r) con Py la distribucién de la variable aleatoria Q(U).

Sea U ~ U(0,1). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que U € (0, 1). Por la proposicién
tenemos que Fp)(z) = P[Q(U) <t] =P[U < F(z)] = F(x). O

Se enuncia a continuacion el teorema que caracteriza la solucién del problema de Kantorovich en términos

de funciones cuantiles.
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Teorema 12 (Caracterizacién de la solucién del problema de Kantorovich en R para coste cuadrético,
[35]). Sean p y v medidas de probabilidad en R con funciones de distribucion F y G, respectivamente.
Sea 7 la medida de probabilidad en R? con funcién de distribucion H(z,y) = min(F(z), G(x)). Entonces,

7 € H(p,v) y es dptimo para el problema de transporte de Kantorovich con coste c(x,y) =|| x —y ||*.
Ademas,
1
mf C(r) = / F=L(1) — G- (1) 2dt. (30)
well(u,v) 0

Demostracion. Sean py v medidas de probabilidad en R con funciones de distribuciéon F'y G. Vamos a
denotar F'(z~) := lim, », F'(2), que existe porque F' es no decreciente y acotada. Como F' es continua
por la derecha, F(z1) = lim, F(z) = F(z).

La demostracién seguird los siguientes pasos. Sea 7 la medida de probabilidad en R? con funcién de
distribucién H(x) = min(F(x), G(z)). Primero se probard que

Soporte(r) C {(z,y) €R*: F(27) < G(y) y G(y~) < F(z)}, (31)

que se usard para probar que Soporte(w) es un conjunto monétono. Esto permitird demostrar que, como

m € II(p,v), © es un plan de transporte éptimo del problema de Kantorovich. Finalmente se probara la
igualdad .

En primer lugar se prueba que Soporte(n) C {(z,y) € R? : F(27) < G(y) y G(y~) < F(z)}. Suponga-
mos, por reduccién al absurdo, que existen z,y € R tal que (x,y) € Soporte(n) y F(z7) > G(y). Sea
2’ en un entorno pequeno de x e g’ en un entorno pequerio de y. Teniendo en cuenta que G es continua
por la derecha y que F' y G son no decrecientes, se tiene que F(z') > G(y'). Por tanto,

H(2',y') = min[F(2"), G(y)] = G(y).

En consecuencia, en un entorno rectangular de (z,y), H no depende de z’. Asi, dicho entorno tiene
m-medida nula: 7[(z —e,x +e) X (y—e,y+e)|=H(x+e,y+e)+ Hax—c,y—¢c)—H(x—c,y+e) —
H(z+e,y—e)=G(y+e)+G(y—e)—G(y+e)—G(y—e) = 0. Como consecuencia, (z,y) ¢ Soporte(r),
que supone una contradiccién, pues se ha supuesto que (x,y) € Soporte(n). Idénticamente se prueba
que si (z,y) € Soporte(w), entonces G(y~) < F(x). Por tanto, estd demostrado.

En segundo lugar, veamos que Soporte(7) es un conjunto mondtono. Sean (1, y1), (2, y2) € Soporte(r)
tal que z1 > x2. Hay que probar que y; > y2. Teniendo en cuenta (31, se tiene

G(y1) > F(x)) > F(w2) > G(yy ).

Si G(y1) > G(ys ), como G es no decreciente, se tiene que y; > y2, y quedaria probado que Soporte(r)
es mondtono. Si no es asi, necesariamente

Gy1) = F(zy) = Fx2) = Gyy)- (32)

Supongamos, por reduccién al absurdo, que y2 > y1. Seae >0talque zo+e < x1ey; <y —ecy Re el
rectdngulo (xo — e,29 +€) X (y2 — €,y2 + €). Teniendo en cuenta , que implica que F' es constante
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en [z2,21) y G es constante en [y;,y2) e igual a F, y teniendo en cuenta también que F' y G son no

decrecientes, se tiene:

w[R] = H(axs+e,ya+e)+H(za—e,yo—¢)— H(xa—e,y2+¢) — H(za+2,y2 —€)
= min[F(z2+¢),G(y2 +¢)] + min[F (x5 — &), G(y2 — )] — min[F(z3 — &), G(y2 + €)]
—min[F(zs +¢),G(y2 —€)]
= F(ra+e)+Flzea—¢)— F(za—¢) — Gy —¢)
= Glpp—e)+Flra—¢g) - F(ra—¢) —Gy2—¢) =0

Luego (x2,y2) ¢ Soporte(r), lo que supone una contradiccién. Por tanto, y1 > y2 v queda probado que

Soporte(7) es un conjunto mondtono.

En consecuencia, Soporte(r) estd contenido en un subconjunto monétono de R? y, por el teorema
en el subdiferencial de una funcién convexa y semicontinua inferiormente. Por tanto, si probamos que

m € I(p,v), por el criterio de Knott-Smith (teorema@, 7 es un plan de transporte éptimo.

Veamos ahora que m = (F~! x G™1)§.%o 1], con L 1) la medida de Lebesgue en [0,1]. Las marginales
de 7w son F‘lﬂﬁ(o’l) y G_lﬁﬁ(o,l que, por el corolario [1} tienen distribuciones u y v, luego 7 € II(u, v).
Probemos que la funcién de distribucién de 7 = (F~! x G™1)8.%0 1) es H(x,y) = min[F(z), G(y)].
Calculemos 7[R(z, y)] = Lo 1) [{t € R: (F~1(t),G71(t)) € R(z,y)}] con R(z,y) el rectdngulo (—oo, x| x
(_007 y]

m[R(z,y)] Loy [{t eR: (F7H(),G7H(1)) € R(z,y)}]

— oy [{t eR:F () <a}(teR:G\(t) < y}} .

Por la proposicién 2} {t e R: F~1(t) < z}=[0, F(z)] y {t e R: G71(t) <y} = [0, G(y)]. En consecuen-
cia, {t e R: F7Y(t) < z}N{t € R: G71(t) < y} es un intervalo con extremos 0 y min[F(z), G(y)] =
H(z,y). Por tanto, Lo 1) [{t e R: F71(t) <z}t € R: G71(t) <y} = min[F(z),G(y)] = H(z,y).
Asi, m € II(u,v) y 7 es éptimo para el problema de Kantorovich.

Como 7 = (F~1 x G‘l)ﬁ.,?”[o’l], para cualquier funcién f medible no negativa definida en R2, se tiene,

/ f(@,y)dn(z,y) = / FE(1), G (1))t
R2 0

En concreto, para c(x,y) =|| z —y ||?,
1
[ claarty) = [ 17710 - 67 P
R? 0

Como 7 = (F~1 x Gil)ﬁ,?[()’l] es 6ptimo,

m €I (p,v)

it C(r) = C((F~* x G™)8Z0.) :/0 IF=1() — G2 () 2dt.
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Observacién 1. El teorema[1g se cumple también con c(z,y) = h(|x —y|) con h conveza y no negativa.
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3. Distancia de Wasserstein

El problema del transporte éptimo permite cuantificar el coste de transformar una distribucién en otra
y busca minimizarlo. Este coste minimo se puede emplear para definir una distancia en el espacio de
probabilidades P(Z") sobre un espacio 2. Esta distancia, conocida como distancia de Wasserstein,
define un espacio métrico, subespacio de P(Z), que se conoce como espacio de Wasserstein. Este
capitulo se ha desarrollado a partir de las referencias [4], |12], [21], [26] v [27].

Definicién 18 (p-espacio de Wasserstein, [35]). Sea (2°,d) un espacio métrico completo y separable.

Se define el p-espacio de Wasserstein, con p > 1, como:

Wo(X) = {u e P(Z): / d(z,x0)Pdu(z) < oo, para algin g € 2 ﬁjo}.
X

Observacion 2. La desigualdad triangular garantiza que si

/d(m,xo)pdu(x) < 00

para algin xog € 2, entonces lo es para todo punto de Z .
Claramente, si d es acotada, el p-espacio de Wasserstein coincide con P(Z").

Definicién 19 (Distancia de Wasserstein, |35]). Sean p y v dos medidas de probabilidad pertenecientes
al p-espacio de Wasserstein, #,(Z'), con p > 1. Se define la p-distancia de Wasserstein entre (1 y v,
W, (1, ), como la raiz p-ésima del minimo coste de transporte entre p y v en el problema de Kantorovich

con respecto a la funcidn coste c(x,y) = d(x,y)P:

1/p 1/p
W, (u,v) = ( inf Cp(w)) = < inf / d(ml,xg)pdﬂ'(xl,xg)> .
) XXX

mell(p,v well(p,v)

Teorema 13 (Distancia de Wasserstein, [35]). La distancia de Wasserstein W), es una distancia en el

p-espacio de Wasserstein para todo p € [1,00).

Para la prueba de este teorema se utilizara el siguiente lema. Una demostracién de este resultado se
puede encontrar en [4]:

Lema 2 (Del Pegado, [4]). Sean 21, 22, Z3 tres espacios completos y separables. Sea p; una medida de
probabilidad, con soporte en Z;, i =1,2,3. Sean w12 € (u1, p2) y moz € I (pe, 1) planes de transporte.
Entonces, existe una medida de probabilidad m € P(Z1 X Z3 X Z3) con marginales w12 sobre 27 X Zs
y Ta3 sobre X9 X Z3.

Demostracion del teorema[ld Para probar que W, es una distancia, se tiene que probar que dadas
Wy, v, N E Wp(X):
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Se demuestran a continuacién cada uno de estos puntos.

1. Sea 7 € II(u, v). Se tiene que:

Wy(u,v) < ( /(%Md(xl,zQ)pdﬂ(:cl,xQ))l/p

IA

(/%X%(d(xl, 20) + d(z0, 22))Pdm (1, xQ)) 1/p

(/3{ e, Zo)pdﬂ<x1)) Ty ( /% d(zo,xg)pdu(xz))l/p < .

La primera desigualdad se tiene porque 7 es un plan de transporte admisible, pero no tiene por

IN

qué ser el 6ptimo. La segunda viene de aplicar la desigualdad triangular a d y la tercera de aplicar
la desigualdad de Minkowski. Finalmente, aplicando la observacién [2| se tiene que Wy(u,v) es
finita.

2. Es trivial porque d es no negativa.

3. Supongamos que p = v. Sea X un elemento aleatorio con distribucién p y consideremos el elemento
aleatorio bidimensional (X, X), cuya distribucién obviamente pertenece a II(u, u). Se tiene:

1/p
Wyl = (_fut B V)] < Bl 0] =0

Como W, es no negativa, se concluye que W, (p, ) = 0.

Se prueba ahora la condicién necesaria. Sean p,v € #,(Z') tales que W(u,v) = 0 y veamos

que u = v. Sea m un plan de transporte éptimo (que por el teorema |§| sabemos que existe). Si
1/p

(infﬂen(“’y) f%X%d(xl,JiQ)pdﬂ(l‘l,l‘g)) = 0, entonces d(z1,22)? = 0 mg-casi seguro. Por lo

tanto, ha de ser 1 = x5 mp-casi seguro, por lo que las dos marginales de 7 coinciden.

4. En la seccién 2.2] se vio que para toda 7 € II(u, v) existe & € II(v, u) con #(B x A) = n(A x B),

luego

1/p
Wy(p,v) = ( inf / d(xl,xg)pdﬂ(xl,m2)>
XXX

m€ll(p,v)

1/p

= < inf / d(z1, zg)pdﬁ(:c27x1)> =Wy(v, p).
rel(v,p) J o x &

5. Sean p,v,vy € #p(Z") con soportes 2, % y %, respectivamente. Sean 7,,, un plan de transporte

6ptimo entre p y v y m,, un plan de transporte éptimo entre v y 7. Se define m como en el lema

de Pegado (lema , es decir m € P(Z" x & x %) con marginales 7, sobre & x # y m,, sobre

% x Z. Se llama 7, a la marginal de 7w en £~ x 2. Se tiene,
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1/p 1/p
d(z, z)Pdm,,(x, z)> = (/ d(a:,z)pdﬂ(z,%z))
X% X XY XZE

([ atw+aw ﬂpdw(x,yvz))l/p

s+ A2 Pdra )
(/‘%X@/Xff ) (/%X@/Xff )

1/p 1/p
= / ‘T y dﬂ—,uu(x y)) + </ d(yvz)pd’frv'y(yvz)>
XX Y XZE

= Wyl v) + Wylv,7).

Wy, y) < (

@\o

IN

IN

La primera desigualdad se tiene porque 7, es un plan de transporte, no tiene por qué ser el éptimo. La
segunda desigualdad viene de la desigualdad triangular aplicada a d. Por ltimo, la tercera desigualdad

se obtiene al aplicar la desigualdad de Minkowski.

O

3.1. Caso Z =R y coste cuadratico

En esta seccién se toma 2~ = R. Utilizando la distancia de Wasserstein asociada al coste cuadréatico

c(z,y) =|| z —y ||, se tiene

1/2
Wa(p,v) = ( inf )/R? |z —y]? dﬂ(x,y)) .

mell(p,v

El correspondiente espacio de Wasserstein coincide con el espacio de probabilidades en R con momento

#®) = {ne P®): [ o]P<o0).

Por el teorema suponiendo que p,v € #2(R) con funciones cuantil F~1 y G71, se tiene que la

de orden dos finito:

distancia de Wasserstein asociada al coste cuadrédtico cuando 2 = R, se puede calcular de la siguiente

V) = (/01 () — G—l(t)|2dt>1/2. (33)

manera.:
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4. Media de Fréchet o baricentro de Wasserstein en el espacio

WA Z)

En este capitulo se introduce una generalizacién del concepto de media en el 2-espacio de Wasserstein
Wo(Z). Se presentan ciertos resultados sobre su existencia y unicidad y se aporta una expresién cuando
Z = R. Esta idea de media se puede generalizar a cualquier p-espacio de Wasserstein #,(Z"). Se han

seguido las referencias [1], [22], [26] y [35].

4.1. Funcional y media de Fréchet

La media es uno de los pardmetros que mas interés tiene en el campo de la estadistica. En un espacio
de Hilbert 57, la media de un conjunto de datos se puede definir como el Unico elemento de 7 que

minimiza el funcional:

H(z)=Y |z~ |
i=1

S 7 — 1L\ )
que resulta ser T = = > | x;.

Una nocién més general de la media es la media ponderada, que se define de la misma manera, salvo
que las distancias entre puntos van ponderadas por pesos. La media ponderada de un conjunto de datos

{1, ...,x,} se define como el elemento que minimiza el funcional:

n
H(x)=) w;|o—|?
i=1

donde w; es el peso asociado al valor z; y que de nuevo tiene la expresion Z,, = ﬁ Z?:l W; T
i=1 T

Este concepto se puede generalizar a cualquier espacio métrico considerando la distancia correspondiente
en dicho espacio métrico, aunque es posible que no exista una expresiéon explicita de la media. En
particular, esto es posible en el 2-espacio de Wasserstein, #5(2"), ya que segun el teorema dotado
de la distancia de Wasserstein W5, es un espacio métrico. El baricentro en este espacio, denominado
baricentro de Wasserstein o media de Fréchet, es aquel que minimiza el denominado funcional de Fréchet
en el espacio #5(Z).

Definicién 20 (Funcional y funcional pesado de Fréchet, [26]). El funcional de Fréchet asociado a las
medidas fi1, ..., in, € #a(Z) es:

H(y) = ZWQQ(%/M)» v e WX,

De manera mds general, el funcional de Fréchet pesado se define como:

H(y) =Y wiW3(y,mi), 7€ #a(Z).
=1

Los conceptos de funcional y funcional pesado de Fréchet se pueden extender a cualquier p-espacio de

Wasserstein #,(2") sin mas que cambiar W3 (u,v) por W2(u,v).

Definicién 21 (Media de Fréchet, [26]). Sean p1, ..., iy, medidas en #2(Z"). Una media de Fréchet de
{1,y tin} e€s, si existe, un minimizador del funcional de Fréchet H definido en #a(Z').
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La nocién de media de Fréchet se puede extender también a cualquier p-espacio de Wasserstein, defi-
niéndose como el minimizador del funcional de Fréchet definido en #,,(.2).

4.1.1. Formulacién multimarginal, existencia y unicidad

Gangbo y Swiech [22] formularon un problema del transporte multimarginal cuya solucién es equivalente
a encontrar la media de Fréchet de las distribuciones involucradas.

El problema es el siguiente: sean jiy, ..., i, medidas en #5(R%) y sea I(u1, ..., in) €l conjunto de me-
didas de probabilidad sobre R*™ que tienen como distribuciones marginales a 1, ..., it,,. Los elemen-
tos de (1, ..., ptn) reciben el nombre de multicouplings de pq, ...un. El problema consiste en hallar

m € (p, ..., ) que minimice el funcional

G(r) = / > ol i — a || dr(wy, oy ). (34)
RE™ <

El siguiente teorema prueba la equivalencia entre el problema del transporte éptimo multimarginal y la
media de Fréchet. En [22] se prueba la existencia de solucién para el problema del transporte éptimo
multimarginal. Por tanto, el teorema [I4] prueba también la existencia de media de Fréchet para una
coleccién de medidas.

Teorema 14 (Equivalencia del problema del transporte éptimo multimarginal y la media de Fréchet,
[26]). Si pi1, ..., pn € W (RY), se cumple que p es una media de Fréchet de {1, ..., ji, } si y solo si existe
un multicoupling = € W (R*™) de {1, ..., pin} tal que p = Mim, con M(x) = M (21, ..., xn) = = >0 T;.
Ademds, H(p) = G(r) con H el funcional de Fréchet y G definido como en (34).

Demostracion. La demostracién de este teorema se puede encontrar en [1]. O

Agueh y Carlier probaron la unicidad de la media de Frechet en #4(R?) cuando una de las medidas es

absolutamente continua [1].

4.1.2. Caso Z =R

Cuando 2" = R, la 2-distancia de Wasserstein tiene una expresién explicita. Esta expresion es la que

se obtuvo para el coste total minimo del problema de Kantorovich en R con coste cuadratico (ecuacién

del teorema .

Sean pi1, ..., i, medidas en #5(R). La media de Fréchet de p, ..., iy, que existe por el teorema es
aquella medida p que minimiza el funcional de Fréchet (definicién . Cuando Z" = R, el funcional de
Fréchet tiene la expresion:

1) = Wi = 3 [0 - @R = [ Y00 - B )

Buscamos la funcién cuantil de la media de Fréchet. Para que se minimice H, es suficiente minimizar

Yo (F M (t) — E7'(t))? para cada t € R. Por tanto, dado ¢ € R, vamos a minimizar la funcién real de

variable real h — ¢ (h) := >_""_ (F 1(t) — h)%. Derivando se tiene:

i=1 i
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d d " —1 2 —1
0 = g S0~k =23 0 ) (3)

Obviamente esta derivada se anula si y solo si h = + 77" | F,-1(t). Como la funcién
1 n
t— = FNt

es una funcién cuantil, es la funcién cuantil de la media de Fréchet. M&s precisamente, la media de
Fréchet de 1, ..., es la probabilidad con funcién cuantil dada por .

4.2. Funcional y media poblacionales de Fréchet

El concepto de media de Fréchet se puede generalizar al nivel poblacional. De esta manera, las medidas

[, ---y b de la seccién serfan una muestra de una medida de probabilidad aleatoria A.

Definicién 22 (Medida aleatoria, [26]). Una medida aleatoria A es una funcion medible A : (2, 7, P) —
(Po(Z), B 2))-

Definicién 23 (Funcional poblacional de Fréchet, [26]). Sea A una medida aleatoria en #2(Z"). El
funcional de Fréchet asociado a A se define como

H(y) = EW3(v,A)l, v € #a(Z).

Definicién 24 (Media poblacional de Fréchet, [26]). La media de Fréchet de una medida aleatoria A

en Wo( ') es, si existe y es unica, el minimizador del funcional de Fréchet H asociado a A en #o(Z').

Estos conceptos, al igual que en el caso de un conjunto finito de medidas, se pueden extender a cualquier

p-espacio de Wasserstein.

4.2.1. Existencia y unicidad

Los siguientes teoremas prueban la existencia y unicidad de la media de Fréchet bajo ciertas condiciones.

No se presentan sus demostraciones pero se pueden encontrar en [26].

Teorema 15 (Existencia de la media de Fréchet para medidas aleatorias en #5(R%), |26]). El funcional
de Fréchet H(7) asociado a cualquier medida aleatoria A : (Q, o/, P) — #3(R%) admite un minimizador.

Teorema 16 (Existencia de la media de Fréchet para medidas aleatorias con 2" un espacio de Hilbert
infinito-dimensional, |26]). Sea 2  wun espacio de Hilbert infinito-dimensional. Sea A : (Q, o/, P) —
Wo(Z). Si existe un conjunto K C 2 convexo y cerrado tal que P[A(K) = 1] = 1, entonces el funcional

de Fréchet H() admite un minimizador con soporte en K.

Teorema 17 (Unicidad de la media de Fréchet, [26]). Sea A una medida aleatoria en #o(Z) con un
funcional de Fréchet asociado finito. Si A es absolutamente continua con probabilidad positiva, entonces
la media de Fréchet de A, si existe, es unica.
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5. Regresion no paramétrica funcional

Este capitulo se ha desarrollado a partir de las referencias [6], [13], [17], [18], [19], [20], [33], [34] ¥ [36].

5.1. Regresion no paramétrica

La idea bésica de la inferencia no paramétrica es realizar la menor cantidad de suposiciones sobre los
datos disponibles.

Un problema de regresién consiste en estimar relaciones entre dos variables cuantitativas. Mas concre-
tamente, usualmente modeliza la dependencia de la media de una variable Y (variable dependiente)
con una variable X (variable independiente o explicativa). Las relaciones vienen dadas por una funcién
r denominada funcién de regresién. La regresion no paramétrica consiste en una coleccién de técnicas
para el ajuste de funciones de regresién cuando no se tiene mucha informacién acerca de sus formas.
Ademsds, normalmente se pretenden obtener funciones suaves por lo que estas técnicas reciben el nombre

de técnicas de suavizado.

El modelo de regresiéon no paramétrica se plantea de la siguiente manera:
Y =r(X)+e¢,

con € una variable aleatoria independiente de X y con Ee] = 0. r es la denominada funcién de regresion.

Dado un conjunto de observaciones (1, Y1), ..., (n, Yn), €l problema consiste en estimar r(x) = E[Y/X =

x| para z en el conjunto imagen de X. El estimador de r(x) se denota por 7, (x).

Para obtener una estimacion suavizada de la funcién de regresién, se hace que intervengan en la estima-
ci6n de la funcién r en un punto x las observaciones en ese punto y algunos cercanos (aquellas dentro

de una ventana) y se pesan dichos valores con un peso que depende de la distancia entre la observacién

y .

Existen distintas técnicas de suavizado: regresién por nticleos, regresién local polindmica, arboles de

regresiéon, splines suavizadores...

Nos limitaremos a desarrollar la teoria de la regresion por nicleos ya que es la que se empleara para el
caso practico.

5.1.1. Regresion no paramétrica con variable independiente funcional y variable depen-

diente escalar

Los modelos de regresion que involucran datos funcionales se pueden agrupar en tres tipos: aquellos
donde la variable dependiente y la independiente son funcionales, aquellos donde la variable dependiente
es funcional y la variable independiente es un escalar o un vector y aquellos donde la variable dependiente
es un escalar o un vector y la independiente funcional. Este tltimo tipo es con el que se trata en este
trabajo.

Existe abundante bibliografia de los dos primeros tipos, mientras que del iltimo solo se han encontrado

las referencias [6], [13] y [17].

Se plantea a continuacién el modelo de regresién no paramétrica con una variable independiente real y

una variable dependiente funcional.
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Sean (21,1), ...y (Tn, Vn) con x; € R e Y; funciones. El funcional de regresién r : R — E se define como:

r(z) = EY/X = z]. (36)

Con se estd suponiendo implicitamente la existencia de la probabilidad condicionada de ) a x.

Queda fuera de los objetivos de este trabajo probar la existencia de esta probabilidad.

En la practica, se dispone de valores de cada funcién );. Por tanto, la manera de obtener 7,, consiste en

obtener valores de la funcién, 7, (x), y aplicar técnicas de interpolacion.

Habria que obtener condiciones bajo las cuales se puede obtener un estimador de r a partir de la muestra
disponible con buenas propiedades asintdticas. Sin embargo, no se ha encontrado bibliografia acerca de

esto para el caso de regresiéon con variable independiente escalar y variable dependiente funcional.

5.2. Regresion local por ntcleos

Una de las técnicas de suavizado méas empleadas es la regresion local por ntcleos. Consiste en estimar
r(x) como una media ponderada donde los pesos vienen dados por ciertas funciones llamadas niicleos.
Antes de presentar los estimadores, se incluyen unas nociones acerca de los ntcleos y el pesado local

por ntcleos.

Definicién 25 (Nucleo). Un niicleo es una funcion K : R — RT integrable. En muchas aplicaciones,

se incluyen también las siguientes condiciones:
1. [% K(u)du=1.
2. K(—u) = K(u).
En general, se emplean nicleos tales que argmax, K (u) = 0.
Algunos de los nicleos méas usados son:
= Nicleo boz: K(u) = $1_1,11j(u).
= Niicleo tridngulo: K (u) = (u+ 1)11_1,0(u) + (1 —u) 1,1y (u).
» Nicleo cuadrético: K (u) = 2(1 — u?)1{_y 41 (u).
= Nicleo gaussiano: K(u) = \/% exp (—“;)
con 17{u) = { (1) ensi)‘zroeciso '

Generalmente, K (u) disminuye a medida que |u| aumenta.

Sean x1, ..., x, valores de una muestra aleatoria simple tomada de la distribucién de la variable aleatoria
real X. El pesado por ntcleos en un punto x consiste en asociar a cada una de estos valores un peso

que depende de la distancia entre z y x; y que tiende a disminuir con la distancia.

Matemaéaticamente, el pesado por nicleos consiste en transformar los valores x1, ..., x,, de una variable

aleatoria real en otros, Z1,...Z,, de la siguiente manera:

& = &i(x, h, K) = %K <xhx> :

donde K es una funcién nicleo y h recibe el nombre de pardmetro de suavizado.
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Volviendo a la regresion local por ntcleos, a continuacion se presenta el estimador de Nadaraya-Watson
para r(x).

Definicién 26 (Estimador Nadaraya-Watson). Sean (z1,y1), ..., (Tn,yn) observaciones de unas varia-
bles X eY reales. Sea h > 0. El estimador de Nadaraya-Watson se define como:

S G
S K (552)

(37)

Por tanto, el peso asociado a cada valor y;, ¢+ = 1, ..., n, de la variable dependiente es:

y (37) se puede reescribir como:

Obsérvese que los pesos, y por tanto 7,,, dependen de h. Sin embargo, no hacemos explicita esta depen-

dencia en la notacién.

Para comprender mejor el método de la estimacién por nicleos, considérese un niicleo K tal que {u €
R : K(u) # 0} = [0,1]. Por tanto, si |x — z;| > h, entonces w; = 0 y en consecuencia, en la estimacién
de r(x) solo intervienen los y;’s para los cuales el correspondiente x; dista de  menos que h. Por tanto,
h juega un papel muy importante en la estimacién: cuanto menor es h, menos valores intervienen en la

estimacién y cuanto mayor es, mas valores intervienen. De ahi la denominaciéon de h como “ventana”.

Cabe mencionar que si K es el niicleo gaussiano, en la estimacién r, (z) realmente intervienen todos los
valores de y;, pero el peso asociado a y; decrece exponencialmente con el cuadrado de la distancia entre

T; Y .

Existe bibliograffa sobre la regresién por nucleos funcién-funcién [19], [20]. Sin embargo, para el caso
que nos ocupa, para la regresién escalar-funcién, no se ha encontrado nada. Se define, por analogia al
caso de regresién funcién-funcidn, el estimador de Nadaraya-Watson cuando la variable dependiente es
una funcién y la variable independiente un escalar.

Definicién 27 (Estimador funcional de Nadaraya-Watson). Sea (x1,Y1), ..., (Tn, Yn) un conjunto de
observaciones de una variable real X y una variable funcional Y. Sea h > 0. El estimador funcional de

Nadaraya-Watson se define como:

P() = Z?:1K (%) yi.
S K ()

(38)

Para la consistencia del estimador de Nadaraya-Watson , se requiere que la funcién de regresion r
sea continua. Extrapolando esto al caso de aplicacién de este trabajo, con ) funcional, se impone la
continuidad del funcional de regresién r para que ([38)) sea consistente.
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5.2.1. Eleccién del parametro de suavizado

La eleccién del nicleo no es tan determinante como la eleccién del pardmetro h. Primero se explica el
procedimiento de eleccién para el caso en el que la variable Y es real y posteriormente se generaliza al

caso en el que ) es una variable funcional.

Suponemos 7 : R — R una funcién de regresién. Si #,(z) es la estimacién de r(z), el error cuadratico

medio viene dado por:
n

R(h)=FE|— Po(zi) — r(z;))?

(h) n;("( i) = r(wi))
Por tanto, para obtener la mejor estimacién de r se tendrd que escoger el pardmetro h que minimice
R(h). Pero r es desconocida. Una estrategia para solucionar este problema es minimizar una estimacién
R(h) de R(h). Se podria pensar en minimizar R(h) = LS ((yi — Pn(x)), pero de esta manera se
estarfan utilizando los datos dos veces: para estimar la funcién y para estimar el R(h), lo que podria

resultar en un sobreajuste.
Una manera de solucionar esto es estimar R(h) con la técnica leave-one-out cross-validation.

Definicién 28 (Puntuacidn leave-one-out cross-validation). Se define la puntuacion leave-one-out cross-

validation como
1 — 2
cv 72 7’( %) xz)) ) (39)
i=1

3

donde 7—; es la estimacion de r obtenida omitiendo el i-ésimo par, es decir, ©—;(x) = 3_5_; wj —i(2)y;,
donde
0 sij=i
wj,_i(:c) = K(T_h:r]) .. .
- ey SiJ#d
Ek#i,k:l K(T)

Por tanto, se trata de escoger el h que minimice la puntuacién leave-one-out cross validation.

El método cross-validation elimina el problema del sobreajuste puesto que ya no interviene y; en la

estimacién de r(z;). La justificacién de este método se encuentra en lo siguiente:

E(yi—fo@)?] = E[(yi—r(z:) +r(z) — fi(2:))?]
= E[(yi —r(@)® + (ras) — i (@) + 20y — (@) (r(2:) — F_oy(2))]

= Var(Y)+2E [(yi — (@) (r(2:) = F_iy(2:))] + E [(r(z:) = #(_i(2))?]
= Var(Y) +2(r(z:) — #—yy (@) E [y — r(2:)] + B [(r(2:) — F—) (2:))?]
= Var(Y) +2(r(x:) — (i (2:))(Elys] — Elr(2:)]) + B [(r(z:) — 7i)(2:))?]
= Var(Y)+FE [(r(xl) — f(,z)(xl))Z]
~ Var(Y)+FE [(r(xl) — fn(:vz))g]
Por tanto,
B L3 (o)’ |~ Var(y) + B [ 13 (alan) — rla)
Luego,



Por lo que la puntuacion leave-one-out cross-validation es aproximadamente un estimador insesgado.

De nuevo, se generaliza esto a un espacio de funciones. Sea (z1,)1), ..., (Zn, Vs) un conjunto de obser-

vaciones de una variable real X y una variable funcional ). se transforma en:
1 n
== Z d(Vi, P—iy (2:)), (40)
i=1
donde 7_; es la estimacién obtenida omitiendo el i-ésimo par, es decir,

Z wj—i(x)Y;, (41)

donde
0 sij=i
wj,—i(z) = k()

z—w
ZZ#i,k:l K( 7t

(42)

) sij#£i

En este trabajo, Vi, ...V, son funciones cuantil, por tanto distribuciones de probabilidad en el espacio
de Wasserstein #5(R), y por ello se utiliza la distancia de Wasserstein W3. Asf, (40) es:

RN = — S WEh Ay 1) (3

i=1

5.3. Estimacion de funciones de densidad

Sea X7, ..., X;, una muestra de una variable aleatoria real X con funcién de densidad f. Se presentan a

continuacién algunas técnicas para estimar f.

5.3.1. Histograma

El estimador clasico de la funcién de densidad es el histograma. La estimacion de la funcién de densidad
consiste en dividir el intervalo donde X toma valores en subintervalos de la misma longitud y contar el
numero de X;’s en cada subintervalo. Sin pérdida de generalidad, suponemos que la funcién de densidad
cumple que {z : f(z) # 0} =[0,1]. Sea m € Z y se definen los intervalos como:

By = [071>, By = [1,2> vy By = {m_ll}
m m m m

Se definen el ancho de subintervalo como h = 1/m y el ntimero de observaciones en B; como n;.

De esta manera, dada la muestra Xy, ..., X,,, el estimador de la funcién densidad es:

1 m
)= s,

i=1

El principal problema del histograma es que la estimacién f es una funcion escalonada aunque f sea

continua.
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5.3.2. Histograma mdévil

Este método suaviza la estimacién obtenida con el histograma. La diferencia con este reside en que en
vez de dividir el intervalo en el que X toma valores en subintervalos fijos, se considera un ancho de
subintervalo fijo, 2h, y en la estimacion de la funcién de densidad en un punto se toma el subintervalo

de anchura 2h Cen‘rado €1l ese pun(().
) En - - ( ) ( )

Esta estimacion también es escalonad, pero es méas suave que la obtenida con el histograma. Ademés, es

el punto de partida de la estimacién por nucleos de la funcién de densidad. Para ver esto, reescribimos

=) w)

de la siguiente manera:

thZ(a: hoa-th)( _nh22(111<

*) - (5

con K (m_hxi) = %1(7171] (m_hxi)'

5.3.3. Estimacién por nicleos

Debido a que (45]) sigue siendo continua a trozos, surge de manera intuitiva la idea sustituir X por una

funcién continua. Esto da lugar a la estimacién por ntcleos. Asi, la estimacién por ntcleos de la funcién
de densidad f en un punto x viene dada por:

funla hz ( ). (16)

con K un nicleo como los definidos en la seccién [5.2} El nicleo boz da lugar al histograma mévil.

La eleccion del parametro h se hace de la misma manera que la explicada en la seccién [5.2.1

Tomando una secuencia de parametros h, {h,} tal que h,, — 0 y asumiendo que f es continua, se tiene
que fon(z) =2 f(x) [16).

Teniendo en cuenta (46)), se observa que (37)) se puede escribir como:

() = 228 (47)
fnn()
El numerador de es una estimacién por nicleos de ¢(z) = [yf(z,y)dy, con f(z,y) la distribucién

conjunta de (X, Y) y el denominador es una estimacién de la densidad marginal f(x) de X.
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6. Aplicacion

El Sol es la fuente de radiacion que calienta la Tierra. Ademas del calentamiento solar directo de la
superficie terrestre, también se produce un calentamiento indirecto debido a que parte de la radiacién
absorbida por la superficie terrestre es reemitida con longitudes de onda en el rango infrarrojo, absorbida
por la atmoésfera y reemitida en todas direcciones, tanto hacia fuera como hacia dentro de la atmésfera.
Este proceso radiativo mantiene estable la temperatura del planeta y recibe el nombre de efecto inver-
nadero. Fue descubierto por Joseph Fourier en 1924, comprobado experimentalmente por John Tyndall
en 1863 y cuantificado por Svante Arrhenius en 1894 .

La reemisién de la radiacion en la atmésfera se debe a las moléculas de los denominados gases de efecto
invernadero: vapor de agua (H20), diéxido de carbono (COsz), metano (CHy), 6xido de nitrégeno (N2O),
ozono (O3) y los clorofluorocarburos (CFC). Los cambios en el nivel de vapor de agua se consideran una

respuesta a los cambios en los demés gases de efecto invernadero.

A lo largo del tiempo, se ha mantenido un equilibrio entre la radiaciéon recogida del sol y la radiacién
infrarroja reemitida al espacio: aproximadamente, la radiacion recogida era igual a la reemitida. Sin
embargo, en las tltimas décadas este equilibrio se ha roto y la reemisién de radiacién es menor que la
absorcion. Este desequilibrio se debe a los cambios en los niveles de gases de efecto invernadero, prin-
cipalmente el COq . Como resultado del desequilibrio, se producen cambios en el sistema climatico,

entre ellos, el aumento de la temperatura media de la superficie terrestre.

Dos proyectos, el Proyecto Europeo de Extraccién de Hielo en la Antdrtida (EPICA) y el proyecto
colaborativo de perforacion de hielo entre Rusia, Estados Unidos y Francia en la estacién rusa Vostok,
han permitido reconstruir las concentraciones de COz en la atmésfera desde hace unos 800.000 afios.
Estos datos se representan en la figura[l] Se pueden observar periodos regulares de descenso y aumento
de las concentraciones de CQOs, donde el inicio de los periodos de bajada coincide con el comienzo de
periodos de glaciaciones . Sin embargo, en los ultimos anos se ha dado el incremento més brusco
de la serie, periodo en el que se han alcanzado concentraciones récord. Este aumento comenzé con la

Revolucién Industrial y es debido a la quema de combustibles fésiles.

World
400 ppm

350 ppm

300 ppm

250 ppm
200 ppm

150 ppm
803,720 BCE 600,000 BCE 400,000 BCE 200,000 BCE 2022

Figura 1: Concentracién de diéxido de carbono (en partes por millén: nimero de moléculas de CO4 en
un millén de moléculas de aire) en la atmdsfera a lo largo de los aflos. Imagen tomada de .
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Es, por tanto, de interés, estudiar la relacién entre la temperatura media en la superficie terrestre y
nivel de CO4 en la atmoésfera.

Todas las representaciones y calculos que se presentan a continuacién han sido realizados con R.

6.1. Presentacion de los datos

En este trabajo se dispone de dos conjuntos de datos, uno relacionado con temperaturas medias diarias

de la superficie del planeta y otro con niveles de CO4 en la atmdsfera.

Los datos de temperaturas se han obtenido de la base de datos Berkeley Earth daily TAVG [§], de la
organizacién Berkeley Earth, una organizacién estadounidense independiente, sin animo de lucro, cen-
trada en la ciencia de datos ambientales. Esta base de datos contiene las diferencias entre la temperatura

media diaria de la superficie terrestre y la temperatura media de la superficie terrestre entre enero de
1951 y diciembre de 1980 (8.90 + 0.06 °C), entre 1880 y 2022.

Se asocia una distribucién de probabilidad a las diferencias de temperatura de cada ano. Para ello, para
cada ano y se construye la distribucién de probabilidad P, cuya funcién de distribucién se define de la

siguiente manera:
D, :T(d) <
Py = HAE€ED:TWSH ) g (48)
tD,

donde D, es el conjunto de dias del afio y y T'(d) es la diferencia entre la temperatura media de la
superficie terrestre del dia d y la temperatura media entre enero de 1951 y diciembre de 1980. Por tanto,

F}(t) es la proporcién de dias del aflo y con una diferencia de temperatura menor que ¢.

Por otro lado, se dispone de las concentraciones de CO5 en la atmdsfera desde 1954 hasta 2021, en

partes por millén (ppm). Estas han sido descargadas de la publicacién en linea Our World in Data [28§].

Se utilizan los datos del periodo de 1954 a 2021 por ser el intervalo mayor del que se disponen de datos
de las dos variables.

Para representar los datos se ha empleado la funciéon geom_density_ridges_gradient. Esta funcién per-
mite representar varias funciones de densidad. Las estimaciones de las funciones de densidad se realizan
estimando valores de cada funcién de densidad mediante estimacién por nticleos (ver seccién [5.3). El
ntcleo empleado por defecto es el nicleo gaussiano. Para la representacion grafica de las funciones de
densidad, la funcién geom_density_ridges_gradient interpola linealmente los valores estimados. Esta
es la representacion utilizada en la figura [2} en el eje x se representan las diferencias, en el eje z los
valores de la funcién de densidad y en el eje y los anos. Se ha establecido una escala de colores con las
concentraciones de CO5 de manera que se ha coloreado cada distribucién con el color correspondiente
al nivel de CO5 de ese afo.

Cabe mencionar que las distribuciones con las que se trabaja no tienen funcién de densidad porque
estan soportadas en, como mucho, 366 puntos. Por lo tanto, para cada ano, la funcién de densidad que
se representa en la figura [2[es de un suavizado de la distribucién con funcién de densidad dada por (48)).

34



2020
2015
2010
2005
2000
1995
1990
1985
1980
1975
1970
1965
1960

1952

CO2/ppm

Anomalia / °C

Figura 2: Funciones de densidad de las distribuciones de diferencias entre la temperatura media diaria
de la superficie terrestre y la temperatura media entre enero de 1951 y diciembre de 1980, de los
afios entre 1954 y 2021. Las funciones de distribucién de estas probabilidades vienen dadas por .
Las distribuciones estan coloreadas usando una escala de colores determinada por las concentraciones de
COa4, de manera que el color de cada distribucién se corresponde con el color asociado a la concentraciéon
de CO3y de dicho ano.

En la figura [3]| se representan las concentraciones de CO5 de cada ano. Se aprecia claramente que la

concentracion de COs ha ido aumentando todos los afios en el intervalo de tiempo en el que se tienen

datos.

420

CO2/{ppm
360
1

2010 2020

Figura 3: Concentracién de CO5 en la atmosfera de cada ano, desde 1954 hasta 2021.
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6.2. Modelo de regresion no paramétrica

Para estudiar la relacién entre las distribuciones de diferencias en la temperatura y las concentraciones

de COg, se ha planteado el siguiente modelo de regresién no paramétrica.

Sea Y = {1954, ...,2021} el conjunto de afios de los que se disponen datos. Sea Pr : Y — #4(R) la
variable aleatoria que a cada ano le asigna la distribuciéon de diferencias de temperatura de ese ano
(definida en ) Se denomina P¥ := Pr(y). Sea ¢, la concentracién de CO en la atmdsfera del ano
y. Suponemos que la concentraciéon de CO; estd representada por una variable aleatoria C' : Y — R
tal que ¢, := C(y). Sabemos que el principal factor que afecta a la temperatura de la superficie es la

concentracion de CO,. Por tanto, se plantea el modelo

Pr =r(C) +e¢, (49)

donde r : R — #5(R) es la denominada funcién de regresién y € es una variable aleatoria en #5(R),

independiente de C'y con E[e] = 0. Por lo tanto, en el ano y,

Py =P +e,

donde P3¥ = r(c,). Por construccién, se tiene que P3¢ = E[PY./C = ¢,] € #5(R). Se pretenden estimar
las curvas IP’CTy, es decir, las curvas anuales de las diferencias de temperatura esperadas en funcién de la

concentracion de COq en la atmodsfera.

Puesto que ]P’C es una distribucién de probabilidad, se puede hacer la identificacion IP’ Y —> F o L'y en

consecuencia, es suficiente estimar las funciones cuantiles FPcy paracaday €Y.
T

6.2.1. Estimaciones de las funciones cuantiles

Suponemos que la funcién r : R — #5(R) es continua considerando en R la métrica usual y en #5(R)
la convergencia débil. Como la aplicacién P — Fp 1 es continua con respecto a la convergencia débil,

resulta que la aplicacién ¢ — Ppe lo es también. Asi queda justificado el uso de estimadores nicleo.

Se dispone de los datos PA%54 ... P2021

. Para estimar FIP,ii se emplean esos datos y el estimador de
T
Nadaraya-Watson ([38):

2021 ley—cjl -1
A > j—1054 K (T) FpJ‘T (p) 01
Py (p) = 2021 g ey —c;| > pe[0.1]
Zj:1954 T h

En la aplicacién practica del procedimiento se han calculado 250 cuantiles de cada ano, es decir, F By L(p)
para 250 valores de p y en las representaciones graficas se ha realizado una interpolacion lineal de estos

valores.

Siguiendo una préctica habitual, los 250 valores de p se han tomado equiespaciados y entre 1/251 y

250/251 para no calcular los cuantiles extremos 0 y 1, pues se comete més error.
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6.2.2. Eleccién del parametro h

Para la eleccién del parametro h, se ha tomado aquel valor que minimiza la puntuacién leave one out
cross-validation (43)). En concreto, teniendo en cuenta la expresiéon de Wy en R (33)), se ha tomado el h

que minimiza la cantidad

2021 o 2021 1 o
> wi(enF )= > ([ 10 -5l o)., (50)
y=1954 y=1954 /O Ty
donde, teniendo en cuenta y , para el ano y, Fﬂ;i tiene la expresion:
T—U
2021 —c; -
e Zj;ﬁy,j:1954 K (%) ijl(p)
F]P:;y (p) = 2021 ‘C,/—Cle ) p € [051]
v Zk¢y7k:1954 K (T)

En la practica, como se ha explicado anteriormente, se ha trabajado con 250 valores de cada F]P?yl y
T

F]P;ll, . Se denota por P = {2é—1 :i=1,---,250} el conjunto de érdenes de cuantiles empleados. Por
T,

-y
tanto, las integrales de ([50|) se aproximan por el siguiente sumatorio:

T 1
-1 -1 2 1
1;|Fpg (p) FPcTy_y (p)| 251"

Por tanto, h se ha escogido como aquel que minimiza la siguiente cantidad (se omite el factor 1/251 ya

que no afecta a la minimizacién):

2021

DO DI LAE DI (51)

y=1954 \ peP

A continuacién se explica cémo se han escogido los valores de h para los cuales se ha calculado (51)).

Se han calculado las distancias entre las concentraciones de COqy de todos los afios, d;; = |¢; — ¢,
i =1954,...,2021, j = 1954, ...,2021 e i # j. Se ha definido h,, = max;(min;-; d;;) y har a la mitad del

rango de los valores d;;. Se han tomado 10 valores equidistantes entre h,, y has.

El sentido de esta manera de elegir h se entiende facilmente con el ntcleo box. Con este ntcleo, solo

participan en la estimacién de Fpey los afios cuya concentracién de CO, dista de ¢, menos que el valor
T

de la ventana h. Asi pues, con esta manera de elegir h, se asegura que intervengan entre uno, si h = h.,,

y alrededor de la mitad de los anos disponibles, si h = hj;, en la estimacion de cada F]Pfcz} (p).
T

6.3. Resultados

Para comenzar, se presentan los resultados de la elecciéon del pardametro h.

Con los datos de CO5 disponibles, los valores de h.,, y hps han sido: h,, = 2.526 y hp; = 51.689. En la
figura |4] se representa el valor de la expresién para cada valor candidato de h.
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Figura 4: Valor del error para cada valor de h.

Como se puede observar en la figura [4 el valor éptimo para h es el segundo mds pequefio, que se
corresponde con h = 7.442. Este valor es el que se ha empleado para las estimaciones de los valores de
las funciones cuantil

Se muestran en la ﬁguraﬁ las funciones cuantil F];_ci con y = 1954, ...,2021. Se ha empleado la funcién
T

geom_line que interpola [inealmente los puntos.
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=
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-1
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-3
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Probabilidad

Figura 5: Estimaciones de las funciones cuantil FI;,_cz} para cada ano, desde 1954 a 2021.
T

Para entender mejor el comportamiento de las funciones cuantil con el paso del tiempo y, por tanto,
con el aumento de la concentracién de COy en la atmésfera, se han representado en la figura [f] los

percentiles 5, 10, 25, 50, 75 y 90 a lo largo de los anos. El percentil 100p hace referencia a la diferencia
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de temperatura t tal que la proporcién de dias del afio y en el que la diferencia de temperatura (de la
distribucién condicionada al nivel de CO2 de ese afio) es menor o igual que ¢ es p.

1990 2000 2010 2020
1 I

Afio

1980

Porcentajes
o *5 * 50
g
[s))
* 10 75
2 ; ; : i
& i : $ H 25 ® 90
T T T T
1 0 1 2

Percentil / °C

Figura 6: Representacion grafica de los percentiles 5, 10, 25, 50, 75 y 90 a lo largo de los anos.

En la figura [0] se observa que el ritmo de desplazamiento hacia diferencias mayores hasta aproximada-
mente 1970 es muy pequeno, manteniéndose las temperaturas practicamente constantes. Sin embargo,
a partir de 1970 se observa un claro desplazamiento hacia diferencias mayores. Unicamente el percentil
5 entre los anos 2008 y 2011 decrece.

Para los percentiles extremos se observan, a partir de 1970, cambios de ritmo en el desplazamiento
hacia diferencias mayores. Por ejemplo, el ritmo de desplazamiento del percentil 5 es aproximadamente
constante entre 1980 y 1990 y mas alto que entre 1990 y 1994. También se observa un clara disminucién
del ritmo de desplazamiento del percentil 10 entre 2005 y 2010. Sin embargo, en los percentiles més
centrales, estos cambios de ritmos son practicamente despreciables. También se observa que en los
dltimos afios los percentiles més altos (75 y 90) se han mantenido aproximadamente constantes, mientras
que los demds percentiles han seguido desplazandose hacia valores mayores. Esto significa, por tanto,
que los dias mas célidos han sido igual de calidos en los tltimos anos.

6.4. Conclusiones

Para concluir, se exponen una serie de reflexiones acerca del modelo propuesto y de los resultados
obtenidos.

En la figura[3]se observa que la concentracién de CO; en la atmdésfera ha ido aumentando paulatinamente
en los ultimos anos. Ademds, en la figura[I]se puede comprobar que el aumento en el periodo considerado
ha sido més rdpido que nunca. En la figura [2] se observa un desplazamiento de las distribuciones hacia
diferencias, y por tanto, temperaturas mayores. Asi pues, es razonable plantear la hipétesis de que la
distribucién de temperaturas de un anio dependa de la concentraciéon de COs en la atmdsfera de dicho

ano, y con ello un modelo de regresién como (49).
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En la figura [0] se han representado ciertos percentiles que permiten estudiar el comportamiento a lo
largo del tiempo de las distribuciones de temperatura condicionadas al nivel de COs2. Se observa un
desplazamiento de todos los percentiles hacia temperaturas mayores con el paso del tiempo, salvo del
percentil 5, entre 2008 y 2011. También se observan cambios de ritmo en los desplazamientos, siendo

estos mucho més acusados en los percentiles extremos, como se ha comentado previamente.

La estimacion de percentiles extremos, es decir, mas cercanos a 0 y 1, presenta mas error, por lo que
hay que ser cautelosos a la hora de extraer conclusiones a partir de estos. Asi, nos centramos en los
percentiles centrales. Fijandose en ellos, se pueden extraer dos conclusiones claras: un aumento en la
concentracion de CO5 en la atmdsfera se traduce en un aumento de la temperatura y un aumento en el
ritmo de acumulacién de CO4 en la atmdsfera se traduce en un aumento del ritmo del desplazamiento
de las distribuciones de temperatura hacia temperaturas mayores.

La primera de las conclusiones se deduce de que se observa que el CO5 ha aumentado a lo largo de los
anos entre 1954 y 2021 y las estimaciones de las funciones cuantil de las distribuciones de diferencias
de temperaturas, luego de las distribuciones de temperaturas de cada ano, condicionadas al nivel de
COg, se han desplazado hacia diferencias mayores. A medida que aumenta la concentracién de COa, las
funciones cuantil de la figura[5]se desplazan hacia temperaturas mayores. Esto supone que si ¢t € Ry un
ano la proporcién de dias con una diferencia menor que t es p, el afio siguiente, la diferencia asociada a
la misma proporcién p serd mayor. Por tanto, las distribuciones de temperatura IP’;E’ se desplazan hacia
diferencias mayores y la funciéon r se puede decir “creciente” en el sentido de que, con el aumento de

CO3 a lo largo del tiempo, las funciones cuantil se desplazan hacia temperaturas mayores.

La segunda conclusién se obtiene del hecho que hasta 1970 el ritmo de aumento de la concentracién de
COg en la atmdsfera era mucho menor que a partir de este afio y en la figura [f] se observa también este
cambio de ritmo en el desplazamiento de las distribuciones de temperatura hacia diferencias mayores.
Sin embargo, para un estudio riguroso del ritmo de desplazamiento de las distribuciones, se tendria que
trabajar con derivadas. Una linea de trabajo futura podria ser esta: cémo afecta el cambio de ritmo de

acumulacion de COq al ritmo de desplazamiento de las distribuciones de temperatura.

La naturaleza no paramétrica del modelo impide su uso para realizar estimaciones sobre las distribuciones
de probabilidad de las diferencias en puntos fuera del rango de los datos, es decir, en anos fuera del
rango de 1954 a 2021. Aunque queda pendiente para un posible futuro trabajo, este modelo, junto con
el bootstrap, permite contrastar la hipdtesis nula de no-calentamiento o dar conjuntos de confianza para
las distribuciones de diferencias de temperaturas para niveles de COy dentro del rango de los valores
disponibles.

Por 1ltimo, usualmente se evaliia el crecimiento de las temperaturas utilizando un pardmetro como puede
ser la media. Sin embargo, la metodologia utilizada, junto con las ideas desarrolladas en [15], permite
analizar la evolucién de todas las temperaturas del ano. Esta seria otra posible via de continuacion del
trabajo.

En resumen, un modelo simple como es el de regresiéon, ha permitido observar claramente la relacion

entre la temperatura y la concentracién CO5 en la atmésfera.
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