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Resumen

El problema de Cauchy o de condiciones iniciales asociado a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias aparece con frecuencia en Fisica y otras ciencias. El cdlculo de sus soluciones no
siempre es sencillo y en ocasiones no existen. Surge asi la necesidad de demostrar previamente
si existen soluciones y, en tal caso, si se trata de una tnica solucién. El objetivo de este trabajo
es estudiar con detalle diversos teoremas que permiten garantizar la existencia y unicidad de
soluciones de un problema de Cauchy de primer orden. Dichos resultados proporcionan ademés
diferentes aproximaciones de las soluciones que se aplicaran a algunos ejemplos.

Abstract

The Cauchy problem or initial conditions problem associated with a system of ordinary diffe-
rential equations appears often in Physics and other sciences. The computation of its solutions
is not always an easy task and sometimes they do not exist. Thus, the need arises to previously
prove whether there exist solutions and, if so, whether it is a unique solution or not. The goal
of this project is to study in detail several theorems that allow us to assert the existence and
uniqueness of solution of a first-order Cauchy problem. These results also provide different
approximations of the solutions that will be applied to some examples.
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Introduccion

Al inicio del siglo XIX tuvieron lugar numerosos avances matematicos importantes, especial-
mente en el campo del andlisis, transforméndolo en una teoria més abstracta, profunda y
genérica. Asi, gracias a matematicos como Bolzano, Cauchy o Gauss, comenzaron a verse nu-
merosas lagunas, ddndole més importancia a la rigurosidad en lugar de centrarse en ideas
geométricas o basadas en la Fisica. Con ello, se doté de una formulacién exacta a conceptos
como el de limite o continuidad [4], se establecieron los criterios de convergencia para series
numéricas, etc.

Estos nuevos avances y métodos también tuvieron repercusiones en la teoria de ecuaciones
diferenciales, surgiendo el problema de existencia de soluciones. Cauchy se encargé de definir
el problema de valores iniciales y de asegurarse de que éste quedase «completamente determi-
nado», como él mismo escribid, surgiendo asi los conocidos como problemas de Cauchy. Esto
contrastaba con las ideas que se habian seguido en el siglo XVIII, donde se asumia la existencia
de soluciones generales, buscandolas directamente.

Dichos problemas de Cauchy se obtienen al dotar a una ecuacién diferencial ordinaria de unas
ciertas condiciones iniciales, y aparecen con frecuencia en ciencias como la Fisica. Un ejemplo
sencillo en este campo es el problema del movimiento rectilineo uniformemente acelerado, donde
se parte de la posicién y velocidad iniciales del objeto y se pretende calcular su posicién pasado
un cierto tiempo.

En multiples ocasiones, el calculo de las soluciones de estos problemas de Cauchy no es sencillo,
como por ejemplo en el problema

En otros casos, dicho célculo ni siquiera es necesario, y solo interesa averiguar si existe alguna
solucién y, en tal caso, si es inica o no. Esto puede deberse a la influencia de la condicion inicial
tomada, pues en ejemplos como el siguiente resulta que un cambio en esta condicién lleva a
resultados muy distintos:

) { 2y() =) { 2y @) =@ { 72y (x) = 4 ()
y(0) =1 y(1) =0 y(0) =0
Asi, en el ejemplo a) no existen soluciones, mientras que en el ejemplo b) existe una tnica

solucién, que es y = 0. Por otro lado, en el ejemplo ¢) existen infinitas soluciones, que vienen
dadas de la forma y(z) = z/(1 — cx) con ¢ € R, junto con y = 0.

Por todo ello, surge el interés en buscar condiciones que permitan asegurar que existe alguna
solucién y que ésta es Unica, que es el objetivo de este trabajo. Asi, en esta memoria se estudian
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diversos resultados que garantizan la existencia y unicidad de solucién de un problema de
Cauchy, demostrandolos en detalle, relacionandolos entre si y aplicandolos a algunos ejemplos
explicativos.

Para esto, se considerard una ecuacién diferencial de primer orden escrita de la forma 3/(z) =
f(z,y(x)), junto con la restriccién y(xg) = yo, y se construiran unas determinadas sucesiones de
funciones, con el objetivo de que converjan a una cierta funciéon que verifique la forma integral
del problema de Cauchy. Esto se debe a la equivalencia que se da entre verificar dicha ecuacion
integral y ser solucién del problema de Cauchy. Esta relacion es de gran interés y serd utilizada
constantemente, ya que las ecuaciones integrales presentan una ventaja sobre las ecuaciones
diferenciales: la dependencia continua de los datos.

En este trabajo, se comienza desarrollando algunas ideas y resultados previos, antes de proceder
con los dos principales teoremas de existencia. Por ltimo, se concluye la memoria incorporando
nuevos resultados que también tienen en cuenta la unicidad de solucién. Asi, se presentan
tres formas distintas de aproximar una misma solucién: las poligonales de Euler, los iterantes
de Picard y unas funciones que denominaremos ¢y, dadas por Tonelli. Esto aporta diversas
novedades respecto al grado, incluyendo conceptos bésicos no trabajados con anterioridad,
como la equicontinuidad, y resultados no estudiados como el Teorema de Arzela-Ascoli. Ademaés,
tampoco se han visto con rigor las demostraciones aportadas, pese a que si se han utilizado
resultados como los teoremas de Cauchy-Peano o Picard-Lindelof en la asignatura de Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias.

La memoria estd dividida en tres capitulos. En el primer capitulo, se empieza estudiando
en profundidad los conceptos bésicos que seran utilizados en el resto del trabajo, como, por
ejemplo, la equicontinuidad uniforme de una sucesiéon. Ademads, se prueban resultados como
el Teorema de Arzela-Ascoli o el Teorema del punto fijo de Banach, que permiten probar la
convergencia de las aproximaciones.

Después, en el segundo capitulo, tras definir la forma integral de un problema de Cauchy y
relacionarlo con la busqueda de soluciones del mismo, se muestra en detalle la prueba que
presenté Cauchy y mejoré Peano para asegurar la existencia de soluciéon y que tnicamente
requiere la continuidad de la funcién f. Dicha prueba utiliza las conocidas como poligonales de
Euler para generar una sucesion de funciones que se aproxime a una solucién local, es decir,
una solucién definida en un intervalo que depende de la condicién inicial. M&s adelante, se da
una versién “global” del teorema anterior, que ademés de la continuidad de f también requiere
que esté acotada, probando la existencia de al menos una solucién definida en un intervalo fijo
a través de una nueva sucesion de aproximaciones.

Para finalizar, en el tercer y ultimo capitulo, se introduce el concepto de funcién lipschitziana
respecto de una variable, que permite probar la unicidad de solucién. Esto se traslada a dos
nuevos resultados relacionados con los teoremas anteriores, los teoremas de existencia y unicidad
de Picard-Lindelof, tanto local como global, donde se necesita que f sea tanto continua como
lipschitziana respecto de y para obtener que existe una unica solucién. Esto se lleva a cabo
gracias a los denominados iterantes de Picard, que se utilizan para, de nuevo, aproximar la
solucién buscada.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos algunas definiciones y resultados que utilizaremos a lo largo
del trabajo. La finalidad es dejar claros ciertos conceptos clave que seran utilizados méas ade-
lante, como los de continuidad uniforme y equicontinuidad, con la ayuda de diversos ejemplos,
y probar algunos resultados como el Teorema de Arzela-Ascoli o el Teorema del punto fijo de
Banach. En definitiva, veremos las principales herramientas que necesitaremos para llevar a
cabo el objetivo del trabajo, es decir, para poder demostrar los principales teoremas de exis-
tencia y unicidad de soluciéon de un problema de Cauchy asociado a un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Para ello, seguiremos de forma genérica las referencias
[], [9] y [II], con la ayuda puntual de otras referencias como [5], [6] y [§].

Antes de comenzar, conviene aclarar que vamos a trabajar principalmente en el espacio vecto-
rial R con n € N, por lo que necesitamos establecer una forma de medir el tamafio o magnitud
de los vectores en este espacio. Diversos resultados que vamos a demostrar se verifican para
cualquier norma definida sobre R™, como la norma 1, la norma euclidea o la norma infinito,
debido a que todas las normas son equivalentes en R™. Sin embargo, por cuestiones de simpli-
cidad y salvo que se indique lo contrario, nosotros utilizaremos mayoritariamente la norma o
distancia euclidea |- |2, que representaremos directamente como | - |. Recordemos que la norma
euclidea viene dada por

|z]2 =

para cualquier x = (z1,29,...,2,)7 € R".

1.1. Algunos conceptos basicos

En esta seccién, nos vamos a centrar en definir algunos conceptos importantes como la con-
tinuidad uniforme, equicontinuidad, acotaciéon uniforme y convergencia uniforme, junto con
ejemplos que nos ayudardn a dejar claras estas definiciones. Todo esto nos resultard clave en la
seccién [I.2] para poder estudiar el Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema y los teoremas de
existencia y unicidad tanto local como global, que veremos en los capitulos[2]y [3} Nos basaremos
principalmente en las referencias [4], [5] y [9] para el desarrollo de esta seccidn.

En primer lugar, vamos a recordar la definicién de acotacién uniforme para una sucesién de
funciones cualquiera, seguida de algunos ejemplos sencillos.

3
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Definicién 1.1.1. (Acotacion uniforme). Sea (fi)ren una sucesion de funciones donde
fr: ECR™ —= R™. Se dice que (fx)ken estd uniformemente acotada en E si existe un M > 0
tal que para todo x € E y para todo k € N se tiene que |fr(zx)] < M.

Ejemplo 1.1.2.

1) La sucesion de funciones (fx)ren donde fr, : R — R y fr(z) = cos(kx) es uniformemente
acotada, ya que |fr(z)| = |cos(kx)| < 1, Vz € R.

11) La sucesion de funciones (fi)ren donde fi : [0,1] — R y fr(x) = x/k es uniformemente
acotada en [0,1], ya que |fi(zx)| = |x/k| <1, Vx € [0, 1].

Claramente, vemos que la acotacién uniforme de (fi)ren implica acotacién puntual en cada
x € E, pero no al revés. Esto se aprecia facilmente en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.1.3. La sucesién de funciones (fx)ken donde fx : (0,1) = R y fp(x) = cos(k)/x?
es acotada puntualmente para cada x € (0,1), pero no es acotada uniformemente, pues siempre
se puede encontrar un valor de x mds proximo al 0 que aumente el valor de la cota M.

Antes de introducir el concepto de equicontinuidad uniforme, vamos a recordar las definiciones
de continuidad y continuidad uniforme en un conjunto.

Definicién 1.1.4. (Continuidad). La funcién f : E C R™ — R" se dice continua puntual-
mente en x1 € E si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si x9 € E y |x1 — x2| < J, entonces
|f(x1) — f(z2)] < €. Se dice que f es continua en el conjunto E si es continua en todo punto
T € F.

Definicién 1.1.5. (Continuidad uniforme). La funcion f: E C R™ — R™ es uniforme-
mente continua en E si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si x1,290 € E y |1 — 22| < 6,
entonces |f(x1) — f(z2)] < e.

Vemos que la continuidad uniforme es méas exigente que la continuidad en E. Esto se debe a
que en la continuidad uniforme el § serd el mismo en todo F, mientras que en la continuidad
en E vemos que 0 puede depender de cada punto de E. Ambos tipos de continuidad son
equivalentes si E/ es un conjunto compacto. Podemos ver mas claras estas diferencias en los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.1.6.

1) La funcion f:]0,1] — R donde f(z) = x es uniformemente continua en [0, 1], pues basta
tomar § = €, por lo que también es continua en dicho intervalo.

11) La funcién f : (0,+00) — R donde f(z) = x? es continua en su dominio de definicion
pero no es uniformemente continua en €él: dado € > 0 y dado cualquier 6 > 0, tomamos
z1 € (0,400) y x2 = x1 + 0/2, de manera que |x; — x2| = |v1 — 21 — /2| =06/2 < 0, y
entonces,

2 2

|f(z1) — f(z2)] = ’x% — (xl +g>2’ = ’x% —x% — 0z —% :5x1+6z > ¢,

pues x1 puede ser tan grande como queramos, luego f no es uniformemente continua en
(0, 4+00). Observamos que E = (0,400) no es compacto.
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Ahora, introduciremos la definicién de equicontinuidad uniforme. Es importante resaltar que a
lo largo de todo el trabajo nos referiremos a este tipo de equicontinuidad cuando hablemos de
una sucesiéon equicontinua.

Definicién 1.1.7. (Equicontinuidad uniforme). Sea (fr)ren una sucesion de funciones
donde fr : E C R™ — R"™. Se dice que (fi)ken es uniformemente equicontinua en E si para
todo € > 0 eziste un 6 > 0 tal que para todos x1,x9 € FE con |x; — x3| < d y para todo k € N se
cumple que |fi(21) — fi(z2)] <e.

Se puede apreciar que el concepto de equicontinuidad uniforme surge de las definiciones de
continuidad y continuidad uniforme anteriores, anadiendo una uniformidad respecto de k. Asi,
observamos que dada (fx)ken equicontinua, tenemos que las funciones fi son uniformemente
continuas, para cada k € N. Ademads, observamos que la continuidad uniforme, en general, no
implica equicontinuidad, pues ésta se define respecto de k € N.

Una propiedad interesante que nos serd de utilidad es que si la sucesién (fx)ren cumple que
existe M > 0 tal que

|fe(w1) — fr(z2)| < M|zy — 22| Var,20 € B, VEEN, (1.1)

entonces (fx)ren es equicontinua. Esto se debe a que, fijado €, podemos tomar § = ¢/M vy,
volviendo a la definicién de equicontinuidad, si |z1 — xe| < &/M, entonces

€
|fk($1) — fk($2)| < M\xl —x2| <M= MM =¢ VkeN,
por lo que efectivamente (fx)ren €s equicontinua.

Veamos ahora algunos ejemplos de sucesiones equicontinuas y no equicontinuas.

Ejemplo 1.1.8.

1) La sucesion de funciones (fi)ren donde fi, : [0,1] — R y fi(x) = 2F

en [0,1]: tenemos que

no es equicontinua

[fe(1) = fu(z)] =1 -2 Va e 0,1],

y si tomamos € = 1/2 vemos que dado un ¢ € (0,1) tan pequerio como queramos, el punto
x =1-0/2 verifica que |1 — x| < § pero

ok 1

para k lo suficientemente grande. Sin embargo, para cada k € N fijo, fi si es uniforme-
mente continua, por ser [0,1] compacto.

Por otro lado, si que es equicontinua en el intervalo [0,1/2], puesto que al no incluir el
punto x = 1 no tenemos el problema de que, a medida que aumenta k, los valores de
fr(x) para x € [0,1) se vayan alejando cada vez mds de fr(1) =1, que es lo que rompe la
equicontinuidad en [0,1]. Esto se puede ver de forma mds intuituva en la Figura|1.1]
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Sucesion de f, (x)=x* hasta k = 10

Funcion limite

08

06 [

04r

02r

1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e ] T - I l
ol - T e #
|
1] 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 1.1: Gréfica de las funciones dadas por fy(z) = z* con k desde 1

hasta 10 y su funcién limite f, en rojo.

11) La sucesion de funciones (fi)ken donde fi : [0,1] = R y fr(x) = sen(z/k) es equicontinua
en [0,1]: por el teorema del valor medio tenemos que

|fe(z1) = fu(a2)l = [fe(t)]|o1 — 22,
para cierto t € [0,1] y sabemos que
1 t
()] = ‘7 <7>‘ <1
01 = |1 eos (£)] < 1.
por lo que cumple la propiedad (1.1 para M =1 y, por tanto, es equicontinua en [0, 1].

111) La sucesion de funciones (fi)ren donde fir : (0,1) — R y fr(x) = sen(kx)/x no es
equicontinua en (0,1). Para k > 4, tomamos las sucesiones

T ,  m+1
Tr — — €T —
de manera que zp,x) € (0,1) y X
— / = —,

|z — o A
Ast, fijado € y para cualquier § > 0, podemos tomar k suficientemente grande tal que
1/k<dy

ksen(1)

— > €.

m+1

De esta manera, se tiene que |z —z)| =1/k <d y

o) = fua)| = [ 2enG)|_renlm) _senml)) ) sl )|
k

_ k:‘ sen(m) cos(1) 4 cos(m) sen(1) ‘ _ k:‘ —sen(1) ‘ _ ksen(l) o .
m+1 m+1 m+1

A continuacién, repasaremos la definicién de convergencia puntual y convergencia uniforme, ya
que se trata de unos conceptos que se utilizaran con frecuencia més adelante.
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Definicién 1.1.9. (Convergencia puntual). Sea (fi)ren una sucesion de funciones donde
fr: ECR™ — R™. Se dice que (fx)ren converge puntualmente en E si la sucesion (fr(x))ren
es convergente para todo x € E.

Definicién 1.1.10. (Convergencia uniforme). Sea (fi)ren una sucesion de funciones don-
de fr + E C R™ — R". Se dice que (fr)ren converge uniformemente en E a una funcion
f:ECR™ — R"” si para todo € > 0 existe un ko tal que si k > kg, entonces para todo x € E

se tiene que |f(z) — fiu(z)| < e.

Vemos que la convergencia uniforme implica convergencia puntual, pero no al revés, pues la
uniforme es un tipo de convergencia mas fuerte, dado que € y kg no dependen del punto . Una
propiedad interesante es que si una sucesion de funciones continuas converge uniformemente a
una funcién f entonces ésta ha de ser continua (ver, por ejemplo, la pagina 17 de [I1]). Esto
diferencia a la convergencia uniforme de la puntual, como vemos en los ejemplos siguientes.

Ejemplo 1.1.11.

1) La sucesion de funciones (fx)ken donde fi : [0,1] = R y fi(z) = x/k converge puntual-
mente a la funcion f :]0,1] — R dada por f(x) = 0 para todo x € [0,1]. Ademds, también
converge uniformemente a dicha funcion, pues dado € > 0 cualquiera, existe kg € N tal
que 1/kg < e y para todos k > ko y x € [0,1] se tiene que

1
<-< —<e.
S

| =

F(@) = fulw) = |0 7| =

E S

11) La sucesion de funciones (fy)ren donde f : [0,1] = R y fp(z) = oF

mente a la funcion f :[0,1] — R dada por

converge puntual-

f(a:):{ 0 st zel0,1)

1 si z=1.

Sin embargo, (fr)ken no es uniformemente convergente, dado que podemos fijar 0 < & < 1
y, dado 6 > 0, tomamos los puntos x =1 y o' =1—§ tal que |z —2'| = |1 — (1 —9)| =9,
pero

[fi(z) = fru(a)| =1—(1-0)* > e,

para k suficientemente grande. Observamos que las funciones fi, son continuas en [0, 1]
para todo k € N, pero su limite puntual f no lo es (ver Figura .

1.2. Teorema de Arzela-Ascoli

En esta secciéon vamos a introducir el Teorema de Arzela-Ascoli, un resultado que nos sera
de utilidad mas adelante. Este teorema afirma que dada una sucesién equicontinua y unifor-
memente acotada (fi)ren de funciones definidas en un conjunto acotado, entonces existe una
subsucesién uniformemente convergente. Para poder demostrar este teorema hemos de ver pri-
mero algunos resultados y sus respectivas demostraciones. Para todo ello seguiremos las ideas
que aparecen en las referencias [4] y [11].

Comenzaremos recordando el Principio de Seleccion de Cantor e introduciendo el denominado
como Principio de Propagacién.
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Teorema 1.2.1. (Principio de Seleccion de Cantor). Sea (fi)ren una sucesion de fun-
ciones donde f, : E C R™ — R™ tal que (fx)ken €s uniformemente acotada en E y sea D C E
numerable. Entonces, existe una subsucesion de (fx)ren que converge en D.

No vamos a demostrar este principio dado que ya se ha visto en varias ocasiones a lo largo de
la carrera, aunque su demostracién también se puede encontrar en la pagina 64 de la referencia
[4].

Teorema 1.2.2. (Principio de Propagacion). Sea (fi)ren una sucesion de funciones donde
fre: ECR™ = R"™ tal que (fi)ren es equicontinua en E y convergente en D C E, y tal que D
es denso en E. Entonces, (fx)ren converge en E.

Demostracion. Queremos ver que la sucesion (fx)ren es convergente en E, es decir, por defini-
cién de convergencia puntual, que (fx(a))ren converge para todo a € E. Como R"™ es completo,
probar la convergencia puntual de (fx)ren es equivalente a ver que (fi(a))ren €s una sucesién
de Cauchy para todo a € E.
Sea a € E, tenemos que probar que para todo € > 0 existe un ky € N tal que para todos
k,j > ko se cumple que

|fr(a) = fi(a)] <e. (1.2)
Fijemos € > 0. Por la hipétesis de que (f)ken €s equicontinua en E, sabemos que existe § > 0
tal que si |a — x| < 6 para x € E, entonces para todo k € N se tiene que

€

| fr(a) — fr(z)] < 3
Como D es denso en F, sabemos que existe d € D tal que se cumple |a — d| < 4, por lo que
€
3

Ademsds, por el mismo razonamiento anterior, también obtenemos que, para todo j € N,

|fe(a) = fr(d)] <

3

143(d) = (@) < 5.

Fijado ese d € D que verifica |a — d| < 4, aplicando la desigualdad triangular a (1.2)), tenemos
que, para todo k,j € N,

[fe(a) = fi(a)] = fi(a) = fu(d) + fr(d) = f;(d) + f;(d) — fj(a)| <
< |fila) = fr(d)] + |fu(d) = f3(d)] + [ f;(d) = f;(a)]. (1.3)

Por otro lado, sabemos que (fx)ken converge en D, por lo que (fx(d))ren es una sucesién de
Cauchy y, entonces, existe kg tal que para todo k,j > ko,
€

Fild) = (@) < 2

De esta manera, dado un a € F fijo y un € > 0 fijo, tomando k¢ en funciéon de d € D, hemos
obtenido que para todo k,j > ko cada uno de los tres sumandos de la desigualdad (|1.3|) son
menores que £/3. Por lo tanto,
€ € ¢
|fi(a) = fi(a)] < 3 + 3 + 3¢

Por lo tanto, (fix(a))ken es una sucesion de Cauchy y, por completitud, (fx(a))ren converge
para todo a € E. O
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A continuacién vamos a estudiar un par de teoremas junto con un lema, obteniendo las ultimas
herramientas que necesitaremos para demostrar el Teorema de Arzela-Ascoli. Vimos en el
Teorema |1.2.2| que podemos obtener la convergencia puntual de una sucesién equicontinua en
E, a partir de la convergencia en un conjunto denso D C F, pero con el siguiente teorema
resultard que si tenemos ademas que E es acotado entonces esta convergencia serd uniforme.

Teorema 1.2.3. Sea E C R™ acotado y sea (fr)ren una sucesion de funciones donde fr : E C
R™ — R™ y tal que (fx)ken es equicontinua y convergente en E. Entonces, (fix)ren converge
uniformemente en E.

Demostracion. Queremos demostrar que ( fx)ren converge uniformemente en E. Para ello, basta
probar que es uniformemente de Cauchy en E (ver, por ejemplo, Teorema 1.2.4 de [11]), es decir,
que para todo € > 0 existe ky > 0 tal que para todo k,j > kg se verifica que

|fu(z) — fj(z)| <e VxekFE. (1.4)

En primer lugar, como (fx)ren €s equicontinua, sabemos que fijado un € > 0 existe § > 0 de
manera que si |z — a| < § para a,z € E, entonces,

i) — fula)| < § V.

Sumando cero y aplicando la desigualdad triangular en , tenemos que:
[fr() = fi(@)] = |fu(2) = fela) + frla) = fi(a) + fi(a) — fi(x)] <
< |fe(@) = frla)| + | fi(a) = fi(a)| + |fj(a) = f;(z)]. (1.5)

Para poder continuar con la demostracién, vamos a considerar la familia de las bolas abiertas
de radio menor que §, {B(a, ) : a € E}. Como E es acotado, sabemos que E es compacto, por
ser cerrado y acotado en R”. Como la unién de estas bolas abiertas,

| B(a,9),

acE

recubre todo E y sabemos que E es compacto, tenemos que existe un ntimero finito de puntos
ai,az,...,ay € F tales que para todo x € F existe i € {1,2,..., N} con |z — a;| < J; es decir,

N
Ec | B(a;9).
i=1
Ahora, si tomamos (fx(a;))ken paracadai =1,2,..., N, como (fx)ren converge en E, tenemos

que existe k(i) tal que si k,j > k(i), entonces

3

| fr(ai) = fi(as)| < 3 (1.6)
Sabemos que cualquier x € FE estard a una distancia menor que § de a; para algin i €
{1,2,..., N}, al que llamamos a;,. Esto se debe a que la unién de las bolas B(a;,d), i €
{1,2,..., N} recubre E. Ahora, como para todo z € E sabemos que existe un a;, € E con

|z — a;,| < d y por la equicontinuidad de (f)ken, tenemos que, para todo k, j, se cumple

(@) = fulai)| < =

5 ¥ i@ = fila)l <3 (L7)
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Tomando el méximo kg = max{k(i) : i =1,2,..., N}, para k,j > ko resulta que k,j > k(i1) v,
al ser (fx)ren una sucesién de Cauchy, por lo visto en ([1.6) obtenemos
5

| fr(aiy) = filai)] < 3

Por tltimo, de ([1.5)), tomando a = a;,, tras aplicar tanto ((1.7)) como (1.8)), obtenemos finalmente
que

(1.8)

|fi(x) — fi(2)] < §+ g + g —

Por lo tanto, queda demostrado que (fi)ren es uniformemente de Cauchy en E, con lo que es
uniformemente convergente. O

El reciproco de este teorema también es cierto si tomamos E compacto, como veremos a
continuacién en el Teoremal[I.2.4] aunque la implicacién que nos interesa para probar el Teorema
de Arzela-Ascoli es la dada en el Teorema [1.2.3

Teorema 1.2.4. Sea E C R™ compacto y sea (fr)ken una sucesion de funciones donde cada
fr + E CR™ — R"™ es continua y tal que (fx)ken converge uniformemente en E. Entonces,
(fr)ken es equicontinua y convergente en E.

Demostracion. Como vimos en la Seccién la convergencia uniforme implica convergencia
puntual, con lo que solo queda por probar la equicontinuidad. Por tanto, queremos ver que
para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que para todos x1, 29 € E con |x; — x9| < § y para todo k se
cumple que

| fe(z1) = fe(z2)] <e. (1.9)

Sea f : E — R" la funcién a la que converge uniformemente la sucesién (fx)gen. Por la
compacidad de F, sabemos que tanto las funciones f; como la funcién f son uniformemente
continuas, como se sefialé en la Seccion Ademds, de la definicién de que (fx)ren converge
uniformemente a f, tenemos que para todo € > 0 existe kg > 0 tal que para todo k > kg y para
todo x € E se verifica que

€
|f (@) = fe(@)] < 3 (1.10)
Por otro lado, para k < kg, sabemos que fi es uniformemente continua en F, por lo que para
todo € > 0 tomamos un 6 > 0 para cada k = 1,..., kg — 1 tal que si |1 — 2| < d; entonces
se cumple
€
|fi(w1) = frla2)] < 5. (1.11)
De hecho, por tomar k£ un nimero finito de valores, podemos elegir & como el minimo de todos
los posibles 0 con k =1,...,ky — 1, de manera que si |x; — x2| < J entonces obtenemos
€
|fk($1) — fk(x2)| < g Vk < ky. (1.12)

Como ya hemos obtenido (1.12)), solo nos queda probar entonces que (1.9) se cumple para
k > ko. Como f es uniformemente continua en el compacto F, sabemos que existe ¢ tal que si
x1, T2 € E con |z — 23] < 4, entonces

€
|f(z1) — f(22)] < 3
Ahora, aplicando la desigualdad triangular a (1.9)), para k > ko,

[fe(@1) = fr(@2)| < [fi(xr) = Flz) + [ (21) = fa2)] + |f(22) = fr(z2)].

(1.13)
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Por ([1.10]) tenemos que los términos primero y tercero de la desigualdad anterior son menores
que £/3, y el segundo también lo es por (1.13). Por lo tanto, para k > kg, obtenemos que

e € ¢
1) — frk(z2)| < 5+ 5+ 5 =¢
| fr(z1) = fr(z2)] 3t3t3
Asi, eligiendo 0 = ml'n{g,g}, queda probado que se verifica ((1.9) para todo k y para todo
x1,x2 € E tal que |x1 — x| < 4, por lo que efectivamente, (fx)ren es equicontinua. O

Podemos relacionar estos teoremas con uno de los ejemplos vistos en la Seccion|l.1] en el primer
apartado del Ejemplo y el segundo apartado del Ejemplo en los que la sucesién
de funciones (fi)ren donde fi : [0,1] — R con fi(z) = 2* converge puntualmente pero no
uniformemente. En este ejemplo, E = [0, 1] compacto y (fx)ren converge puntualmente, pero
falla la condicién de equicontinuidad.

A continuacién, vemos el iltimo resultado que necesitamos para probar el Teorema de Arzela-
Ascoli, Teorema y que afirma que dado un conjunto acotado de R™ siempre existe un
subconjunto numerable y denso en él.

Lema 1.2.5. Sea E C R™ acotado. Entonces, existe D C E numerable tal que D es denso en
E.

Demostracion. Vamos a considerar la familia de bolas abiertas de radio r = 1/k donde k € N,
esto es, B(x,r) = B(z,1/k) con x € E y k € N. Comenzamos con k = 1, tomando {B(z,1) :
x € E}. Sabemos que su unién

lJ B, 1)

zel

recubrird todo FE, siendo adem&ds E un conjunto compacto por ser cerrado y acotado en R™.

Por tanto, sabemos que existe un nimero finito de elementos de FE, a:%,x%, .. "9611:1 € FE, de
manera que dado un z € E cualquiera, |z — x}| < 1 para algtin i € {1,2,...,k1}.

Si ahora consideramos para k = 2 la familia de bolas abiertas de radio 1/2, {B(z,1/2) : z € E},
siguiendo el mismo procedimiento, existen z?%,x3, . .. ,m%Q € F de manera que para cualquier
r € Eexiste i € {1,2,...,ko} tal que |x — 27| < 1/2.

Realizando este proceso sucesivamente, tomamos las bolas de radio r = 1/s con s € N,
{B(z,1/s) : * € E}. Por el mismo argumento, existen z{,z3,...,x; € E tales que para

todo z € F existe i € {1,2,...,ks} de manera que |z — 2| < 1/s.
Ahora, basta considerar el conjunto

S S S
D= U{xl,xz, oyt
seN

que es unién numerable de conjuntos finitos y, por tanto, numerable.
Ademss, el conjunto D es denso en E, por construccién, ya que la unién de las bolas

k
3 1
U B (:Uf , 7>
, S
=1
recubre todo E vy, asi, todo punto de E estd a una distancia menor de 1/s de alguno de los

centros z, para ciertos 7 y s. Por lo tanto, hemos obtenido un conjunto D numerable que
ademas es denso en E. O
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Vistos y probados todos estos resultados, ya estamos en condiciones de introducir el Teorema
de Arzela-Ascoli, Teorema que demostramos a continuacion.

Teorema 1.2.6. (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea (fi)ken una familia de funciones equi-
continua y uniformemente acotada donde fi, : E C R™ — R" con E acotado. Entonces, existe
una subsucesion de funciones (fi/)gen uniformemente convergente en E.

Demostracion. En primer lugar, como E es acotado, por el Lema sabemos que existe
D C E numerable y denso en E. Ahora, como D es numerable y por la hipdtesis de que (fx)xen
es uniformemente acotada en E, aplicamos el Principio de Seleccién de Cantor, Teorema [T.2.1]
y obtenemos una subsucesion de (fx)gen convergente en D, a la que llamamos (fi/ )k en-

Por la equicontinuidad de (fx)ren, por la existencia de una subsucesion (fi/)wen convergente
en D y por ser D denso en E, podemos aplicar el Principio de Propagacion, es decir, el Teorema
y obtenemos que (fx/)ren converge en E. Por tltimo, por el Teorema deducimos

que (fx)wen converge uniformemente en E. O

Observamos que pueden existir dos subsucesiones distintas de la sucesién de funciones dada,
y ambas subsucesiones no tienen por qué converger a la misma funcién. Por lo tanto, pueden
existir varias funciones f diferentes a las que converger pese a partir de la misma sucesion
general (fx)ken. Esto lo podemos comprobar en el siguiente ejemplo, donde tomaremos dos
subsucesiones diferentes y veremos que las funciones a las que convergen no son iguales.

Ejemplo 1.2.7. Sea la sucesion de funciones (fi)ken donde cada fi : [0,1] C R — R wviene
dada por

file) = (-4 (1- 7).

Veamos, en primer lugar, que verifica las condiciones necesarias para poder aplicar el Teorema
. Comenzamos probando que (fr)ren es una familia equicontinua. Sean € > 0 y § = &€,
y tomemos x1,x9 € [0,1] cualesquiera tales que |r1 — x2| < 0. Para cualquier k € N, por el
Teorema del valor medio, sabemos que existe ty, € [x1, 2] tal que

|fr(z1) — fu(z2)| = ’f]i;(tk)”xl — 29| = ’(—1)’€+1 (1 — %)k_l’\xl — x| < |zp — a2 < I =e.

Por lo tanto, resulta que (fr)ren es equicontinua en [0,1]. Ademds, como hemos definido cada
fr en el intervalo [0,1] acotado, sabemos que

@) = (-9 <1,

para todos x € [0,1] y k € N, por lo que (fr)ken también es uniformemente acotada en [0, 1].
Ast, por el Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema[1.2.6, tenemos que existe al menos una subsu-
cesion de (fi)ken uniformemente convergente en [0, 1].

Comprobemos ahora que puede haber dos subsucesiones que converjan a dos funciones distintas.
Esto lo podemos probar facilmente tomando la subsucesion de los indices pares y la de los indices

impares, es decir, (fop)ken Y (for—1)keN, ya que

2% 2\ 2k
It — lim (—1 2k(1 _ i) _ K <1 _ 7> g
dm_ for = lim (=1) o)~ (-gp) —e
Y 2k—1 2k—1
m for_ 1 = lim (—1 2’“(1 " ) — I (1— x ) _——
S for—y = lim (1) % — 1 el % — 1 €

Por lo tanto, hemos encontrado dos subsucesiones distintas de manera que una de ellas converge
a la funcion e™® y la otra a —e™%, por lo que no convergen uniformemente a la misma funcion.
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Por otro lado, existe un teorema que es casi un reciproco del Teorema de Arzela-Ascoli, con la
diferencia de que pasamos de tomar E acotado a pedir también que sea cerrado, exigiendo que
sea compacto. Se trata del Teorema que afirma lo siguiente.

Teorema 1.2.8. Sea E C R™ compacto y sea (fi)ren una sucesion de funciones donde fy, :
E Cc R™ — R" continua para cada k € N tal que (fx)ren converge uniformemente en E.
Entonces, (fi)ren es uniformemente acotada y equicontinua.

Demostracion. La equicontinuidad de (fx)xen se ha probado en el Teorema luego falta
ver que es uniformemente acotada. Como (fx)ren €8 una sucesién de funciones continuas y
converge uniformemente a f, entonces f es continua. Por ser E compacto, esto implica que f
estd acotada en F. Por el mismo razonamiento, fi también estd acotada en E para cada k € N.
Ahora, por reduccién a lo absurdo, si (fx)ren no es uniformemente acotada, entonces para todo
i € N existen x; € E 'y k; € N tales que |fg, (z;)| > i. Es posible que alguno de los valores de
k; con ¢ € N se repita un nimero infinito de veces, lo que implicaria que una de las funciones
fuera no acotada; o que ningin k; lo haga, en cuyo caso podriamos encontrar una subsucesion
cuya norma vaya aumentando hasta infinito. Nuestro objetivo es llegar a contradicciones con
la acotacién de las funciones fj;, desde ambos casos posibles:

» Si alguno de estos k;, llamémosle k;,, se repite un ntmero infinito de veces, entonces
| iy (x;)| > i para infinitos valores de i, por lo que una de las fj, en concreto sy O €8
acotada, lo cual es una contradiccién dado que E es compacto y cada fi es continua.

= Si ninguno de los k; se repite un nimero infinito de veces, entonces existe una subsucesiéon
(fk;)jen ¥ una sucesién (w;)jen tales que |fy, (zx;)| — oo. Entonces, como cada f es
acotada, por ser E compacto, podemos aplicar el teorema de Bolzano-Weierstrass, que nos
dice que toda sucesién acotada en R™ tiene una subsucesién convergente. Asi, deducimos
que existe una subsucesién de (7, )jen que converge a x € F, ala que llamamos (7, )sen-

Para finalizar, vamos a tomar un sop € N lo suficientemente grande como para que, por la
convergencia uniforme de f, se verifique

|f(zr,) = fro(z,)| <1 Vs > so. (1.14)

Ademsés, por la continuidad de f y por ser (xg,)sen convergente a z, también podemos
elegir un s; € N suficientemente grande para que

[f(z) = fzp,)| <1 Vs> s (1.15)
Ahora, aplicando la desigualdad triangular de la siguiente manera, tenemos que

|f(2) = fr(@r)] < |f(z) = floe )] + | f(z,) = fr.(z,)| Vs > méx{so, s1}.

En la parte derecha de la desigualdad, el primer sumando es menor que 1 por la des-
igualdad (|1.15)). El segundo sumando es menor que 1 también, por (|1.14)). Por lo tanto,
obtenemos que

|f(z) = fr.(zk,)] <2 Vs >max{so,s1},

y entonces f no es acotada, pues tenfamos que | Ir; (xkj)| — 00, con lo que llegamos a una
contradiccién. Asi, (fx)ren ha de ser uniformemente acotada en E.

Por lo tanto, queda probado que (fx)ren es tanto equicontinua como uniformemente acotada
en F. ]
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Para finalizar esta seccién, vamos a dar algunos ejemplos con los que comprobaremos que
efectivamente tanto la condiciéon de equicontinuidad como la de acotacién uniforme, ademas
de la acotacién del conjunto F, son indispensables para obtener la convergencia uniforme en el
Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema [1.2.6

Ejemplo 1.2.9.

1

111)

La sucesion de funciones (fr)ren donde fi : [0,1] = R y fr(z) = k es equicontinua, dado
que para todo € y para cualesquiera x1,xo € [0,1] siempre se va a dar |f(x1) — f(z2)| =
k—k =0 < e para todo k € N. Sin embargo, no es uniformemente acotada, puesto que

k e N.

Veamos ahora que al no cumplirse la condicion de acotacion uniforme no puede exis-
tir una subsucesion de (fx)ken uniformemente convergente. Sea 0 < € < 1, resulta que
|fr(z) — fi(z)] > 1 > € para cualesquiera k,j € N distintos y para todo x € [0,1], por
lo que no existe ninguna subsucesion que sea uniformemente de Cauchy y por lo tanto
no existe ninguna subsucesion uniformemente convergente, ya que ambas condiciones son
equivalentes en R (ver pdgina 7 de [10]). Ademds, tampoco existe ninguna subsucesion que
converja puntualmente.

La sucesién de funciones (fy)ren donde fr : [0,1] — R y fr(z) = 2* es uniformemente

acotada, pues basta tomar M = 1 para que |fy(x)] = zF < 1 para todos x € [0,1] y para
todo k € N. Ademds, no es equicontinua, como se ha visto en el primer apartado del
Ejemplo[1.1.8
Veamos entonces que, como ( fr)ken €s uniformemente acotada pero no es equicontinua, no
puede tener una subsucesion uniformemente convergente. Hemos visto en el sequndo apar-
tado del Ejemplo|1.1.11] que la sucesion (fi)ren converge puntual pero no uniformemente
a la funcion definida en [0,1] y dada por
0 st 2€]0,1
)= { o1

1 si z=1.

Aungque existiera una subsucesion de (fx)ken uniformemente convergente en [0,1], solo
podria converger a f, que mo es continua. Esto implica, como ya se ha explicado con
anterioridad, que esta convergencia no puede ser uniforme.

Enla Figumpodemos comprobar que (fr)ren es efectivamente uniformemente acotada
en [0, 1], pero no equicontinua. Por ello, vemos que no puede existir una subsucesion que
converja uniformemente a f.

La sucesion de funciones (fi)ren donde fi :[0,00) - R y

0 si zel0,k)
felx)=< z—k si z€lkk+1)
1 st x>k+1

es uniformemente acotada, puesto que |fi(x)| < 1 para todo z y para todo k. Ademds,
(fr)ken es equicontinua, como demostramos a continuacion. Sea € > 0 y tomemos § =
min{e, 1}. Sean x1,z2 € [0,00) tales que |x1 —x2| < 0; sin pérdida de generalidad podemos
suponer que x1 > xo. Tenemos las siguientes posibilidades:

v Sizy,zo €[0,k), entonces | fr(x1) — fr(x2)| = 0 < & para todo k € N.
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Por

Sixzy €[k, k+1) yxg €[0,k), entonces
|fr(@1) = fe(z2)| = |t1—k -0 =21 —k < =c¢,

para todo k € N, donde la desigualdad se tiene por ser xzo € [0,k) y |x1 — x2| < 4.

Sixy,x9 € [k, k+ 1), entonces
|fe(z1) = fr(z2)| =21 —k -2+ k| =21 —22 <6 =,

para todo k € N.
Six1 >k+1yaxs €[k, k+1), entonces

|fe(z1) = fe(z2)| =1 =2+ k| =k +1—-12 <0 =¢,

para todo k € N, donde la desigualdad se debe a donde estin situados tanto x1 como
To Y a que |x; — za| < 9.

Six1,x9 > k+ 1, entonces |fr(x1) — fr(z2)|=1—1=0 < & para todo k € N.

dltimo, nos queda comprobar que, a pesar de ser (fi)ken uniformemente acotada y

equicontinua, no puede contener una subsucesion uniformemente convergente por no ser
[0,00) acotado, aunque si converge puntualmente a la funcion nula. Como podemos ver en
la Figura esto se debe a que estamos trasladando el segmento definido en [k, k + 1)

que

une el segmento y = 0 en [0, k) con la semirrecta y =1 en [k + 1,00). Esta traslacion

siempre es de distancia 1, dado que estos segmentos son siempre paralelos entre si, siendo
imposible que (fi)ren 0 cualquier subsucesion de (fx)ken converja uniformemente.

Sucesion de las funciones fk hastak =3

08 r

/

06§ /
0.4 1 f"
02t f
/
ol
0 1 2 3 4 5 6

Figura 1.2: Gréfica de las funciones f; para k = 1,2,3 en contraste con la
funcién limite, en azul.

Dicho formalmente, tomamos 0 < € < 1 y k € N cualquiera, y entonces tenemos que
|fes1(k+ 1) = fu(k + 1) = 1 > ¢, lo que implica que no existe ninguna subsucesion
uniformemente de Cauchy, por lo que, de nuevo, deducimos que tampoco puede existir
ninguna subsucesion uniformemente convergente.
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1.3. Teoremas de punto fijo

Para finalizar este capitulo, vamos a definir las aplicaciones contractivas, que utilizaremos
para encontrar puntos fijos, a través de los teoremas del punto fijo. En nuestro caso, nos
centraremos principalmente en el Teorema del punto fijo de Banach, Teorema pues es el
que utilizaremos mas adelante en el Capitulo [3| En general, nos basaremos en las referencias
[4] y [11], adema&s de otras referencias menos utilizadas como [6].

Por lo tanto, comencemos definiendo el concepto de aplicacion contractiva, que vemos a conti-
nuacioén.

Definicién 1.3.1. (Aplicacion contractiva). Sea T : E — E una aplicacion donde E es un
espacio métrico con la métrica d. Se dice que T es una aplicacion contractiva si existe a« € R
tal que 0 < a < 1 y de manera que para todos x1,x2 € F se verifique

d(T(x1),T(x2)) < ad(x1,x2). (1.16)

Senalemos que la definicion de aplicacion contractiva no se mantiene para cualquier métrica
que se utilice en el espacio E (ver pagina 39 de [11]). Se puede generalizar a aplicaciones
entre espacios métricos distintos, pero nosotros vamos a utilizar las aplicaciones contractivas
para encontrar puntos fijos, con lo que estudiar esas generalizaciones en este trabajo carece de
sentido.

Observamos que se tiene por definicién que toda aplicacién contractiva es continua. De hecho,
probamos a continuacién que esta continuidad es ademads uniforme.

Proposicién 1.3.2. Sea T : E — E una aplicacion contractiva donde E es un espacio métrico.
Entonces, T es uniformemente continua.

Demostracion. Queremos comprobar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si z1,20 € E'y
d(z1,x2) < 0, entonces d(T'(x1),T(z2)) < €. Sea «a tal que se verifica (1.16) para cualesquiera
1,22 € E y sea € > (. Basta con tomar § = € y entonces para todos z1,x2 € E tenemos que

d(T(x1),T(x2)) < ad(xi,x2) < d(z1,22) < § =¢,
y queda asi probado que T es uniformemente continua. ]

Antes de continuar, veamos algunos ejemplos sencillos de aplicaciones contractivas definidas
sobre R o un subconjunto de R y con la distancia usual, d(z,y) = |y — x| para todos z,y € R.

Ejemplo 1.3.3.

1) La aplicacion T : R — R dada por T(x) = xz/2 es contractiva en R, como podemos
comprobar facilmente tomando o = 1/2, ya que para todos z,y € R tenemos que
y—a| _ di,y)

y T
d(Ta:,Ty):\Ty—Tx\:b—E’: 5 5

11) La aplicacion T : [0,1] — [0,1] dada por T(x) = cosz es contractiva en [0,1]. Dados
x,y € [0,1] cualesquiera, aplicando la férmula de la resta de cosenos, tenemos que
y+x

d(Tz,Ty) = | cos(y) — cos(x)| = ‘ — 2sen (%) sen (T)‘ <

< 2’ sen <y ; m)H sen (y—;—x>‘ < 2‘y g SU’sen(l) =sen(l)ly — x| = sen(1)d(z,y),

dado que |sen(z)| < |z| para todo z € R y que (y+x)/2 < 1 por ser z,y < 1. Por lo tanto,
tomando o = sen(1) vemos que efectivamente T' es contractiva en el intervalo [0, 1].
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111) La aplicacion T : [1,00) — [0,00) dada por T'(z) = In(z) no es contractiva en [1,00).
Supongamos por reduccion a lo absurdo que si lo es, entonces existe 0 < a < 1 tal que
d(Tz,Ty) = |T(y) —T(z)| < aly — x| = ad(x,y) para todos z,y € [1,00). Sea z € (1,1/a)
fijo, aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [1, z], existe ¢ € (1, z) de manera
que

T(2) = T(1)| = |T(c)||z — 1.
Despejando y aplicando la hipdtesis de que T es contractiva, obtenemos

1 T(z)—-T(1 1
f:]T’(c)|:M§a:>1§ac<az¢z>—,
c |z — 1] e

lo cual es absurdo.

Como ya hemos mencionado, para nosotros, la utilidad de las aplicaciones contractivas se
reduce a la bisqueda de puntos fijos. Veamos ahora el Teorema del punto fijo de Banach, que
nos garantiza tanto la existencia como la unicidad del punto fijo bajo la hipétesis de que E sea
completo. Se trata de un teorema muy util y con muchas aplicaciones, entre las cuales estd uno
de los teoremas de existencia y unicidad que veremos en el Capitulo

Teorema 1.3.4. (Teorema del punto fijo de Banach). Sea T : E — E una aplicacion
contractiva donde E es un espacio métrico completo. Entonces, existe un unico punto fijo para
T, es decir, existe un unico x € E tal que T(x) = x.

Demostracion. Comencemos probando la existencia del punto fijo. Sea g € E fijo. Definimos
la sucesién dada por z1 = T'(xg) y

T = T(.Cli’kfl), Vk > 1.

Veamos, en primer lugar, que la sucesiéon (zy)reny es de Cauchy. Como T' es una aplicacién
contractiva, existe « e Rtal que 0 < a <1y

d(xgs1,2k) = d(T(zr), T (rk-1)) < ad(xg, Tg—1)-
Repitiendo sucesivamente este proceso, obtenemos que
d(xps1,xr) < ad(zg, Tr—1) < an(xk,l,xk,g) <...< oakd(xl,xo).
Ahora, dado € > 0 y cualquier p € N, aplicando la desigualdad triangular, resulta que

A(@ktps Th) < A(Thtp, Top—1) + A Thap—1, Tpp—2) + - -« + d(@Thp1, Tp) <

k+p—1
< (&P L QP2 R (2, 20) = ( Z o/) d(x1,xp).
i=k
A continuacién, como 0 < a < 1, podemos escribir el primer factor del dltimo término como
la diferencia de dos sumas geométricas, es decir,

k+p—1 k+p-1 k—1
, , ; 11—« 11—« 11—«
i=k =0 =0
Por lo tanto, resulta que
k k+p k
a® —a «
d(Thtp, xp) = ——d(x1,20) < d(z1,x0) < €,

l—«
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para k suficientemente grande, dado que 0 < a < 1. Asi, tenemos que efectivamente la sucesién
(zx)ken es de Cauchy. Como el espacio métrico E es completo, sabemos que existe el limite de
(zk)ken, al que llamamos z, y como 7" es uniformemente continua, tenemos que

T(z)=T(lim z) = lim T'(z;) = lim x4 = =z,
k—o0 k—o0 k—o0

por lo que z es un punto fijo de F.

Por dltimo, veamos que este punto fijo es inico. Supongamos por reduccién a lo absurdo que
existe otro punto fijo y € E, y # x. Entonces, teniendo en cuenta que T es contractiva, si
calculamos la distancia entre ambos puntos fijos obtenemos

d(z,y) = d(T(x),T(y)) < ad(z,y) <d(z,y),
lo cual es absurdo. Por lo tanto, x es el inico punto fijo de E. ]

La demostracién de este teorema es interesante, ya que nos proporciona un método para encon-
trar el tnico punto fijo. Esta idea nos sera de utilidad en el Capitulo [3} a la hora de construir
los denominados iterantes de Picard, pues nos van a proporcionar una sucesién que convergera
a la solucién buscada del problema de Cauchy.

Un teorema similar al Teorema[I.3.4]es el siguiente, que nos garantiza la existencia de un punto
fijo en el caso en el que E sea B(0,1). Una ventaja respecto al teorema anterior es que ahora
nos basta con que T sea continua en lugar de contractiva. Su demostracién en R? se ha visto
en la asignatura de Teoria Global de Superficies, mientras que su demostracién en R™ se puede
encontrar, por ejemplo, en la referencia [4].

Teorema 1.3.5. (Teorema del punto fijo de Brouwer). Sea T : B(0,1) C R™ — B(0,1)
una aplicacion continua. Entonces, existe al menos un punto fijo para T.

Otros teoremas del punto fijo se pueden encontrar en [6], pero nosotros no nos vamos a adentrar
mas en ellos, puesto que no es el objetivo del trabajo.



Capitulo 2

Existencia de soluciones: Teoremas
de Cauchy-Peano

En este capitulo nos dedicaremos a desarrollar uno de los objetivos de este trabajo, que trata
la demostracion de dos teoremas de existencia de solucién del problema de Cauchy, donde en
uno de ellos la solucién sera local y en otro serd global. Ademads, para ello, resultard clave el
Teorema de Arzela-Ascoli por lo que podemos ver los dos principales resultados de este
capitulo como aplicaciones de este teorema.

Como hemos mencionado, nos vamos a centrar en probar la existencia de soluciones, puesto
que su calculo a menudo se complica, ya que no siempre resulta sencillo resolver un problema
de Cauchy. De hecho, en numerosas situaciones no nos interesa calcular las soluciones en si,
sino simplemente saber si existen o no, y si hay una unica soluciéon o varias. Es por ello que
vamos a dedicar una gran parte del trabajo a estudiar diversos teoremas que nos permiten
garantizar que un problema de Cauchy, bajo ciertas condiciones, tenga solucién, y si ésta es
tnica. Su unicidad, sin embargo, se estudiard en el Capitulo [3] donde tendremos que exigir
nuevas condiciones.

Dividiremos este capitulo en tres secciones, de manera que cada una tendra un objetivo dis-
tinto. En primer lugar, introduciremos el problema de Cauchy y su forma integral. Después,
demostraremos el Teorema local de Cauchy-Peano en la Seccién seguido del Teorema glo-
bal de Cauchy-Peano en la Seccién Para todo ello, nos serviremos principalmente de las
referencias [4], [9], [11], junto con el apoyo de [1] y [§].

2.1. Problema de Cauchy. Forma integral

Vamos a dedicar esta seccién a un breve repaso de la definicién de problema de Cauchy, dejando
clara la diferencia entre los dos tipos de soluciones que hemos mencionado, local y global.
Ademsds, estableceremos una equivalencia entre la bisqueda de las soluciones de un problema
de Cauchy y las soluciones de una ecuacién integral asociada, probando un resultado que sera de
gran utilidad en el resto del trabajo. Como ya hemos dicho, las principales referencias utilizadas
son [4], [9] y [L1].

En primer lugar, recordemos la definicion de problema de Cauchy. En nuestro caso, conside-
raremos Unicamente los problemas de Cauchy relativos a una ecuacién diferencial vectorial de
primer orden, que incluye tanto las ecuaciones diferenciales escalares de orden n, con n > 1,
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como los sistemas de ecuaciones diferenciales. Recordemos que toda ecuacién diferencial de
orden n se puede escribir como un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden.

Definicién 2.1.1. (Problema de Cauchy). Sea f(x,y) una funcién f: D C R"*1 — R" y
sea (xo,yo) € D. Se denomina problema de Cauchy o problema de valores iniciales de primer
orden al problema que consiste en buscar funcionesy : I — R™ con I un intervalo tal que xg € 1
ey € CY, que verifiquen la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden y'(x) = f(z,y(z))
para todo x € I y la condicion inicial y(xzo) = yo.

El problema de Cauchy se suele representar de la forma

Y (x) = f(z,y(x))
(PC) { y(wo) = yo

y en multiples ocasiones nos referiremos al mismo como (PC).

Las soluciones de un problema de Cauchy, en caso de existir, pueden ser locales o globales, en
funcién de dénde estén definidas. La principal diferencia esta en el conjunto en el que definimos
la funcién f, dado que si tomamos un pequeno entorno de (xg,yo) solo podremos garantizar
que la solucién encontrada esté definida en un cierto intervalo, que dependerd de la condicién
inicial. Por otro lado, si tomamos como dominio de definicién la banda dada por [a, b] x R™, con
a,b € R, a <b, zg € [a,b], cabe esperar que la solucién sea global, es decir, que esté definida en
todo [a, b], sin depender de xy. Ademés del dominio, también serdn importantes las propiedades
que pidamos a la funcién f. Estas diferencias resultan clave, y es por ello que presentamos dos
versiones distintas del Teorema de Cauchy-Peano, una garantiza la existencia de solucién local
y la otra afirma que existe al menos una solucién global. Lo mismo ocurrira en el Capitulo
donde volveremos a distinguir entre soluciones locales y globales.

A continuacién, y para finalizar esta seccién, vamos a probar una proposicién que nos sera de
utilidad para demostrar la existencia y unicidad de solucién de (PC'). En este resultado vemos
que hay una gran relacién entre la solucién de un problema (PC') y la forma integral del mismo.
La sustitucion del problema diferencial por un problema integral serd un procedimiento habitual
en las demostraciones, debido a variacién continua de la integracién respecto a los datos del
problema, cosa que no sucede con la derivacion.

Proposicién 2.1.2. Sea (PC) un problema de Cauchy donde f : D C R™™ — R™ es una
funcion continua. Buscar una solucion y(x) de (PC) es equivalente a buscar una funcion y :
I C R — R"™ continua en I que cumpla la siguiente igualdad:

y(@) = 9o + / f(sy(s) ds Veel. (2.1)

Demostracion. Demostraremos la equivalencia anterior probando ambas implicaciones:

=) Sea y(x) una solucién del problema de Cauchy dado. Entonces, se cumple que y/(z) =
f(z,y(x)) para todo = € I y obtenemos, integrando, que

/x:y/(s) ds = /x:f(s,y(s)) ds Veel

y, por la regla de Barrow,

y(z) — y(wo) = /xf(s,y(s)) ds Vxel.
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Basta con despejar y(z) y utilizar la condicién inicial y(zg) = yo en la igualdad anterior para

obtener ((2.1)).

<) Sea y(z) continua en I tal que verifique . Derivando esta igualdad, cosa que podemos
hacer por el Teorema Fundamental del Calculo, obtenemos que y'(z) = 0+ f(x,y(x)) para
todo = € I. Ademds, vemos claramente que y es una funcién de clase C!, dado que su derivada
f(z,y(x)) es continua. Asimismo, sustituyendo z = zg en (2.1), tenemos que y(zo) = yo + 0 =
yo. Por lo tanto, y(x) es solucién del problema de Cauchy (PC). O

2.2. Existencia de solucién local

A lo largo de esta secciéon trataremos el primer teorema de existencia de solucién del problema
de Cauchy que veremos en este trabajo, donde nos basaremos en la forma integral del problema
de Cauchy (Proposicién , en las conocidas como poligonales de Euler y en el Teorema de
Arzela-Ascoli (Teorema, para probar la existencia de solucién local definida en un cierto
intervalo. La referencia que ha resultado de mayor utilidad en esta seccién ha sido [9].

Teorema 2.2.1. (Teorema local de Cauchy-Peano). Sea el problema de Cauchy (PC')
donde f : D C R — R™ es una funcion continua y D es un entorno de (xq,yo) € R
fijado. Entonces, existe al menos una solucion local de (PC') y estd definida en el intervalo
I = [xg—h,w0+h], con h = min{a,b/M}, siendo R := {(z,y) € R" : |z —2¢| < a, ly—yo| <
b} € Dy M =méxg|f(z,y)|

Demostracion. Para probar este resultado vamos a utilizar las denominadas poligonales de
Euler, que definiremos a continuacién.

Fijado k € N, queremos dividir el intervalo I = [xo — h,z¢ + h] donde h = min{a,b/M} en 2k
subintervalos de igual longitud. Para ello, tomamos hy = h/k. Asi, los subintervalos tendran
sus correspondientes extremos en los puntos

Tik =20+t hy, t=—-k,—k+1,...,-1,0,1,...,k—1,k.
De esta manera, para cada k € N, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:
xg—h = T <Tpr1 < .. . <To1p <Xop =20 <Trp<... <Tp_1k<Tpk=2T0+ h.

Estos puntos que hemos encontrado nos serviran como la primera coordenada de los vértices
de las poligonales de Euler que vamos a definir a continuacién.
Para cada k, definimos, en primer lugar,

Pr(zok) = pr(xo) = Yo.

Ahora, ya fijada la poligonal como el valor de la condicién inicial y(xg) = yo, la extendemos
a los subintervalos situados a la derecha de xg; es decir, aquellos subintervalos contenidos en
[0, zo + h]. Comenzamos en el intervalo (xg, x|, donde la idea que vamos a seguir consiste
en obtener un segmento contenido en la recta con pendiente la funcién f evaluada en (xg,yo)
y ajustada para que pase por (xg,yo). Es decir,

pe(x) = pr(z0) + (x — o) f(20, Pr(20)), @ € (To, 21k).

Extendiendo esta misma idea al caso general, suponiendo ya definida la poligonal en x; j, para
i € {0,...,k—1}, tendremos en (z; 1, ;11| la ecuacién de una recta que tendra como pendiente
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la funcién f evaluada en el punto anterior, f(x;k,pr(xik)), y que pasa por (z;x, pr(ik)). Es
decir,
i) = pr(wig) + (@ — 2ig) f (@i Pe(Tin)),  © € (Tig, Tig1k)-

Ahora, pasamos a definir de manera analoga la poligonal en los subintervalos situados a la
izquierda de zq, contenidos en [zg — h, z¢]. En primer lugar, en [x_; ;, o) tomamos

pe(2) = pr(zo) + (x — 20) f(20, Pr(x0)), = € [T_14,20),

que estd en la misma recta que el segmento definido para « € (zo,x1]. Esto se debe a que
ambos segmentos tienen como extremo comun el vértice (xg,yp) y tienen la misma pendiente,
pues en ambos casos partimos de z( al calcular pg(z), aunque en distintas direcciones.

En general, para i € {0,...,k — 1}, suponiendo ya definida la poligonal en z_; ;, tomamos en
[€_i—1k,T_;)) el segmento definido por

pe(x) = pr(r—ip) + (@ —2_ip) f(@ip, Pe(T—ik)), T € [Toizih Toik),
siguiendo la misma idea que antes.

A continuacién, en la Figura [2.1] vemos la representacién grafica de una de estas poligonales
que acabamos de definir. En este caso, para simplificar, representamos la poligonal en dos
dimensiones, y tomamos k = 3. Aqui, suponemos que h = min{a,b/M} = a y vemos que
la poligonal estd definida en I = [zg — a,xo + a] y tiene 2k = 6 segmentos definidos en los
correspondientes subintervalos de 1.

A *a % 3 &

\

Figura 2.1: Representacion grafica de la poligonal py con k = 3, en azul, las
rectas y = yp = M(x — xo) en magenta, y el rectdngulo R = [z9 — a,xg +
a] X [yo — b, yo + b] en verde, donde h = a.

Por otro lado, en la Figura tenemos una gréfica con el caso en el que h = min{a,b/M} =
b/M < a. Al ser h < a, vemos que el intervalo en el que estd definida la poligonal es mas
pequenio que [zg — a, zg + al.
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Y=y M%)

(5., ¥g)

Figura 2.2: Representaciéon grafica de la poligonal p, con k = 3, en azul, las
rectas y = yo = M (x — xp) en magenta, y el rectdngulo R en verde, donde
h=0b/M.

De esta manera, los valores de a y b nos ayudan a encontrar el intervalo I en el que definir
las poligonales y, mas adelante, la solucién del problema de Cauchy. Notemos que al ser M =
maxp | f(z,y)| las poligonales nunca se van a salir de las secciones en magenta delimitadas por
las rectas y = yo £ M(x — xp), dado que la pendiente de cada segmento nunca puede ser, en
valor absoluto, mayor que M.

Viendo las gréaficas anteriores, parece razonable pensar en cémo serian las poligonales a medida
que vamos aumentando el valor de k. Evidentemente el niimero de segmentos que forman cada
poligonal aumentara con el incremento de k, pero, ;qué pasa cuando k — co? Podriamos pensar
que estas poligonales quizéds tiendan cuando k£ — oo a una funcién que verifique la ecuacién
diferencial y'(z) = f(x,y(x)) y sea solucién del problema de Cauchy (PC). Veremos que ocurre
asi para una subsucesion de dichas poligonales. Para ello, necesitamos aplicar el Teorema de
Arzela-Ascoli, Teorema [1.2.6] visto en el capitulo anterior, para lo cual hemos de verificar que
se cumplen las siguientes hip6tesis sobre la sucesién de poligonales (py)ken:

1) Bien definida: Hemos definido las poligonales a través de la funcién f, que estd definida en
el conjunto D C R™*!, evaluando esta funcién en ciertos puntos (x,pi(z)), = € I. Por ello,
para probar que pg estd bien definida, tenemos que asegurarnos de que todos los puntos
(z,pg(x)) estan en D.

Por hipétesis, sean a,b > 0y sea R = {(z,y) € R"" : |2 — 29| < a, |y — wo| < b} C D.
Vamos a probar directamente que todos los puntos (z, px(z)) con x € I pertenecen a R, por
lo que también estardn en D. Como el punto (zg, px(z0)) € R, pues px(xo) = yo, definimos

h = sup{p € [0,h] : Yz € [xo — p,z0 + p|, (x,pr(x)) € R}.
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Ahora, para cada k € N, definimos la funcién g, : [zg — 71, o + fz] C R — R” de forma que

f@ i pe(r_ir)) st @ €[r 15,7 44)
ar(z) = ¢ f(zo,%0) si @ =z (2.2)
J@_ip,pe(r—ik)) si @€ (Tig, Tiy1k)

Como ¢ toma los valores de f(x,y) en puntos (z,y) € R, podemos decir que |g(z)| < M
con x € [xg—h, 29+ h], siendo M = maxp | f(z,y)|. En realidad, g (z) es la derivada a trozos
de pi(z), por cémo la hemos definido. Notemos que la poligonal pi(x) es continua y que su
derivada, gi(z), es continua a trozos en [xg — h, 29—+ h]. Por ello, si & € [zg, xo+h] C I existe
un i tal que « € (1, Tit1,%] ¥, asi, si aplicamos sucesivamente la definicién de la poligonal,
tenemos que

pe(2) = pe(ig) + (@ — i) f (@i Dr(Tik)) = pr(Tigk) + /x J(@ig, pr(Tig)) ds =

qx(s) (2.3)
Tik T x
= pr(zi—1 k) +/ qr(s) ds +/ q(s)ds=...=yp +/ qx(s) ds.

Ti—1,k Tik o

De esta manera, si x € [xg, o + iL}, tendremos que

z€[xo—h, To+h]

|pk<x>—yo|=] [ ds| < mix ja@lie-wl < Mh<Mh<h (24)
T

aplicando que h < h por definicién de h, que M es no negativo y que 1 es como mucho b/M
por definicién de h. De forma anédloga se prueba para = € [xg — h, x¢].

Ya hemos mencionado que h < h, pero si suponemos que h < h entonces tendriamos que
|pk(z) — yo| < b para todo = € [zg — h,zo + iL] y h < h < a, pues h no puede ser mayor que
a por definicién. Sin embargo, esto entra en contradiccién con nuestra definicién de k, dado
que podriamos encontrar un valor mayor de B, il, tal que para todo punto x en el intervalo
[z0 — h, To + h] se cumpla que (z, pr(x)) € R. Por ello, ha de ser h = h, lo que implica que
las poligonales py(z) estdn contenidas en R y, por tanto, también en D.

Equicontinuidad: Para z,z’ € [xg — h, o + h| distintos, tenemos que

/

/: qk(s) ds

donde la igualdad se deduce de (2.3) y la desigualdad se tiene por ser M cota superior de gy.
Por la desigualdad (|1.1]) y la propiedad vista alli, esto implica que la sucesion de poligonales
(pr(z))ken es equicontinua.

() — pr(2)] = < M|z —2'| VkeN,

Uniformemente acotada: Sumando cero a pi(x) y aplicando la desigualdad triangular, ob-
tenemos que

Ipk(2)| = [pr(2) — yo + ol < [pr(x) — yol + [vol- (2.5)
Por (2.4), sabemos que |px(x) —yo| < b para x € [xg—h, z¢+h], y aplicando (2.5)) obtenemos

lpk(2)] < b+ |yol,

por lo que (pg(x))ken es uniformemente acotada.
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Ademsds, necesitamos comprobar la condicién de que E C R sea acotado. En nuestro caso,
E =1 = [xy— h,zo+ h], que es claramente un intervalo acotado. Ahora, aplicando el Teorema
de Arzela-Ascoli, Teorema, tenemos que existe una subsucesién de poligonales (pkj )jeN
que converge uniformemente a una cierta funcién p, continua en I. Sin embargo, atin tenemos
que probar que esta funcién p es solucién del problema (PC). Para ello, veremos, en primer
lugar, que (qx,)jen converge uniformemente en I a ¢, donde q(x) = f(z,p(x)), z € I. Después,
en segundo lugar, utilizaremos esta convergencia uniforme para probar que p verifica la ecua-
cién integral correspondiente a nuestro problema de Cauchy, y aplicando la Proposicién [2.1.2]
obtendremos finalmente que p es solucién de (PC).

1) Para probar que (qkj )jen converge uniformemente a ¢ en I, tenemos que comprobar que,
para todo € > 0 existe jo tal que si j > jp, para todo x € I se cumple que

la,; () = f(z,y(2))] <e.

Sea ¢ > 0 fijo. Como f es continua en R C R"! compacto, también es uniformemente
continua en él, por lo que existe §; que cumple que si (z,y), (z/,y') € Ry |[x—2'|+|y—y/| < 1,
entonces |f(x,y) — f(2/,y')] < €/2. Ademds, como p es continua en el intervalo compacto
I, también es uniformemente continua en él, por lo que existe dp con d2 < d1/2 y tal que si
x,x' € Iy |x — 2| < 02, entonces |p(z) — p(z')| < §1/2.

Ahora, como (py; ) jen converge uniformemente a p, sabemos que existe jo tal que para j > jo

se verifica |py, (z) — p(x)| < 01 para z € I. Ademds, podemos tomar jo tal que h/k; < do
para j > jo. Por ello, si x € I entonces x € (% 4;, Ti11,k;] Para algin 4, y se tiene

lak,; () — (@, p(@)| = |f(@in; pr; (Tig;) — f(z,p(2))] <

< ‘f(xiykj7pkj (xi,kj)) - f(xi,kwp(xi,kj))‘ + ‘f(xiykj7p(‘ri:kj)) - f(m,p(:c))

<

para j > jo, donde la primera desigualdad resulta de sumar cero y aplicar la desigualdad
triangular, mientras que la segunda desigualdad resulta de aplicar la continuidad uniforme
de f y p al segundo término y la convergencia uniforme de (py;)jen con la continuidad
uniforme de f al primer término.

2) Veamos que p(x) verifica la forma integral de (PC'), es decir, la ecuacién (2.1). Por ({2.3)),

tenemos que
€T

pr; (2) = Yo +/ Gk, (s) ds.

o

Basta con tomar limites cuando j — oo a ambos lados de la igualdad, aplicando el Teore-
ma de la Convergencia Dominada, dado que |g,;| < M, y también que (gx,)jen converge
uniformemente a ¢ con g(x) = f(x,p(z)), por lo que

T

lim Qr, (s) ds :/ lim gy, (s) ds :/ f(s,p(s)) ds.
xo I zo

J]—00 o)

Asi, obtenemos finalmente que
xX
o) =0+ [ Flspl) ds,
o

y, efectivamente, p(x) verifica la ecuacién integral del problema de Cauchy.
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Por lo tanto, aplicando la Proposicién obtenemos que p(x) es solucién del problema de
Cauchy vy, asi, queda probado el Teorema de existencia local de Cauchy-Peano. O

Observamos que, aunque hemos demostrado que existe una solucién para (PC') obteniéndola
mediante la convergencia de una sucesién de poligonales, no necesariamente toda solucion del
problema (PC) es limite de alguna sucesién de poligonales de Euler [7]. Un contraejemplo es
el siguiente, conocido como ejemplo de Peano.

Ejemplo 2.2.2. Sea el problema de Cauchy

Y () = 3y ()
{ y(0) = 0 (26)

donde x € R. Se puede comprobar que todas las poligonales de Euler coinciden directamente con
la solucidn trivial y = 0, debido a que f(z,y) = 3y*/3 e yo = 0, y al calcular p(x) obtenemos
siempre cero, por lo que la solucion y(z) = x3 no puede ser limite de ninguna sucesion de
poligonales. Notemos que ya hemos encontrado dos soluciones de , por lo que el Teorema
local de Cauchy-Peano, Teorema|2.2.1), no es suficiente para conseguir la unicidad de solucion,
por lo que tendremos que exigir alguna hipdtesis adicional, como veremos en el Capitulo [3

Para finalizar esta seccién, veamos algunos ejemplos sencillos de aplicacion del Teorema [2.2.1
donde compararemos la evolucion de las poligonales de Euler para ciertos valores de k con la
solucién de cada problema de Cauchy. Ademés, en el primer ejemplo, compararemos los errores
absolutos y relativos cometidos al calcular dichas poligonales.

Ejemplo 2.2.3. Sea el problema de Cauchy

{ y'(z) =z +y(v)
y(0) =0

donde la funcién f(x,y) = x + y estd definida en R?, entorno de (0,0). En primer lugar,
podemos calcular fdcilmente la solucion de este problema, que viene definida por

ylz)=e*—1—2, xR

Apliquemos ahora el Teorema |2.2.1. Podemos tomar a,b = 1 de manera que R = [—1,1] X
[-1,1] C R2, M =2 y h = b/M = 1/2. Asi, la solucién que queremos aproximar estard
definida en el intervalo I = [—1/2,1/2]. Notemos que, si tomamos a =1 y b = s cualquiera,

resulta que M = s+ 1 y h =min{l,s/(s+ 1)} = s/(s+ 1), que converge a 1 cuando s tiende
a infinito. De hecho, para dos valores cualesquiera de a y b, sequimos obteniendo que h < 1.
Por ello, con este método solo podemos garantizar la existencia de solucion en un intervalo
I =[-h,h] C[-1,1].

El intervalo obtenido con el Teorema [2.2.1] es muy pequeno en comparacion con el dominio
de definicion de la solucion, por lo que mos conviene encontrar otros resultados un poco mds
erigentes que nos permitan garantizar la existencia de solucion en un intervalo mds grande.
Esto lo veremos en dos resultados posteriores: el Teorema global de Cauchy-Peano, Teorema
y el conocido como Teorema global de Picard-Lindeldf, Teoremal3.5. 1|

Ahora, en la Figura compararemos las poligonales hasta k =5 y k = 10 para comprobar
su evolucion y como efectivamente se aproximan a la solucion.
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Aproximacion por las poligonales de Euler hastak =5 Aproximacion por las poligonales de Euler hasta k = 10
016 — T 016 — T
' '
0141 | | 014F |
| | |
o121 | I 042 |
| | |
1
01 | 0.1
! |
0.08 | 0.08 |
| | | |
0.06 ! d 0.06 ! |
| | | |
| | | |
0.04r | 0.04 | |
| | | |
L | | |
0.02 | | 0.02 | |
| | | |
or | | or | |
| | | |
0.5 0 0.5 0.5 0 0.5

Figura 2.3: Poligonales de Euler hasta k =5 y k& = 10.

Podemos observar en la Figura que las primeras poligonales obtenidas para valores de k
muy bajos son aproximaciones muy simples, como era de esperar dado que comenzamos usando
muy pocos segmentos para aprorimar la curva. Notemos que estas poligonales se situan debajo
de la solucion local, y que a medida que aumentamos k se van acercando de forma uniforme, lo
que se distingue con mds claridad en la grifica a la izquierda, al haber solo cuatro poligonales.

Al aumentar un poco el nimero de segmentos que componen la poligonal, vemos que las aproxi-
maciones son cada vez mejores, habiendo un gran contraste al aumentar el valor de k en solo 5
unidades hasta 10, como vemos en la Figura|2.5. También podemos ver cémo las poligonales se
van juntando mds entre si, sugiriendo la convergencia uniforme que se prueba, por el Teorema
de Cauchy-Peano|2.2.1]

Esta idea de aproxzimar la solucion buscada mediante las poligonales de Euler nos puede recordar
al método numérico simple de Euler, donde se parte del punto (zo,yo) para calcular estimaciones
de los puntos siguientes, a través de la recurrencia yg+1 = Yr + hf(xk,yr) con k € N. Este
proceso tiene un error de orden O(hy), siendo hy = h/k el paso o distancia entre cada par de
puntos consecutivos.

Esto nos lleva a pensar en como serdan los errores relativos y absolutos de las poligonales de
Euler, en comparacion con los verdaderos valores de la solucion y(z). Por ello, comparamos en
el Cuadro para cada valor de k, el mdzimo valor de la diferencia, en valor absoluto, de la
solucidon y la poligonal. Dicho mdximo se alcanza en el extremo & = 1/2.

|

| pe(@) | @ | y@) || Ea | Er |
0 0.5 | 0.1487 || 0.1487 1
0.0625 | 0.5 | 0.1487 | 0.0862 | 0.5798
0.0880 | 0.5 | 0.1487 | 0.0608 | 0.4085
0.1018 | 0.5 | 0.1487 | 0.0469 | 0.3155
0.1105 | 0.5 | 0.1487 | 0.0382 | 0.2569

QY W N = &

Cuadro 2.1: Comparacion de errores para los primeros valores de k.
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Como era de esperar, tanto los errores absolutos E4 como los errores relativos Er descienden
a medida que aumenta el valor de k, lo cual refleja que efectivamente las poligonales se van
aproximando mds a la solucion.

Ejemplo 2.2.4. Sea el problema de Cauchy

{ y'(z) = 2% + y*(x)
y(0) =0

donde la funcién f(z,y) = x% + y? estd definida en R?, entorno de (0,0). En este caso, no se
conoce la solucion del problema, por lo que no podremos comprobar como se aproximan o la
misma sino que tendremos que imaginarnos la curva solucion a partir de las poligonales.

De nuevo, elegimos a,b =1 de manera que R = [-1,1]x[-1,1] C D, M =2 yh =b/M =1/2.
De esta forma, la solucion desconocida que vamos a aproximar estd definida en el intervalo
I =1[-1/2,1/2]. Al igual que en el apartado anterior, para todo a,b > 0 resulta que h < 1, por
lo que siempre se verifica I C [—1,1].

A continuacién, en la Figura representamos las poligonales para ver cémo evolucionan.

Aproximacion por las poligonales de Euler hasta k = 10
T

Aproximacion por las poligonales de Euler hastak =5
T 0.04

0.04

0.03

0.02

0.01
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-0.03

4

-0.04
0.6

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4
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=

=
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/
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0.4

0.2

0.2

0.4

0.6

Figura 2.4: Poligonales de Euler hasta k =5y k£ = 10.

A partir de la Figura nos podemos ir haciendo una idea de como va a ser la solucion a la
que se van acercando las poligonales, por el Teorema de Cauchy-Peano [2.2.1. Al aumentar el
valor de k, vamos viendo como las poligonales se van juntando mds entre si, convergiendo poco
a poco a una solucion.

Notemos que en el Ejemplo hemos obtenido que el intervalo I en el que podemos definir la
solucion del problema a través del Teorema siempre esté contenido en [—1, 1], pese a que
su solucién esta definida en todo R. Se trata de un claro ejemplo en el cual este teorema puede
no ser suficiente, y esto nos lleva a querer encontrar soluciones globales, a través de resultados
que impongan més condiciones, como veremos en la Seccién [2.3] con el Teorema global de
Cauchy-Peano, Teorema y en el Capitulo [3] con el Teorema global de Picard-Lindelof,
Teorema [3.3.71

Por tdltimo, en el Ejemplo introducimos brevemente el interés en la prolongabilidad de
soluciones, pese a que no lo vamos a trabajar en esta memoria. Se pueden encontrar diversos
resultados relativos a la prolongabilidad de soluciones en las referencias [4] y [9], entre otros.
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Ejemplo 2.2.5. Sea el problema de Cauchy

{ y'(z) = y*(x)
y(0) =1

donde la funcion f(x,y) = y? estd definida en R?, entorno de (0,1). Su solucion es la funcion

y(z) = , T € (—o00,1).

El Teorema local de Cauchy-Peano, Teorema|2.2.1), solo nos permitie definirla en un intervalo
I =[—h,h] C [-1,1] centrado en xo = 0. Sin embargo, si volvemos a aplicar dicho teorema to-
mando como condicion inicial, por ejemplo, el punto (—1/2,y(—1/2)) = (=1/2,2/3), podriamos
obtener un nuevo intervalo I. Asi, aplicando este método sucesivamente, podriamos extender
el dominio en el que podemos definir la solucion. Este proceso se conoce como prolongar una
solucion.

2.3. Existencia de solucién global

A continuacién, vemos una version ligeramente distinta del Teorema[2.2.1] donde vamos a pedir
que la funcién f esté definida en una banda [a, b] x R™ y que ademés de continua esté acotada.
Este resultado nos permite garantizar la existencia de una solucién definida en todo el intervalo
[a,b], y es por ello que llamamos Teorema global de Cauchy-Peano al Teorema Para su
demostracién definimos una sucesién de funciones distintas de las poligonales de Euler y que,
por el Teorema de Arzela-Ascoli, el Teorema tiene una subsucesién que converge a una
funcién que verifica la forma integral de Cauchy. Senialemos que, existen otras demostraciones
distintas del mismo teorema (ver paginas 89-90 de [4]), aunque hemos elegido la siguiente por
ser una aplicacién mas del Teorema [1.2.6

Teorema 2.3.1. (Teorema global de Cauchy-Peano). Sea (PC) un problema de Cauchy
donde f : a,b] x R — R™ es una funcidn continua y acotada, tal que xy € [a,b], con a < b.
Entonces, existe al menos una solucion de (PC) y estd definida en el intervalo |a,b].

Demostracion. Teniendo en cuenta la forma integral de (PC), vamos a definir una nueva su-
cesion de funciones a partir de la cual podamos llegar a la solucién buscada. Comenzaremos
tomando esta sucesion (¢ )ren en el intervalo [z, b], a la derecha de zg y, después, repetiremos
el mismo proceso en |a, zg].

En primer lugar, en el intervalo [zg, b], tomamos hy, := (b — x¢)/k para cada k € N y definimos
o sio wo <z <wo+ hy

- . i 2.7

o) { Yo + ffco & f(s,ér(s)) ds si xg+hy <z <b. (2.7)

Esto es, para cada k, la funcién toma el valor inicial ¢y en todos los puntos hasta xg + hy vy, a
partir de ahi, vamos anadiendo la integral de la funcién f evaluada entre xy y x menos el paso
hi. Notemos que, a medida que aumenta el valor de k, el valor de x — hy se va aproximando
mas a x, con lo que nos acercamos mas a la funcién que queremos encontrar como solucién del
problema.

Notemos que realmente ¢, estd definida a trozos de tamano hj, de manera que primero la
definimos en [xg,zo + hi], luego extendemos la definicién a [xg + hk,zo + 2hg], después a
[zo + 2h, o + 3hg], v asi sucesivamente, hasta [zg + (k — 1)hg, b]. De esta manera,



30 CAPITULO 2. EXISTENCIA DE SOLUCIONES: TEOREMAS DE CAUCHY-PEANO

» Para k = 1, tenemos que ¢1(x) = yo en todo [z, b].

» Para k = 2, tenemos hy = (b — x¢)/2 y entonces ¢2(x) = yo si xg < x < (xo + b)/2.

Por otro lado, en el caso (xg +b)/2 < 2 < b, como 29 < s < x — (b — z9)/2 entonces
obtenemos que zg < s < (xg + b)/2, donde ¢2(s) ya estd definida, tomando el valor de
yo. Asi, tenemos

Yo simo < w < 2o
p2(z) = x—ha d . xot+b <b
Yo+ [ f(s,y0) ds si TGP <a <D

» Para k = 3, tenemos h3y = (b — x¢)/3 y entonces ¢3(x) = yo si xg < x < xo + hg.

El caso zg+h3 < = < b realmente se divide en dos partes de tamano hs. Asi, distinguimos
los intervalos xg + hy < x < xg + 2hs v xg + 2hs <z < b.

En primer lugar, si zg + hy < z < zg + 2h3, como zg < s < x — h3 entonces obtenemos
que g < 8 < xg + hs, donde ¢3(s) ya esta definida y toma el valor de yp.

Ahora, en xg + 2hg < x < b, como zy < s < x — hg entonces obtenemos que zg < s <
xo + 2hs, donde ya hemos definido ¢3(s) en los casos anteriores.

Finalmente, nos queda

Yo si xo <x<xo+h3
p3(z) =14 Yo+ f;_h:” f(s,y0) ds si xg+ hs <z <x9+ 2h3
o+ [ f(s,¢5(s) ds i wg+2hg <z < b,

Asi, para cualquier & € N se puede probar que todos los puntos (s, ¢x(s)) en los que evaluamos f
ya los tenemos definidos previamente, por lo que las funciones ¢ estan bien definidas. Ademas,
son funciones continuas, ya que, fijado k € N, tenemos que

x—hy, zo+hir—hg
i (ot [ Fso) ds) =+ [ F(s, 61(5)) ds = 1o,

z—(zo+hi)t o Zo
y esto también se cumple en cada subintervalo de [xg + hg, b], por ser f continua.

Ahora que hemos definido estas funciones ¢y, veamos que la sucesién (¢p)ren verifica las
condiciones necesarias para poder aplicar el Teorema de Arzela-Ascoli, Teorema [1.2.6]

Veamos, en primer lugar, que se trata de una sucesién equicontinua. Como sabemos que f es una
funcién acotada, sabemos que existe M > 0 tal que | f(z,y)| < M para todo (z,y) € [z, b] x R™.
Entonces, por cémo hemos definido ¢ (), tenemos que, para todo k y para todos x, 2’ € [xg, ],

|61 () — d1(2")] < Mz —2|. (2.8)
Esto lo podemos comprobar por casos, suponiendo que z > 7'
» Siz, 2’ € [z, x0 + hi] entonces ¢p(z) = d(z') = yo, por lo que |¢p(x) — ¢r(z)| = 0.

» Si a2’ € [xg, 20+ hi] pero x € (xg + hy, b], tenemos que

r—hy
[P () — pr(a")| = =’/ f(s,or(s)) ds | <

< Mlzg —x + hi| < M|z — 2]

r—hyg
Yo +/ f(s,0x(s)) ds — yo
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» Sixz, 2’ € (xg+ hyg,b], entonces resulta que

.T—hk $/—hk
\mmmmmzﬁmﬁ/ f@mw»wm/ f(s, 0x(s)) ds | =
r—hy
- /qlﬂ&@@»w < Mlo - /|

Esto implica por (1.1) que (¢x)xen es equicontinua.
Por otro lado, también se cumple que
|9(2)] < [yo| + M (b— o),

lo que podemos comprobar tomando zg, aplicando la desigualdad triangular y teniendo en
cuenta (2.8) y que |z — zo| < b — xp:

|Pk(2)| = or(x) — yo + yo| < |k(x) — yol + |yo| < M|z — z0| + [yo| < M (b — z0) + |yo]-
Asi, (¢r)ren también es uniformemente acotada.

Por tanto, tomando E = [z, b] acotado, tenemos las condiciones necesarias para poder aplicar el
Teorema de Arzela-Ascoli, Teoremal[I.2.6] y obtenemos que existe una subsucesién que llamamos
(¢m)menN ¥ que converge uniformemente en [xg,b] a una cierta funcién ¢ : [zg,b] — R", que
queremos que sea solucién de (PC).

Ahora, para (¢m)men, deducimos directamente de la definicién (2.7)) que
bula) =t [ S om(s) ds— [ f(s,0m(s) ds. (29)
o T—hm

Aplicando el Teorema de la Convergencia Dominada, lo que podemos hacer por ser |f(z,y)| <
M en [z9,b] x R™, y teniendo en cuenta posteriormente que f es continua y que (¢m)men
converge uniformemente a la funcién ¢, tenemos que para todo x € [z, b],

lim xf(s, dm(s)) ds = /w n}l;rnoof(s,(ﬁm(s)) ds = /x f(s,0(s)) ds. (2.10)

m—oo [ zo

Ademas, como |f(x,¢)| < M, tenemos que

og‘/x £ (5, 6m(s)) ds | < M,
r—hm

y, aplicando limites cuando m tiende a infinito, se tiene que

x

lim f(s,0m(s)) ds =0. (2.11)

m—oo [, _p

Por tltimo, basta con aplicar limites cuando m tiende a infinito en (2.9), teniendo en cuenta
la convergencia de (¢, )men a la funcién ¢, junto con las deducciones (2.10)) y (2.11]):

o(x) = lm ¢y, ()

= lim
m—00 m—00

(yo + /x: f(s,m(s)) ds — /;hm f(s, dm(s)) ds> _
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—n+ [ f(s.009) ds—0.

Por lo tanto, para todo x € [xg, b], se cumple
o) =0+ [ Fls.0(5) ds,
o

con lo que, por la Proposicién ¢(x) ha de ser solucién de (PC) para = € [xq, b].

Andlogamente, en el intervalo [a, 2] obtenemos una nueva sucesién (g?)k) ren donde el paso es
hi = (z9g — a)/k. Definimos, para cada k € N,

~ {yo si wg—hy <z <9 (2.12)

x) = ~ .
on() Yo — ffihk f(s,0(s)) ds si a<z<z9— hg.
Asi, repitiendo el mismo proceso, encontramos una solucién qg de (PC) definida en [a, zo].

Notemos que hj = hy en el caso en el que [a, b] sea simétrico respecto de xy. ]

Hemos visto que este teorema se demuestra obteniendo la solucién del problema de Cauchy
aproximando por funciones definidas a trozos, al igual que el Teorema local de Cauchy-Peano,
Teorema que utiliza las poligonales de Euler. Claramente, las aproximaciones que se
utilizan en cada uno de estos dos teoremas son distintas. A continuacién, presentamos un
ejemplo en el cual vamos a construir algunos términos de la sucesion.

Ejemplo 2.3.2. Sea el problema de Cauchy

{ y'(z) = cos*(y(x))
y(0) =0

donde la funcién f(z,y) = cos®(y) estd definida, es continua y acotada en cualquier banda de
la forma [—n,n] x R, con n € N. Por ello, podemos aplicar el Teorema obteniendo que
existe al menos una solucion del problema que estd definida en [—n,n] para todo n € R, y por
tanto en R. De hecho, podemos calcular su solucion, que viene dada por

¢(x) = arctan(z) Vz € R.

Vamos a estudiar como serian las aprorimaciones ¢y de la solucion para los primeros valores
de k, siguiendo las definiciones dadas en (2.7) y (2.12)) con [a,b] = [-n,n] para un n € N fijo.
Notemos que xo = 0 es el punto medio de [—n,n], con lo que hy, = hy para todo k € N.

» Para k =1, claramente tenemos que ¢1(x) = 0 para todo x € [—n,n].

» Para k = 2, tenemos que hy = hy = n/2. En [0,n], a la derecha de xy = 0, tenemos
que ¢2(x) =0 510 <2z <n/2. En el cason/2 <z <mn, como 0 < s < x—n/2 resulta
que 0 < s < n/2, por lo que estamos integrando f(s,0) = cos?(0) = 1. Por lo tanto, la
funcion ¢o(x) serd

0 st 0<z<?2
— =T>79
¢2(2) {x—g‘ si 5 <x<n
Andlogamente, en [—n, 0], obtenemos
~ 0 si —2<x<0
= 2 =
¢2(2) { r+5 si —n<r<—3§
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= Para k = 3, tenemos que hsy = hg = n/3. De nuevo, empezando por [0,n], resulta que
0 st 0<x< %
p3(x) =< 0+ fox_j f(s,¢3(s)) ds si 5 <z < %”
T—5 .
0+ o 3 f(s,¢3(s)) ds si %" <z <n.
En el cason/3 < x <2n/3, como 0 < s < x—n/3, entonces estamos integrando respecto
de s cuando 0 < s < n/3, por lo que integramos f(s,0) = 1, y nos queda la funcion

x —n/3. Por otro lado, si 2n/3 < x < n, donde 0 < s < x —n/3, vamos a integrar en los
intervalos 0 < s <n/3 yn/3 < s <2n/3. Por tanto,

o _[° T o (s ™) ds= Ty Lo (200
0+/0 f(s,gbg(s))ds—/o f(s,O)ds—f-[; cos (5 3) d8—2+4sen(2x 3).

Finalmente, nos queda

0 st 0<x< %
p3(z) =4 T— 3 si %<:U§%"
%—1—%8611(2:6—%”) st 2§”<5L‘§n.
Andlogamente, en [—n,0], obtenemos
0 si —3 <x<0
Go@)={ =+ si -B<o<-n
%+isen(2x+4§"> st —n§m<—%"

Como vemos, en cuanto aumentamos un poco el valor de k el desarrollo de las funciones ¢y (x)
y ¢r(z) se vuelve demasiado complicado como para hacer los cdlculos a mano.

Sucesion de las funciones q&k hasta k =3 en [-3,3] Sucesion de las funciones q&k hasta k =3 en [-1,1]
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Figura 2.5: Grafica de las funciones ¢1, ¢2 v ¢3, junto con la funcién solucién.

En la Figura vemos la representacion grdfica de estas funciones que acabamos de calcular
en los intervalos [—1,1] y [—3,3]. Vemos que para los primeros valores de k las aproximaciones
son peores a medida que n aumenta, con lo que necesitariamos tomar un k bastante mayor para
poder acercarnos a la solucion.



Capitulo 3

Teoremas de existencia y unicidad
de soluciones

Hemos visto en el capitulo anterior algunos teoremas que nos garantizan la existencia de so-
luciones de un problema de Cauchy. En este capitulo, vamos a ampliar estos resultados para
probar también la unicidad de solucién, anadiendo la condicién de que f sea lipschitziana. De
nuevo, veremos tanto la version local como la global, junto con algunos ejemplos y aplicaciones.
Para todo ello, seguiremos principalmente las referencias [4], [9], [I1], [12], entre otras.

3.1. Unicidad de solucion

En esta seccién, vamos a introducir las definiciones de funcién lipschitziana y localmente lips-
chitziana respecto de una variable en un conjunto. Trabajaremos bastante sobre estos conceptos,
mediante ejemplos y observaciones, dado que van a resultar clave en las secciones posteriores.
Ademas, repasaremos la conocida como desigualdad de Gronwall, que utilizaremos para de-
mostrar el ultimo resultado que veremos en esta seccion, que nos permitird probar la unicidad
de solucién bajo una cierta condicién. Las principales fuentes en las que nos basaremos son [4],

[61, [9], [11].

Veamos, en primer lugar, qué significa que una funcién sea lipschitziana o localmente lips-
chitziana respecto de una variable.

Definicién 3.1.1. (Funcion lipschitziana). Sea f(x,y) una funcion tal que f : E C R™ —
R™. Se dice que f es lipschitziana o globalmente lipschitziana respecto de y en E si existe una
constante L > 0 tal que para todo (x,y1), (x,y2) € E se cumple que

|f(z,y1) — f(z,y2)] < Lly1 — yal. (3.1)

Definicién 3.1.2. (Funcién localmente lipschitziana). Sea f(x,y) una funcion tal que
f:ECR™ — R". Se dice que f es localmente lipschitziana respecto de y en E si para todo
(z,y) € E eziste un entorno D C E de (x,y) de manera que f es lipschitziana en D.

Ademas, esta constante que nos permite determinar si una funcién es lipschitziana recibe el
nombre de constante de Lipschitz, como vemos en la siguiente definicién.

Definicién 3.1.3. (Constante de Lipschitz). Llamamos constante de Lipschitz al valor de
L que verifica la condicion (3.1]).

34
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Notemos que la constante de Lipschitz correspondiente a una funcién f(z,y) lipschitziana
respecto de y no es tnica, ya que si (x,y1), (z,y2) € E entonces

|f(z,y1) — f(z,y2)| < Llyr — yo| < (L + 5)|y1 — v, (3.2)

para cualquier s € N.

Como es de esperar, si una funcién f es globalmente lipschitziana respecto de y entonces
también lo es localmente, pero no al revés. Esto se debe a que si una funcién es localmente
lipschitziana, existe una constante de Lipschitz para f en un entorno de cada punto de E, pero
no siempre podemos acotar todas estas constantes. Esto lo podemos ver en el segundo apartado
del Ejemplo junto con otros ejemplos donde aplicamos estos conceptos.

Ejemplo 3.1.4.

1) La funcién f : R x [0,1] — R dada por f(x,y) = y* es lipschitziana con constante de
Lipschitz 2 en R x [0, 1] tanto local como globalmente, puesto que
vt — w3l = ly1 +2lly1 — vol < 2l — v,
para todos y1,ya € [0,1].

11) La funcion f : R?2 — R dada por f(z,y) = y™ donde n € N y n > 2 es localmente
lipschitziana en R? pero no lo es globalmente. Dados y1,y2 € A compacto de R,

[yt =51 <y = w2l(n "™+ 51" Plyzl + -+ [wallyal" 2 + [y ™) < Lalyr — el
pues el sequndo factor estd acotado en A por una constante que depende del conjunto A,
a la que llamamos L 4. Es por ello que f es localmente lipschitziana respecto de y.

Sin embargo, no podemos acotar este valor de L4 de manera que la condicion de Lipschitz
se verifique en todo R. Si hacemos que la norma de y1 tienda a infinito, resulta que

" = o0,

para n > 2, con lo que f no es globalmente lipschitziana respecto de y en R2.

111) La funcion f: R x[0,1] = R dada por f(x,y) = \/y +x no es localmente lipschitziana en
R x [0,1]. Supongamos por reduccion a lo absurdo que si lo es, entonces, existe L € R tal
que para todo y1,y2 € [0,1] y para todo x € R se tiene

Vo1 + 2 = V2 — 2| = [y = V2| < Llyr — -

Sin embargo, si tomamos ya = 0, tenemos que
VY1 < 1 <L
Yy Yy VQH’ )

pero resulta que, si hacemos que yy € (0,1) tienda a cero, obtenemos

1
— — 00,
v
lo cual es absurdo. Por tanto, f no es localmente lipschitziana respecto de y en R x [0, 1]
y tampoco lo es globalmente.
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Notemos que aunque una funcién f(z,y) sea lipschitziana respecto de y en E, esto no significa
que también sea continua en F, puesto que no se establece ninguna condicién entre dos puntos
de la forma (z1,y) y (x2,y) distintos. Lo mismo se tiene si f es localmente lipschitziana, por
el mismo motivo. Un contraejemplo donde comprobamos todo esto es el siguiente.

Ejemplo 3.1.5. La funcién f : R? = R dada por

-y st <0
f(fv,y)Z{ v si 250
claramente no es continua en los puntos con x = 0, y # 0. Sin embargo, si tomamos € > 0
cualquiera, 6 = € y los puntos (x,y1), (x,y2) tales que |y1 — y2| < d y con z <0, tenemos que
|f(x,y1) — f(z,y2)| = | —y1 + y2| < d =e. Por otro lado, si tomamos los puntos (x,y1), (z,y2)
con x > 0 tales que |y1 — y2| < 0, resulta que |f(z,y1) — f(x,y2)] = |y1 — y2| < & = &, luego
también se verifica la condicidn necesaria para que f sea lipschitziana respecto de y. Por lo
tanto, f es lipschitziana respecto de y en R? (y, por ello, también lo es localmente), pero no es
continua en R2.

Ademas, como es l6gico, la continuidad de una funcién f(z,y) no implica que ésta sea lips-
chitziana respecto de y, como se puede ver en el tercer apartado del Ejemplo [3.1.4] por lo
que la condicion de Lipschitz, local o global, no implica continuidad, y tampoco se cumple su
reciproco.

Sin embargo, si f : E C R*™! — R” con E abierto verifica que todas sus derivadas parciales
existen y son continuas, entonces tenemos que f es localmente lipschitziana respecto de y. La
prueba de esta propiedad se puede encontrar en la pagina 121 de [9] y en la pagina 52 de
[12]. El reciproco no se cumple, teniendo como contraejemplo el Ejemplo Ademss, si
E es convexo y estas derivadas parciales también estan acotadas entonces f serd globalmente
lipschitziana respecto de y en E. Su demostracién se puede encontrar en la pdgina 40 de [9] y
en la pagina 52 de [12], donde también se incluye la prueba del reciproco.

A continuacién repasamos el conocido como Lema de Gronwall o Desigualdad de Gronwall,
que ya se ha visto y demostrado en la asignatura de Teoria Cualitativa de EDO [3], motivo por
el cual no incluiremos su demostracién en esta memoria, aunque se puede encontrar en [I1].
Dada una funcién real u acotada superiormente por una funcién integral que depende de wu,
este lema nos permite obtener una nueva cota que no dependa de u, sino de otras funciones ¢
y k definidas en el mismo intervalo.

Lema 3.1.6. (Desigualdad de Gronwall). Sean u, ¢,k : [a,b] — R tres funciones continuas,
con k(x) > 0 para todo = € [a,b]. Si se verifica que

0 <u(z) < p(x)+ /I kE(s)u(s) ds Vz € [a,b],

entonces N
0 <u(x) < ¢(x) —l—/ k(s)o(s)els ¥&) & qs vz € [a,b).

Este lema nos resultara clave a la hora de demostrar el siguiente resultado, el Teorema [3.1.7]
ya que nos permitird probar la unicidad de solucién de un problema de Cauchy.
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Teorema 3.1.7. Sea el problema de Cauchy (PC) donde f : D C R"*!1 — R" es una funcién
lipschitziana respecto de y en D, con (xg,y0) € D. St y1,y2 : I CR — R son dos soluciones de
(PC) con xg € I e I un intervalo, entonces y1(x) = ya2(x) para todo x € 1.

Demostracion. Sea v : I — R la funcién dada por v(z) = y1(z) — y2(x). Como y; e ya son
soluciones de (PC), sabemos que v(zo) = y1(z0) — y2(x0) = Yo — Yo = 0. Ademads, si derivamos
la funcién v obtenemos que

V(@) =y (x) — ya(2) = f@,m1(2)) — f2,02(2),

con x € I. Ahora, aplicando normas y teniendo en cuenta que f es lipschitziana respecto de y
en D, resulta que para todo x € I se tiene

o' ()| = |f (@, y1(2)) = f (@, 92(2))] < Llyr(2) = y2(2)] = Llv(x)|. (3-3)

Por tanto, si x > x¢ entonces

o@)| = lo(a) a0l =| [ V) ds| < [ W) ds< [ Lo ds
xo xo xo
con lo que nos basta con aplicar la Desigualdad de Gronwall, Lema de manera que
u(x) = |v(z)], ¢(x) =0y k(zr) = L > 0. Asi, obtenemos que

0§\v(m)|§/ 0ds =0,

o

y entonces ha de ser v(x) = 0 para todo = € I con = > x, lo que implica que y;(z) = ya2(x).

Andlogamente, para x < ¢ y teniendo en cuenta la desigualdad (3.3)), resulta

ole)] = lotan) o)l =| [y as| < [T ds < [T Lot as

y por el Lema tomando las mismas funciones u(x), ¢(x) y k(x) que en el caso x > x,
obtenemos que v(z) = 0 para x < .

Asi, tenemos que y;1(x) = ya2(z) para todo = € I y, por lo tanto, queda probado que ambas
soluciones han de ser la misma, por lo que el problema de Cauchy (PC) tiene una unica
solucién. O

Podemos relacionar este resultado con el Ejemplo donde teniamos la funcién f(z,y) =
3y2/3 con la condicién inicial y(0) = 0. Gracias al Teorema podemos deducir que f no es
lipschitziana respecto de y en R, puesto que si lo fuera el correspondiente problema de Cauchy
tendria una unica solucion, pero ya vimos en el Ejemplo que tanto la funcién y = 0 como
y(z) = 23, con = € R, son soluciones del problema.

Recordemos los teoremas local y global de Cauchy-Peano, es decir, los Teoremas y
donde a través de unas ciertas sucesiones aproximabamos y encontrabamos al menos una solu-
ci6n de un problema (PC'). Si a cualquiera de estos dos teoremas le anadimos la condicién de
que la funcién f sea lipschitziana, en virtud del Teorema que la solucién encontrada es
ademas unica.
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3.2. Existencia y unicidad de solucién local

En esta seccidon nos vamos a centrar en probar el Teorema local de Picard-Lindel6f, que nos va
a garantizar la existencia de una tnica solucién local de (PC'), definida en un entorno de xg.
Asi, obtendremos el mismo resultado que cuando aplicamos el Teorema local de Cauchy-Peano
(Teorema con el Teorema pese a que vamos a utilizar funciones distintas para
aproximar la solucién, los conocidos como iterantes de Picard. Ademads, veremos un par de
ejemplos en los que aplicaremos este resultado y comprobaremos su veracidad. Para ello, nos
basamos generalmente en las referencias [4], [9], [11].

Antes de comenzar con el primer teorema de existencia y unicidad, vamos a probar el conocido
como Criterio de Weierstrass o Prueba M de Weierstrass, que nos permite garantizar la con-
vergencia uniforme de una serie de funciones. Esto nos servird para poder demostrar después
la existencia y unicidad de solucién local, en el primer teorema de Picard-Lindelof.

Proposicién 3.2.1. (Criterio de Weierstrass). Sea (fi)ren una sucesion de funciones
donde fr, : E C R — R" y |fp(x)| < My para cada k y para todo x € E. Si la serie y oo | My,
es convergente, entonces la serie Y oo fr(x) converge uniforme y absolutamente en E.

Demostracion. Sea (fi)ken tal que |fi(z)| < M}, para todo k y todo z € E. Como » oo, My,
converge, entonces, por el criterio de comparacién, tenemos que >_p-; | fx(2)| también converge,
luego > 72 fr(x) converge absolutamente para todo « € E. Nos queda por comprobar que esta
convergencia es uniforme.

Como ) 2, M}, es convergente, entonces para todo € > 0 existe un ko tal que para todo
m,p > kg con p > m se tiene que Zi:mﬂ My, < e. Entonces, para x € E cualquiera y
tomando las sumas parciales, Sp(z) = > 7_; fi(z), tenemos que

p m p p p
5:0) = S0 = | S5 - Ao | = | 3 Ao [ £ X Intals Y Mi<e
k=1 k=1 k=m+1 k=m-+1 k=m+1

luego las sumas parciales forman una sucesién uniformemente de Cauchy en E. Ahora, como
S(x) es el limite de las sumas parciales, pasando al limite de la expresién anterior, se tiene

1S(2) = Sn(@)] = | lim $,(x) = S(a)] = lim |Sy(w) — Sm(@)] < <,

por lo que la serie > ;2 | fr(z) converge uniformemente en E. O

A continuacion, vamos a enunciar y demostrar el Teorema local de Picard-Lindel6f, que afirma
la existencia y unicidad de una solucién local del problema de Cauchy (PC). Para ello, necesi-
taremos que la funcién f sea continua y lipschitziana. Definiremos los conocidos como iterantes
de Picard, que nos serviran para aproximar la soluciéon buscada, haciendo uso del Criterio de
Weierstrass, Proposicion y de la forma integral de (PC), aplicando la Proposicién m

Teorema 3.2.2. (Teorema local de Picard-Lindeldf). Sea el problema de Cauchy (PC')
donde f : D C R™ — R" es una funcion continua y lipschitziana respecto de y en D, con
D entorno de (xo,yo). Entonces, existe una unica solucion local de (PC) y estd definida en el
intervalo I = [xo — h,x0 + h], con h = min{a,b/M}, siendo R := {(x,y) € R""! : |z — x| <
a, ly —yol <b} C D y M =miéxg|f(z,y)|
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Demostracién. Sea el intervalo I = [zg — h,zo + h]. Tomamos una funcién go(z) continua
definida en I y con go(z) = yp. Por induccién, definimos cada gi11 con k € NU {0} de manera
que

sn@) =+ [ Jsglo)ds Vel (3.4)

Estas funciones son precisamente las conocidas como iterantes de Picard, con las que queremos
aproximar la solucién.

En primer lugar, probamos que dichas funciones estan bien definidas, para lo que basta com-
probar que (z,gx(x)) € R para todo = € I, por ser f continua en D y R C D. Claramente,
go lo verifica por definicién. Ahora, si tomamos = € I = [zg — h,xo + h] y suponemos que se
cumple para g con k € N, entonces

’9k+1($)—y0\—‘ [ Fs.ano) ds | < Ml — ol < b <,
zo

donde la primera desigualdad se tiene por ser M = méxpg |f(z,y)|, la segunda por estar = € I,
y la tercera por definicién de h. Por tanto, obtenemos que (z, gx+1(x)) € R para todo = € I =
[xg — h,zo + h] C [zo — a, 29 + a] y las funciones g; estdn bien definidas. Ademés, claramente
son continuas en I.

Ahora veamos que estas funciones convergen uniformemente a una funcién continua en I. Sea

N = mix|g1(z) — go(z)|
zel
y sea L la constante de Lipschitz de f. Notemos que N < Mh. Entonces, se tiene la siguiente
propiedad:
k
r — X0
|gk+1(z) — gr(z)] < NLk|k,|~
Vamos a comprobarlo por induccién sobre k. Para k = 0 se cumple por definicién de N. Supon-
gamos que la desigualdad (3.5)) se verifica para k — 1 y vamos a probarla para k. Supongamos
que x > xp, entonces

(3.5)

|gk+1(z) — gr(2)] < ‘ /w(f(s,gk(s)) — f(8,9k-1(8))) ds | < /x Llgr(s) — gr—1(s)| ds <

0

z k=1 T (o o \k—1 ok ok
< / LyphrlE ol NL’f/ (G0 S AT At ) S V558 et
20 (k—1)! (k—1)! k! k!
donde la primera desigualdad se tiene por definiciéon de g1 v gk, la segunda por ser f lips-
chitziana, y la tercera desigualdad por la hipétesis inductiva. Por otro lado, si x < xzg, basta
cambiar los limites de integracion, es decir,

Zo

gk (2) — gu(@)] < \ / C(Fs90(8)) — £, 951(s)) ds | < / * Llge(s) — ger(s)] ds <

)k—l

x0 _ k—1 0 _ _ k
< LNkal% ds < NLF (ﬂ]is ds < NLkM.
. (k—1)! - (k—1)! k!

Notemos que, si tomamos |g,(z) — gx(z)| donde p,k € N no necesariamente consecutivos, se
puede obtener una cota sobre |y(z) — gx(x)|, es decir, sobre el error cometido al aproximar la
solucién.
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Ahora, dado que = € I = [xg — h,zo + h],
ke —aol® k - Lh
NL T <NLF E — Nebh,

resulta, aplicando el Criterio de Weierstrass (3.2.1] m a (gkr1 — gr) keNu{o}, que la siguiente serie

)+ Z (+1(2) — gr(2))
k=0

converge uniformemente en I a una funcién que denominamos y definida en I y que ademéds
es continua. Notemos que las sumas parciales de >~ (gx+1(x) — gr(z)) son precisamente las
funciones gj(x). Por tanto, tenemos que la sucesién (gr)renu{oy converge uniformemente a y
en L.

Nos queda ver que esta funcién y que hemos obtenido verifica la forma integral del problema de
Cauchy . En primer lugar, como (gx)renufo} converge uniformemente a y en el intervalo
I, tenemos que para todo € > 0 existe un kg tal que para todo k > kg y para todo s € I se
verifica que

gk (s) —y(s)] <e.

Ademsds, como f es lipschitziana, tomando k > kg y s € I se tiene que

(s, 9k(s)) — f(s,9(s))| < Llgr(s) —y(s)| < Le.

Asi, obtenemos que, si llamamos Fy(z) = f(z,gx(x)) y F(z) = f(z,y(z)), entonces (F)ren
converge uniformemente a F' en I. Por ello, como |f (s, gx(s))| < M podemos aplicar el Teorema
de la Convergencia Dominada, y resulta

kl;n;o/fsgk ds—/ tim £(s,0(s) ds—/fsy>

Por 1ltimo, tenfamos por definicién de g la igualdad -, a la que podemos aplicar limites
cuando k tiende a infinito, obteniendo

T

xr
) = Jim g (@) =g+ Jim [ F(s,0u(6) ds = ot [ S0 ds
k—o0 k—o0 0 0
que es la forma integral del problema de Cauchy (22.1)), por lo que efectivamente la funcién y es
solucion local del problema en el intervalo I, quedando asi probada la existencia de solucién.

Por 1ltimo, nos queda comprobar que esta solucién es también tinica, pero esto lo deducimos
aplicando el Teorema Por lo tanto, ya hemos demostrado la existencia y unicidad de
solucién de (PC). O

Observamos que este teorema nos pide las mismas condiciones que necesitdbamos en el Teorema
local de Cauchy-Peano exigiendo ademads que f sea una funcién lipschitziana, condicion
que habiamos anadido para tener la unicidad de la solucién, como hemos visto en el Teorema
Por lo tanto, ahora tenemos dos opciones distintas para garantizar la existencia y unici-
dad de solucién local, pues podemos aplicar el Teorema de Cauchy-Peano para obtener la
existencia de solucién seguido del Teorema |3.1.7| para garantizar su unicidad o aplicar directa-
mente el Teorema local de Picard-Lindelof[3.2.2] Pese a que ambos métodos generan sucesiones
que se aproximan a la solucion, estd claro que las poligonales de Euler son mucho mas sencillas
de construir, mientras que el calculo de los iterantes de Picard se vuelve bastante complicado
tras unas pocas iteraciones, debido a la integral que se calcula en cada paso.
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A continuacién vamos a aplicar este teorema a algunos ejemplos, donde veremos que, efectiva-
mente, el calculo de los iterantes de Picard se puede complicar rapidamente en comparacion
con las poligonales de Euler. Estos ejemplos serdn los mismos que los vistos en el Ejemplo

y en el Ejemplo con el fin de recalcar esta diferencia y asi comprobar las diferentes
aproximaciones que obtenemos con cada método.

Ejemplo 3.2.3. Sea el problema de Cauchy
{ y'(z) =2 +y(z)

donde la funcion f(x,y) = x +y estd definida en R%, entorno de (0,0). De nuevo, recordemos,
como ya hemos visto en el Ejemplo[2.2.3, que la solucidn del problema estd definida en todo R
y viene dada por

ylz) =€"—1—x.

Antes de aplicar el Teorema local de Picard-Lindelif, Teorema[3.2.3, tenemos que comprobar
que f es lipschitziana respecto de y en R? para asi obtener la existencia y unicidad de solucidn,
pero esto es trivial, dado que si y1,y2 € R entonces

|f(z,y1) — f(z,y2)] = [z +y1 — 2 — 2| = |y1 — ¥l

para todo x € R. Ademds, f es continua en R?, luego podemos aplicar dicho teorema vy, efecti-
vamente, exriste una unica solucion local del problema.

Ahora, si tomamos a,b =1 de manera que R = [~1,1]x[~1,1] CR?, M =2 yh =b/M = 1/2,
entonces, la solucion buscada estd definida en I = [—1/2,1/2]. Sin embargo, recordemos del
Ejemplo|[2.2.3 que, aplicando este teorema, solo podemos garantizar que la solucion esté definida

en [—h,h] C [=1,1] con h < 1. Calculemos ahora los iterantes de Picard gy, para algunos valores
de k.

v En primer lugar, go = yo = 0 para todo x € I.

= Para k =0, obtenemos
gl(m):0+/ f(s,0) ds:/ sds:% Vo e I.
0 0

= Para k=1, tenemos

s Para k =2, tenemos

x 2 3 x 2 3
gg(m):0+/ f(8,8+8)ds:/ (s+8—+s—)ds:x—+x—+x— Vo el
; 2% ; 2 .

s Para k = 3, tenemos

z 2 3 st z 2 3 ¢t T T T T
o+ [ g e [ (TR - TR TR
g4(x) +/0fs2+6+24 s /0 S+ —+—+ s +5+ +5!

para todo x € 1.
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Observamos que, en este caso, podemos escribir cada iteracion como

k+2 l’i
ge(z) = 7 veel
i=2

y st escribimos el desarrollo de Taylor de la solucion del problema nos damos cuenta de que
. = g S

y(z) =e —l—m:;i!—l—x:;f“ Vo eI,
y vemos claramente que limy_ o gr+1(x) = y(x).

Como vimos en la Seccion realmente la solucion estd definida en R. De hecho, como vere-
mos posteriormente en la Seccion estas aproximaciones también son vdlidas en intervalos
mayores, gracias al Teorema global de Picard-Lindelof, Teorema [3.3.1. Por ello, en la Figu-
ra a) representamos los iterantes de Picard en un intervalo mayor, I = [—3,3], para que
ademds se puedan distinguir mejor las curvas.

a) Iterantes de Picard hasta k = 3 en [-3,3] b) lterantes de Picard hasta k = 3 en [0.5,0.5]
16 Solucion 01671 : Solucion :
9y | 9
14 g, Dk | 9 !
| |
127 92 012 | 92 I
93 | 83 |
10 g9, o1y ! 9 :
T
| | / |
BF 0081 f |
I I | I
6r | 0.06F | |
| | |
ar ! 0.04 | : :
| | |
2t 0.02f |
| | |
ol b — o .
| . . | . . . . . | J
-3 -2 1 0 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 3.1: Iterantes de Picard hasta k = 3.

Observamos en la Figura que efectivamente los iterantes se van aprozimando cada vez
mds a la solucion, representada en azul oscuro, con lo que podemos deducir visualmente la
convergencia de esta suceston a la solucion en el intervalo dado.

St comparamos los iterantes de Picard de la Figura b) con las poligonales de Euler repre-
sentadas en la Figura vemos claramente que la velocidad de convergencia de los iterantes
es mucho mayor, pues solo necesitamos unos pocos valores de k para que la funcion solucion
no se distinga de sus aproxzimaciones, mientras que en el Capitulo[q esto no ocurria.

Ejemplo 3.2.4. Sea el problema de Cauchy

donde la funcion f(x,y) = x?+y? estd definida en R%, y concretamente en D = (—2,2)x(—2,2),
entorno de (0,0). Recordemos que la solucion del problema no es conocida.
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Veamos ahora si podemos aplicar el Teorema[3.2.3, es decir, si f es continua, que claramente
lo es, y si es lipschitziana respecto de y en D. Esto también se cumple, ya que

|f(z, 1) = f@,y2)] = [yt — 3] = |y + vollyr — vol < 4lyr — vol,

para todos y1,y2 € (—2,2) y para todo x € (—2,2), por lo que existe una unica solucion del
problema, definida en el intervalo I.

Tomamos, por ejemplo, a,b =1 de manera que R = [-1,1]x[-1,1] C D, M =2 yh =b/M =
1/2, por lo que I = [—1/2,1/2]. Al igual que en el ejemplo anterior, vamos a calcular algunas
de los primeros iterantes de Picard, para analizar como evolucionan:

s Claramente, go = yo = 0 para todo x € I.

s Para k =0, tenemos
xX X €T
gl(:v):0+/ f(s,0) ds:/ s ds:g Ve el
0 0

» Para k=1, tenemos
3

92($)—0+/01f<8,53> ds—/ox(82+59> ds:%Jrg—B Vo el

= Para k = 2, tenemos

x 3 &7 x 6 gld 9gl0
=0 (,— )d:/<2 s 5 —)d:
g3(z) —i—/ofs3+63 s ; S+9+632+3-63 s
3 T gl 15
S S Vzel

3 63 33-63+632-15

Observamos que, pese a ser f una funcién polinomial, el nimero de integrales a calcular por
cada iteracion aumenta notablemente, y ya no resulta tan obvio escribir su expresion gene-
ral. Ademds, cabe resaltar que, como no podemos expresar la solucion del problema, tampoco
podemos comprobar visualmente la convergencia de las iteraciones a dicha solucion.

a) lterantes de Picard hasta k= 2 en [-2,2] b) Iterantes de Picard hasta k = 2 en [0.5,0.5]
| |
6 9, | | 0.04 9, |
94 1 | 94 |
ol | 0.03 g |
4 2l | 2 |
9| [ 0.02 93 I
| | | |
2 [ [ [ I
| | 0.01 | |
| | |
0 = T Or |
| | | |
| | 0.017 1 |
2 [ [ [ I
! ! 0.02} ! !
| | | |
= | | | |
| | 003} | |
| | | |
= | | 0.04 |
l l l 1
-2 -1.56 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -0.5 0 0.5

Figura 3.2: Iterantes de Picard hasta k = 2.
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En la Figura[3.9 podemos ver la representacion grdfica de los iterantes de Picard que acabamos
de calcular, definidos en I = [—h,h| C [—1,1]. Notemos que en dicho intervalo todas las curvas
excepto go se aproximan bastante entre si, resultando dificil diferenciarlas, como vemos en
b). Sin embargo, es importante tener en cuenta que, en este caso y a diferencia del ejemplo
anterior, no podemos utilizar el Teorema para ampliar el intervalo de definicion de las
aprozimaciones, dado que f(z,y) = 22+ y? no es lipschitziana respecto de y en ninguna banda
de la forma [a,b] X R, a < b con a,b € R.

En la Figura b) ya nos cuesta diferenciar los iterantes g1, g2 y g3, prueba de lo poco que
tardan en aprorimarse a la solucion, especialmente si los comparamos con las poligonales de
Euler de la Figura|2.4)

En ambos ejemplos hemos visto que la velocidad de convergencia de los iterantes de Picard
es mucho mayor que la de las poligonales de FEuler. Sin embargo, la dificultad del calculo de
los iterantes puede suponer una gran desventaja, junto con el hecho de que se trate de una
sucesion iterativa, puesto que para llegar a un cierto g, con kg € N hemos de calcular primero
los gi para todos los valores de k € N con k < kg, cosa que no ocurria con las poligonales.

3.3. Existencia y unicidad de solucién global

En esta seccién vamos a dar la versién global del Teorema local de Picard-Lindel6f, Teorema
obteniendo una unica solucién de (PC), definida en un intervalo fijo, sin depender de
la condicién inicial. Continuaremos aplicando este resultado al mismo ejemplo que dimos en
la seccion anterior, el Ejemplo y después veremos otra aplicacién de este teorema: los
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Para todo ello, nos basaremos
principalmente en las referencias [4], [9], [11].

Veamos primero el Teorema global de Picard-Lindel6f, que requiere la condicién de que f sea
continua y lipschitziana, a diferencia de las hipdtesis del Teorema global de Cauchy-Peano,
Teorema que nos exigia que f fuera tanto continua como acotada. Su demostracion se
basa en definir un nuevo espacio vectorial con una determinada norma y aprovechar que este
espacio es completo para definir una aplicacién contractiva y deducir que existe un tinico punto
fijo, que serd la solucién de (PC).

Teorema 3.3.1. (Teorema global de Picard-Lindeldf). Sea el problema de Cauchy (PC)
donde f : [a,b] x R™ — R" es una funcion continua y lipschitziana respecto de y en su dominio
de definicion, con xg € [a,b]. Entonces, existe una unica solucién de (PC) y estd definida en
el intervalo [a, b).

Demostracion. Sea V= C([a, b], R™) el espacio vectorial de las funciones continuas definidas en
[a,b] y con espacio de llegada R™. Definimos en V' la siguiente norma: sea y € V una funcién
cualquiera, entonces

lyly = sup{e” X"l |y ()] : @ € [a, 0]},

donde K es una constante tal que K > L, siendo L la constante de Lipschitz de f. Se tiene que
(V,|-|v) es un espacio de Banach, es decir, un espacio vectorial normado completo. En efecto,
comprobemos en primer lugar que |- |y es una norma. Dado y € V' cualquiera, resulta obvio
que |yly > 0y que |y|ly = 0 si y solo si y = 0, por definicién. Dado a € R,

layly = sup{e =" lay(2)| 2 € [a, 8]} =
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= sup{|ale” """y ()| : 2 € [a,b]} = |allylv,

con lo que solo nos queda comprobar que verifica la desigualdad triangular. Sean yq,y2 € V
dos funciones, teniendo en cuenta la desigualdad triangular para la norma euclidea, resulta que

ly1 + 2|y = sup{e K720l y, (2) + ya(2)] : = € [a,b]} <
< sup{e” Klr=m0l(Jy; ()| + |y2(2)]) : @ € [a, 0]} <
< sup{e K20l ()] : x € [a, b} + sup{e K7™l yo(2)] : 2 € [a, 0]} = |1]v + |yalv-

Veamos que las normas |- |y y | - |eo son equivalentes, donde | - | viene dada por |y|o =
sup{|y(z)| : « € [a,b]} para cualquier funcién y € V. Nos basta con tomar
o= ml’n{efK(bf’”O), efK(xofa)}
para que se verifique
af foo < |- v <1 foos
con lo que efectivamente ambas normas son equivalentes. Por ello y por ser (V|| ) completo,
resulta que (V,] - |y) también ha de serlo.

A continuacion, definimos la aplicacién T': V' — V tal que para y € V se tiene
x
Ty(e) =g+ | Fls.u(s)) ds. o € ol
o

Como f es continua en [a,b] x R™, claramente Ty es una funcién continua en [a, b] para todo
y € V y T estd bien definida. Veamos ahora que T es una aplicaciéon contractiva, con lo que
podremos aplicar el Teorema y obtener que existe un tunico punto fijo, que es la solucién
de (PC), en virtud de la Proposicién [2.1.2}

Tomando dos funciones y1,ys € V' cualesquiera, tenemos para xo < x < b que

/ C(Fso() — (s, wa(s))) ds | <

0

e—K\:c—a:oI|Ty1 (z) — Tya(z)| = e~ K (z—x0)

T

< / " K@) £ (5, 1 (5))— £ (5, yals)] ds = / e K@) =K (s=m0)| £ (5. 41 (5))— f (s, ya(s)] ds

0 o
por definicién de T'. Ahora, vamos a acotar la integral, teniendo en cuenta que f es lipschitziana
respecto de y en [a,b] x R™ y la definicién de |- |y. Asi, el término anterior es menor o igual

que
X

/ K@ KG20) Ly (5) — y(s)| ds < L / e K@)y gl ds =

0 o
= Lly1 — y2lv €KI/
I

Andlogamente, para a < x < xg obtenemos que

xeK‘S ds = £|?J1 —yolv (1 — eiK(xixO)) < £|y1 —y2lv
K K '

0
—K(zo—2x) L
e Ty1(z) = Tya (@) < 2 ly1 = w2lv.
Por lo tanto, utilizando de nuevo la definicién de | - |y, resulta que

L
|Ty1 — Tyolv < ?|y1 —y2lv.

Dado que hemos tomado K > L y entonces L/K < 1, tenemos que T es una aplicacién
contractiva, y por el Teorema del punto fijo de Banach, Teorema obtenemos que existe
un dnico punto fijo en V', que es la solucién del problema.
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Sabemos que, en este caso, la sucesién construida en el Teorema y que proporciona el
punto fijo, y por tanto la solucién de (PC'), es precisamente la formada por los iterantes de
Picard (ver (3.4])), tomando como punto inicial el valor en la condicién inicial del problema. [

La idea de esta demostracion también se puede trasladar al Teorema local de Picard-Lindelof,
Teorema definiendo V' = C([xo —h,xo+h|, B) con B = {y € R" : [y —yo| < b} y tomando
la aplicaciéon T : V — V tal que

Ty(z) = yo + / " f(s,y(s)) ds

para todo y € V. Asi, deduciendo que T es contractiva y aplicando el Teorema m quedaria
probada una nueva demostracién de la existencia y unicidad de solucién local de (PC'), como
se explica en la pagina 126 de [5].

Veamos ahora que podemos aplicar este teorema al Ejemplo y obtener que la solucién
que habiamos encontrado es, efectivamente, inica. Otra opcién es aplicar el Teorema global de
Cauchy-Peano, Teorema [2.3.1], seguido del Teorema [3.1.7] aunque para ello, aparte de compro-
bar que f es lipschitziana, también hemos de asegurarnos de que sea acotada. Por ello, vemos
que el Teorema [3.3.1] es la opcidon menos exigente para obtener la existencia y unicidad de una
solucién definida en [a, b].

Ejemplo 3.3.2. Sea el problema de Cauchy

donde la funcién f(z,y) = cos?(y) estd definida y es continua en cualquier banda de la forma
[-n,n] x R, con n € N. Ademds, f es lipschitziana respecto de y en [—n,n] X R, ya que si
tomamos y1,y2 € R cualesquiera y x € [—n, n], entonces,

|f(@,51) = f2,92)| = | cos®(y1) — cos®(y2)| = |sen(y1 + y2) sen(yr — y2)| < |y1 — w2l

dado que |sen(z)| < |z| y |sen(z)| < 1 para todo z € R.

Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema global de Picard-Lindeléf, Teorema para cual-
quier dominio de la forma [—n,n] x R con n € N y obtener que existe una unica solucion,
que estd definida en [—n,n] para todo n € N y por tanto en todo R. Como hemos visto en el

Ejemplo[2.3.3, dicha solucidn viene dada por
¢(x) = arctan(x), x €R.

Ademds, podemos calcular los iterantes de Picard para algunos valores de k € N. Tomemos,
por ejemplo, el intervalo I = [—n,n] con n € N.

» En primer lugar, go = yo = 0 para todo x € I.

= Para k =0, obtenemos

gl(az)ZO—}-/ f(S,O)ds:/ lds=xz Vxel.
0 0
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= Para k =1, tenemos

T T 1
g2(z) =0 +/ f(s,s) ds = / cos?(s) ds = g + Zsen(2:ﬂ) Vo e 1.
0 0

En la Figura[3.3 podemos ver la representacion de los iterantes que hemos calculado en los in-
tervalos [—1,1] y [-3,3]. Si la comparamos con la Figum observamos que ambas sucesiones
son muy distintas, obteniendo varias formas de aprorimar la misma solucion.

lterantes de Picard hasta k = 1 en [-3,3] Iterantes de Picard hasta k = 1 en [-1,1]

- | - |
3 Salucion I 1 Solucion |

9 | 0.8 9

|
g g

2 ! | 0.6 ! |
93 93 |
| 047} | |
1 | | | |
| | 0.2y |
| | | |
0 | | 0 | |
[ [ o2t [
| | | |
- I 04} | I
| | |
| | 06 | |
20 | |
[ [ 0.8 ] [
| | | |
B | L |
-3 -2 -1 (1] 1 2 3 -1 0.5 (1] 0.5 1

Figura 3.3: Grafica de los iterantes de Picard hasta k& = 1, junto con la funcién solucién.

Para completar esta seccién, vamos a estudiar una aplicacién del Teorema global de Picard-
Lindel6f, Teorema Veremos como este teorema también nos garantiza la existencia y
unicidad de solucién del problema de Cauchy formado por un sistema de ecuaciones diferen-
ciales lineales de primer orden, junto con algunos ejemplos béasicos concretos. Nos basaremos
principalmente en las referencias [9] y [11], junto con la referencia [2].

Sea el sistema lineal
y(2) = A(2)y(z) + c(a) (3.6)

donde los coeficientes vienen dados a través de la matriz A(z) = (a;j(z)) coni,j =1,...,ny
el vector ¢(x) = (¢;(x)) con i = 1,...,n, ambos formados por funciones continuas definidas en
un intervalo [a, b]. Ademds, tenemos el vector y(z) = (y;(x)) con i = 1,...,n como variable.

Dadas la matriz A(x) y el vector c¢(x) de tamanos n x n y n, respectivamente, podemos conside-
rar el problema de Cauchy siguiente, anadiendo al sistema la condicién inicial y(z¢) = yo,
de manera que
{ ) = Aot o) .
y(xo) = yo '

para ciertos xg € [a,b] e yo € R™.
Teorema 3.3.3. Sea el problema de Cauchy (3.7)) de manera que (o, yo) es un punto cualquiera

de [a,b] x R™ y aij, ¢j : [a,b] = R son funciones continuas. Entonces, existe una inica solucion
de (3.7) y estd definida en el intervalo [a, b].
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Demostracion. Definimos la funcién f(z,y) = A(z)y + c¢(z) en [a,b] x R™. Sabemos que la
funcién f es continua en [a,b] x R™ por serlo A(z) y ¢(x) en [a,b]. Ademds, como la matriz
A(x) estd definida en un intervalo cerrado, todas las funciones a;; con i,j = 1,...,n han de
estar acotadas en él, por lo que sabemos que existe un M > 0 tal que |a;;(x)| < M para todo
x € la,bl, i,j =1,...,n. Por ello, dados y, z € R", existe L > 0 tal que para todo z € [a,b] se
tiene que

[f(@,y) = f(z,2)] = [A(x)(y — 2)| < Lly — 2],

para todo i,7 = 1,...,n, con lo que la funcién f es lipschitziana respecto de y en [a,b] x R™
y podemos aplicar el Teorema global de Picard-Lindel6f, Teorema obteniendo que existe
una unica solucién del problema (3.7)), definida en [a, b]. O

Veamos ahora un ejemplo donde podemos aplicar este resultado.

Ejemplo 3.3.4. Sea el problema de Cauchy

yi () = —y2(x) + 2%
yo(x) = y1(x) — e**
y1(0) =1, 32(0) =1

formado por un sistema lineal no homogéneo de dos ecuaciones con dos incognitas, yi € yz. St
escribimos los coeficientes del sistema y su término independiente en su forma matricial,

a0 =0 v = ().

vemos que ambos son continuos para todo x € R, por lo que podemos aplicar el Teorema|3.35.
con [a,b] = [-n,n] yn € N cualquiera, y obtenemos que existe una inica solucion del problema,
definida en [—n,n| para todo n € N y por tanto en todo R, que es la solucion dada.

Fdcilmente, se puede calcular dicha solucion, que viene dada por

{ y1(x) = —sen(z) + €2*
ya2(z) = cos(z).

Una consecuencia del Teorema [3.3.3| es el conocido como Teorema de estructura del espacio de
soluciones de sistemas lineales homogéneos, que afirma que el espacio formado por todas las
soluciones del sistema

Y (x) = Alx)y(z)

es un espacio vectorial de dimensién n, como vemos a continuacién.

Teorema 3.3.5. Sea el conjunto
S={y:[a,b] = R":y/(z) = A@)y(z), = € [a,b]}

formado por todas las soluciones del sistema y'(x) = A(x)y(z). Entonces, S es un espacio
vectorial de dimension n.

Demostracion. En primer lugar, veamos que S es un espacio vectorial. Dadas y,z € S dos
soluciones del sistema definidas en [a, b], podemos ver que entonces se tiene que A\jy + Aoz € S
para cualesquiera A1, A2 € R, puesto que

(My + A22) (x) = My () + X2/ (z) = MA(x)y(x) + A A(z)2(z) = A(z)(Miy(z) + Aoz(2)),
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por lo que S es un espacio vectorial. Nos queda por comprobar que su dimensién es exactamente
n, para lo cual tenemos que ver que tiene una base de n vectores. Denotamos por {eq,...,e,}
a la base canénica de R™ y consideramos para cada i = 1,...,n el problema de Cauchy que

viene dado por
¢(x) = A(x)¢i(x)
La (38)

y su respectiva solucién ¢;, que sabemos que existe, es unica y estd definida en [a,b] por el
Teorema Veamos que B = {¢1,...,¢,} es una base de S, es decir, que es un sistema
generador linealmente independiente de S.

» Sistema generador: Dada z € S una solucién cualquiera del sistema y/'(z) = A(z)y(z),
vamos a comprobar que se puede escribir en funcién de los elementos de B. En primer

lugar, tenemos que
n
(o) =D Nies,
i=1

para ciertos A\; € R, dado que z(zg) € R" y {ei,...,en} es base de R". Ahora, tomamos
Z(x) = D11 Migi(x), que es solucién del problema de Cauchy

{ 7(x) = A(z)z(x) (3.9)

z(z0) = z(20),

puesto que es el de soluciones y
n n
Z(wo) =D Nidi(wo) = > Niei = 2z(x0).
=1 i=1

Por lo tanto, z(z) = Z(x) para todo x € [a,b], ya que por el Teorema el problema
(3.9) tiene solucién unica, por lo que z(z) se puede expresar a partir de elementos de B,
que es lo que queriamos probar.

» Linealmente independiente: Basta con comprobar que si Y . ; X\i¢;(z) = 0 para todo
x € [a,b], entonces \; = 0 para todo ¢ = 1,...,n. Esto se comprueba facilmente teniendo
en cuenta que si la igualdad a la izquierda se cumple para todo x, entonces también se
verifica para xg, por lo que

0= Ndi(zo) = Y _ Nes,
=1 i=1

por ser ¢; solucién de (3.8). Asi, como {ej,...,e,} es la base canénica, obtenemos que
Ai=0paracadai=1,...,n.

Por lo tanto, queda comprobado que S es un espacio vectorial de dimensién n. O
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