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Resumen

Si consideramos las sucesién que se obtiene al componer una aplicacién polinomial consigo
misma, los puntos en los que esta sucesién no es normal son los puntos del conjunto de Julia de
este polinomio. Este conjunto de puntos coincide la clausura de los puntos periédicos repelentes
de la aplicacién polinomial. En este trabajo vamos demostrar que estos dos conjuntos son iguales
y describir las propiedades del conjunto de Julia.

Palabras clave: Conjunto de Julia, punto periédico, sucesién normal, puntos repelentes

Abstract

If we consider the sequence obtaining by iterating a polynomial map, the points in which this
sequence is not normal are the points of the Julia set of this polynomial map. This set coincides
with the closure of the repelling points of the polynomial map. We will prove that both sets are
equal and we will describe properties of the Julia set of a polynomial map.

Key words: Julia set, periodic point, normal succesion, repelling points
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1. Introduccion

Uno de los métodos mateméaticos méas importantes para resolver ecuaciones es el método
de Newton el cual es un proceso de iteracién. A pesar de este método de ser gran utilidad,
no siempre es el mejor, ya que en algunos casos puede que no converga a algunas raices. Por
este motivo en el siglo XIX, se empezaron a estudiar las distintas propiedades de las sucesiones
creadas al iterar una funcién consigo misma para ver a que pueden converger y a que no. Y asi,
comenzo el estudio del conjunto de Julia de una funcion.

Gaston Julia (1893-1978) y Pierre Fatou (1879-1929) estudiaron el comportamiento de las
sucesiones creadas al iterar funciones analiticas en el plano complejo y asi crearon los conjuntos
de Julia y de Fatou. Més adelante, en los 70 afos, gracias a su trabajo se empezd a investigar
otro conjunto, el conjunto de Mandelbrot. Este conjunto resulté muy interesante en la época ya
que se parecia a los fractales ademds de compartir algunas de sus propiedades. Mas tarde, en el
ano 1998, se demostré que el conunto de Mandelbrot no era un fractal.

El conjunto de Julia ha sido de bastante importancia para la teoria del caos, ya que por
ejemplo, el estudio del conjunto de Julia condujo a la idea de un punto atractor, que son los
puntos a los cuales converge a la sucesiéon formada por la iteracién de la funcién evaluada en
otros puntos. Esta definicién, al igual que la de punto repulsivo es muy importante para este
estudio.

Si consideramos la sucesién obtenida por la iteracién de una funcién polinomial, el conjunto
de Julia de la funcién estd formado por los puntos donde dicha sucesién no es normal

Para mejorar el entendimiento de este conjunto hemos empezado el trabajo con una intro-
duccién del plano complejo. Primero de la topolégia de este ya que sera necesaria para entender
las propiedades que se van a ir demostrando del conjunto de Julia. Después se continua con
funciones y sucesiones de variable en variable compleja y distintas propiedades de estas que nos
seran de bastante utilidad para luego poder probar mejor las propiedades del conjunto de Julia.
Y también una introduccién al dinamismo ya que como ya se ha indicado antes tiene mucha
relacion con este conjunto.

Por 1ltimo, en el trabajo vamos a hablar un poco del conjunto de Mandelbrot, un conjunto
que naci6 de la idea del de Julia como hemos explicado antes. Este conjunto estd formado por
los ¢ € C tal que el conjunto de Julia de g.(z) = z? + ¢ es un conjunto conexo.






2. Variable compleja

2.1. Topologia

Vamos a empezar haciendo un recordatorio de topologia en el plano complejo. La topologia
usual en el espacio topoldgico C es la que estd inducida si identificamos R? con C de la siguiente
manera: dado z € C podemos escribir z como z = z; + iz9 con z1, 23 € R y podemos definir la
siguiente biyeccion

f: C — R?
z +— (21, 22)
Luego, la topologfa usual en C es la inducida por la métrica usual en R%. Dados dos puntos

cualesquiera z,w € C de forma que z = 21 +i22 y w = wy + 1wy con z1, 22, wi, we € R, entonces
la distancia entre z y w estd dada por

d(z,w) = |z —w| = \/(21 —w1)? + (29 — wa)?

Dado z € C tal que z = z1 + 422 con z1, 23 € R se denota Re(z) = z1 y Im(z) = 2.
La topologia usual en C es la generada por la base de abiertos B formada por los discos
abiertos D} = {z € C: |z — 2| < r} , es decir, B esta dada por

B={D,:zeC,r € Ry}

Otras nociones bésicas de topologia que podemos recordar son las dadas en la siguiente
definicién:
Definicién 2.1. Sea (X, 7) un espacio topolégico.

= Se denomina clausura de un subconjunto A de X a la interseccién de todos los cerrados
que contienen a A. Denotamos A a la clausura de A.

= Se denomina interior de un subconjunto A de X a la unién de todos los abiertos contenidos
en A. Denotamos A° al interior de A.

= Diremos que V es un entorno de un punto x € X si cumple que x € A C X para algin A
subconjunto abierto.

s Un punto z € X es un punto de acumulacion de un subconjunto A C X si todo entorno
de z contiene algin punto de A diferente de x. Denotamos A’ al conjunto de puntos de
acumulacién de A.



= Un punto z € X es un punto aislado de un subconjunto A C X si el unico punto de A que
estd contenido en todo entorno de z es él mismo, esto es, si z € A\ A'.

= Un punto x € X estd en la frontera de un subconjunto A C X si todo entorno V de z
interseca a Ay X \ A. El conjunto de puntos frontera se denomina frontera. Denotamos
0A a la frontera de A.

= Un subconjunto A de X se dice que es cerrado si es igual a su clausura, es decir, si A = A.

A partir de ahora vamos a denotar D = {z € C : |z| < 1}, al disco abierto de centro
el 0yradiol, y D = {z € C : |z] < 1} serd la clausura de D. Y como hemos dicho antes
D7, ={z € C: |z — 2| <}, es el disco abierto de radio r y centro zq y ]DZO su clausura.

Definicion 2.2. Una sucesidn de nimeros complejos es una aplicacién

z: N — C
n — z(n)=z,

La sucesiones las representamos {zp, }nen-

Una de las nociones més importantes en el estudio de sucesiones es la de convergencia. Una
sucesion se dice convergente si o converge a un punto o converge al infinito. La nocién de tender a
infinito tiene sentido hablar de ella en espacios métricos no acotado como es el caso que estamos
estudiando, el de C.

Definicién 2.3. Sea {z,}, C C una sucesién de nimeros complejos. Si para cada entorno U
de z existe un m € N tal que para todo n > m, z, € U, entonces la sucesién {z,}, converge al
punto z.

Sea {z,}n C C una sucesién de nimeros complejos. Si para todo M > 0, existe un m € N
tal que si n > m entonces |z,| > M, se tiene que {z,}, converge al infinito.

Las sucesiones en variable compleja pueden verse como dos sucesiones de nimeros reales,
una dada por la parte real de los términos de la sucesién y otra por la parte imaginaria. Es decir,
una sucesién de C converge si a un punto o al infinito si cuando es vista como una sucesion de
R? lo hace. Por lo tanto, los limites y la convergencia y divergencia de una sucesién de complejos
son:

v limy, 00 2, = a + bi, si y solo si, el lim,_,o Re(2z,) = a y limy, oo Im(2,) = b. Es decir,
la sucesion de nimeros complejos converge, si y solo si, al verlo como dos sucesiones de
numeros reales ambas convergen.

w 1imy, 00 25, = 00, siy solo si, el lim,, ;o |2,| = 00. Es decir, la sucesién de niimeros converge
al infinito, si y solo si, su médulo lo hace.



Definicién 2.4. Sea {z,}nen una sucesién de nimeros complejos y sea 7 : N — N una funcién
creciente. Se llama subsucesion de {zp}n a {2-(n)}r(n). Podemos escribir n, = 7(k) se denota

Definicién 2.5. Una sucesién {z,}, C C se dice que es una sucesion de Cauchy si para todo
e > 0 existe un N € N tal que d(zy, zm) < € para todo n,m > N.

Definicién 2.6. Un espacio métrico (X,d) se dice completo si toda sucesién de Cauchy es
convergente en X con la distancia d.

Recordemos que para todo k € N, el espacio R¥ con la distancia usual es un espacio completo.
Como una sucesiéon en C converge si, y solo si, esta sucesion converge cuando se ve como una
sucesion en R?, entonces (C,d) es un espacio completo. Ahora vamos a ver alguna propiedad
importante de los espacios completos.

Teorema 2.7 (Teorema del encaje de Cantor). Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces son
equivalentes:

v (X,d) es un espacio métrico completo.

w Si{K,}n, C X esuna sucesion de subconjuntos de X tal qué para todo n € N tenemos que
K, es un conjunto cerrado no vacio, K, C K,_1 y la sucesion de sus didmetros tiende a
0 cuando n tiende a infinito, entonces Ny K,, es exactamente igual a un punto.

La demostracién de este teorema se puede encontrar en el libro [20] en las paginas 75-78.

Definicién 2.8. Un conjunto A de un espacio topolégico (X, 7) se denomina conjunto perfecto
si es cerrado y no tiene puntos aislados, es decir, todo punto de A es un punto de acumulacion.

El siguiente resultado describe el cardinal de los subconjuntos perfectos de C.
Teorema 2.9. Todo conjunto perfecto A C C, distinto del vacio, es no numerable.

Demostracion. Primero vamos a ver que si un conjunto perfecto A tiene puntos de acumulacién,
es decir, es distinto de vacio, entonces es un conjunto infinito. Ademaés la interseccién de cualquier
entorno de un punto de acumulacién con A también tiene infinitos puntos.

Supongamos que A = {z1, 29, ..., 2, } €s un conjunto finito y elegimos un punto de acumulacién
we A Seae; = @ y tomamos € = min;{¢; : ¢; > 0} entonces tenemos que D,N(A\{w}) = 0,
lo cual contradice con que w es un punto de acumulacién. Si existiese un entorno V' de w con
VNA={z,z,...,2,}, repitiendo el proceso anterior, encontramos un entorno de w que no
interseca a A, luego V' N A tiene que ser infinito.

Luego si A es un conjunto perfecto no vacio, tiene puntos de acumulacién y por lo tanto es
infinito. Ahora vamos a demostrar por reduccién al absurdo que A no es numerable. La idea de
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esta demostracién se encuentra en [19], aunque en esta referencia se prueba para un subconjunto
de R.

Supongamos que A es numerable, entonces se puede escribir como A = {z1, 22, ..., 2n, ...} ¥
construimos una sucesién de entornos {V,, },en de la forma siguiente:

Empezamos con V| = ]D)il el cual es un entorno de z; y estd acotado. Como z; es un punto
de acumulacién de A, hay infinitos elementos de A en V;. Seleccionamos uno de esos elementos
que podemos suponer que es za € A. Sea |21 — 22| = €1 < 1, tomamos r9 < min{l —€1,€e1} y
consideramos V5 = D72 que es un entorno acotado de 23, verificando:

s VoNA#0D, yaque 2o € Vs
» Vo C Vi porque Vo C V4 ya que si tomamos z € Vs, tenemos que
|z — 21| <|z— 20|+ |za— 21| <2+ e1 <1
y por lo tanto tenemos que z € V.
» 21 € V5 porque tenemos que |21 — 23| = €1 > 79

Como z9 es un punto de acumulacién de A, sabemos que hay infinitos elementos en Vo N A.
Podemos suponer que z3 € Vo N A y de forma similar al caso anterior podemos construir un
entorno acotado V3 de 23 que cumpla que V3 N A # (), V3 C Vo y que 23 & V3. Luego repitiendo
este mismo proceso para cada n, podemos construir un entorno acotado V,, de cada z, que
verifica:

« V,NA#D
= VnCVn_l
" Zp—1 gvn

Podemos consideramos el conjunto cerrado K,, = V., N A para cada n € N. Observemos
que cada K, es no vacio porque tenemos que z, € K,. La familia {K,},cy es una familia de
conjuntos compactos debido a que estos son conjuntos cerrados y acotados de C, son cerrados
por ser interseccién de cerrados y acotados por estar contenidos en otro conjunto acotado V,.
Luego tenemos una familia K, de conjuntos compactos no vacios que verifican

- CKyCKp 1 C---C Ky

Y como C es un espacio métrico completo, por el teorema del encaje de Cantor (teorema [2.7))
tenemos que NS, K, # (. Pero como N72; K,, C A, entonces debe existir al menos un ng tal
que zp, € N2, K,, pero esto no es posible ya que z,,  Ky,—1 porque z,, & V1, debido a como
se han construido los entornos {V, }nen. O
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También para este trabajo va a ser muy relevante la nocién de conexion.

Definicion 2.10. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es un espacio conezo si no existe
un par A, B de conjuntos abiertos, no vacios y disjuntos tal que AU B = X.

Sea. X un espacio topoldgico, llamaremos C al conjunto de los subconjuntos conexos de X
y ordenamos a C con la inclusién y a los elementos maximales los llamaremos componentes
conexas.

Definicion 2.11. Un espacio topolégico X es totalmente disconexo si y sélo si los tinicos con-
juntos conexos no vacion son los conjuntos unipuntuales.

Por 1ultimo, otra nocién que nos sera de utilidad es la de conjunto de Cantor. Para ver mas
detalles de este conjunto y sus propiedades se puede consultar el libro [20].

Definicion 2.12. El conjunto de Cantor admite dos definiciones equivalentes:

» Es el conjunto de puntos en el intervalo real [0,1] que tienen expresién en base 3 en la cual
no se utiliza el nimero 1.

» El conjunto que se obtiene de [0,1] al eliminar en cada paso del conjunto al segmento
abierto correspondiente al tercio central de cada intervalo

En general decimos que un conjunto es de Cantor si es homeomorfo al conjunto Cantor de
la definicién previa.
2.2. Funciones en variable compleja

Vamos a empezar definiendo y enunciando las nociones importantes de variable compleja
que necesitaremos usar més tarde. Vamos a seguir el libro [3].

Definicion 2.13. Sea A C C un conjunto abierto. Una funcién f : A — C si dice que es analitica
si localmente tiene una expresion en serie de potencias, es decir, si para cada zy € A , existe un
disco ]D)go C A, con § > 0, tal que

f(z) = Z a;(z — zo)i

o]
=1

1
para todo z € DY .

Definiciéon 2.14. Sea A C C un conjunto. Decimos que A es un lo llamaremos dominio si es
un conjunto abierto y conexo de C.
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Las funciones en variable compleja se pueden ver como suma de funciones en variable real.
Como hemos hecho antes podemos identificar C con R? y un abierto de A C C corresponde a
un abierto A C R?.

Definiciéon 2.15. Una funcién f : A — C, se dice deriwvable o diferenciable en zy si existe el
limite f'(z9) = lim,—,, %ﬁo(zo) Se dice holomorfa en un abierto A C C si es derivable para
todo z € A. Si este limite existe para todo punto zg € C se dice que la funcién f es una funcion

eentera. Es decir, una funcién es entera si es derivable en todo punto de C.

Sea f : A — C una funcién. Si z = x + iy podemos ver la funcién como dos funciones
de R, es decir, podemos definir las funciones u,v : A — R tales que u(z,y) = Re(f(2)) y

v(z,y) = Im(f(2)).

Teorema 2.16. Sean f : A — C una funcion y u(z,y) y v(z,y) las funciones en variable real
asociadas a f. La siguientes afirmaciones son equivalentes:

= [ es derivable en el punto zog = xo + 1Yo

» u y v son diferenciables en el punto (xo,yo), verificando que:

0 0
5 (40:90) = 5 (0,30)

ou ov
aiy(xm ZJO) = _%("B(Ja Z/O)

Teorema 2.17. Una funcion en variable compleja es analitica, st y solo si, es holomorfa.

A continuacién vamos a enunciar algunas propiedades de las funciones holomorfas que nos
seran utiles mas adelante.

Lema 2.18 (Lema de Schwarz). Sea D el disco unidad y sea f : D — D una funcién holomorfa
tal que f(0) =0 y |f(2)] <1 para todo z € D. Entonces f(z) verifica que |f(z)| < |z| para todo
z € D.

Teorema 2.19. Sea f una funcion analitica definida en un dominio A. Si la funcion f es
constante en algun abierto de A, entonces f es constante en A.

Por dltimo en esta seccién vamos a enunciar algunos teoremas importantes a la hora de
trabajar con polinomios.

Teorema 2.20 (Teorema fundamental del dlgebra). Todo polinomio de grado d > 0 con coefi-
citentes complejos tiene d raices, contando la multiplicidad de las raices.
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Teorema 2.21 (Teorema de la aplicacién abierta). Si U es un subconjunto abierto conezxo del
plano complejo C y f: U — C una funcion holomorfa no constante, entonces f es una funcion

abierta, es decir, si V es un subconjunto abierto de U entonces f(V) es un subconjunto abierto
de C.

La demostracién de este teoremas la podemos encontrar en la referencia [6]

Teorema 2.22 (Teorema principal de compacidad). Si K es un subconjunto compacto del plano
complejo C y f : K — C una funcidn continua, entonces f(K) es compacto.

Teorema 2.23 (Teorema de la aplicacion cerrada). Si K es un subconjunto compacto del plano
complejo C y f: K — C una funcion continua, entonces f es una funcion cerrada, es decir, si
M es un subconjunto cerrado de K entonces f(M) es un subconjunto cerrado de C.

Estos dos ultimos teoremas salen de las tres siguientes propiedades topolégicas:
= La imagen de un compacto por una aplicacién continua es compacto.

= Todo compacto de un espacio de Hausdorff es compacto.

= Todo espacio métrico es un espacio Hausdorff.

Teorema 2.24 (Teorema de la funcién inversa). Sea A C C un dominio y f : A — C una
funcién analitica. Supongamos que f(a) = b con f'(a) # 0, entonces existen abiertos U,V C C
tales que a € U,b € V y f : U — V es una funcion biyectiva y por lo tanto tiene inversa
f71:V = U que también es analitica.

2.3. Sucesiones de funciones en variable compleja

Recordemos ahora algunos nociones importantes para el estudio de sucesiones de funciones:

Definicion 2.25. Una sucesion de funciones definida en A es una aplicacién que a cada nimero
natural n le hace corresponder una funcién f, : C — C.

Usaremos el simbolo { f;, },, para representar la sucesién de funciones dada por la asociacion:

n— f(n) = fa
para todo n € N.

Definicién 2.26. Sea {f,}nen una sucesién de funciones con f, : A - Cysea7: N — N
una funcién creciente. Se llama subsucesion de {fy}n a {fr(n)}r(n) v si denotamos ny, = 7(k) se
puede escribir { fp, }n,-

Ahora vamos a estudiar los distintos tipos de convergencia y sus propiedades para las suce-
siones de funciones complejas.
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Definicién 2.27. Sea {f,}, una sucesién de funciones definida en un dominio A. Se dice que
{fn}n converge o converge puntualmente a la funcién f en A, si lo hace para cada z fijo, es decir,
para cada z € A, dado € > 0, existe un ng € N tal que si n > ng se tiene que

[fn(2) = f(2)| <e.

Y se dice que la sucesion { fy, }nen converge al infinito en A si para todo M > 0, existe ng
tal que si n > ng entonces

[fn(2)] > M
para todo z € A.

Definicién 2.28. Sea {f,}, una sucesién de funciones definida en un dominio A. Se dice que
la sucesién { f, }n converge uniformemente a f en A si f, converge puntualmente a f en A,y
ademas, para cualquier € > 0 existe un n € N tal que

[fn(z) = f(2) <e
para todo N > n y para todo z € A.

A los dos tipos de convergencia nombrados anteriormente a veces se les denomina conver-
gencias globales en A. Més adelante veremos otro tipo de convergencia que es la convergencia
local.

También podemos observar que para al igual que las sucesiones de nimeros complejos, las
sucesiones de funciones en variable compleja pueden verse como dos sucesiones de funciones
reales. Como hemos definido antes f,, = u,, + iv,. Se tiene que

= La sucesién de funciones converge tanto forma puntual como de forma uniforme, si y solo
si, al verlo como dos funciones reales ambas convergen con el mismo tipo de convergencia.

= La sucesién de funciones converge tanto forma puntual como de forma uniforme en un
punto al infinito, si y solo si, su médulo lo hace.

El siguiente resultado nos dice que para comprobar la convergencia uniforme de una sucesion

de funciones basta hacerlo para los compactos contenidos en el abierto donde las funciones estan
definidas.

Proposicién 2.29. Sea {f,}, una sucesion de funciones definidas en un abierto A. La sucesion
converge uniformemente en A, st y solo si, converge uniformemente en cada conjunto compacto
K contenido en A.

Teorema 2.30. Una sucesion de funciones { fn}n converge uniformemente a una funcion f en
un dominio A, si y solo si, si existe una sucesion 6, > 0 en R con lim;,, o0 6, = 0 un ng € N tal
que

sup | f(z) = fn(2)| < 0n

z€A
para todo n > ng

15



Veamos dos ejemplos para entender mejor las definiciones anteriores.

Ejemplo 2.31. Podemos ver que la sucesién de funciones {g, }, definida por:

gn: D — C
z

(n—1)

converge tanto puntual como uniformemente a g(z) = z. Esto lo podemos comprobar usando el
teorema anterior:

sup [9(2) — gn(2)| = sup |z —

zeD zeD

nz ‘_ [ =1z —nz| _ A _ 1
(m=1] .ep [(n—1) cepln—1)  n—1

Y si denotamos a §,, = ﬁ tenemos que lim,, o 0, = lim, o0 ﬁ =0

Pero no todas las sucesiones de funciones que convergen puntualmente lo hacen uniforme-
mente. En el siguiente ejemplo vamos a ver un caso en el que no ocurre asi.

Ejemplo 2.32. Si consideramos la sucesién de funciones { f,, }, definida en [0, 1], donde [0, 1] es
el segmento que une el 0 y el 1 en la recta real contenida en el plano complejo. Es decir de las
funciones f, = u, + iv, consideramos solo la parte real, es decir u, : R — R.

fa: [0,1] — [0,1]
z — 2"

Esta sucesion de funciones no converge uniformemente pero si lo hace de forma puntual a la
funcién f : [0,1] — [0,1] dada por

o= {44 weby

Veamos que {f,}, no converge uniformemente a f. Si lo hiciera, dado ¢ > 0, existirfa ng € N
tal que

2t <e
para todo n > ng y cualquier z € (0,1). Esto implicaria que que para todo n > ng se tendria
nln(z) < In(e) para todo z € (0,1) y por lo tanto

In(e)
In(z)

< n para todo z € (0,1)

. . ., . 1
Pero si elegimos la sucesién {zx}x con zp = 1 — T+ tenemos que

In(e)
In(zx)
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no esta acotado.

Otra forma de ver que la sucesién {f,}, no converge uniformemente es ver que como se
muestra en la siguiente imagen, que si f se rodea con una banda de longitud & ninguna de
las iméagenes de las funciones de la sucesion estdan dentro de la banda. Si la sucesién fuera
uniformemente convergente, tendriamos que en la banda estaria todas las imagenes de f menos
un numero finito. Sin embargo este no es el caso como se muestra en la siguiente imagen:

1

— I8

banda de radio ¢

Figura 1: Grafica de las sucesiones { fi }1 v f rodeada de una banda de anchura e. correspondiente
al ejemplo 2.32] Figura obtenida de [I5]

Podemos observar que si { f,, }n es una sucesién de funciones continuas en un dominio A que
converge uniformemente a una funcién f, entonces f también es continua. El ejemplo anterior
muestra que esta propiedad no es siempre cierta para la convergencia puntual.

Se tiene también la siguiente propiedad cuando tenemos convergencia uniforme de funciones:

Teorema 2.33 (Teorema de Weierstrass). Sean f,, con n € N, funciones holomorfas definidas
en un conjunto abierto A. Si la sucesion { fn}n converge uniformemente a f en los compactos de
A, entonces la funcidn f es holomorfa en A y la sucesion {f)}n formada por las derivadas de
las funciones { fn}n, convergen uniformemente sobre compactos de A a f' la derivada de f.

Se puede observar que este teorema implica que la sucesién dada por las derivada k-ésima
de f, converge uniformemente sobre compactos de A, a la derivada k-ésima de f.
A continuacién vamos a introducir la nocién de convergencia local.
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Definicién 2.34. Sea {f,}, una sucesién de funciones definidas en un dominio A y sea V un
subconjunto de A. Se dice que {f,}n que converge localmente a f en V si para todo z € V existe
un entono V, de z tal que {f,}, converge puntualmente a la funcién continua f en V,. Si para
todo z € A existe un entorno V, tal que {f,}, converge uniformemente a f en V, se dice que la
sucesion {f,} converge localmente uniformemente a f en V.

Es trivial que toda sucesién que converge globalmente en A también converge localmente
pero no toda sucesién de funciones que converge localmente, converge globalmente. Veamos un
ejemplo en el que no ocurre.

Ejemplo 2.35. Consideremos laa sucesion de funciones f, : C — C dadas por:

z st |z <n
n st n<l|z|

) ={

Esta sucesién converge uniformemente localmente a f(z) = z pero no converge uniformemente
(globalmente) en C. Podemos ver que {f,}, no converge uniformemente de forma global en C,
yva que si tomamos € = 0,5 para todo N, y si consideramos z = n + 1 entonces tenemos que

[fu(2) = f(2)] =1

por lo tanto la sucesion no converge uniformemente.
Por lo tanto la sucesién no converge uniformemente.

Ahora vamos a ver los diferentes criterios que hay al obtener una funciéon f como limite de
una sucesion {f,}, y con alguno de estos ver que propiedades comparten las distintas f,, con
f. En general si f es un limite de {f,}, y si la convergencia es suficientemente fuerte f tendrd
alguna de las propiedades de las funciones f,.

Definiciéon 2.36. Sea F una familia de funciones definidas en un compacto K. Se dice que la
familia F es uniformemente equicontinua en un punto zg € K si para todo € > 0, existe § > 0
tal que para toda f € F' tenemos que:

|z — 20| < ¢ implica que |f(z) — f(z0)| < e.

Se dice que la familia F es equicontinua en K si para todo € > 0, existe un § > 0 tal que para
toda f € F tenemos que:
para todo z,w € K con, |z —w| < d se tiene que |f(z) — f(w)| < e.

Definiciéon 2.37. Sea F una familia de funciones definidas en un dominio A. Se dice que F
estd puntualmente acotada si para todo zg € A se tiene que:

sup |f(z0)| < o0
feF
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Definicion 2.38. Si F es una familia de funciones definida en K tal que para toda f € F existe
una constante M € N tal que |f(z)| < M para todo z € K, entonces se dice que la familia F
estd acotada uniformemente.

El siguiente resultado nos da una relacién entre las sucesién que estan puntualmente acotadas
y son equicontinuas y su convergencia.

Teorema 2.39 (Teorema de Arzela-Ascoli). Sea F una familia de funciones continuas en un
conjunto compacto K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Toda sucesion de funciones contenida en F tiene una subsucesion que converge uniformente
en K.

» La familia F estd puntualmente acotada y es equicontinua en K.
Otra versién de este teorema, que nos va a ser de utilidad mas adelante es la siguiente.

Teorema 2.40. Sea F una familia de funciones continuas definidas en un conjunto abierto
U C C. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

= Toda sucesion de funciones contenida en F tiene una subsucesion que converge uniformente
en compactos de U.

= La familia F estd puntualmente acotada en U y es equicontinua en cada punto de U.
La demostracién de este teorema se puede encontrar en el libro [3].

Proposiciéon 2.41. Sea F una familia de funciones homolorfas en un abierto A en C que estd
acotada uniformemente en cada compacto de A. Entonces la familia F es equicontinua en cada
punto de U.

Una de las maneras de definir el conjunto de Julia de un polinomio usa la nocién de sucesion
normal de funciones. Vamos a definir cuando una familia de funciones es normal.

Definicion 2.42. Sea A C C un conjunto abierto y F una familia de funciones holomorfas en
A. Se dice que la familia de funciones analiticas F es normal en A si toda sucesion {f,, }nen C F
tiene un subsucesiéon que o bien, converge a una funciéon f : A — C, uniformemente en cada
subconjunto compacto de A o bien, la sucesion { f, }, converge a infinito en A.

Dado un conjunto A, vamos a denotar H(A) a la familia formada por las funciones holomorfas
en A.

A continuacién enunciamos el teorema de Montel que caracteriza cuando una familia de
funciones es normal.

Teorema 2.43 (Teorema de Montel). Sea F una familia en H(U). La familia F es normal s,
y solo si, la familia F estd uniformemente acotada sobre compactos de U.
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El siguiene resultado es también conocido como teorema de Montel y nos da una propiedad
que usaremos mas adelante de las sucesiones de funciones que no verifican la propiedad de ser
normales. Una prueba de este resultado la podemos encontrar en [10].

Teorema 2.44. Dada una familia {fy}n de funciones complejas en un dominio abierto A. Si
{fn}n no es normal entonces tenemos que para todo w € C, con como mucho una excepcion, se
tiene que fn,(2) = w para algin z € C y para alguna funcion fn, € {fn}n-

2.4. Introduccién a la dinamica de un polinomio en variable compleja

Para esta seccién vamos a seguir los apuntes [7]. La motivacién de esta seccién es estudiar
el comportamiento en un punto dado de la iteracién de una funcién f : A — C, es decir el

comportamiento la sucesién zq, f(z0), f(f(20)), f(f(f(20)))...
A partir de ahora denotaremos f* a la composicién k veces de f, es decir,

Definicién 2.45. La drbita de z por f es la sucesién {24}, donde z, = f*(29) para k = 1,2, ...
Al punto zg se le llama punto inicial o condicion inicial.

Cuando la érbita de un punto sale de un conjunto se dice que la 6rbita escapa de ese conjunto,
y cuando la drbita tiende a infinito de dice que escapa a infinito.

Dada una funcién f : C — C, decimos que zy es un punto fijo de f si f(zy9) = z0. Decimos que
2o es un punto periddico si fP(zp) = zo para algin p > 1. Al p mds pequeno tal que fP(zy) = 2o
se le denomina periodo de zg en f.

Dado un punto periédico zg de periodo p con (fP)'(z9) = A, el punto zy se dice que es

» atractivo si 0 < || < 1; cuando A = 0, se dice que zg es superatractivo;
» indiferente si |A| = 1;
» repelente si [A| > 1.

La o6rbita un punto peridédico de periodo p es un p-ciclo. Esto es porque si zg es un punto
periédico de periodo p y consideramos su 6rbita {z}r, como f™P(zp) = 2o para todo n € N, ya
que

1 (20) = fP(fP(20)) = f"(20) = 20

y repitiendo este proceso vemos que f"P(zy) = 2o, tenemos que

S (20) = (7" (20)) = ['(20) = 2
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para todo i = 1,--- ,p — 1. Ademas si z; estd en el ciclo de zy tiene el mismo periodo que zj.
Tenemos que si z; tiene que tener un periodo menor que p ya que

P(zk) = (M (20)) = FH(f7(20)) = F*(20) = 2
Si suponemos que el periodo de z; es | < p entonces tendriamos que
FHz0) = LR )) = 27 ) = 177 = 20
Y el periodo de zg seria [ lo cual es absurdo.
Ejemplo 2.46. Dada la funciéon

f: ¢ — C
2 — 221

y el punto zy = 0, tendrfamos el 2-ciclo {0, —1}. Esto es porque f(0) = -1y f2(0) = f(-1) =0
y por lo tanto la érbita de 0 es la sucesién 0,—1,0,—1,0,—1---.

A los ciclos generados por puntos periddicos atractivos (respectivamente para puntos indife-
rentes o repelentes) se les denota ciclos atractivos (respectivamente para puntos indiferentes o
repelentes). Esto es por el siguiente teorema.

Teorema 2.47. Los puntos en un n-ciclo son o todos atractivos o todos repelentes o todos
indiferentes.

Demostracion. Consideramos una funciéon f : C — C con un punto periédico zy de periodo p.
Aplicando la regla de la cadena a g = fP y obtenemos

9@ =) FUPRE) - FF(R) - ()
Si evaluamos z = zy tenemos
9'(20) = f'(zp-1) - .- f'(21) - f'(20)

es decir el valor de ¢'(zp) es igual al multiplicacién de los valores de las derivadas en los puntos
del ciclo. Si aplicamos este resultado al resto de puntos del ciclo obtenemos que

g'(20) =4'(21) = .. = g'(2p-1)

Y por lo tanto o todos los punto del ciclo son repelentes o todos atractivos o todos indiferentes.
O
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Definicion 2.48. Dado un punto fijo atractivo w de f, podemos definir
A(w) = {z € C: f*(2) — w cuando k — oo}
a este conjunto se le denomina la cuenca de atraccion de w.

Definicién 2.49. Un sistema dindmico es un par (X, f) tal que X es un espacio métrico y
f: X — X es una aplicacion de X.

Un sistema dindmico se llama transitivo si para x,y € X y todo € > 0 existe un z € X cuya
orbita por f contiene a un punto a distancia € de z y a otro a distancia ¢ de y.

Un ejemplo de un dindmico sistema transitivo serfa un sistema (X, f) que tenga una érbita
densa en X ya que por definicién va a contener puntos a distancia menor que cualquier € > 0
de cualquier punto de X.

Definicién 2.50. Un sistema dindmico (X, f) se dice que depende sensiblemente de la condicion
inicial si existe una constante A > 0 tal que para cualquier x € X y para todo € > 0, existe un
y € X tal que d(zx,y) < e pero existe un k tal que d(f*(x), f*(y)) > \.

Definicién 2.51. Un sistema dindmico (X, f) se llama cadtico si cumple que
= el conjunto de puntos periddicos es denso,
= es un sistema transitivo,
= es un sistema que depende sensiblemente de la condicién inicial.

El motivo de estudio de los conjuntos cadticos es porque pueden ser dificiles de tratar compu-
tacionalmente, esto es debido no lo puedes descomponer en dos sistemas que se puedan analizar
separadamente. Pero sin embargo, al contener los puntos periddicos, tiene una cantidad de puntos
de los cuales se puede predecir el comportamiento.

Teorema 2.52. Si (X, f) es un sistema dindmico y f es una aplicacion continua cuyo conjunto
de puntos periddicos es denso en X y ademds el sistema es transitivo, entonces f tiene una
dependencia sensible de la condicion inicial.

La demostracién de este ultimo teorema se puede encontrar en la revista [2].
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3. Conjuto de Julia

Nuestro objetivo en esta seccion es estudiar las distintas propiedades del conjunto de Julia
J(f) de una funcién f : C — C definida por un polinomio de grado mayor o igual que 2. Para
esto hay que considerar la sucesién de funciones { f*}, obtenida componiendo el polinomio con
si mismo.

Como veremos mas adelante en mas detalle en la definicion el conjunto de Julia de f
estd formado por los puntos en los que la sucesién { fk}k no es normal (ver la definicién .

Este conjunto tiene relacién con los punto periédicos repelentes, de hecho el conjunto de
Julia de f una funcién polinomial es igual es igual a la clausura del conjunto formado por los
puntos periédicos repelentes de f. Esto lo probaremos en el teorema [3.15]

En este trabajo vamos a centrarnos en el estudio del conjunto de Julia para funciones poli-
nomiales y vamos a estudiar los polinomios de grado mayor o igual a 2. Esto es porque para los
polinomios de grado 0 o 1 el conjunto de Julia es muy simple como explicaremos a continuacion.
Para estudiar estos ejemplos vamos a usar no solo la definicién de conjunto de Julia si no que
ademas la propiedad de que el conjunto de Julia es igual a la clausura de los puntos periddicos
repelentes:

» En el caso de que f esté definida por un polinomio de grado 0, es decir, f(z) = ¢, vemos
que al iterar f nos queda la misma constante porque fo f(z) = ¢ y por lo tanto f*(z) = c
para todo k € N. Por lo tanto la sucesién {f¥}; es normal en todo punto del dominio. Y
como el conjunto de Julia son los puntos en los que la sucesién no es normal, el conjunto
de Julia de un polinomio de grado 0 seria igual al vacio.

» Si f(2) = z, tenemos que f¥(z) = z. Por lo tanto, al igual que en el caso anterior, la
sucesién {f¥}; es normal en todo punto y el conjunto de Julia es igual al vacio.

» Por ultimo si f(z) = a1z + ap estd dada por un polinomio de grado 1, usando el teorema
fundamental del dlgebra (ver teorema vamos a ver que tiene un tnico punto periédico
zo = a_l‘iol. Al tener un dnico punto periddico el conjunto de Julia serd o igual a zy o igual
al vacio, esto va a depender de si zg es un punto repelente en cuyo caso el Julia serd la
clausura de zy que es zp, en otro caso el conjunto de Julia es el vacio, ya que la clausura
de vacio es el vacio. Primero observemos que si zg es punto fijo de f también lo es de fP.

Por tltimo, veamos que zp es un punto fijo de f si zg es raiz de f(z) — z. Como fP tiene
grado uno para todo p € N, entonces fP(z) — z tiene también grado 1 y por el teorema
fundamental del dlgebra sélo tiene un punto fijo que debe coincidir con el punto fijo zg de
f. Luego f tiene un unico punto periédico que estd dado por su punto fijo. Por lo tanto el
conjunto de Julia de f es igual o a un punto o al vacio.



Sin embargo cuando el grado es mayor o igual que dos, el conjunto de Julia de un polinomio
varia mucho y de hecho se parece a fractales en el plano complejo. Ver por ejemplo la Figura 2:

Figura 2: Conjunto de Julia para f(z) = 22 — 0,750357820200574 + 0,047756163825227i. Imagen
obtenida de [I7]

Los dos siguientes resultados nos ayuda a ilustrar muy bien la relaciéon entre los puntos
atractivos o repelentes y la convergencia de la sucesién de { f"},,. Estos resultados se han obtenido
de la referencia [18].

Teorema 3.1. Sea zg un punto fijo atractivo de una funcion homolorfa f, entonces existe un
disco abierto D7~ con radio r > 0 y centrado en 2¢ tal que para todo z € D7 , se tiene que
["(2) € D, para todo n € N. Ademds, 1im,, ;o ["(2) = 20 para todo z € D .

Demostracién. Como zy es un punto fijo atractivo de f tenemos que |f'(29)| < 1. Y por lo tanto

|f(20)] = lim,_,, W&# <1.

Luego existe un r € R con r > 0 y una constante A\ < 1 tal que si |z — zg| < r tenemos que

£ (2) = f(20)| = |F(2) = 20| < Alz = 20

En particular |f(2) — 20| < Ar <7y por lo tanto f(z) € DZ.
Si iteramos [ en z € D7 siguiendo la ecuacién anterior vemos que

|f2(2) = f(20)] = [/2(2) = 20| < Alf(2) = 0
y si seguimos iterando tenemos

1" (2) — 20l < A"z — 20| < A'r <
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y por lo tanto f(z) € D7 . Ademés como A < 1, cuando n tiende a infinito, podemos observar
que

lim [f"(z) — 20| < lm A"z — 29| =0
n—oo n—oo

y por lo tanto tenemos que

z. n _
gl () = 200

O

Se puede observar que este resultado también es cierto si el punto es superatractivo.
También tenemos un resultado andlogo para los puntos repelentes, es decir que si un punto
z es un punto fijo repelente existe un n € N para el que f™(2) no estd en el disco.

Teorema 3.2. Sea 2y un punto fijo repelente de una funcion homolorfa f. Entonces existe un
disco abierto D7~ con radio positivo Ty centrado en zg € D} tal que para todo z € D]\ {20},
existe un n € N tal que f"(z) ¢ D7 .

Demostracion. Siguiendo el mismo argumento que se ha usado para el teorema anterior, tenemos
que existe un 7 € R con r > 0 y una constante A > 1 tal que si |z — zp| < r tenemos que

() = 200 > Az — 2]
Ahora si asumimos que f"!(z) € Dy hacemos induccién tenemos que
[f"(2) — 20l = A"[z — 2.

Si para todo n € N se tiene que f"~!(z) € D7, esto nos da contradicciéon porque como A > 1,

si z # z9 podemos encontrar un ng con \"°|z — zg| > r y por lo tanto
|f"0(2) — 20| > A"™|z — 20| > r
en contra con la hipétesis de f(z) € D7 . O

Por dltimo anadir que un ejemplo de motivaciéon de la investigacién del conjunto de Julia
y sus propiedades, le podemos encontrar en la referencia [14] y fue el desarrollo del método
de Newton. El método de Newton sirve para encontrar soluciones aproximadas de una ecuacién

f(2) que se basa en la composicién de N(z) = z— j{,((zz)) consigo misma hasta encontrar los puntos

fijos de N(z) que son la solucién de f(z). Lo interesante de este método es ver en que puntos
converge a una raiz y a cual converge. De hecho el conjunto de Julia de N(z) son precisamente
los puntos fijos de N(z) con los que no se converge con el método de Newton a una solucién.
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3.1. Definiciéon y propiedades del Conjunto de Julia

Sea f : C — C una aplicaciéon dada por un polinomio de grado d > 2. Para estudiar las
propiedades del conjunto de Julia de f necesitamos usar las propiedades de funciones normales
introducidas en la seccién 2. Por este motivo introducimos la siguiente definiciéon de conjunto de
Julia.

Definicion 3.3. Llamamos conjunto de Julia de f al conjunto
Jo(f) = {# € C: la familia {f*};>0 no es normal en z}

Al complementario de Jy(f) se le llama conjunto de Fatou:

Fo(f) = C\ Jo(f) = {z € C tal que existe un conjunto abierto V con z € V' y tal que {f*}, es
normal en V' }

Observemos que Fy(f) es un conjunto abierto.
El objetivo de esta seccién es demostrar que como hemos dicho antes, el conjunto de Julia
de un polinomio f es igual al conjunto

J(f) ={z € C: z es un punto periédico repelente de f}

es decir, Jo(f) = J(f) esto lo probaremos en el teorema

Ahora vamos a demostrar distintas propiedades del conjunto de Julia de f : C — C una
aplicacién polinomial de grado igual o mayor que 2. Vamos a seguir principalmente el capitulo
14 del libro [9]

Para poder probar que el conjunto de Julia es no vacio necesitamos la siguiente propiedad
de las aplicaciones polinomiales de grado mayor o igual que 2.

Lema 3.4. Sea f : C — C wuna aplicacion polinomial de grado d > 2 donde escribimos
f(z) =ap+arz+--+aqz? conag#0. Dado A > 1 con A € R, eriste una constante real R > 0

. . =R
que depende solo del grado d y de los coeficientes a; tal que st z ¢ Dy entonces
[f(2)| = Alz|
En particular, si z & ﬁff, tenemos que

lim | f4(2)| = oc.
d—o00
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Demostracion. Veamos primero que si tenemos que A > 1, existe un R € R tal que si |z| > R
entonces

[F(2)] > Alzl.

Usando la desigualdad triangular, tenemos que
laaz?| < [f(2)] + (lag-12"" | + - + |ar2] + |ao])

Si suponemos que |z| > 1, entonces |z|9"! > |z|F para 0 < k < d — 1, y de la desigualdad
anterior obtenemos que

_ C
Wﬂﬂ£ﬁ@ﬂ+ﬂ%4Hﬂ“+Mﬂ+kad”ZVﬂQMﬂ_VJ

Por lo tanto
1f(2)] = laaz?| = (lag=1] + -+ + las| + |ao|) |27

. -1
Si denotamos C' = E(ii:o |a;|, entonces

_ C
f(2) 2 laaz? = (laa—1| + - + as| + Jao] )|z = |27 (Iad! - Iz!>

1
Luego, si tomamos R :méx{l 20 ( 2) > @y } y |z| > R, obtenemos

> Jaal? \ Jaal

|laq] laal, 4
1f(2)] > |27 - =2l 7\Z|d U> Azl

como queriamos. Ahora vamos a probar la segunda afirmacion utilizando la primera. Observamos
que
1F42) = M2l 2 XR

Luego, como A > 1y R > 0, obtenemos que para cualquier |z| > R se verifica

I |f%(2)] = oo
d—o0

Con lo que quedaria todo demostrado. ]
Lema 3.5. El conjunto de Julia Jo(f) no es un conjunto vacio.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo.

Supongamos que Jo(f) = 0. Entonces, para todo r > 0, la familia {f*}; es normal en el
disco Df, ya que Dfj C Fy(f). Al ser f una funcién polinomial de grado mayor o igual que
2, cogiendo un r suficientemente grande, se tiene IDj; contiene al menos un 2y € C en el cual
im0 | f¥(20)| = 00, como hemos probado en el lema y ademds IDfj contiene a un punto
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fijo w de f, por el teorema [2.20] si elegimos un r suficientemente grande. Luego se tiene que
f(w) = w y por lo tanto f*(w) = w para todo k. Lo anterior es imposible por el teorema de
Montel (teorema ya que la familia {f*}; es normal es I}, si y solo si, la familia { f*}} est4
uniformemente acotada en los conjuntos compactos de Djf. Pero existe un compacto en el cual
estén contenidos zg y w, y cualquier subsucesién de {f¥}; en este compacto no puede converger
uniformemente a una funcién acotada ya que tiene un punto en el cual converge a infinito, ni
puede converger a infinito ya que tiene un punto fijo en el cual la funcién no va a converger a
infinito. Por lo tanto esto contradice normalidad de {f*}; en el compacto. O

Lo siguiente que vamos a demostrar es que le conjunto de Julia es un conjunto compacto:
Lema 3.6. Si f es una funcion polinomial, entonces Jo(f) es compacto.

Demostracion. Como hemos observado antes, el complementario de Jy(f) es abierto y por lo
tanto Jo(f) es cerrado. Como f(2) = ag + a1z + ... + agz? es un polinomio de grado d > 2, por
el lema tenemos que existe un r > 0 tal que si z ¢ Df, se tiene que limy_,o |f¥(2)| = oo.
Tomando conjunto abierto D = {z : |z| > r}, vemos que {f*}; converge uniformemente a oo
en D, y por definicién {f*}, es normal en D, por lo tanto D C Fy(f), lo que quiere decir que
Jo(f) € C\ D =D} y tenemos que Jo(f) es un conjunto acotado.

Por tltimo, como Jy(f) es un conjunto cerrado y acotado de C es un conjunto compacto. [

El siguiente resultado prueba la invarianza del conjunto de Julia por una funcién polinomial
f v por su contraimagen f~!. Hemos seguido la demostracién de [18] (teorema 3.2).

Lema 3.7. El conjunto de Julia de f verifica que z € Jo(f), sty solo si, f(z) € Jo(f).

Demostracion. Veamos que z € C\ Jo(f) si, y s6lo si, f(z) € C\ Jo(f).

Vamos z € C tal que f(w) = z. Tenemos que f~(U) es un entorno abierto de w. vamos a
probar que { f¥}; es normal en f~1(U). Sea K un conjunto compacto contenido en f~!(U). Como
F ves continua, f(K) es un conjunto compacto contenido en f~!(U). Como f es continua, f(K)
es un conjunto compacto contenido en U. Luego existe una subsucesién { fk_i}ki que converge
uniformemente en f(K). Esto implica que la subsucesién {f*+1},. converge uniformemente en
K. Luego w € C\ Jo(f).

Veamos ahora que si z € C\ Jy(f) entonces f(z) € C\ Jy(f). Usando la caracterizaciéon
dada por el teorema tenemos que la familia { f* } estd puntualmente acotada en U y es
equicontinua en cada punto de U. Como f es una aplicacién abierta por el teorema[2.2T] entonces
tenemos que f(U) es un entorno abierto de f(z). Veamos que la familia { f*};, estd puntualmente
acotada en f(U) y es equicontinua en cada punto de f(U).

Sea wg € F(U), entonces existe ug € U tal que f(up) = wg. Como {f*}, estd puntualmente
acotada en U, entonces supy, | f*(ug)| < oo, y por lo tanto supy, | f¥(wg)| < co. Luego {f*} estd
puntualmente acotada en f(U). Veamos {f¥}1 es equicontinua en wg. Sea ¢ > 0. Sabemos que
existe & > 0 tal que si |u — ug| < & con u € U se tiene que |f¥(u) — f¥(ug)| < e para todo
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k € N. tenemos que f(D% NU) es un conjunto abierto contenido en U con wo € f(D3, NU),
luego existe dy > 0 tal que D C f(D NU). Luego, si |w — wp| < do, entonces existe u € U con
lu —ug| < dy f(u) =w, por lo tanto |f*¥(w) — f¥(wo)| = | fFT () — ¥ (uo)| < € para todo k,
con lo que queda demostrado que la familia es equicontinua. O

Observacién 3.8. Del teorema anterior se deduce que

Jo(f) = f(Jo(£) = f~1(Jo(f)). (1)

Esta propiedad también se verifica para el conjunto de Fatou, ya que z € Jy(f), si y solo si,
f(z) € Jo(f), entonces z € C\ Jo(f) = Fo(f), siy solosi, f(z) € C\ Jo(f) = Fo(f). por lo tanto,

Fo(f) = f(Fo(f) = fH(Eo(f)) (2)

Lema 3.9. El conjunto de Julia Jo(f) de f es igual al conjunto de Julia de la composicion de
f consigo misma p veces, es decir,

Jo(f?) = Jo(f)-

Demostracion. Vamos a demostrarlo por doble contenido.

Sea z € C\ J(f), entonces existe un entorno U de z donde la familia F = {f*}; es normal.
En particular, como la subsucesién {fP"},>1 C F, luego tiene una subsucesiéon que converge
uniformemente en todo compacto de U. Por lo tanto, tenemos la primera contencién C\ Jo(f) C
C\ Jo(f7).

Veamos ahora la otra contencién. Sea z € C\ J(fP), entonces existe un entorno U de z donde
la familia F = {f™},, es normal. Si tomamos un k € {0,1,...,p — 1}, la familia F, = {f"?**},
sigue siendo normal.

Si consideramos la familia {f"},,. Observamos que la sucesién {f"}, debe contener una
subsucesion de la forma { flip+k}li para algin entero k € {0, 1,...,p— 1}, en caso de que no fuera
asf la sucesién {f"}, tendrfa un nimero finito de elementos. Como {f“P**}, C Fj, entonces
tiene una subsucesion que converge uniformente en los compactos de U y por lo tanto la familia
{f™}n es normal en U con lo que tenemos que C\ Jo(fP) C C\ Jo(f) y por lo tanto quedaria
demostrado. O

Observacion 3.10. Como consecuencia del lema anterior y de los teoremas y tenemos
que todo punto periddico atractivo o superatractivo pertenece al conjunto de Fatou. También
es cierto que todo punto periddico repelente pertence al conjunto de Julia, pero esto requiere un
poco més de detalle y lo demostraremos en el teorema

Lema 3.11. Dada una aplicacion polinomial f, sean w € Jo(f) y U un entorno de w. Si
consideramos el conjunto

w =] )
k=1
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entonces, tenemos que o bien W = C o bien W = C\{zo} donde zy & Jo(f), es independiente
de w y de U.

Demostracion. Tenemos que {f¥}; no es normal en w ya que w € Jo(f) y por el teorema de
Montel (teorema [2.44) queda probado que o bien W = C o bien W = C\{z}.

Vamos a demostrar que zp no depende ni de U ni de w y que zp & Jo(f) y lo demostraremos
por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un zg ¢ W. Si existe z tal que f(z) = 2z
entonces tenemos que como f(W) C W, z no pertenece a W. Y como C\ W = {2}, esto
implica que z = zg.

Como tenemos que f es un funcién polinomial de grado d mayor que 2, tenemos que la
ecuacién f(z) — zp = 0, tiene a zp como unica solucién, por lo tanto se deduce que f(z) — zo =
c(z — 20)?, siendo d el grado de f y c € C.

Veamos ahora que la sucesién { ¥}, converge uniformemente cerca de z, en concreto a la
funcién constante igual a zg, y por lo tanto la familia {f*}, es normal en zy. Vamos a ver que
obtenemos si iteramos k veces f(z) = c(z — 20)% + 2o :

2

F2(2) = F(f(2)) = fz0 + c(z + 20)?) = 20 + c(20 + c(z — 20)* — 20) = 20 + " (z — 20)"

F2(2) = F(F2(2)) = 20 + cz0 + ATz — 20)F — 20)? = 29 + HED (- )P,
Y por lo tanto obtenemos que

n—

F(z) = F(f"7(2)) = 20 + e(z0 + =

mn

édk(z —20)" = 29)% = 2 + cXi=o dk(Z —20)"".

Si tomamos z con |z — zg| < ——=-—, tenemos
=0

i
2k c dk

kd
1
Sk
2]€ s dk

115(2) = 20| < [e|ZR=0T"|z — 2| " < |¢[Zim0 " =1/2"

Por lo tanto la sucesién { fk}k es normal en 2y y entonces zop € Jo(f). Ademads, zy solo
depende del polinomio f pero no depende de w ni de U. ]

Lema 3.12. Para todo z € C, con a lo sumo una excepcion, si U es un conjunto abierto que
interseca a Jo(f), entonces se tiene que

UNf ) #0

para algin k € N. Ademds, si tomamos z € Jo(f), tenemos que
Jo(f)=J £7()
k=1
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Demostracion. Sea z € C y supongamos que z no es el punto excepcional dado por el lema
Como U N Jy(f) # 0, entonces U es un entorno de un punto de Jyo(f) y por el lema
tenemos que z € U,‘zozlfk(U). Por lo tanto, existe k € N tal que z € f*(U), esto implica que
f7*(2)NU # 0 como querfamos probar.

Vamos a probar la otra afirmacién por doble contenido. Tomemos un z € Jy(f). Por el lema
tenemos que f~*(z) C Jo(f) para cualquier k € N y entonces (J7°, f~%(2) C Jo(f). Como
Jo(f) es un conjunto cerrado entonces tenemos que |Jro; f~*(2) C Jo(f). Para probar la otra
contencién, tomamos un w € Jy(f) y un conjunto V' abierto que contenga a w. Observamos
que w no puede ser el punto excepcional dado por el lema ya que w € Jy(f), por lo tanto
usando la primera afirmacién de este lema, tenemos que existe kg tal que f~%0(2)NV # 0 y por
lo tanto w € Jpo; f7*(2). Luego Jo(f) C Up—y f7%(2) y queda demostrada la igualdad. O

Lema 3.13. El conjunto de Julia Jo(f) de un polinomio f es un conjunto perfecto.

Demostracion. Ya vimos que Jo(f) era un conjunto cerrado, asi que vamos a ver que Jo(f) no
tiene puntos aislados.

Sea u € Jo(f) y sea U un entorno de u. Veamos que (U \ {u}) N Jo(f) # (. Para esto vamos
a considerar tres casos.

1. Sea w un punto fijo, es decir, f(u) = u. Si f(z) — u tiene como tnica raiz a u, usando el
mismo argumento que en la prueba del lema tenemos que u ¢ Jo(f). Por lo tanto
existe un w distinto de u tal que f(w) = w. Por lema UN f~*(w) # 0 para algiin
k > 1. Como u € Jo(f) y como w € f~*(u), entonces, por la observacién w € Jo(f)-
Repitiendo este argumento, tenemos que f~*(w) C Jo(f), luego U interseca a Jo(f).
Observemos u ¢ f~*(w) para ningtin k, porque f¥(u) = u y w # u. Luego

U\ A{u}) N Jo(f) # 0
y u es un punto de acumulacién de Jy(f).

2. Sea u un punto periédico pero no fijo de periodo p, por lo tanto p > 2. Por el lema
Jo(f) = Jo(fP) y aplicando el caso 1 a fP, tenemos que u es un punto de acumulacién de

Jo(f).
3. Sea u un punto que no es ni fijo ni periédico de f. Por el lema [3.12] existe un k tal que
Unf*w) #0

Como en el caso 1, tenemos que por la observacién f~%(u) C Jo(f) y por lo tanto U
interseca a Jo(f) en un punto que es distinto de u, ya que u ¢ f~¥(u) para ningtin & al no
ser u ni un punto fijo ni un punto peridédico.

O]
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Como consecuencia del teorema anterior y del teorema observamos que el conjunto de
Julia de un polinomio f es un conjunto no numerable.

Lema 3.14. Si f es un funcion polinomial, el interior del conjunto de Julia de f es vacio.

Demostracion. Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un abier-
to U tal que U C Jo(f), entonces tendriamos que f*(U) C Jo(f) para todo k por el lema
y entonces |Jio, f¥(U) C Jo(f). Por el lema tenemos que | J;o, f¥(U) es o bien C o bien
C\ {20} y por lo tanto el conjunto de Julia seria un de estos dos conjuntos. Sin embargo, esto
contradice el lema [3.6] que dice que el conjunto de Julia es compacto. 0

Como hemos dicho al principio de esta seccion vamos a demostrar en el siguiente resultado
que el conjunto de Julia de un polinomio f es coincide con el conjunto

J(f) ={z € C: z es un punto periédico repelente de f}

Teorema 3.15. Si f es una funcion polinomial, se tiene que

Jo(f) = J(f)

Demostracion. Vamos a demostrarlo por un doble contenido.

Fijando un punto periédico repelente z de f con periodo p. Por lo tanto, z es un punto fijo de
g = fP. Supongamos que {g*}1 es normal en el punto z y por lo tanto 2o & Jo(g), entonces existe
un entono U de z para el cual existe una subsucesién {gkl}kl que converge uniformemente en
cada compacto de V a una funcién analitica go. Observemos que {g"} k; 1o puede converger a oo
ya que ¢g*(z) = z para todo k, al ser z un punto fijo de g. Por el teorema de Weierstrass (Teorema
, tenemos que la sucesién dada por las derivadas {(g*)'},, converge a g}, uniformemente en
los compactos de U. Y por la regla de la cadena y por ser z un punto fijo tenemos que

Y si repetimos este proceso tenemos

(9"(2)) = (9(d" () = g'(¢" 1 (2) - (6" 1 (2)) =g (2) - (¢ ()" ! = (¢ (2))"

Como z es un punto fijo repelente de g, y entonces |¢'(z)| > 1 tenemos que

Jim (g4 ()] =l [(g'(2))"] = o0
i —> 00 i —> 00

7

Esto contradice al hecho de que gh(z) # oo, y por lo tanto {g¥}; no puede ser normal en z, y
z € Jo(g). Y por el lema3.9] z € Jo(g) = Jo(fP) = Jo(f). Ademés, al ser Jo(f) cerrado tenemos

que
J(f) € Jo(f)

Para probar la otra contencién vamos a considerar el conjunto
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K ={w € Jy(f) tal que existe z # w con f(z) =wy f'(z) # 0}

Sea w € K, por el teorema de la funcién inversa (teorema [2.24]), existe un entorno abierto
U de w en cual esta definida la inversa analitica de f, es decir, existe una funcién analitica
f~1:U — Ctal que f(f~!(z)) = 2 para z € U. Ahora definimos en U la sucesién de funciones
de analiticas hy : U — C dada por

fFz) -
f7Hz) ==
Sea V un entorno abierto de w con V' C U. Como w € Jo(f) la familia {f*}; no es normal en
V' y por lo tanto {hy}x no es normal en V.
Aplicando el teorema de Montel (teorema [2.44]) tenemos que que existe un z € U y un k con

o bien hy(z) =1 o con hy(z) = 0.
Si hi(z) = 1. Entonces tendriamos que existe un z € U tal que

) —z2=1"2) -2

e =17)
() = 2

hi(z) =

para algin z € U
En el caso de que hy(z) = 0 tenemos que

1He) =2

para algin z € U. Por lo tanto U contiene un punto periddico y por lo tanto w esta en la clausura
de los puntos periddicos.

Hemos demostrado que K C J(f), ya que los puntos del conjunto de Julia no pueden
ser ni atractivos ni superatractivos por la observacion u y por lo tanto tenemos que K C
J(f) = J(f). Pero K contiene a todos los puntos de Jy(f) excepto un niimero finito, ya que los
puntos donde f’(zp) = 0 son un ndmero finito. Asi que tenemos lo que querfamos que es que

Jo(f) = K C J(f). O

Vamos a demostrar otras propiedades del conjunto de Julia. La primera propiedad que vamos
a demostrar es que el conjunto de Julia es igual a la frontera de la cuenca de atraccién A(w) de
w un punto fijo atractivo (ver definicién .

Veamos que si w es un punto fijo atractivo, entonces el conjunto A(w) = {z € C : f¥(2) —
w cuando k — oo} es un conjunto abierto como w es un punto fijo atractivo, existe r tal
que DI, C A(w). Sea z € A(w), como f¥(z) — w cuando k — oo, existe un kg tal que si
k > ko, entonces f¥(z) € DI . Luego z € f~#(D!). Veamos que el conjunto abierto f~*(D)
estd contenido en A(w) y esto probarfa que A(w) es un conjunto abierto. Sea u € f~*(DI),
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tenemos que f¥(u) € D} C A(w), y por lo tanto f"**(u) — w cuando n — oo y u € A(w) como
queriamos ver

De forma andloga tenemos que A(cc) = {z € C : f¥(z) — oo cuando k — oo}, es un
conjunto abierto ya que por la proposicién existe un R > 0 tal que C\ ]DOR C A(x) y
usamos un argumento similar al anterior.

Lema 3.16. Siw es un punto fijo atractivo de f, entonces

donde 0A(w) denota la frontera de A(w).

Demostracion. Para esta demostracion vamos a usar que J(f) = Jo(f). Vamos a demostrar la
igual del enunciado por doble contenido.

Sea zp € J(f) entonces f¥(z) € J(f) para todo k por el lema Por lo tanto la sucesién
{f*(20)}x no puede converger a un punto fijo atractivo y zy ¢ A(w). Sea U un entorno de 2,
el conjunto f¥(U) contiene algtin punto de A(w) para algin k por el lema ya que como la
unién de f*(U) es C\ {wp} si escogemos un punto de A(w) distinto de wp tiene que estar en
algtin f*(U). Como f*(U)N A(w) # 0, esto implica que existe un ug € U tal que f¥(ug) € A(w).
Por lo tanto, up € A(w), luego U N A(w) # 0 y entonces zp € A(w) como querfamos ver. Esto
implica que zp € 0A(w) ya que zp ¢ A(w). Y por lo tanto J(f) C 0A(w).

Ahora vamos a ver el otro contenido. Supongamos que zg € dA(w) pero que zo € J(f) =
Jo(f). Entonces z tiene un entorno V conexo en el cual { ¥}, tiene una subsucesién que converge
o a una funcién analitica o a infinito. La subsucesion converge a w en VNA(w), que es un conjunto
abierto por ser interseccién de abiertos y no vacio ya que zg € 0A(w) y V es un entorno de zg.
Luego por el teorema tendriamos que la subsucesion tiende a la funcién constante w en V
y por lo tanto V' C A(w) ya que todos sus puntos al iterar por f tienden a w, lo cual contradice
con zy € OA(w). O

Corolario 3.17. El lema anterior también es cierto si w=o0.

Por otro lado, el par (Jo(f), f) es un sistema dindmico ya que f(Jo(f)) = Jo(f) por el lema
asi que f: Jo(f) — Jo(f) es un aplicaciéon. Ademds Jy(f) hereda la métrica de C y por lo

tanto es un espacio métrico. Vamos a ver ahora que es una sistema dinamico cadtico.
Teorema 3.18. El par (Jo(f), f) es un sistema dindmico cadtico.

Demostracion. Por el teorema solo hay que demostrar que los puntos periédicos de f son
conjunto denso en J(f) y que (J(f), f) es un sistema transitivo.

Como hemos demostrado en el teorema el conjunto de Julia es es la adherencia de el
conjunto de puntos periddicos repelentes y por lo tanto el conjunto de puntos periédicos en J( f)
es denso.

34



Aunque ver que es transitivo se puede ver muy bien visualmente es complejo de demostrar.
Pero la idea de la demostracién viene del teorema que si elegimos z, un punto distinto de
la excepcidn, lo que hacemos es la contraimagen de f en ese punto y luego repetimos el proceso
con los puntos del conjunto f~!(z) y asf infinitas veces, obtenemos que el conjunto formada por
las contraimédgenes un conjunto denso en Jy(f). Con lo que quedaria demostrado. O

Ahora vamos a ver unos ejemplos de conjunto de Julia de polinomios que nos ayudaran a
visualizar las propiedades que hemos demostrado.

Ejemplo 3.19. Para f(z) = 22 el conjunto de Julia es igual a la circunferencia unidad. Para,
cualquier punto del exterior de la circunferencia unidad, es decir, los z € C tales que |z| > 1
obtenemos que

lim |f"(2)| = lim |2*"| = o0

n—0o0 n—oo

En el caso de los puntos en el interior de la circunferencia unidad es decir |z| < 1 tenemos que
z Z. n
lm [f"(2)] = lim [2%"| =0
n—oo n—o0

Como f*(z) = sz, y los puntos fijos de f* son puntos que son solucién de 2= 2(22’%1 -1) =
2jme

0. Luego, las soluciones de la ecuacién anterior son zop =0y z(;x) = €2*T con 0 < j < k=1 _ 1,

Por lo tanto los tinicos puntos que pueden pertenecer al conjuntos de Julia son los z = €27

con @ € [0,2m). Si 0 vale 0, tenemos un punto fijo. Si § = 7 tenemos un punto de periodo 2

Ahora 0 = 2%, para algun p, k € N entonces tenemos que

2mip 2mip 2mip

fFeR ) = fHeanT) = fFl (e ) = = fA(-1) = f(1) =1

Por lo tanto la circunferencia unidad es la cuenca de atraccién del 1, que es un punto fijo
atractivo y por lo tanto es el conjunto de Julia de f.
Este ejemplo le podemos encontrar en la referencia [12].

Ejemplo 3.20. Para la funcién f(z) = 2" para todo n € N\ {1} el conjunto de Julia es igual
al ejemplo anterior y esto se demuestra de forma similar.

Como el conjunto de Julia es un sistema cadtico, puede llegar a ser dificil de dibujar compu-
tacionalmente. Uno de los algoritmos que se suele usar para dibujarlo en el que se nota esto es
el llamado “backwards iteration”, este consiste en la seleccién de un punto z € Jy(f) e iterar
f7%(2), y con la mayorfa de puntos nos quedard algo muy similar al conjunto de Julia. El pro-
blema con este algoritmo es que hay ciertas zonas de los conjunto de Julia que tardan bastante
ma&s en converger que otras que con poco puntos ya lo hacen. Por ejemplo en la siguiente imagen
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Figura 3: conjunto de Julia del polinomio f(z) = 22 — 0,8 — 0,25 generado con 500000 puntos.
Imagen obtenida de [§]

Figura 4: Conjunto de Julia del polinomio f(z) = 2% —0,8—0,25:. Imagen generada por la pagina

[13]

podemos ver el conjunto de Julia para el polinomio f(z) = 2% —0,8 —0,25i aproximado mediante
500000 puntos.

Si comparamos estd imagen con la imagen del conjunto e Julia podemos observar que hay
ciertas partes del conjunto que bastantes menos perrceptibles que otras, debido a que en compa-
racién tienen muchos menos puntos. Esto puede dar lugar a error porque si no se itera suficientes
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veces el conjunto puede llegar a distanciarse de la realidad.

En resumen, en esta seccion hemos vistos distintas propiedades del conjunto de Julia de un
polinomio f. Hemos demostrado que es un conjunto no vacio, compacto, perfecto, ademds de
ser igual al conjunto de Julia del polinomio f? para todo p € N y es también igual a la clausura
conjunto de puntos repelentes periédicos del polinomio, lo cual es igual a la frontera de la cuenca
de atraccién de un punto fijo atractivo. Ademas (J(f), f) es un sistema dindmico cadtico.

3.2. Conjunto de Mandelbrot

Si nos centramos en el caso de los polinomios cuadréticos, de los polinomios méas en concreto
en los polinomios de la forma
2
q(2) =2z"+¢

para ¢ € C. A estos polinomios lo vamos a denotar a partir de ahora ¢..

Esto no nos restringe tanto como puede parece en un principio. Si elegimos una funcién
cuadratica cualquiera f(2) = ag2% + a1z + ag y consideramos h(z) = az+ 8 con o, 3 € C y
a # 0 teniendo en cuenta que

f(h(2)) = az(az + B)? + a1(az + B) + ag = az(a?2* + 2082 + ) + ar(az + B) +ap =
as0?2% + (20908 + a1a)z + azf? + a1f+ag  (3)

Y eligiendo los valores correctos de «, 3, ¢ la expresion de f(h(z)) se puede convertir en la de
qe(2) = 2% + ¢ para algin c € C. Basta tomar

a2a2 =1

20000 + a1 = a(2a28 +a1) =0

Y por lo tanto resolviendo obtenemos que oo = =+ é, 8= 57“21 y ¢ = a8+ a18 + ap.

Luego la sucesion { f¥(z)}x se puede convertir con facilidad en una sucesién del tipo {¢¥(2)}x
y por ello compartiran ciertas propiedades sucesiones. De hecho, si z es un punto periédico de
periodo p de f, si y solo si, es un h(z) es un punto periddico de ¢. de periodo p. Ademads el
conjunto de Julia de f es la imagen del conjunto de Julia de ¢. por la aplicacién h~!, es decir,
J(f) = h™1(J(gc)). Por lo tanto, es sencillo ver la propiedades del conjunto de Julia de las
funciones cuadraticas a partir de las funciénes q..

A partir de ahora para simplificar la notacién nos referiremos a al conjunto de Julia Jy(q.)
del polinomio cuadratico g. como J..

El estudio del conjunto de Mandelbrot fue motivado el encontrar polinomios de la forma
gc tal que el conjunto de Julia de estos sea conexo. Hay distintas definiciones equivalentes de
conjunto de Mandelbrot, la que vamos a utilizar es la siguiente:
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Definicion 3.21. El conjunto de Mandelbrot M estd formado por los valores ¢ € C para los
cual J. es un conjunto conexo.

También es cierto que el conjunto de Mandelbrot coincide con
M = {c:{q¥(0)}, estd acotada}

Esto es lo mismo que decir que la érbita de 0 estd acotada. El teorema de Dichotomy, que
podemos encontrar en la referencia [9], dice que si g.(2) = 22 — ¢ y J. su conjunto de Julia
pueden suceder dos cosas:

= La drbita de 0 de g. esté acotada y en este caso J. es un conjunto conexo
= La érbita de 0 de ¢. no esté acotada y en este caso J,. es un conjunto totalmente disconexo
Vamos a ver un ejemplos que ilustra bien esto.

Ejemplo 3.22. Como ya hemos visto antes el conjunto de Julia de go(z) = 2?2 es la circunferencia
unidad S, este es un conjunto conexo y por lo tanto 0 € M. Otra forma de ver que el 0 esté en
el conjunto de Mandelbrot es ver que la érbita del punto 0 estd acotada, en este caso vemos que
la 6rbita de 0 es la sucesién 0,0, 0, .. que esté acotada. Y por lo tanto el 0 esta en el conjunto de
Mandelbrot.

La representacién grafica del conjunto de Mandelbrot es la siguiente:

Im[c]
T

Figura 5: Conjunto de Mandelbrot en blanco y negro. Imagen de la pagina [21]
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. . 7 , , . . .
Primero vamos a demostrar que si z ¢ D, con r = max{|c|,2} su érbita se va a infinito y
vamos a seguir la demostracion de la referencia [8]. Este lema es similar al lema pero se da
con mas precisién el valor de r, para polinomios de la forma. g..

Lema 3.23. Sea q. : C — C wuna aplicacion polinomial dada por q.(2) = 22 +c. Sear =
max{|c|,2} entonces si z ¢ Dy, tenemos que

lim |gi(2)] = oo
k—o00

Demostracién. Como tenemos que z ¢ D, con = méax{|c|, 2}, observamos |z| > 2 y por lo tanto
existe un A; > 1 tal que |z| — 1 > A;. Luego si aplicamos la desigualdad triangular tenemos

Jac(2)] > 27 = [el > [2]* = |2] > [2](|2] = 1) > Az

Luego tenemos que ¢.(z) > Ai|z| > |z| > r y por lo tanto repitiendo el argumento de antes
tenemos que |g.(z)| — 1 > Ag. teniendo en cuento que |g.(z)] > r > |c| y tomando Ay =
min{\;, A2}, aplicando otra vez la desigualdad triangular

|42(2)] 2 ac(2)* = lel 2 1ae(2)* = lae(2)] = lge(2)](Jae(2)] = 1) 2 Aalge(2)| = A3z
Y repitiendo un argumento similar, obtenemos que existe un A > 1 tal que
|42 ()] = A2
Y como A > 1y |z| > 2 podemos concluir que
Jim [g}(2)] = oo
O

Una propiedad del conjunto de Mandelbrot que podemos probar es que es un conjunto
simetrico por el eje real.

Teorema 3.24. El conjunto de Mandelbrot es un conjunto simétrico por el eje real.

Demostracion. Sea q.(z) = 2> + ¢ un polinomio con ¢ € M, por el teorema de Dichotomy, esto
quiere decir que la érbita de 0 esta acotada es decir la sucesién

e, 4, (2 +e)+e,..
esta acotada, y por lo tanto lo estd la siguiente sucesiéon también

6 +7c (@ +0)2+5, ..
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Es decir la sucesién formada por los conjugado de la érbita de 0 estd también acotada ya qué
todo nimero tiene el mismo mdédulo que su derivada. Y por iltimo vemos que esta sucesién es
equivalente a

¢, 2+ (2+c)2+e,...

Y por lo tanto la érbita de 0 en gz(z) estd también acotada y ¢ € M, con lo que quedaria
probado la simetria por el eje real. O

Hay otras propiedades del conjunto de Mandelbrot que son un poco més complejas de demos-
trar pero que se ven muy bien visualmente con que este conjunto es conexo. Una demostracion
de esto se puede encontrar en la referencia [18].

Al ser el conjunto de Mandelbrot un conjunto que se ha empezado a estudiar desde hace
relativamente poco, hay bastantes propiedades que estian todavia sin demostrar. El principal
problema abierto del conjunto de Mandelbrot es localmente conexo.
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