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Abstract

An important mathematical issue, which is in constant evolution is the use of
algorithms in numerical analysis. More than three thousands years ago, Babylonians
achieved a numerical aproximation of v/2 in sexagesimal system. And this manner has
only grown, especially since the arrival of computer science. But then, when could we
say that the calculation of an algorithm is accurate? And, what level of accuracy does
it have? These questions are going to be the main topic of this document. We will learn
that some problems result in a more precise solution just because of its nature. We
will also define the concept of stability and we will work with several valid deffinitions
of it. And all to get to prove that, under some reasonable hypotheses the composition

of two stable algorithms is also another stable algorithm.

Key words: algorithm, stability, condition number, distance, composition

Resumen

El uso de algoritmos en el andlisis numérico es una cuestion matematica que podemos
ver en constante evolucién. Hace ya mas de 3.000 anos, los babilonios consiguieron una
aproximacién numérica sexagesimal al valor de v/2 y, desde entonces, (sobre todo a
partir de la llegada de los ordenadores) este campo no ha hecho més que crecer. Pero
entonces, jcuando podemos decir que el resultado obtenido por el cémputo de un
algoritmo es correcto? ;Y en qué medida? Estas preguntas van a ser el tema principal
de este trabajo. Veremos que, por su propia naturaleza, algunos problemas resultan
en soluciones mas acertadas. También le daremos sentido a la palabra estabilidad y
trabajaremos con varias definiciones validas. Todo para conseguir demostrar que la
composicion de dos algoritmos estables resulta en otro algoritmo que también esta

dotado de esta caracteristica.

Palabras clave: algoritmo, estabilidad, nimero de condicion, distancia, composicion
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Capitulo 1
Introduccién

L Qué significa que un algoritmo para el calculo de una funcién sea estable? Para
contestar esta pregunta primero analicemos, a grandes rasgos, el contexto histérico

que induce al concepto de estabilidad.

1.1. Historia

A principios del siglo XX se hizo notoria la insuficiencia de los métodos algebraicos
existentes hasta el momento para la resolucién de problemas, dada la dificultad que
estos comenzaban a presentar. Es por este motivo que a mediados de los anios 30
surgi6 el concepto de ordenador de programa almacenado. Tiempo atras, los pocos
ordenadores existentes no eran reprogramables sino que ejecutaban un tinico programa
ya cableado. No necesitaban ningtin tipo de almacenamiento ya que no se podian
introducir nuevas instrucciones ni guardar datos, lo que hacia muy limitado su uso.
Las calculadoras de sobremesa o las computadoras usadas en la segunda guerra mundial
para encriptar y desencriptar mensajes son ejemplos de este tipo de equipos con

programas fijos.

La nueva idea de “programa almacenado” aparece a partir de la concepcién de
la mdquina universal de Turing [7] que permite guardar en una memoria RAM un
conjunto de instrucciones (un programa) y datos; y ademds dispone de mecanismos
de entrada y salida. A finales de la década de 1940, gracias al trabajo de Turing
[23], von Neumann y de Goldstine [24], la confianza en los resultados aportados por
estos nuevos ordenadores aumentd exponencialmente y fue cuando la estabilidad de
los algoritmos y el condicionamiento de los problemas se convirtié en una cuestién de

suma importancia.
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Mas tarde, durante las décadas de 1950 y 1960, el estudio de la estabilidad fue mas
indagado por Wilkinson quien, en su libro [25], estudia la estabilidad hacia atrds (la
cual estd explicada en el capitulo 4). Décadas después, Jong y Bunch establecieron los
cimientos de la definicién de estabilidad, que fue mayormente descrita en el libro de
Higham [12] en la tltima década del siglo XX y sobre la cual atin se apoyan muchos

estudios a dia de hoy.

Por tltimo, en cuanto al mimero de condicién ya introducido por Turing [23], la
teorfa fue dotada de mayor base en 1966 en el trabajo de Rice [21]; aunque también
podemos encontrarnos con definiciones con una base geométrica en estudios como el
de Biirgisser y Cucker [6]. Actualmente, nos referimos al trabajo de investigacién més

reciente de Blum, Shub, Cucker y Smale [4] en cuanto al nimero de condicién.

1.2. Concepto

Para ayudar a la comprension de las ideas de condicion y estabilidad nombradas en
el punto anterior, vamos a considerar una versién mas sencilla del problema estudiado
por Turing: dada una matriz cuadrada con determinante no nulo, A, y un vector b
queremos resolver el problema: Ax = b para x. Supongamos que los coeficientes de A
son datos experimentales, tales que su precision se ve limitada por los errores de los
utensilios o programas utilizados para su medicién. Suponiendo que los posteriores
calculos computacionales son exactos, podemos comparar la solucién del sistema
Ax = Db obtenido de la A experimental con la soluciéon verdadera obtenida de los
valores reales de la matriz A. Con esto, ahora nos preguntamos en qué grado afecta
el error de la medida de los valores de A a la solucién obtenida x. Para contestar esta

cuestion se introdujeron los dos conceptos nombrados al inicio.

Condicion

Dado un problema, su condicién es una medida de la sensibilidad de la solucién
(valor de salida o output) al realizar pequenas alteraciones en los datos de entrada

(input). Este valor es conocido como el “ntimero de condicién” o condition number.

Hay varias formas de calcular la condiciéon de una funcién, dependiendo de las
caracteristicas de esta. Por ejemplo, el nimero de condiciéon o el condicionamiento de
una matriz invertible, A, fue dada por Turing y es xk(A) = ||A]| - [|JA7Y|], con || - ||

una norma matricial. K(A) = Cond(A) cuantifica la variacién del error relativo de la
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solucion x con respecto al error relativo de la matriz de entrada A. Si la solucion de
Ax = b ha sido programada y calculada con una precisién fija, entonces x(A) debe ser
comparado con dicha precision. Cuanto mas alto sea el niimero de condiciéon de una
matriz, menos precisa sera la solucién obtenida; es decir, menos cifras exactamente
idénticas a la solucién real tendra. Por tanto, si el nimero de condicién esta proximo a
1 se dice que el problema esta bien condicionado, mientras que si estd muy alejado se
dice que esta mal condicionado. Esto ultimo se traduce en que pequenas modificaciones
en los datos de entrada desencadenan grandes diferencias en los datos de salida. Algo
similar sucede también si hacemos cambios en el vector b, como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Cabe destacar que la condicién de un problema es una propiedad que no depende
en absoluto del algoritmo utilizado en su resolucion, ni siquiera de la existencia de

uno.
Ejemplo 1.2.1.

Dado el sistema Ax = b donde

§ 14 6 9 1

17 5 12 5 1
A — s b =

9 6 14 8 1

8§ 156 7 10 1

Y el error asociado a los valores de b es

0,1

—0,1
0,1

-0,1

€p =

Se calcula el nimero de condicion de la matriz A con ayuda de MATLAB: k(A) =
norm(A) - norm(A~1) = 5496, 2

La solucion real del problema es

1,32

—3,74

~3,05
6,79
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Mientras que la solucion del sistema Ax = b + €, es
4,71
—13,66
—11,17
24,64
Como vemos, el resultado obtenido difiere en gran medida del resultado real. Esto era

esperable ya que el nimero de condicion de la matriz es muy grande (estd muy alejado

de 1).

Estabilidad

A diferencia del término anterior, la estabilidad numérica es una caracteristica

propia de los algoritmos.

Se dice que es la fiabilidad que tiene un algoritmo al usarse en la resoluciéon de un
problema. Describe como se propagan los errores desde los datos de entrada hasta la
solucion final a través del algoritmo. En un algoritmo estable, los errores implicitos
en los datos de entrada se mantienen en un nivel moderado a medida que se corre el
algoritmo; mientras que si es inestable los errores iran aumentando a medida que se

computa el algoritmo.

Para un algoritmo f(z), se calcula la estabilidad (respecto del error relativo)
r—(x+e  fl@)-(flz—¥)
y
x f(z)

entrada y € su error asociado. Si dichas cantidades difieren en un grado muy pequeno,

comparando los valores , donde x es el valor de

entonces decimos que el algoritmo es estable; y si existe una gran diferencia entre ellas,

entonces el algoritmo es inestable.

Con la estabilidad, se busca medir el nivel de confianza en cuanto a la veracidad
o exactitud del resultado obtenido tras aplicar el algoritmo en célculos de aritmética

finita.

A diferencia con el nimero de condicién, existen varias definiciones de estabilidad
y todas ellas validas. En este trabajo haremos alusién a 3 tipos de estabilidad. Vienen
descritas formalmente en el Capitulo 4, pero ahora vamos a ver una idea intuitiva de
a lo que nos referimos con estabilidad de un algoritmo utilizando el sistema Ax =b

anterior para ejemplificarlo.

1. Un algoritmo estable hacia adelante, también denominada como estabilidad
débil en [5], proporciona una solucién proxima a la real para los datos dados. Es

decir, para Ax = b dicho algoritmo encuentra X ~ x.
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2. Un algoritmo con estabilidad mixta, también llamado numéricamente estable
[13], suministra una solucién casi exacta a un problema muy parecido al original.
Es decir, para Ax = b un algoritmo con estabilidad mixta encuentra una solucién
X ~ y donde y es la solucion exacta del problema Ay = b para un A ~ A. Esta

aproximacién es independiente del niimero de condicién de A.

3. Un algoritmo estable hacia atras, también referida como estabilidad fuerte
en [5], genera la respuesta exacta de un problema préximo al dado. Es decir,
para Ax = b este algoritmo encuentra X de Ax = b para un A ~ A. Esta

aproximacién también es independiente de x(A).

Observacion 1.2.2. Cuando nos referimos a “grado muy pequeno”, “gran diferencia”
o que un valor sea “alto” o “bajo” queremos decir que dependiendo del problema o
algoritmo serdn adecuados unos valores para los errores u otros. Pero dentro de cada
valor apropiado, debemos distinguir si este es mds pequeno, mas alto, etc. También, con
“~ 7 nos referimos a un valor proximo al original. Y “proximo”, de nuevo, dependerd
de los datos y de las condiciones del problema vy del algoritmo a implementar. Aunque

todo esto serd clarificado en el capitulo 4 4.

Estas definiciones han asistido al desarrollo del anélisis de algoritmos numéricos
durante anos, aun cuando los lenguajes informéaticos existentes tenian una unica
precision en coma flotante predefinida (simple, 32 bits o doble, 64 bits). Como
sabemos, actualmente estos lenguajes estan cambiando y van apareciendo muchos
nuevos que nos permiten tener varias precisiones accesibles en un mismo programa
que conceden al usuario la posibilidad de decidir la exactitud con la que desea operar.
Si necesita un resultado con un grado alto de exactitud utilizard una precisiéon mayor,
en contraposicion a si precisa que los calculos se hagan rapidamente que utilizard una
precisiéon menor, renunciando a un cierto grado de exactitud. Un ejemplo en el que
vemos este sistema de precisiones es en la resolucién al problema 14 de los problemas de
Smale [18] propuesto por Warwick Tucker [22]. Este problema trata, a grandes rasgos,
sobre si las soluciones al sistema dindmico de ecuaciones diferenciales de Lorenz [20]
coincide con las soluciones del atractor geométrico de Lorenz desccrito por Williams,
Guckenheimer y Yorke [11]. W. Tucker respondié afirmativamente a esta pregunta,
utilizando la aritmética de intervalos para demostrar su teoria. Dicha aritmética es un
procedimiento computacional utilizado para establecer limites a los errores de redondeo

y de medicién en calculos matematicos para asi obtener resultados mas precisos.

A continuacion se muestra un ejemplo con el fin de ayudar a la comprension de lo

que es la estabilidad.



8 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Ejemplo 1.2.3. Dado el sistema anterior Ax = b vamos a resolverlo mediante tres
algoritmos distintos: el método QR, un método interno de MATLAB y el método de
la inversa; para luego comparar los resultados obtenidos por cada uno asi como sus

errores y el numero de condicion asociados.

s El método QR: consiste en dado un sistema Ax = b obtener la factorizacion QR
de A yoperar: QR-z=b = R-2=Q"-b = x=R1-QT-b.

» El método interno de MATLAB ': se va a wutilizar la funcién mldivide()?

programada en dicho software.

s Fl método de la inversa: consiste en obtener la matriz inversa de A y calcular
Ax=b = o=A"1b.

A partir de la funcion randn() proporcionada por MATLAB, hemos creado un
método que genera de manera aleatoria la matriz A y el vector b en las condiciones

establecidas, para luego ser resuelto por los 3 métodos.

M ik M M% il Www bl W\W HM mmwm o -MMWMW Wwf g il Wl

00— -

Ll |
A A TR T P
|

\
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Gréfico 1

Wersiéon R2021a
’https://es.mathworks.com/help/matlab/ref/mldivide.html
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Gréfico 2

Figura 1.1: Graficos de 2 ejecuciones del programa en MATLAB.

En cada uno de los grdficos vienen representadas mil iteraciones del programa (eje
x); es decir, se han generado y resuelto mil problemas distintos (1.2.4). En el eje y
viene representado el orden, en base 10, del error asociado a cada resultado de cada uno
de los métodos, representados en 3 colores. En rojo se ha obtenido el error asociado al
método QR, en azul el asociado al método mldivide() y en verde el asociado al método
de la inversa. Por ultimo, la linea negra representa el nimero de condicion de la matriz

A asociado a cada problema.

Al observar ambas figuras, se puede deducir que el método QR al tener un mayor
rango de error (alcanzando incluso un pico de aprozimadamente 10" al rededor de la
iteracion 370 en el Grdfico 2) es un método menos estable que los otros dos. Se observa
también que el método mds reqular es el interno de MATLAB, con lo que es el mds

estable de los tres.

Cabe destacar también que en los picos en los que todos los métodos tienen un error
mayor, el nimero de condicion de A asociado a ese problema es también muy alto.
Por ello, este valor es una buena herramienta para conocer de antemano si, sea cual
sea el algoritmo que se vaya a utilizar, se obtendrd una mayor o menor precision en

el resultado del problema.
Observacion 1.2.4.

1. Al estar generdndose los numeros de manera aleatoria, es posible que algin
problema esté repetido, aunque es poco probable debido a las dimensiones
escogidas para A y b: dim(A) = 200 x 200, dim(b) =200 x 1.

2. Al comienzo de este capitulo se ha indicado que la matriz A es cuadrada e

wnvertible; es decir, que aunque el programa podria generar una matriz cuyos
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elementos son todos cero, este caso es muy poco probable y ademds no tendria

sentido resolver dicho problema.



Capitulo 2

El nimero de condicion en el error

relativo

2.1. El niimero de condicion como error relativo

A partir de este momento, nos restringimos al estudio del nimero de condicién y
de la estabilidad a problemas definidos por una funcién f que va de un conjunto real
a otro, ambos de dimensiéon uno. Comprobamos también la existencia de una funcién

distancia tanto en el dominio como en el codominio de f, definida como sigue:

Definicién 2.1.1. (Funcion distancia). Dado un subconjunto D C R, la aplicacion

distp : D x D — [0, 00] es una funcién distancia si:
(1) dist(a,b) =0 <= a =0,
(17) es simétrica: dist(a,b) = dist(b,a) Va,b € D,
(1i1) cumple la desigualdad triangular: dist(a,c) < dist(a,b) + dist(b,c) Ya,b,c € D.
Ahora podemos definir el niimero de condicién:

Definicién 2.1.2. (Numero de condicion). Dada una funcion f : S — T, donde
S CRyT C R y dos funciones distancia dists y distr definidas sobre S y T
respectivamente, el nimero de condicién k(f,x) de f en x € S es:

k(f,z) =lim sup distr(f(x), f(y))

0 yes, o<dists(wy)<e  dists(T,y)

€ [0, oo]. (2.1)

Si x es un punto aislado en la topologia de S, entonces se tiene k(f,x) = 0.

En la definicién, el limite superior siempre estara definido, ya que oo es valido como

resultado.

11
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Con el nimero de condiciéon medimos cuanto cambia el resultado de un problema,
f(x) comparado con f(y), al hacer pequenas variaciones en los datos de entrada, x
e y. Por ello, cuanto mas pequeno sea el nimero de condicién, mas exacto serd el
resultado del problema. Y viceversa, cuanto mayor sea el niumero de condicién, mayor
sera la diferencia entre el dato obtenido y el real, y por tanto peor sera el resultado

que genere.
Se define también £ = 1 + k que sera utilizado mas adelante.

Una de las propiedades mas importantes del nimero de condicién es que se trata
de un nvariante geométrico; es decir, que depende tinicamente de la funcion f, pero
no del algoritmo usado para realizar los calculos. Si que se puede decir que hay una

dependencia explicita en la eleccion de las funciones distg vy disty.

Los lemas y proposiciones de este capitulo estan por lo general obtenidos,

particularizando al caso unidimensional, los resultados de [2].
El nimero de condicién también satisface:

Lema 2.1.3. Si f = go h es una composicion de funciones, entonces
R(f,x) < E(g, h(2))E(h, 7) (2.2)

Demostracion. Sean h : S — R, g : T — R tales que h(S) C 7" C R. Tomamos un
x € S tal que k(h,x), (g, h(z)) < co. Entonces, para todo ¢ € (0,1), existen €', € > 0

tales que:
,9(2))

, 2

dist(g(h(z))
sup ;
z€T, 0<dist(h(z),z)<e d’lSt(h(iU) )
dist(h(z), h(y))

sup . < k(h,z)+¢€
yes, o<dist(@y)<e  dist(x,y)

< kg, h(z)) + 0, y

Notemos que €', e > 0 existen siempre por cémo estén definidas las funciones k(h, x) y

k(g,h(z)), y ademds podemos elegir estos pardametros de manera que € < e < § < 1.
/

€
Por lo tanto, para y € S,y 0 < dist(z,y) < g e tiene:

R(h,x)

dist(h(x),h(y)) < (k(h,z) + €) dist(x,y) < Me’

2k (h, )
Esto implica que
dist(g(h(z)), g(h(y))) < (k(g, h(z)) + 6) dist(h(z), h(y))
< (k(g, h(z)) + 0)(k(h,x) + €) dist(z,y)

En consecuencia, hemos probado que

¢ dist(f(x), f(y))
wlhr) | dist(x,y)

0 < dist(z,y) < < (r(g, h(x)) + 0)(k(h, ) + €),
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Que es lo mismo que: (f,z) < (k(g, h(z)) + 0)(k(h,z) + €). Como hemos definido al
principio que era vélido Vo € (0,1) de manera directa se obtiene la desigualdad 2.2
que queriamos demostrar.

Por tltimo, se anade que 2.2 es valida también para k(h,z) = co o para &(g, h(z)) =
00, ya que &(g, h(x)) > 1y i&(h,z) > 1. O

La eleccion de la funcién dist en la definicién 2.1.2 depende del tipo de problema
que queramos resolver. En la rama matematica de la aritmética real, se sustituyen
las grandes operaciones entre niimeros reales por operaciones en coma flotante, lo que
deriva en pequenos errores relativos. Por esta razon, a partir de ahora se va a tomar
una métrica que mida estos errores.

Lo que se suele conocer como error relativo en andlisis numérico viene dado por:
|z — |

]

esta formulacién no define una métrica en R ya que las propiedades de simetria y la

, donde ¥ € R es una aproximacién y z € R es el valor exacto (real). Pero

desigualdad triangular, descritas al comienzo de este capitulo, no siempre se cumplen
en este espacio. Por tanto, debemos utilizar otro tipo de métrica, y esta sera la métrica

del error relativo .

J.D. Pryce [19], a mediados de los anos 80, fue quien presenté esta nueva métrica
tras haberse basado en los estudios realizados unos anos antes por Frank W.J. Olver
[17]. Dicha métrica define una distancia en R determinada por la longitud de la curva
mas corta que une los puntos x e y, tomando como longitud de curva la dada por la

métrica de Riemman, descrita en la Definicion 2.1.5.

La métrica Riemannniana [9] funciona del siguiente modo: sea f una funcién
derivable y continua en el intervalo [x,y] se calcula la distancia entre z e y como
la longitud del arco que une f(x) con f(y) mediante la integral fzy |/ (t)|dt, siendo «
una parametrizacion de la curva que une x e y. Como trabajamos todo el tiempo en el
espacio de los niimeros reales, toda curva que tomemos serd regular y simple, lo que
permite afirmar que la parametrizacién que escojamos no depende en absoluto de la

curva.
Observacién 2.1.4.

1. Se hace notar que existe un caso general en la teoria de Riemann sobre el estudio
de la geometria en variedades diferenciales de dimension n. Sin embargo, excede
de los conocimientos requeridos para la comprension de esta tarea y por ello no

vamos a profundizar mds.

2. De hecho, la métrica coordenada a coordenada se puede definir en R? para
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cualquier d > 1. Pero se ha restringido el estudio de este trabajo a R por ser, de

otra manera, demasiado extenso.

La métrica del error relativo induce una topologia algo peculiar, como vemos en la

siguiente definicion:

Definicién 2.1.5. (Métrica del error relativo). La topologia asociada a la métrica del
error relativo en R estd definida por 3 componentes conexas U; en R. La componente
Uy contiene un unico punto: {0}, mientras que Uy y Uy contendrdn a los intervalos
(—00,0), (0,+00) respectivamente, dependiendo del signo del nimero real al que estén
asociados.

La norma en R viene definida por |z|, x € R y la distancia entre dos puntos x ey es:
o dist(x,y) =0 si =y,

o dist(x,y) =00 si sign(zx) # sign(y),

o dist(x,y) = /1 |2 — Y|tz 1ty dt = /1 ] dt = ‘log 93‘ en otro caso
) — —Yltx —t - - - .
0 T e (U= )] y

Asi, esta definicién de funcién distancia satisface todas las condiciones expuestas al

comienzo de este capitulo, incluyendo la desigualdad triangular 2.1.1.

Al tener definida dicha métrica en R, esta definicion de distancia no es mas que la
medida de la recta que une dos puntos, que es un caso muy sencillo de lo que en Teoria
global de superficies se llama geodésica; es decir, la curva de menor longitud que une

dichos puntos. Asi que el siguiente lema nos puede servir de ayuda.

Lema 2.1.6. Sea f : S — R la funcion de la definicion 2.1.2. Sean x,y € S y sea
v(t) C S el segmento que une x ey, y supongamos que cumple k(f,t) < C Vt € ~,
para algun C' € R. Entonces:

dist(f(x), f(y)) < C dist(z,y)

Observacién 2.1.7. La funcion [ va a ser siempre continua en las condiciones del
Lema 2.1.6, ya que al pedir que x(f,t) < C Vt € v, C € R no tomamos en ningin

caso K(f,t) = oo y; por tanto, si x — y implica que f(x) — f(y).

Demostracion Lema 2.1.6. Sea v : [0,d] — R el segmento anterior que cumple
dist(y(a),v(b)) = b—a para 0 < a < b < dy sea ¢(t) = dist(f(x), f(~(t))) que

es continua porque £(f,t) < co. Dado § > 0, construimos el conjunto:
S={t:¢(t) < (C+0)t} C[0,d]

e identificamos o = sup S, que existe por el axioma del supremo y ademas o € S por

ser S un conjunto cerrado.
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Supongamos que o < d, entonces Ve > 0 suficientemente pequeno se cumple

¢(0 +€) < ¢(0) + dist(f(7(0)), f(7v(0 +€)))

y de la definicién de S se obtiene directamente, ¢(0) < (C' + §)o.

Para la segunda parte de la desigualdad tomamos € > 0, teniendo

dist(f(1(0)). f(1(0+0) < (O+2 )dist(3(0).1(0+0)) = (C+2 ) (o-+e—0) < (C+)e

En consecuencia, para un e suficientemente pequeno, ¢(o +¢€) < (C'+)(o + €) y esto
implicaria que t = 0 + € € S lo que contradice la definicién de o como supremo. Por

lo tanto, se concluye que o = d, lo que prueba el lema. O

Teniendo en cuenta la definicion anterior, se va a concretar una férmula sencilla

para el niimero de condicién en caso de que la funcién sea derivable.

Proposicién 2.1.8. (El nimero de condicion del error relativo ). Sea f : R — R una
aplicacion derivable y sean U; los componentes de la definicion 2.1.5. Sea k(f,x) el
numero de condicion descrito en la definicion 2.1.2 con la métrica del error relativo

en el dominio y el codominio. Entonces:

(1) si existe un entorno abierto N, tal que f(N,) estd contenido en una componente
conexa de R, entonces

()]
|f ()]

af @) =[] - (2.3)

(19) en otro caso K(f,x)= 00

Demostracion. Sea f la aplicacién de la proposicién y sean z,y € R\ {0}. Calculamos:

log 7W)
k(f,x) = lim dzst(f(y),f(x)) = limﬂ _ 0 (Indeterminacién)
y—z  dist(y, ) ¥ Jog Y 0
x
Aplicamos L’Hopital respecto de y
f'(y)
i L) _ S0
yoo 1 f(z)
Y
y anadimos valores absolutos
‘f’(y) ‘
i W )x f (x))
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Pero, que y tienda a z es lo mismo que decir que la distancia entre z e y es nula. Por

tanto se puede escribir también como

f’(y)‘
tm LW :’ﬂ?'f’(@)
dist(zy)»0 1 f(x)
|yl

Luego, aplicando la definicién de limite, dado un § > 0, de > 0 tal que dist(z,y) <€

flz) ‘x : f’(x)‘ _5
| log Q| f(x)
x
Es decir,
f(y)
‘ log ‘ ,
lim sup f(yx) _‘x f(a:)‘ =0
=0 dist(z,y)<e | log = f(l‘)
x
quedando
| log f() |
L f!
k(f,x) = h’r% sup fgf) = ’x / (:v)‘
=0 dist(z,y)<e | log E| f(l‘)
como queriamos demostrar. O

A continuacion, se destacan algunos casos particulares derivados de la férmula 2.3:
Observacién 2.1.9.
Sz =0 = k(f,z) =0 sin importar el valor de f'(x) ni de f(z).
«Siz#0y f'(x) =0 en una bola abierta de v = k(f,z) = 0.
. Six#0, f(x) =0, pero f'(x) no es constantemente igual a0 en una bola abierta
de centro v => k(f,x) =00 incluso si f'(x) = 0.

Para finalizar, se calculan los nimeros de condicién de algunas funciones utilizando

la Proposiciéon 2.1.8.

Ejemplos 2.1.10.

1. f(x) = x?
lz| - |22 227
’%(faw) ‘;C2’ ? =2 Vx
2. f(x)=x3+1

B || - |3x2\ B 3|x3| B a € [0,3) si x € R\ {00}
3 $T T — 00
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3. f(x) =¢€*
x|-|e*
f.) = 0 < Jal € 0
4. f(x) = cos(x)
k(f,x) = [2-| = sen(2)] = |2 - sen(z) Vamos a ver los diferentes casos:
|cos(z)| |cos(x)]
- St x=2kr para k€Z entonces k(f,x)=0
2+ k
- Sir = ngkﬁ para k € Z entonces k(f,x) = W/% =00

- Si x es distinto a cualquiera de los valores anteriores, entonces k(f,x) €
(0, ]






Capitulo 3

Modelo computacional de

algoritmos numéricos

De manera informal, se conoce un algoritmo como una secuencia de instrucciones
(operaciones definidas, ordenadas y finitas) programables en cualquier lenguaje de
programacion, como C, Matlab o Python. Sin embargo, la definiciéon formal que se va
a tomar en este trabajo es la del modelo BSS propuesto por Leonore Blum, Michael
Shub y Stephen Smale [3] y més tarde desarrollado por esos académicos junto a Felipe
Cucker [8] en 1998 [4]. En su libro, los autores tienen como objetivo desarrollar una base
mas solida para los modelos de computacion en matematica discreta. Declaran que los
modelos clasicos, como por ejemplo la maquina de Turing, no son del todo adecuados
para la realizacion de calculos en problemas de algunas areas de la computacion. Esto
se debe a que el arquetipo utilizado hasta entonces tenia una base binaria con un
limite muy ajustado de bits que podian ser guardados para cada célculo . En cambio,
el modelo Blum-Shub-Smale, basado en el modelo de la méquina de Turing, permitia
la computacién exacta de nimeros reales. Es por esto que la maquina BSS es también

conocida como “la mdquina de Turing de nimeros reales ”.

3.1. Aritmética en coma flotante estandar

Un sistema numérico en coma flotante F C R con base 2, es un subconjunto de

numeros reales de la forma

+m - 2¢7¢

!Naturalmente, este limite sigue existiendo en la actualidad, pero es mucho més grande.

19
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donde t € Z, t > 2 es la precision 'y e € Z, epmin < € < €nae €sta acotado. Es maés,
la mantisa (la parte decimal) m € Z puede ser 0 o satisfacer 271 < m < 2! — 1,
asegurando una representacion tnica de un valor real. Dicho con otras palabras, z € F
six =0o0sizesdelaformaz = +2°-[0.a;...a> para e en un cierto rango de

valores, v ai,...,a; € {0,1}, a; # 0. La unidad de redondeo es u = 27",

Para conseguir una teoria que sea lo suficientemente versatil como para poder
probar teoremas con ella, lo primero que se debe hacer es ampliar las cotas de e.
En consecuencia, desde ahora tomaremos €,,;, = —00 V €4 = +00, definiendo un
sistema de coma flotante cuya unidad de redondeo puede ser u o la precision t. A este

nuevo sistema lo denotaremos por FF,.

Definimos la aplicacién fl, : R — F,, que lleva x € R al valor de F, que mas se le
aproxima en valor absoluto. Dicha aplicacion estara siempre definida para 0 < u < }1.

Con esta definicion, podemos afirmar que se cumplen:

VzeR, fl,(x) eF,.

. VzeR, fl,(r) =x(1+6) para algin real |§] < u.

NVaxel,, fl,(z)==x

VazeR, fl,(—x)=—fl,(x).

sid <uy flu(z) =2, = x = fly(v).

csiz,y ERy o<y, = flu(z) < flu(y).

. Toda operacién * € {+g, —r, ‘r, +Rr}, tiene su operacién correspondiente en coma
flotante definida como: % : F, x F, — F,, tal que Vz,y € [, se verifica:
(x % y) = (z*xy)(1 4+ J) para algin niimero real |0| < u,
con la tnica excepcién de que una division entre cero genera un resultado de

NaN o =+ 0.

3.2. El modelo de computaciéon BSS

Una méquina BSS M (7,0, S, G) [10], en base canénica, se compone por un espacio
de entrada I, un espacio de salida O, un espacio de estado S y un grafo dirigido, conexo
y finito G = (V, E) donde V son los nodos y E las aristas. El espacio de estado, S, se

puede entender como una “memoria interna” que puede crecer a placer: un elemento
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5 € S es una secuencia bi-infinita de nimeros reales (..., 2,5 1, So, 51, S2, -..) donde

todos son igual a 0 excepto un ntimero finito de ellos.

Los nodos v € V' estan enumerados de 0 a N y cada uno esta ligado a una cierta
instrucciéon del programa; es decir, existen N + 1 nodos o instrucciones. Estos nodos

pueden ser de 5 tipos, que a su vez describen el funcionamiento de la maquina:

1. Entrada o Input : Este nodo es tnico y se encarga de guardar la informacion
de entrada de la maquina. No tiene ninguna arista de llegada y solamente una
arista de salida. Su funcién es coger los datos de entrada i € I y mandarlos a un

nodo de estado § € S.

2. Salida u Output : Es el inico nodo sin aristas de salida, inicamente tiene aristas
de entrada. Cuando este nodo es alcanzado, el programa termina y la informacién
de estado 5 € S que ha llegado del nodo anterior, pasa a ser la informacién de

salida o € O.

3. Computacion : Este tipo de nodo tiene exactamente una arista de salida y se
ocupa de ejecutar una operacién en el estado § € S en el que se encuentra
en ese momento transformandolo en otro distinto § € S . Con operacién nos
podemos referir a una de las siguientes acciones: ejecutar una operacion basica
{+,—, x,/} ados elementos de 5, copiar un nimero en otro lugar de la memoria
o anadir una constante interna de la maquina. Todas las operaciones producen

resultados exactos.

4. Ramificacion o Branch : Estos tienen dos aristas de salida. Si sy > 0 del estado
en el que se encuentra, entonces la informacion toma la primera arista de salida;

en otro caso, toma la segunda.

5. “El quinto nodo” : Se ocupan de trasladar los componentes del espacio de estado
S. Todos los elementos de 5 = (...,5_2,5_1, 80, 51, 52, ...) se desplazan un lugar

hacia la izquierda o hacia la derecha.
Veamos un ejemplo de cémo funcionaria una maquina BSS.

Ejemplo 3.2.1. Como se ha comentado anteriormente, se numeran los nodos de
0 a N, siendo vg € V el nodo de entrada. Sea N' € N, los nodos de salida
Seran: UVni1, UN+2, UN43, ---, Unan7- Bl resto de nodos son numerados de 1 a N. A la
secuencia de estados (0,vg,5(0)), (1,v;,,8(1)),... se le llama “secuencia de estados
de computacion exvacta” de entrada i si los datos de entrada son s(0) = i; y cada
(j,vi;,8(7)) € (Nx V x S) tal que (vg,v;,) € E, (v1,,01

escoge la ramificacion correcta. En los nodos de ramificacion es posible tomar uno

€ FE Vj. Entonces se

1)
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de los dos caminos de salida, lo cual se puede entender como una instruccion de
“si no se cumple cierta condicion, ve a la linea k”. Esto permite que haya bucles
y condicionales en el grafo. El programa termina para los datos de entrada i si su
secuencia de estado de computacion exacta asociada es finita. El quinto nodo es wtil
para acceder a una posicion arbitraria de la secuencia; es decir, pensando en S como
una memoria interna de la mdquina y en sus elementos s como una coleccion finita de
variables con algiun valor asignado, el quinto nodo nos permite disponer de cualquier

variable de la memoria.

Podemos describir el funcionamiento de una mdquina BSS o bien de una forma
grdfica, representando el grafo de computacion G del programa o bien mediante un
pseudocodigo adecuado que permita, por ejemplo, el computo exacto de funciones
racionales con nimeros reales. Otras funciones como \/x, logx o sinx no pueden
describirse en un solo pseudocodigo, sino que necesitan subalgoritmos implementados

aparte.

Aun asi, no se puede asequrar que una mdquina BSS pueda finalizar sus computos
con cualquier informacion de entrada que le suministremos; asi como tampoco se
puede garantizar que el tiempo de ejecucion vaya a estar acotado por alguna constante

independiente del input.

Observacion 3.2.2. De hecho, son en estas dos cuestiones anteriores en las que se
ha invertido mucho tiempo y esfuerzo a la hora de estudiar las mdquinas BSS. No
van a ser tratadas en este trabajo, pero hay que tener presente que una mdquina de
computacion no es una funcion definida en I porque puede que no se obtenga ningin
resultado de salida para algun input; es decir, que el programa siga ejecutdndose de
manera infinita. Por ello, al conjunto de puntos Q C I los cuales van a generar un
output cuando se introduzcan en la mdquina se le conoce como halting set (en espariol
conjunto de parada) porque va a interrumpir el programa en un nimero finito de

calculos obteniendo un resultado.

También debemos tener en cuenta que el resultado obtenido en un calculo puede no
estar definido para algunos valores del input debido a la aparicién de una division entre
0. Para que esto no ocurra, antes de un nodo de computacién, se incluye un nodo de
ramificacién que revisa si hay algin valor con denominador nulo. Si encuentra alguno,
la maquina repite el computo de ese nodo infinitamente para no obtener ningtin output

para ese input.

Una de las principales caracteristicas innovadoras del modelo Blum-Shub-Smale a

diferencia del antiguo modelo utilizado en las méquinas de Turing, es que en el primero
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se realizan calculos con nimeros reales exactos almacenados (de manera arbitraria) en
una memoria RAM con precision “infinita”, mientras que en la segunda se utiliza un
lenguaje binario (y por tanto, finito). Es por este motivo que algunos cientificos critican
este modelo computacional, al no ser del todo correcto en cuanto a la “precision” en
los resultados [14]. Aun asi, estd claro que ambos modelos tienen limites en cuanto al

nimero de operaciones y representaciones de niimeros reales.

En concreto, pongamos el caso mencionado anteriormente en el que obtenemos
un dato igual a 0. En coma flotante, dicho nimero podria estar representado, si es
por ejemplo el resultado de un calculo, como 1 x 2752 mientras que en el modelo
BSS tendriamos un cero redondo. Esto lleva a que en sucesivas operaciones, con el
segundo de los valores tengamos un bucle infinito que no produce ningin dato de
salida, mientras que con el otro si obtendriamos un output el cual no seria acertado.
Asi, el conjunto de parada de una méquina puede cambiar si hablamos de una maquina

BSS o de su version en coma flotante.

3.2.1. Calculos aproximados

El analisis numérico estudia el comportamiento de los algoritmos cuando se dan
errores de redondeo causados, entre otras cosas, por la representacion aritmética en
coma flotante. Recientemente [15] [8], el modelo BSS ha sido utilizado para formalizar
conceptos intuitivos que surgen en el estudio de algoritmos desde un enfoque de
aproximaciones computacionales. Lo que se hace es definir un algoritmo numeérico
como el cédigo de una maquina BSS cuyos cédlculos son ejecutados de forma exacta,

anadiéndole su parte en coma flotante.

Definicién 3.2.3. (Computacion aprozimada fuerte). [15] Sea M(I,0,S,G) una
maquina BSS y sea 0 < u < 1 una unidad de redondeo o, también llamado, epsilon
maquina. La u—computacion fuerte de M en i € I es exactamente la secuencia de
computacion (j,vi;,8(j)) que se obtiene de la mdquina BSS M*“(I,0, S8, G), con G el

grafo obtenido a partir de G sustituyendo:
e operaciones de nimeros reales T *y , con * € {+gr, —R, 'R, *R}»
por su parte en coma flotante T % y
e constantes ¢ € R por fl,(c), y
e datos de entrada o de salida x € R por fl,(x)

Para cualquier valor de precision t > 2 (equivalentemente u < }L) la mdquina M™ tiene
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acceso a w y at como constantes internas, lo que significa que los datos de entrada
serdn (i,u,t). El conjunto de parada Q* estd formado por todos los inputs para los
que la u—computacion fuerte termina. Si i € QY el valor de salida es M"(i) de la
u— computacion fuerte. Ast, podemos describir M™ como una funcién M* : Q% — O;

y M"™ es un algoritmo numérico.

Ejemplo 3.2.4. Vamos a ilustrar el método de Newton para f(x) = 2*> —2 =0 con el
modelo BSS.
El método de Newton es un algoritmo iterativo que sirve para encontrar aproxrimaciones

de los ceros de una funcion a partir de un valor conocido “lo suficientemente cercano”

. T
a estos. f(x) : Tpy1 = Ty f(z) es el algoritmo que sigue, donde f'(x) denota la

~ fl(2)

derivada de f(z).

ALGORITMO Newton

Variables: dato_inicial (x_0),
tolerancia (107-6),
cant max de iteraciones (N)

PASO 1: tomamos i=1

PASO 2: mientras i<=N seguimos los PASOS 3 a 5

PASO 3: hacer x = x_0 - (y(x_0)/z(x_0))

PASO 4: si |x-x_0@| < 10~-6 entonces mostrar
"Se ha encontrado solucién: x"
PARAR

PASO 5: sino x =x_ 0y i= i+l

If 1x2 - 2 < 10 FIN Si

FIN Mientras

PASO 6: (i > N) "No se ha encontrado solucién"
PARAR

Output  FIN ALGORITMO

(a) Esquema método de Newton (b) Pseudocédigo método de Newton

Figura 3.1: Funcionamiento del método de Newton en una maquina BSS, representado

de forma gréafica y acompanado del pseudocédigo del mismo.

Como se puede ver en las Figuras 3.1a y 3.1b, el método toma un valor aproximado
inictal xo, que es suministrado por el usuario, y calcula el valor tanto de la funcion
f(zo) = y como de la derwada f'(xg) = z. A continuacion aplica el algoritmo y
comprueba si es lo “suficientemente bueno” como para mostrarlo como solucion. Esto
lo hace calculando la distancia entre el dato obtenido: x y la “solucion exacta”: 0.
No obstante, aceptamos wvalores muy cercanos a cero, que es lo que representa la

tolerancia 1075, Si esta operacion ofrece un valor menor que dicha tolerancia, entonces
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el algoritmo se detiene y se obtiene la solucion. Sin embargo, si considera que ain no
es lo suficientemente bueno como para tomarla como solucion, el algoritmo vuelve a
comenzar utilizando el valor obtenido x como nuevo dato de entrada xo. Esto lo repite
el nimero de veces que uno decida introducir en el programa, dependiendo del nivel
de precision que se quiera obtener o, en el caso en el que el algoritmo entre en bucle

causado por una division entre 0, pueda finalizar ofreciendo una respuesta de NaN .






Capitulo 4

Un modelo formal para la

estabilidad numeérica

En este capitulo, siguiendo [2], vamos a explicar qué quiere decir que un algoritmo

calcule una funcién matematica.

Es bien conocido por todos el Algoritmo de Fuclides, el cual permite calcular el
maximo comun divisor de dos niimeros enteros en un ntmero finito de pasos. En este
caso, al igual que muchos otros, el resultado obtenido al aplicar dicho algoritmo es
la solucién correcta (exacta). Sin embargo, existen otros algoritmos que, debido a la
naturaleza de los datos introducidos, no nos proporcionan la respuesta exacta, pero
sf una que es lo “suficientemente buena” como para tomarla como soluciéon. Tenemos
por ejemplo el algoritmo que calcula la raiz cuadrada de un nimero real cualquiera:
V/x. Para algunos valores de z, esta funcién obtiene el resultado exacto. Ahora bien,
si introducimos por ejemplo z = 2 obtenemos un resultado aproximado a lo que seria
la solucién real (que sabemos es un numero irracional). Pues bien, lo que vamos a
estudiar son las condiciones bajo las cudles podemos decir que un algoritmo nos va a

proporcionar un resultado “aceptable”.

Se va a tomar una maquina BSS que tratard de implementar una funcién f mediante
una equivalente f . Al output, de haberlo, lo llamaremos f“(x) siendo x el input. Lo
que va a tratar de hacer este programa es aproximar una funcién f realizando los

calculos en [F,,.

El concepto de estabilidad se introdujo con el fin de clasificar los algoritmos

numéricos f* segin si consiguen implementar y con qué grado de exactitud una funcién

f.

27
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4.1. Estabilidad hacia atras

Decimos que un algoritmo es estable hacia atras si dado un error de redondeo, se
consigue la solucién exacta para un valor de entrada lo suficientemente cerca del valor

real.

Definicién 4.1.1. Sea f : R — R una funcion y f una mdquina BSS. Entonces, f
es un algoritmo estable hacia atras de f si existen constantes a,b € R\ {0} tales

que Vx € R,
1 N
0<u< . = J y tal que f“(z) = f(y) A dist(z,y) < bu (4.1)

En particular, los datos de salida deben poder ser generados para cualquier valor de x

y de u en ese rango.

4.2. Estabilidad mixta

Decimos que un algoritmo es estable mixto si con un error de redondeo dado, se
consigue un resultado lo suficientemente cerca del resultado real para un valor de

entrada lo suficientemente cerca del valor original.

Definicién 4.2.1. Sea f : R — R una funcion y f una mdquina BSS. Entonces, f
es un algoritmo de estabilidad mixta de f si existen constantes a,b,c € R\ {0}

tales que Vx € R,
1 .
0<u< " —> J y tal que dist(f“(z), f(y)) <bu A dist(z,y) < cu (4.2)

En particular, los datos de salida deben poder ser generados para cualquier valor de x

y de u en ese rango.

4.3. Estabilidad hacia adelante

Decimos que un algoritmo es estable hacia adelante si con un error de redondeo
dado, se consigue un resultado lo suficientemente cerca del resultado real para los

valores de entrada exactos.

Definicién 4.3.1. Sea f : R — R una funcion y f una mdquina BSS. Entonces, f

es un algoritmo estable hacia adelante de f si existe una constante a € R\ {0} tal
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que o bien Vx € R,

0<u< m — dist(f*(z), f(z)) < ai(f,z)u (4.3)
0, equivalentemente, se tiene Vx € R y Ve € [0, 1],
0<u< m — dist(f*(2), f(z)) < ¢ (4.4)

En particular, los datos de salida deben poder ser generados para cualquier valor de x
y de u en ese rango. Si k(f,x) = 0o, entonces todas las implicaciones anteriores se
cumplen automdticamente y dicho algoritmo estable hacia adelante puede generar un

output cualquiera o no computarse y no generar ninguno, para u # 0.

Observacién 4.3.2. Como se ha senalado, las dos condiciones de la Definicion 4.3.1,
son equivalentes. El motivo de mencionar ambas es que mas adelante nos serd wutil
utilizar una u otra, dependiendo de lo que queramos demostrar. La condicion 4.3 nos
dice que dada una unidad de redondeo u lo suficientemente pequena, un algoritmo
estable hacia adelante nos garantiza una cierta precision; mientras que 4.4 se refiere a
que para una cierta precision requerida €, se puede encontrar una unidad de redondeo

tal que un algoritmo estable hacia adelante alcance la precision exigida.

Observacién 4.3.3. Se recalca también que el motivo de utilizar k en la definicion
4.3.1 es porque en algunos problemas, el nimero de condicion k puede ser igual a 0 o
a un numero muy pequeno, asi pues, pedirle al error que se ajuste a estos valores es

algo poco realista.
Ejemplos 4.3.4.

o f(x)=x?

Sea f(x) =x-x el algoritmo que vamos a computar. Vamos a comprobar si es
estable hacia adelante.

Sea fl,(x) = (1 + 0)x la representacion de x en coma flotante para un |0| < u,
donde v es la unidad de redondeo descrita en el capitulo 3.

Escribimos f(:p) = flu(2) % flu(z) = (14+0)z-(148)z-(146) = (140)%-22-(1+6)
para un |6 < u = f(z) = (1 +§)3 - 2% con |§\ < u.

Ahora calculamos el condicionamiento: k(f) = 14 |x|- % =1+4|z| ‘ o
Y vemos si se cumple 4.3; es decir, si existe un a tal que 0 < u < ;—3 —

(1+ 5)3 - x?

22
Por ejemplo, para a = 3 las desigualdades se cumplen y por tanto se concluye

2
2y

log <a-u-3= \log(l—i—g)] < a-u, loque se cumple si 2u < u-a.

que f es un algoritmo estable hacia adelante para f.

1
En el dltimo cdlculo se ha utilizado la propiedad: |log(1+ §)| < 2|4, |6] < 3
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o flx)=x*+1

Sea f(x) =x-x-x+1 el algoritmo que se va a computar. Vamos a comprobar si es
estable hacia adelante. La notacion es exactamente la misma que en el ejemplo
anterior.

Sea fl,(x) = (1+0)x para un |0] < u.

Escribimos f(z) = flu(z) % fl,(z) % fl(z) + 1 = (A+8)z-(L+6)z-(1+
Oz +1)-(1+ 0) para un |8 < u. Entonces, f(z) = (14632 +1)(1+ +0) =
(1+ g)4x3 +(1+9), \5:] < u. Que podemos poner como f(x) = (1+6)*(a® + 1),

con 6| < u.
3 2
Ahora calculamos el condicionamiento de f(x): &(f) = 1+ |z| - | |3f_|1| —
x

422 + 1] . j2® + 1] (1+0)'(«® + 1)
—0. Y Ja:0<u< —— = |1
1] vemos si Ja u < o425+ 1] og o

—|4x3 + 1] aooo $\4 . . ,

: 23 1+ 1] — 4d-a-u=|log(1+d)* <4-a-ulo que viene implicado por

4-2-u<4-a-u.
Y por ejemplo, para a = 3 las desigualdades se cumplen; pudiendo concluir que

f es un algoritmo estable hacia adelante para f.

Para finalizar este capitulo, vamos a mostrar un ejemplo de un algoritmo a simple

vista muy sencillo que matematicamente funciona, pero que no cumple la definiciéon

de estabilidad.

Ejemplo 4.3.5.

o f(x)=

Sea f(x) = (x +1) — 1 el algoritmo que se va a computar. Utilizando la misma
notacion que en los ejemplos anteriores vamos a probar que este algoritmo no es
estable.

Sea fl,(x) = (14 0)x para un |0] < u.

Escribimos f(z) = (flo(z) + 1) = 1 = ((m +6) + 1) (1+6) — 1)(1 + 63)
para |61], 02|, |03] < w. Entonces (x + x6y + 1+ x65 + 6,05 + 02 — 1) (1 4 03) =
T 4 261 + oo + 9109 + 09 + 13 + 0103 + 10203 + 110203 + 6203 Y si sacamos
factor comin a la x:

; Sy + 020
F(@) =2 (1481 4 0y + 85 + 6185 + 8105 + 8205 + 615205 + M)

. Calculamos

1
el condicionamiento de f(x) : R(f) = 1+ |z| - —
) ]

, 1 flx))
da:0<u S —2 — lOgT —log‘(l—l—(ﬁ—1—52—1—53—1—5152—1—5153—1—52(53—1—

a
5y + 020 | |
010203 + ———22)| < 2-a-u. Sin embargo, se puede ver que dado cualquier “a”,
T

= 2. Y nos preguntamos si

stempre vamos a poder encontrar un x > 0 lo suficientemente pequeno como para
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que la desigualdad no se cumpla. Es por esto que este algoritmo no es estable.
De hecho, hemos calculado los errores de este algoritmo con ayuda de MATLAB

obteniendo la siguiente grdfica.

=10

Figura 4.1: Gréfico de errores de f(z)

En la Figura 4.1 hemos representado el error absoluto entre el wvalor real del
=107 para 1 < i < 14 y el valor del algoritmo f(z) = (z + 1) — 1. Como
vemos, cuando la x no tiene un valor demasiado pequeno, el error es nulo; es
decir, el algoritmo calcula bien la solucion para esos valores de x. Sin embargo,
llega a un punto en el que en la practica, el valor de f(:L') alcanza el 0, lo que
provoca una division que hace que el error tienda a infinito (en la grdfica sucede

cuando tenemos valores inferiores a 10711).

Observaciéon 4.3.6. En el ejemplo anterior, podria suceder que 0s,03 fuesen 0, con
lo que si se cumpliria la definicion de estabilidad para todo x, pero es una posibilidad

infima que no es realista en la prdactica.






Capitulo 5

Estabilidad de algoritmos
numeéricos para problemas

manejables

En este capitulo, se van a tratar varios conceptos nuevos. El primero es el de
problema computacional manejable. Esto es, un tipo de funcién que admite un
crecimiento no uniforme y acotado de su niimero de condicién y que a su vez tiene un
buen comportamiento cerca de los limites de su dominio. Segundo, se va a definir una
condicion de compatibilidad que permite asegurar que la composicién de dos funciones
manejables g y h, g o h es manejable. Por ultimo, probaremos el teorema principal de

esta seccion: El Teorema de Composicion.

Este capitulo reproduce los resultados principales de [2] vistos para una variable.

5.1. Problemas manejables

El objetivo de este trabajo es propiciar que la composiciéon de dos algoritmos
numéricos estables resulte en un nuevo algoritmo también estable. Vamos a comenzar
tomando dos funciones g, h que puedan ser compuestas. A la hora de llevar a cabo esta

composicion de funciones estables hacia adelante podemos toparnos con 2 obstaculos:
= Que el nimero de condiciéon de g o de h crezca incontrolablemente.

» Que el maximo entre los nimeros de condicién de (g, h(x)) y de k(h,x) sea

considerablemente mayor que el de k(g o h, ).

La idea principal de la “manejabilidad” de funciones es la de prevenir el primer

33
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inconveniente. Este supone que la informaciéon proporcionada por el nimero de
condicion no sea util; es decir, no aporte limites razonables para cambios en la entrada
de datos muy pequenos. El segundo obstaculo trata de la inestabilidad del método
de “minimos cuadrados” para resolver el problema Ax = b expuesto en el capitulo
1. Este punto fue incluso aprovechado en [16] para probar la inestabilidad hacia
adelante de algunos métodos para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales y en
[1] para demostrar la inestabilidad hacia adelante en algunos métodos para el calculo

de descomposiciones de tensores segiin su rango.

Definicién 5.1.1. (Funcién manejable). Una funcion f : R — R se dice que es

manejable si existe una constante a € R que cumple:

D.1. Para todo x € S C R, la bola

B, = {y e R : dist(x,y) < m}

estd contenida en S.
D.2. Para todo y € B, se tiene R(f,y) < a-k(f,z).

Para todos los puntos x € S tales que &(f, x) = 0o, las condiciones de la definicién se
cumplen directamente. Por lo tanto, es necesario probar la manejabilidad iinicamente

de los puntos z en los que &(f,x) es finito.

El siguiente lema nos puede ser de ayuda a la hora de identificar si una funcién es

o no manejable.

Lema 5.1.2. Dada una funcion manejable f : S C R — R, supongamos que existe

una constante a € R que cumple las siguientes condiciones:
(1) Sea (xg,x1,x2,...) C S una secuencia tal que
dist(z;,05UT') — 0
donde 0S es el borde de S yI' = {x € S : k(f,z) = co}. Entonces k(f,x;) — 0.

(11) Sea V= S\T, el conjunto formado por los puntos cuyo nimero de condicion es
finito, y sea Ky : V — R definida como ks(x) = &(f,x). El nimero de condicion
de k¢ cumple:

k(kp,x) < —k(f,x), Vz el (5.1)

>

Entonces f es manejable.

Demostracion. Sea x € S C R cualquiera, &(f,z) < oo y sea y € B,. Sea 7(t) :
1

[0,d] — R la recta que une x e y, donde d = dist(x,y) < ————.
a- K(fa .Z')
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Primero se demuestra que v C V en las condiciones del lema. Asumamos que esto
es falso.
Por (i) se tiene que y(0) = x € V C S\ dS entonces existe un supremo t € [0, d] tal
que y(s) € VV 0 < s <t pero que y(t) € V. Aplicando (i7) del Lema 5.1.2 y que
R(f,v(s)) < ooV s e€0,t) porque ([0,t)) C V, se tiene que la funcién

H:[0,t) — [0, 0]
s — K(f,7(s))

es continua. Sea Uy = sup,¢(o5) £(f,7(a)), una funcién continua en 0 < s < ¢.

Del Lema 2.1.6 y de (i7) tenemos que para todo s € [0, 1),

Ke(v(s s - -
tog | LD ist(r (+(s)). 7y (w)) < sup w(Rpr(a))s
/ﬁf(flf) a€l0,s)
<% sup Af(0)s < SCus
a€[0,s) 4
1
En particular, como 0 < t < d < ———— entonces
a-k(f,x)
a C
| * 1< -Cs < ~ . sc|o,t
e w| <19 S mpay €0
. : Cs ) : :
Lo que significa que el conjunto R = {T) : s €[0,t)} estd contenido en el conjunto
RK(f,x

{a € (0,00) : log(a) < %} el cual estd a su vez contenido en (0,2] U [8,00).

Como C es continua implica que R es conexo y este contiene al punto 1, ya que
Co = C(0) = &(f,v(0)) donde y(0) = =z € S\ S es un punto aislado y por tanto
Co = i(f,z) =1+ k(f,x). Esto implica que R C (0, 2]. Es decir,

Cs <2R(f,z) ¥V sel0,t)

Pero en la hipdtesis habiamos supuesto que R(f,z) — oo cuando v(s) — 958,
sin embargo, ahora vemos que sup,(o 4 5(f,7(@)) #— 00, luego 7(s) #— 95. Esto
contradice la existencia de un ¢ € [0,d] tal que v(¢) ¢ V. Por todo ello, se concluye
que v C V y, en consecuencia, la bola B, de radio m también esta contenida
en V C S lo que prueba el primer apartado del lema. 7

Puesto que todo el razonamiento anterior es valido para todo ¢t € [0,d], se puede

afirmar que
R(fy) < Ca < 2R(f, )

quedando probado asi también el segundo apartado del lema. O



36 CAPITULO 5. ESTABILIDAD EN PROBLEMAS MANEJABLES

Del Lema 5.1.2 se sigue directamente que V' es un subconjunto abierto de R y que

la restriccién F¢|y es continua.

Observacion 5.1.3. Si (f,x) viene dada por una funcion de tipo C*, entonces la

formula 5.1 se satisface si:

o P (g (5.2)

para alguna constante q € R.

Demostracion. Sea f una funcién en las condiciones del Lema 5.1 y sea x(f, x) € C*.

Se calcula,

a
Con q = 17 tenemos la parte de la derecha. Si seguimos operando,

(I @) + 2l f" @) @)] = |=].f ()]

x| - Ry ()] = || - 72(2)
(@)1 ()] = || f'(x)" :
= |T| - = |T| K f,l’
i B o] (£, )
Ya que f”(z) =0 al ser f una funcién real. Y asi, hemos terminado la demostracién.

O

Lema 5.1.4. Si f|s,, con S, C R es manejable para un conjunto finito de intervalos

abiertos ordenados, entonces f|s es una funcion manejable con S =, Sn.

Es mds, si todos los fl|s, comparten la misma constante de la definicion de
manejabilidad, entonces f|s también es manejable para esa misma constante incluso

si el numero de conjuntos S, es infinito.

Demostracion. Sea f una funcién definida en un espacio métrico R con su topologia.

Sean S,, una sucesion finita de intervalos en R: Sy = (ay,b1), S2 = (az,b2), .... S, =
(n,by) cona; < as < ... < ap; by <by < ... <b,; a; <b;. Suponemos que f
es manejable en cada S;, i € {1,....,n}. Entonces f cumple la definicién 5.1.1 en cada

intervalo con una constante para cada uno; es decir,
f manejable en S para aq; ..... ; f manejable en S, para «,

donde «; € S;.
Asi, tenemos un conjunto {aq,.... ,a,} finito, discreto de niimeros reales y que por
tanto tiene un maximo v = max{ay,.... ,a, }.

Pues bien, veamos si se cumple la definicién de manejabilidad para f/|g:
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e Sea x € S; para algin i. Entonces x € S, y por tanto sabemos que se cumple,

VeeS: By={yeR: dist(r,y) < ———} C B2 ={y € R: dist(z,y) <
54 Bl (VR dite) < 5} = <R e

_—— 1 C S. Teniendo asf probada la primera condicién 5.1.1 [D.1].

Q; - '%(fv ZL’)
e Ahora, Vy € Bl se cumple

E(f,y) <oi-R(f,2) <v-R(f,x)

Lo que prueba también la segunda condicién 5.1.1 [D.1] y en consecuencia que

f es manejable en S = U,,S,,.

Veamos algunos ejemplos de funciones manejables.

Ejemplo 5.1.5.

] f(X):i
@f,@:ﬁﬁ — A(f.2)=k(fx)+1=2
m(,z;(f,x),x)zwgozo < }l-g(f,@:% Vo eR\ {0}

Por el Lema 5.1.2, f(x) es manejable.

» f(x)=x%+1
el 22 227 212 3t +1

wlf @) = |22+ 1] 22 +1 — /i(f’x):ﬁ%—l = 2 +1
2] - |6z(2? + 1) — 2z(32* + 1)]
w7 (f. ), 7) = (22 +1)2 _ 22%(32% + 3 — 322 — 1)
T (322 4+ 1) (22 4+ 1)(322 + 1)
2+ 1
4a?

(224 1)(322 + 1)

Y comprobamos si 3 a € R tal que 4r* < Z(3x2 +1)? VzeR

Fdcilmente se comprueba que para a = 4, por ejemplo, se cumple y por el Lema

5.1.2 se concluye que f(x) es manejable.
Un ejemplo de una funcién no manejable es:
Ejemplo 5.1.6.

» f(x) =sinz, z € R.
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x| - |cos(x
Dado el condicionamiento de esta funcion k(f,z) = M hay puntos en
|sen(z)|
los que es igual a 0, que son los de la forma v = km + 5 para cualquier k € Z;
y puntos en los que es infinito, que son todos los de la forma v = kn, ¥V k € Z.

Si intentamos aplicar el Lema 5.1.2, vemos que la primera condicion ya falla:

> T m T T
sea la sucesion xy = 5 T = T, X = o + S0 o @n =T+ 5 para
n € NU{0}. Tomando el limite cuando n — oo se tiene que

T

= ‘log(l + QL) — 0; pero k(x,) = 0 funciona.

n xn n—oo

d(z,, ') = ‘log

Luego no se cumple la primera condicion que exige el Lema 5.1.2. Asi que
vamos a demostrar que efectivamente sinx no cumple la definicion de funcion
manejable 5.1.1. Supongamos que existe un a > 0 tal que ¥ x se cumple que
B, = {y : |log§| < %} C S. Esto es siempre cierto ya que S = R. Y,
ademds, supongamos que se satisface que Yy € By, R(f,y) < a-Ek(f,z).
Entonces, se cumple que ¥n, Jy € B,, ={y: ‘logﬁ‘ < 1} = i(f,y) <a.
Por lo tanto, si es cierto para todo n, también lo %erci paam uno muy grande,
g € B, — llog%‘ = ‘log(l—i-%)
que R(f,y) = oo £ a. Entonces, no eziste a con esa propiedad y, en consecuencia,

1
Y= T, — < —. Sin embargo, hemos visto
a

f(z) = sinx no es manejable.

5.2. Condiciéon de compatibilidad

El segundo obstaculo con el que nos podemos encontrar a la hora de componer dos
funciones, al que nos hemos referido al inicio del capitulo, trata sobre descomponer un
problema bien condicionado f en la composicién de otros dos f = g o h donde o bien
g o bien h esta mucho peor condicionado que f; lo cual conllevaria que g o h fuese un
algoritmo inestable hacia adelante. Para evitar que esto ocurra, tenemos la condicion

de compatibilidad.

Definicién 5.2.1. (Condicion de compatibilidad). Sean g, h dos funciones tales que

su composicion g o h estd bien definida.
SCRSTCR-LR

r = hz) o gh())

Se dice que g y h son compatibles si existe una constante b tal que Yx € S se cumple

7(g, h(z)) - &(h, ) < b-F(goh,x). (5.3)
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Esta condicion de compatibilidad garantiza que la composicién de dos funciones

manejables sea otra funciéon manejable, como se muestra a continuacion:

Lema 5.2.2. Si g y h son dos funciones compatibles y manejables, entonces go h es

también una funcion manejable.

Demostracion. Sean ay y ap las constantes para las cuales g y h son manejables
respectivamente, y sea b la constante que aparece en la definiciéon 5.2.1. Vamos a
demostrar que f = g o h es manejable y su constante asociada es a = a, - aj, - b.

De la definiciéon de manejabilidad (5.1.1) sabemos que solo necesitamos estudiar los
casos en los que & (goh, ) es finito. Y de la definicién de compatibilidad (5.2.1) sabemos
que tanto K(g,h(z)) como F(h,z) son finitos individualmente. Ahora, sean = € S e
y € R tales que

1 (5<3) b < 1
a-i&(f,x) — a-k(h,x) = ap-k(hx)

dist(z,y) <

Por lo tanto, usando 5.1.1 [D.1.] para h, se tiene que y € S lo que implica que y esta
en el dominio de h.
S TCR-SR

sLR
A continuacién, queremos comprobar que h(y) € T'; es decir, que la imagen por h de

y estd en el dominio de g.

dist(h(z), h(y)) < dist(z,y) - max &(h, z) < dist(z,y) - ap, - R(h, 2)

2€B;
ap - k(h,x) (5<3) 1

= a-Rk(f,x) T a,-R(g,h(x))
Por lo que &(g, h(y)) < a4 - K(g, h(x)) y efectivamente, con la definicién 5.1.1 [D.1.]

lo que queriamos probar es cierto. Ahora nos falta ver la segunda condicién de la
definicién de manejabilidad (5.1.1 [D.1.]).

K1) S R(hy)i(e h(y)) < an-ay - R(g.h(z) < a-&(f.2)

Que es lo que queriamos demostrar. n
Ejemplo 5.2.3. Vamos a comprobar si la composicion de las funciones del ejemplo

5.1.5, las cuales sabemos que son manejables, es también una funcion manejable.

1 1
Sean g(l‘) = z2 +1 Y h(x) = —, Entonce{g; f =go h = — +1:
xr x

FiR\{0} 5 R -4 R

Veamos si se cumple (5.3):
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1
— -2z 2
" ()] - 1g' ()] x v +3
h =14+ — =1 =
Mo h@)) =1+ =9 5] R R
R(h,z) =2 por 51,5
2] ‘—2| 2 ,
_ e B s 2 43
R(goh,z) = FK( ,a:)—1+—i+1| =1+ T 211
1‘2 xr2

2 2
x—|—3‘2< o +3
2+ 1 - 2+ 1

= para b=2 se cumple la condicion y se

concluye que f = g o h es manejable.

5.3. El Teorema de composicién

Y llegamos al teorema mas importante de este trabajo, para lo que se ha desarrollado

todo lo anterior.

Teorema 5.3.1. Sean g y h dos funciones compatibles y manejables. Para cualesquiera
algoritmos estables hacia adelante g*, h que tmplementan g y h respectivamente, la

CcOmMPOSICion f“ = g%o ht es un algoritmo estable hacia adelante que implementa

f=goh.

Demostracion. Sean h : S CTR — Ry g : T C R — R funciones compatibles
y manejables con aj, y a, las constantes de la definiciéon 5.1.1 para las que son
manejables respectivamente. Sean a, y a5 las constantes de la definicién 4.3.1 para

~

g, h respectivamente. Por tltimo, sea b la constante de la definiciéon 5.2.1 para g y h.

ScR MM 7cRrR 2% R

g J=ooh, f=goh R

Vamos a demostrar que el teorema de composicién se cumple con constante de

estabilidad igual a

a:b-ag'(dg—i-dh)

Igual que en la demostracion del Lema 5.2.2, solo necesitamos estudiar los casos en
los que k(g o h,z) sea finito. Por ello, podemos suponer que &(g, h(z)) y &(h,x) son
ambos finitos.

Sabemos que g y h con compatibles y h* es estable hacia adelante por hipétesis, asi
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que se cumple

por (4.3) : dist(h"(z), h(z)) < ay, - &(h, x) - u S

b- dh (4.3) para g 1
<

a-kK(g:h(z)) = ag- (g, h(z))

1
Esto nos dice que (por 5,1,1 [D.1]) la bola By, de centro h(z) y radio ———
@ “a, - (g, h(z))
estd en el dominio de g; es decir, estd contenida en T'. Y por tanto g(h(z)) esta bien

<

definida. Ademads, por 5,1,1 [D.2] en g se tiene,
i(g, dist(h(z), h(x))) < a4 - &(g, h(z)) (5.4)
Ahora, a partir del Lema 2.1.6 comprobamos,
dist(g(h(x)), g(h(x))) < C - dist(h(x), h(x))
donde C' = méx &(g, dist(h(z), h(z))) =
Por (5.4) < dist(h(x), h(z)) - ag - &(g, h(z))

Por (5.3) <ay-ay-k(g,Mx)) K(h,x) u
Por 5,1,1 [D,1] <ag-ap-b-Rk(f,z) u (5.5)

~

De (5.4) deducimos que se cumple &(g, dist(h(z), h(z))) < &(g,h*(x)) y, por tanto,
también se verifica la siguiente cadena de desigualdades:

u < 1 < b < G- b < !
T a-k(fox) T a kg h(r) T a- k(g he(x) T ag- kg, he(x)

Y como §* es estable hacia adelante, lo anterior nos asegura que §*(h*(z)) esté bien

definida. Con lo cual,

A~

dist (3" (h"(2)), g(h"(2))) < g - R(g, h"(2)) - u < ay - 4y - F(g, h(z)) - u (5.6)

Por dltimo, juntando (5.5) y (5.6) se comprueba que:

~

dist(f*(x), f(w)) < dist(3"(h"(x)), g(h"(2))) + dist(g(h"(x)), g(h(x)))
<ag-a,-k(g,h(x)) - ut+a,-an-b-R(f,x) u
= (ag-dg'b—i-ag-dh-b)/%(f,x) U

De donde obtenemos ag, - b- (G, + G1,) = a como querfamos. En consecuencia, se cumple

la condicién (4.3) quedando probado asi el teorema. ]
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Observacion 5.3.2. El teorema anterior se puede extender para componer tres o mas
funciones. Por ejemplo, sean dadas las funciones f,qg, h que puedan ser compuestas
y que las tres sean manejables. Primero se comprueba que g y h ; f y (g o h) son
compatibles entre si, para después dados los algoritmos estables f, g, h y con el Teorema
5.3.1, probar que (§ o h) es un algoritmo estable para (g o h) y que fo (joh) es un
algoritmo estable para fo(goh).

Ejemplo 5.3.3.

1
Tomemos las dos funciones anteriormente descritas: g(x) = 2> +1 y h(z) = —.
x
Por el ejemplo 5.1.5 sabemos que ambas son manejables y por el ejemplo 5.2.3 sabemos

que son compatibles y que su composicion f = goh = — +1 es también manejable.
x

: : - 1 . :
A continuacion, veremos si h* = —, g% = x - x + 1 son algoritmos estables hacia
x

adelante. Siguiendo el mismo procedimiento que en el ejemplo 4.3.4, se concluye que:

2
N + 1]

n = (14+0)3 2% +1) = it € R tal 0< <|I—
§"=(1+6)°(z*+1) necesitamos un a al que u < ETERRT
‘log(l—i—é) } < a~u-m — 3-a-u. Concluyendo que para a = 3 funciona,

x

por lo que §"(x) es un algoritmo estable hacia adelante para g(z).

~ 1 1 A
s if=—=0<u< 5= |[logl| < a-u-2. Para a =1 se prueba que h*(x)
x a-

es un algoritmo estable para h(x).

Con esto, nos encontramos en las condiciones del Teorema de Composicion; asi que se

tiene que cumplir que f“ = g“oiz“ es un algoritmo estable que implementa a f = goh.

Comprobémoslo directamente:

s (1+0)(z2+1)

fr= ST — 14) s
. }33} 2+ 3
f(z) =1+ |z|—% =
1 2+ 1
=+
x
. 2?2 +1
Necesitamos encontrar un a € R que cumpla: 0 < u < ———
a(z3 +1)
.CC2 +1 T—00
log(l+9d)|<a-u- — a-u.
flog(1+ ) < au-
Por lo tanto, escogiendo por ejemplo a = 2 tenemos finalmente que se cumple la

definicion de estabilidad para f“(x) como decia el Teorema de Composicion 5.3.1.
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Como hemos visto, ya a los antiguos matematicos les preocupaba la fiabilidad de sus
calculos y problemas. Pero fue con la llegada de los ordenadores cuando las cuestiones
que comenzaban a presentarse resultaban ser de una dificultad notablemente mayor y
fue por ello que la comunidad cientifica ahondo en el estudio del campo del analisis

numérico.

Tanto el condicionamiento de un problema, como la estabilidad del algoritmo que
usemos para resolverlo, son aspectos que hay que tener en cuenta en el anélisis
numérico. Su desarrollo esta en constante evolucién, al igual que sus definiciones. Ya
sea de una manera u otra, necesitamos tener una idea de si los problemas que se nos
presenten pueden ser resueltos con precision satisfactoria o no y, claro estd, cual es el
método mas eficaz para poder conseguirlo. Puede que sea necesario obtener resultados
con un grado mayor de precision, a costa de generarlo en un periodo largo de tiempo.
Y viceversa, obtener el resultado en un instante, perdiendo asi algo de exactitud. Lo
importante es conocer las caracteristicas de los elementos que vamos a usar y necesitar

para poder tomar decisiones eficientes a la hora de enfrentarnos a estos problemas.

Por ello es tan importante tener herramientas como el del calculo del niimero de
condicion o teoremas y proposiciones que nos ayuden a identificar la estabilidad de un

algoritmo.

La razoén principal del célculo del niimero de condicién es conocer de antemano si es
factible resolver un problema en estudio. En este trabajo hemos estudiado una manera

asequible de obtener esta respuesta.

Primero se han presentado tres formas de clasificar un algoritmo en cuanto a su
estabilidad. Entonces, conociendo la estabilidad de un algoritmo, hemos introducido las

definiciones de compatibilidad y manejabilidad. Gracias a estos dos nuevos conceptos,
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podemos asegurar que un nuevo algoritmo es estable para el cédlculo de funciones
si sabemos que proviene de dos algoritmos estables cuyas funciones asociadas son

compatibles y manejables.

Todos los conceptos vistos en este trabajo han sido ilustrados con ejemplos que
aunque aparenten ser sencillos esconden algunas sorpresas, como por ejemplo en el

caso de la funcién sen(zx).
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